Control y Automatizacion

Tema 3: Andlisis y disefio de sistemas continuos lineales mediante el lugar de las raices

En este punto debes tener claro lo siguiente:

Las caracteristicas basicas de la respuesta transitoria de una funcion de transferencia de lazo cerrado
dependen de la localizacion de sus polos

Si el sistema tiene ganancia variable, el valor de ésta determina la localizacion de los polos

Para disefiar un sistema cumpliendo ciertas especificaciones debemos conocer como se mueven los polos en el
plano s al variar la ganancia

En algunos casos es posible que el ajuste de la ganancia permita mover los polos del sistema a la posicion
deseada. En otros casos, el ajuste de la ganancia no sera suficiente y sera necesario variar la dinamica del
sistema anadiendo un compensador
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En este tema estudiamos el método llamado lugar de las raices:

las raices del denominador de la funcién de transferencia (polos) se representan graficamente para todos los
valores de un parametro del sistema (por ejemplo, la ganancia)

el lugar de las raices es la representacion grafica de los caminos que describen los polos en el plano s al variar
ese parametro

esa representacion grafica nos ayuda a elegir el mejor valor del parametro. Ademas, podemos estudiar el efecto
de afiadir polos y ceros, determinando las consecuencias de afiadir compensacion. Por tanto, es una
herramienta no solo para seleccionar un valor del parametro, también para disefar compensacion del sistema.

5 Tema 3: Lugar de las raices
Araceli G Llorente




R(s) + Gs) C(s) _
H(s) |«
C(s) G(s)

R(s) 1+G(s)H(s)
la ecuacion caracteristica para resolver los polos es:
1+ G(s)H(s) =0

G(s)H(s) = —1

que supone una condicion para el moédulo y otra para la fase:

|G(s)H(s)| =1 Eq.(1)

LG(s)H(s) = £180°(2k + 1) | Eqq2)

Plant

G(s)

Controller +
DG | +
Sensor
H(s)
Y(s) D.(s)G(s)

R(s) 1+ D.(s)G(s)H(s)

la ecuacion caracteristica para resolver los polos es:

14+ D.(s)G(s)H(s)

Si la fase del numero complejo que resulta al sustituir un valor de s en G(s)H(s) es

un multiplo impar de 180°, ese valor de s es un polo del sistema para algun valor de la ganancia K

=0
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En muchos casos, G(s)H(s) involucra un parametro de ganancia, K, y la ecuacion caracteristica se puede escribir como:
1+ K L(s) =0  Eqq)

las soluciones de esta ecuacion
son los polos del sistema de lazo
cerrado

Definicion (l). el lugar de las raices es el conjunto de valores de s para los cuales se satisface la Eq. (3)
al variar el parametro K(real) entre 0y +o0.

También se puede escribir:

1 Si K es real y positivo,
L(s) = — i Ea.(4) L(s) debe ser real y
negativo

lo que nos lleva a definir el lugar de las raices en funcién de una condicion para la fase:

Definicion (ll). el lugar de L(s) es el conjunto de puntos en el plano s donde la fase de L(s) es 180°



Lugar de las raices: ejemplo previo
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Figure 8.5

© John Wiley & Sons, Inc. All rights reserved.

TABLE 8.1 Pole location as function of gain for the
system of Figure 8.4

K Pole 1 Pole 2

0 —10 0

5 —-9.47 —-0.53
10 —8.87 —1.13
15 —8.16 —1.84
20 —7.24 —2.76
25 -5 -5
30 —5+j2.24 —5—j2.24
35 —-5+j3.16 -5—-j3.16
40 —5+j3.87 —-5—-j3.87
45 -5+ j4.47 -5 —j4.47
50 =545 -5-j5

Table 8.1
© John Wiley & Sons, Inc. All rights reserved.
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;,qué significan las Eq.(1) y Eq.(2)?

tomamos como ejemplo:

K(s+3)(s+4)
(s+1)(s+2)

funcion de lazo abierto G(s)H(s) = Eq.(5)

K(s+3)(s+4)
funcion de lazo cerrado T(s) = (1+K)s2+ (34 7K)s+ (2 + 12K)

Eq.(6)

Si un valor de s es un polo del sistema de lazo cerrado para algun valor de K, entonces s debe satisfacer las Eq.(1) y Eq.(2)

Tomamos el punto s=-2+3j. Si es un polo del sistema, segun la Eq.(2), la fase de los ceros menos la
fase de los polos debe ser un multiplo impar de 180°:

0, + 0y — 03 — 04 = 56.31° + 71.57° — 90° — 108.43° = —70.55°
_,]3

Luego, -2+3j no es un punto del lugar de las raices, es decir,

no es un polo del sistema de lazo cerrado para ningun valor de ganancia

Si hacemos el mismo célculo para -2+j(2'/2/2), la suma de fases es 180°, es decir,
es un punto del lugar de las raices

\J
Q

Figure 8.7
© John Wiley & Sons, Inc. Al rights reserved.
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Para bosquejar el lugar de las raices de un sistema...

Localizamos polos y ceros de G(s)H(s) en el plano s. Las ramas del lugar de las raices comienzan en los polos de G(s)H(s) y terminan en los ceros de G(s)H(s)

Numero de ramas: definimos ‘rama’ como el camino que sigue un polo al variar la ganancia.
El nimero de ramas de un lugar de las raices iguala al numero de polos del sistema de lazo cerrado

Simetria: el lugar de las raices es simétrico respecto al eje real

Segmentos del lugar de las raices en el eje real: el lugar de las raices en el eje real esta determinado por los polos y los ceros de G(s)H(s) que caen en el gje real.

Los polos complejos conjugados y los ceros complejos conjugados de G(s)H(s) no afectan a la localizacion del lugar de las raices en el eje real
porgue su contribucion en este eje es 360°.

Cada segmento del lugar de las raices en el eje real se extiende desde un polo o cero hasta un polo o cero.

Para construir el lugar de las raices en el eje real tomamos un punto de prueba sobre este eje: si el nimero total de polos reales y ceros reales a la derecha del punto de prueba
es impar, entonces ese punto cae en el lugar de las raices. La contribucién de los polos y ceros de G(s)H(s) a la izquierda de un punto del eje real es cero.

Si los polos y ceros son simples, entonces el lugar de las raices y su complemento se alternan a lo largo del eje real.

Dicho de otra forma: sobre el eje real, el lugar de las raices existe a la izquierda de un nimero impar de polos o ceros de G(s)H(s)

Jo jw
A A

s-plane
O X % X0 —O0—O—%—*% -0
Py Py Py Py L

Figure .9
@ John Wikey & Sons,Inc. All rights reserved.

Figure 8.8
© Joha Wiey & Sons,Inc. Allights reserved.

lugar de las raices completo para el sistema

de Eq.(5) y Eq.(6):

empieza en los polos -1, -2: se mueven en el gje
real y se encuentran en algun punto; a partir de

ahi salen al plano complejo; vuelven al eje real entre
los ceros -3, -4; y se separan.

Puntos inicial (ganancia cero) y final (ganancia infinita):

KN¢g _
G<$) = D $qué conclusion sacas? N
“ KNeD
T(S) g G H s-plane 11
DgDyg + KNgNpy
Hs) = N1
s _ AVA AVa o
Dy l St s ol a
el lugar de las raices empieza en los polos 1
de G(s)H(s) y acaba en los ceros de G(s)H(s)
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Comportamiento en infinito / asintotas:: el lugar de las raices se aproxima asintéticamente a rectas con punto de corte en el eje real 0a
y angulo Ba:

> _polos finitos — } ceros finitos

a
n—m

180°(2k 4 1)

n—m

Oa

donde, n es el nimero de polos finitos de G(s)H(s); y, m, el nUmero de ceros finitos de G(s)H(s)

Punto donde el lugar de las raices deja el eje real (break away point) y donde vuelve al eje real (break in point)

En estos puntos las ramas del lugar de las raices forman un angulo 180°%n con el eje real, donde n es el nimero de polos de la funcién
de transferencia de lazo cerrado que llegan al eje real o salen de él
Por la simetria del lugar de las raices, este tipo de puntos pertenecen al eje real o son complejos conjugados

Si el lugar de las raices cae en el gje real entre dos polos adyacentes de G(s)H(s), entonces existe al menos un punto de ruptura (break away). Igualmente, si el lugar de las
raices cae en el eje real entre dos ceros adyacentes, existird al menos un punto de retorno al eje (break in)

El punto de ruptura ocurre en un punto de ganancia maxima, en el eje real entre los dos polos de G(s)H(s)
Cuando el par de polos complejos conjugados del sistema de lazo cerrado (lugar de las raices) vuelve al eje real, la ganancia sigue aumentando hacia infinito a medida que

los polos del sistema de lazo cerrado se mueven hacia los ceros del sistema de lazo abierto, luego la ganancia en el punto de retorno es la minima ganancia en el gje real
entre los dos ceros

2 derivamos K en el gje real para encontrar esos puntos

L | | | -
gl -3 - 0 1 2 3 0p 4 5
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Punto donde el lugar de las raices cruza el eje imaginario (jw)

Asymptote

Asymptote

Jjo

3

iy

s-plane
en este ejemplo, los polos del sistema estan en el semiplano izquierdo hasta un determinado
valor de ganancia

El punto de corte con el eje jw separa la operacion estable del sistema de la operacion
inestable; y el valor de w en el punto de corte da la frecuencia de oscilacion

Asymptote \

Figure 8.12
@ John Wiley & Sons, Inc. All rights reserved.

—— Para encontrar el punto de corte en el eje jw puedes utilizar el criterio de Routh-Hurwitz:
forzando una fila de ceros encuentras la ganancia; si vas una fila atras al polinomio par
correspondiente puedes resolver la frecuencia de oscilacion

Angulo de salida (de llegada) del lugar de las raices desde un polo complejo (a un cero complejo)

Jjo

s-plane s-plane

Figure 8.152
©1992 AIAR

(@)

—0,+ 6+ 0y — 0,— 05+ 0= (2k + 1)180

— 0+ 0+ 0y — 0, — 05+ 65 = (2k + 1)180

®)

Figure 8.15b
© John Wiley & Sons, Inc. All rights reserved.
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Determina analiticamente los puntos esenciales
para dibujar este lugar de las raices

R(s) + K(s2 - 4s +20) C(s)
(s+2)(s+4)

(a)

{=045 p_—0

s-plane

(b)

Figure 8.19
© John Wiley & Sons, Inc. All rights reserved.
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Determina analiticamente los puntos esenciales
para dibujar este lugar de las raices
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Una vez que hemos dibujado el lugar de las raices podemos localizar puntos de forma precisa
y encontrar la ganancia en ellos:

Las lineas de coeficiente de amortiguamiento constante ((=constante) son radios: (=cos ®
Las lineas de frecuencia natural wn constante son circulos



