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Problema 1.1 Usando la concavidad de la funcién log x, demuestra la desigualdad numérica
de Young
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Problema 1.2 Prueba la desigualdad de interpolacién para u € Cg(Q), e >0,
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Problema 1.3 La transformada de Kelvin (inversién respecto de la esfera de radio R) de una
funcién u : RY — R se define como

o _  R%x
(7)) = |zFu(z), T = T x #0,

para un cierto k € R.
Supongamos que la funciéon u es radial y arménica. Calcula el valor del exponente k para que
su transformada de Kelvin % sea también armdnica.

Problema 1.4 Dadas las ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo

O F =rot B,
0:B = —rot E,
divE =div B =0,

donde E, B : R? — R3, demuestra que cada componente de E y de B satisface la ecuacién de
ondas.

Problema 1.5 Usando la representacién
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demuestra la desiguladad de Sobolev para u € I/VO1 P(Q),

N
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con C' = C(,p,r, N). Seré necesaria la siguiente versién en dominios acotados de la desigualdad
de Young: si f € LP(Q), g € LI(QQ) es simétrica, y

o(z) = /Q fw)a(z - v)dy,

entonces
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Problema 1.6 Comprueba que para cierto a > 0, la funcién f(z) = (log(1/|z|)® definida en
la bola unidad B; € RV, es un contraejemplo para la inclusién de Sobolev critica

WoN(By) € LY(By) Vq < oo, Wy N (By) ¢ L™ (By).

~ AsP-



ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
Problemas. HOJA 2

ucdm | Universidad Carlos lll de Madrid

Departamento de Matemdticas
Master in Ingenieria Matematica
Curso 2020-2021

Para entregar antes del viernes 5 de marzo a las 24.00.

Problema 2.1 Encuentra las soluciones radiales regulares del problema en la bola B = {|z| <
R} C RV,
Au =1 en Bpg
{ u=0 en JBg

Problema 2.2

a) Encuentra las soluciones radiales singulares de la ecuacién en R3,

Av+Ekv=0

b) Utiliza las soluciones obtenidas para demostrar que las soluciones de soporte compacto de la
ecuacion

Au+ k= f

pueden escribirse mediante la representacion

_ L[ costklz —yl)
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Problema 2.3

a) A partir de la funcién de Green del laplaciano en el semiplano superior RY = RV=1 x (0, 00)
calcula el correspondiente nicleo de Poisson.

b) La misma cuestién para el caso de la bola Bp C RV,

Problema 2.4

a) Comprueba que para ciertos valores de o > 0, la funcién f(x) = (1+|z|*)~® es superarménica
en RV, N > 3.

b) Comprueba que el hessiano de f no es semidefinido negativo por ejemplo en el caso N = 3
en puntos (x1,0,0) con |x;| grande.




Problema 2.5 Demuestra que si u € HE(Q) es solucién débil de la ecuacién
—Au+tcu=f

donde f € L%(Q), ¢ € R, entonces minimiza la energia

E(v)—;/Q\Vulz—F;/ﬂuz—/ﬂfv.

Problema 2.6 Demuestra que la forma bilineal

E(u,v) = i Aaij(x)ﬁxiuaxju+§;/ﬂbi(w)8riuv+/gc(x)uv,

1,j=1

donde B ,
@’ e L®(Q), b elN(Q), celVA(Q),

es continua en HE(Q) x HE(Q).
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