7

Matematicas para la ingenieria 6. Representacion de funciones A\ UFV Madrid

7 Representacién de funciones

71 Conocimientos previos

Para poder seguir adecuadamente este tema, se requiere que el alumno repase y ponga al
dia sus conocimientos en los siguientes contenidos:

e Limites

e Derivadas

e Dominio de una funcién

e Maéximos y minimos

e Funciones logaritmicas y exponenciales. Propiedades y operaciones elementales

e Polinomios

e Funciones polinémicas

e Trigonometria: medidas de angulos, funciones seno, coseno y tangente y relaciones
trigonométricas bésicas

7.2 Justificacion del estudio

Hoy en dia el ingeniero de cualquier especialidad se encuentra en su trabajo diario multitud
de gréficas y curvas que debe interpretar o ayudar a interpretar. Estas gréficas pueden pre-
sentarse de varias maneras, bien por la ecuacién que las define o bien por una tabla de
valores que permita su representacion.

Pero el analisis de curvas es mucho méas que la mera construccién grafica de la misma: de-
bemos aprender también a interpretarlas, y esto es posible mediante un proceso sistemético
de construccién de estas que nos orientara en temas claves como son el dominio natural de
la funcién, sus asintotas, puntos significativos, etc.

En el caso de que la funcién a representar nos venga dada por una tabla de valores, se
aprendera a ajustar la nube de puntos a un polinomio o una curva siguiendo diferentes
métodos y aplicando después métodos de interpolacion para obtener los valores que nece-
sitemos y no estén de forma explicita representados de forma tabular.

Para estudiar una curva podemos utilizar diferentes métodos de expresién analitica:

En coordenadas cartesianas:

e Enforma implicita: f(x,y) =0

e Enforma explicita: y = f(x)

e Enforma paramétrica: x = x(t); y = y(t)
e Encoordenadas polares: p = f(¢)

En lo que sigue, se hara un recorrido sobre los aspectos mas importantes que deben estu-
diarse de una funcién para permitir su trazado y su posterior estudio.

7.3 Estudio de la gréfica de una funcién

Para el estudio y trazado de la grafica de una funcién, se seguiran los siguientes pasos:
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7.3.1 Dominio de una funciéon

También denominado campo de existencia o dominio natural de definicién de una funcién
es el conjunto de valores de x para los cuales la funcién tiene un valor bien determinado.
También puede expresarse en sentido contrario: valores de x que hacen que la funcién no
exista. Asi, por ejemplo, el dominio natural de la funcién:

y=x*-2

es el intervalo (—oo, +0),ya que la funcion esta definida para todos los valores de x.

La funcién:

esta definida para todos los valores de x excepto para x = 1, pues este valor anula el deno-
minador. Esto puede expresarse también del siguiente modo:

D={xeR/x # 1}
Para la funciéon y = V1 — x? , su dominio natural de definicion es el intervalo [—1, 1].

El dominio de una funcién puede describirse de manera explicita, o bien de manera implicita
mediante la ecuacion empleada para definir la funcién. El dominio implicito es el conjunto
de todos los ntimeros reales para los que esta definida la ecuacién, mientras que un dominio
definido explicitamente es el que se da junto con la funcién.

Ejemplo 1. La funcién dada por:

1

PRy 4<x<5

fG) =

tiene un dominio definido de manera explicita dado por {x:4 < x < 5}.

Por otra parte, la funcién dada por:

gx) =72

tiene un dominio implicito: es el conjunto {x: x # +2}.

73.2  Cortes con los ejes

7321  Cortes con el eje OX
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Para calcular el o los puntos de corte con el eje OX basta encontrar aquellos valores de x
que hacen a la funcién tomar el valor cero.

y = 0;x = k; en el punto (k, 0) tenemos un punto de corte con el eje OX
7322  Cortes con el eje OY

Para calcular el o los puntos de corte con el eje OY deberemos encontrar los valores de la
funcién cuando hacemos x = 0

x = 0;y =1; enel punto (0,r) tenemos un punto de corte con eje OY.

Ejemplo 2. Encontrar los puntos de corte con los ejes de la funcién:
(x—1)?
T Txr1
Solucion
Cortes con OX:
_(x—1)?

—— =0=>x-1)>?=0=>x=1
x+1 (x ) x

Por tanto en el punto (1, 0) hay un punto de corte.
Cortes con OY:

1
1

x=0=>y

Por tanto en el punto (0, 1) hay un punto de corte.

7.3.3  Simetrias

Una funcién es simétrica respecto al eje OY cuando se verifica que f(—x) = f(x).
Cuando es simétrica respecto al eje OY también se dice que la funcién es par
Una funcién es simétrica con respecto al origen si se verifica que f(—x) = —f(x)

Cuando una funcién es simétrica respecto al origen se dice que la funcién es impar

(-v. X, ¥
%) & )

- X

(=x,-y)

Simetria con Simetria con

respecto al respecto al
ejey origen
Ejemplo 3. Estudiar las simetrias de la funcion f(x) = x3 — x

Solucion

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Baiion -2018 3



S, [
///\\// Vitoria

Matematicas para la ingenieria 6. Representacion de funciones \\\ UFVMadrid

Calculamos f(—x) = (=x)3 — (=x) = —x3 + x = —f (x)

Por tanto la funcién es impar o simétrica respecto del origen

Ejemplo 4. Estudiar las simetrias de la funciéon f(x) = 1 + cosx
Solucion

Calculamos f(—x) = 1+ cos(—x) =1+ cosx = f(x)

Por tanto la funcién es par o simétrica respecto del eje OX

La grafica de un polinomio es simétrica respecto al eje OY si cada uno de los términos tiene
exponente par (0 es una constante). Por ejemplo, la grafica de y = 2x* — x2 + 2 es simetrica
respecto al eje OY. La gréfica de un polinomio es simétrica respecto al origen si cada uno de
los términos tiene exponente impar.

No todas las funciones tienen que ser pares o impares, o lo que es lo mismo, presentar si-
metrias. Existen funciones, y de hecho son la mayoria, que no son simétricas, es decir, no
son pares ni impares.

734  Maximos y minimos

Condicién necesaria para la existencia de un extremo

Sila funcién derivable y = f(x) tiene un maximo o un minimo en el punto x = x;, su
derivada se anula en ese punto, es decir, f’(x;) = 0.

Condiciones suficientes para la existencia de extremos

Supongamos que la funciéony = f(x) es continua en un cierto intervalo, al cual pertenece
el punto critico x;, y es derivable en todos los puntos del mismo. Si al pasar por este punto
de izquierda a derecha, el signo de la derivada cambia de “més” a “menos”, entonces la
funcién admite un maximo en x = x;.

Si al pasar por el punto x;, de izquierda a derecha, el signo de la derivada cambia de “me-
nos” a “mas”, la funcién admite un minimo en ese punto.

Punto critico

Sea f definida en ¢. Si f(¢) = 0 o si f no es derivable en ¢, entonces ¢ es un punto critico de

f.

-

f’(c) no existe

Tangente
horizontal
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Si f tiene un minimo relativo o un maximo relativo en x = ¢, entonces ¢ es un punto critico
de f.
f(x) presenta un maximo relativo en x = x; si:
f'(x)>0;x <x,
f'(x) <0;x>x
f(x) presenta un minimo relativo en x = x; si:
fl(x) <0;x <x;
f'(x)>0;x>x

| (+) ; (=)
M /T\

f'(x)>0 f(x)<0

f'(x) <0 >0 I I

~
<

a b a c

Minimo relativo Maximo relativo

. 3
Ejemplo 5. Hallar los maximos y minimos de la funcién: f (x) = x? —2x*+3x+1

Solucién
ler paso: Calculamos la primera derivada:
fl(x)=x*—4x+3

2° paso: calculamos las raices de la primera derivada (f'(x) = 0)
fl(x) =x*—4x+3 =0=>x={é:>f’(x) =x—-1Dx—-3)

Por tanto la funcion presenta los puntos criticos: x; = 1y x, = 3 ya que f'(x) esta definida
para todo x € R

3er paso: analizamos el signo de la derivada antes y después de los puntos criticos

Para x, = 1:
Vx <x;f'(x)>0
Vx> x;f'(x) <0

Esto quiere decir que al pasar (de izquierda a derecha) por el punto x; = 1, el signo de la
derivada cambia de “mas” a “menos”. Por tanto en el punto x; = 1 la funcién tiene un ma-
ximo.

3
La ordenada del punto es: y =1?—2-12 +3-1+1 =§z (1,%)

Para x, = 3:
Vx <xy;f'(x) <0
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Vx> x;f'(x)>0

Esto significa que al pasar por el punto x, = 3 el signo de la derivada cambia de “menos”
a “mas”. Por tanto en x, = 3 la funcién tiene un minimo, cuyo correspondiente valor de
ordenadas es:

3

yz?—2-32+3-3+1=1z(3,1)

3
y=%—2x2+3x+1

Ejemplo 6. Hallar los maximos y minimos de la funcién: f (x) = (x — 1) Vx?
Solucion
1°: Calculamos la primera derivada:

2(x—1) 5x—2
3 3x

£ = Va2 +

2° calculamos los valores criticos de la variable independiente:

, 5x—2 2
f(x)=3—=0ﬂx1=§

Por otra parte la derivada no existe (se hace infinito) cuando 3Y/x = 0 = x, = 0

3°. Estudiamos el signo de la derivada antes y después de los puntos criticos:

— 2,

Para x; ==
Vx <x;f'(x) <0
Vx > x;f'(x) >0
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. . ps 2 . . .
Esto significa que al pasar por el punto x, = - el signo de la derivada cambia de “menos” a
“u__ s _ 2 .. . L. .
mas”. Por tanto en x; = - la funci6n tiene un minimo, cuyo correspondiente valor de or-

denadas es:

Parax, = 0:
Vx < x5 f'(x) >0
Vx> x; f'(x) <0

Esto quiere decir que al pasar (de izquierda a derecha) por el punto x; = 0, el signo de la
derivada cambia de “mas” a “menos”. Por tanto en el punto x; = 0 la funcién tiene un méa-
ximo.

La ordenada del puntoes: y = 0

y=(e-1)y 2

Analisis del maximo y minimo de una funcion mediante la segunda derivada:

Sea f una funcién tal que f'(c) = 0 y la segunda derivada de f existe en un intervalo
abierto que contiene a c.

1. Sif"(c) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en (¢, f(c)).

2. Sif"(c) <0, entonces f tiene un maximo relativo en (¢, f(0)).
Si f"(c) = 0, entonces el criterio falla. Esto es, f quizé tenga un maximo relativo, un mi-
nimo relativo o ninguno de los dos. En tales casos, se puede utilizar el criterio de la pri-
mera derivada.

Ejemplo 7. Hallar los maximos y minimos de la funcién: f (x) = 2sen x + cos 2x
Solucion

Puesto que la funcién es periédica y tiene un periodo 2m, es suficiente estudiarla en el in-
tervalo [0, 2m]

1° Calculamos la primera derivada:

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Baiion -2018 7
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f'(x) = 2cosx — 2sen 2x = 2(cosx — sen 2x) = 2(cos x — 2sen x cos x)
=2cosx (1—2senx)

2° Calculamos los valores criticos:

2cosx(1—2senx)=0=

5

Como las funciones trigonométricas existen para cualquier valor de la variable indepen-
diente, no existen mds puntos criticos en el intervalo [0, 2r]

3° Calculamos la segunda derivada:

f"(x) =—2senx — 4cos2x

4° Estudiamos el signo de la segunda derivada en cada uno de los puntos criticos:

x n n 51 3
6 2 6 o
T T 5t 3
—2senx —2sen (E) =-1 —2sen (E) =-2 —2sen —> =1 —2sen <7> =2
T 5m
—4cos2x —4 cos (E) =-2 —4cos(m) =4 —4cos (?) =2 —4cos(3m) = 4
—2senx — 4cos2x -3 2 -1 6
Maiximo Minimo Miéximo Minimo
3 3
= =z 1 = -3
Y 2 2

y=2senx +cos2x

7.3.5

7.3.5.1

08

Concavidad

Concavidad y puntos de inflexion

Sea f derivable en un intervalo abierto I. La grafica de f es concava hacia arriba sobre ! si
f es creciente en el intervalo y concava hacia abajo en [ si f es decreciente en el intervalo.
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La siguiente interpretacién grafica de concavidad es util
e Sea f derivable sobre un intervalo abierto I. Si la gréfica de f es concava hacia arriba
en I, entonces la grafica de f yace sobre todas sus rectas tangentes en I.

e Sea f derivable en un intervalo abierto I. Si la grafica de f es concava hacia abajo en
I, entonces la grafica de f yace debajo de todas sus rectas tangentes en I.

Coéncava hacia arriba,
[’ es creciente.

Céncava hacia abajo,
[’ es decreciente.

Para determinar los intervalos abiertos sobre los cuales la grafica de una funcién f es con-
cava hacia arriba o hacia abajo, se necesita determinar los intervalos sobre los cuales f sea
creciente o decreciente.

Teorema 1 Criterio de concavidad
Sea f una funcién cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto I.

1. Sif"(x) > 0 para todo x en I, entonces la gréfica de f es concava hacia arriba en I.
2. Sif"(x) < 0 para todo x en I, entonces la gréfica de f es concava hacia abajo en I.

Ejemplo 8. Para aplicar el Teorema 1, se localizan los valores de x para los cuales f"(x) =00 f" no
existe. Segundo, se usan los valores de x para determinar los intervalos de prueba. Por tl-
timo, se prueba el signo de f''(x) en cada uno de los intervalos de prueba

Ejemplo 9. Estudiar la concavidad de la funcién:

f(x):x2+3

Solucion

Se empieza observando que f es continua en toda la recta real. A continuacion, se encuentra
la segunda derivada de f.

y

L f)=

! K+3
! 3 .
a0 | o ) =
é‘('\‘ii() 1 1 _él(.\'j>”0 flx) = (x* +3)?
huciu‘ur‘rihu hil&l.l‘iu“rihil 2 2. (_ _(_ 2
f7(x)<0 " _ (‘x + 3) ( 12) ( 12x)(x + 3)(2x)
Céncava f (.X') - (.X'z + 3)4
hacia abajo
-2 -1 v 1 : ! = 36(x2 _ 1)
T (x%2+3)3
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Como f"(x) = 0 cuando x = +1y fse define en toda la recta real, se debe probar " en los
intervalos (—o0, —1),(—1,1) y (1, +0). Los resultados se muestran en la tabla:

Intervalo —oo<x< —1 —1l<x<1 l <x< o
Valor de prueba x= -2 x=20 x =2

Signo de f"(x) f1(=2) >0 f0) <0 f12) >0
Conclusion Concava hacia arriba, Coéncava hacia abajo | Cdncava hacia arriba

La funcién dada en el Ejemplo 10 es continua en toda la recta real. Si hay valores de x en los
cuales la funcién no es continua, dichos valores deben usarse junto con los puntos en los
cuales f"(x) = 0 o f"(x) no existe para formar los intervalos de prueba.

Ejemplo 10. Determinar los intervalos abiertos sobre los cuales la grafica de:
x2+1
X) =
f6) =5

es concava hacia arriba o hacia abajo.
Solucion

Derivamos dos veces:

, (x?2 = 4)(2x) — (x* + 1) (2x) —10x
Fes Gz Gk
. (—10)(x2 = 4)> = (—10x) - (2) - (x2 —4) - (2x) 10(3x%+4)
f'x) = (xZ—4)* = (xZ—4)?

No hay puntos en los que f"(x) = 0, pero en x = +2, f no es continua, por lo que debemos

probar la concavidad en los intervalos (—o0, —2),(—2,2) y (2, +00) como se muestra en la
tabla:

Intervalo —oco<x< —2 —2<x<?2 ‘ 2<x<o©

‘ Valor de prueba x=-3 x=0 ‘ x=3

- Signo de f"(x) f(=3)>0 f10) <0 f3) >0
Conclusién Céncava hacia arriba | Céncava hacia abajo | Céncava hacia arriba

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Baiion -2018
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Definicion 1.

Teorema 2

Ejemplo 11.

Céncava Coéncava
hacia arriba

hacia arriba

[¥)

%)
~
o

Concava
hacia abajo

7.3.5.2  Puntos de inflexién

Punto de inflexion

Sea f una funcién que es continua en un intervalo abierto y sea ¢ un punto en ese intervalo.
Si la grafica de f tiene una recta tangente en este punto (c, f(c)), entonces este punto es un
punto de inflexion de la gréfica de f si la concavidad de f cambia de concava hacia arriba
a céncava hacia abajo (o de céncava hacia abajo a céncava hacia arriba) en ese punto.

Para localizar los posibles puntos de inflexién, se pueden determinar los valores de x para

los cuales f"(x) = 0 o f"(x) no existe. Esto es similar al procedimiento para localizar los
extremos relativos de f.

Si (¢, f(c)) es un punto de inflexion de la grafica de f, entonces f"'(c) = 0 o f"(x) no existe
enx =c.

Determinar los puntos de inflexién y analizar la concavidad de la gréfica de f(x) = x* —
4x3

Solucion
Calculamos la derivada segunda:
f'(x) = 4x3 — 12x2
f"(x) =12x% — 24x = 12x(x — 2)

Haciendo f"(x) = 0 es posible determinar que los puntos de inflexién posibles ocurren en
x = 0y x = 2. Al probar los intervalos determinados por es-
tos valores de x, se puede concluir que ambos producen pun-
tos de inflexién, segtin se presenta en la tabla y gréfica:

.
| ) =xt—43

Puntos de
inflexion

Intervalo —o<x<0 0<x<?2 2<x< @
Valor de prueba x = —1 x =1 x=3

Signo de f"(x) (=1 >0 f11) <0 f13)>0
Conclusién Concava hacia arriba | Céncava hacia abajo | Céncava hacia arriba

Céncava Céncava Coéncava
hacia arriba  hacia abajo 8
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El reciproco del Teorema 2 por lo general no es cierto. Esto es, es posible que la segunda
derivada sea 0 en un punto que no es un punto de inflexién. Por ejemplo, la gréafica de f (x) =
x*. La segunda derivada es 0 cuando x = 0, pero el punto (0, 0) no es un punto de inflexion
porque la grafica de f es concava hacia arriba en ambos intervalos —o0 < x < 0y 0 < x <
+00.

7.3.6  Estudio de asintotas

Una parte fundamental del estudio de una funcién es la determinacién de sus asintotas, es
decir, aquellas rectas que no son cortadas por la funcién al tener esta un valor infinito. Po-
demos estudiar tres tipos de asintotas: horizontales, verticales y oblicuas. A continuacién
vamos a estudiar la forma de hallar cada una de ellas.

7.3.6.1  Asintotas horizontales

Para estudiar si una funcién tiene asintotas horizontales bastara con que calculemos el li-
mite cuando la variable independiente tiende a infinito (o menos infinito). Si obtenemos un
valor real, ese valor de la funcién serd la asintota horizontal. En otras palabras:

lim f(x) =L
X—00
Entonces en y = L tenemos una asintota horizontal

7.3.6.2  Asintotas verticales

Para encontrar las asintotas verticales, hacemos que la funcién tome el valor infinito y bus-
camos qué valores de la variable x hacen eso posible. Si la funcién tiene un denominador,
bastara con igualar el denominador a cero para hallar el valor de x. Si se trata de un loga-
ritmo, sabemos que el logaritmo de 0 es menos infinito, etc.

7.3.6.3  Asintotas oblicuas

Sabemos que la ecuaciéon de unarectaesy = mx + n, donde m es la pendiente de la recta
y n es la ordenada en el origen, es decir, donde la recta corta al eje OY. Bastara entonces
calcular m y n para encontrar la ecuacién de la recta, en nuestro caso, la ecuacién de la
asintota.

Si trasladamos la recta al origen, cosa que se puede hacer con cualquier recta haciendo tras-
laciones horizontales y verticales, vemos que m es el cociente entre y y x. Como lo que bus-
camos el su valor en el infinito, es decir, el valor de la funcién cuando la variable indepen-
diente tiende a infinito, tenemos:

1im £ _
m-——=m
X—00 X

y el valor de n lo calculamos de igual forma:

ii_glo(f(x) —mx)=n
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Ejemplo 12.

Precaucion: una asintota oblicua puede ser cortada por la curva dependiendo de los limites
por la izquierda y por la derecha. Puede detectarse un corte resolviendo el sistema formado
por la ecuacién de la curva y la recta asintota oblicua

Calcular las asintotas de la funcioén:

_(x—1)?
ox+1
Solucién
1) Asintotas horizontales:
(- 1)?
lim ————=
x—o x+1

Por tanto, al no tener limite real, no hay asintotas horizontales

2) Asintotas verticales:
Cuando x = —1 f(x) - o

Es decir, en x = —1 tenemos una asintota vertical.

3) Asintotas oblicuas:

(€O B O O
im — = lim ————

=1=m
x=0 x  x-ox(x+1)

(x — 1)? Cox?=2x+1—(x(x+1) . 3x+1
——— —x = lim = lim =
x+1 x—00 x+1 x-0 X + 1

lim (f(x) — mx) = lim =n
X—00 X—00

Por tanto la ecuaciéon de la recta asintota es:
y=x+3

3

[SEE R G-

x+1
1\\

Si la funcién tiene una asintota horizontal no puede tener una asintota oblicua

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Baiion -2018 13
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La gréfica de una funcién racional (que no tiene factores comunes y cuyo denominador es

de grado 1 o mayor) tiene una asintota oblicua si el grado del numerador excede al grado
del denominador exactamente en 1

7.3.7  Recorrido

Recorrido de una funcién: Llamado también imagen, codominio o rango es el conjunto de

valores que toma la variable dependiente (). Es decir, son los valores de y que son imége-
nes de algtn x.

Ao fw=vas
=
E 1
3
L
24 t X
1 2 3 B
Ejemplo 13. Estudiar la grafica de la funcién:
ex
X) =
U e* + 2
Solucion
a) Dominio

e” estd definida para todo valor de x € R. La funcién esta definida siempre que e* + 2 #
0, o lo que es lo mismo: e* # —2. Pero e* s6lo toma valores positivos, luego
Dominio (f) =R

b) Simetrias

Calculamos f(—x) = ei:z = 1+;ex que no es igual ni a f(x) nia —f(x), por tanto la fun-

cién no es simétrica ni respecto al origen ni al eje OY.

¢) Maximos y minimos

Calculamos la primera derivada:

o eX(er+2)—er-e*  2e”
F@O=——GT27r  ~(@r2e

f'x)=0=2e*=0=¢e*=0=x=1In(0) = —

Por otra parte f'(x) = co cuando (e* + 2)? = 0 que ya hemos visto no es posible.

Por tanto la funcién no presenta ni maximos ni minimos.

d) Puntos de inflexién
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Calculamos la segunda derivada:

. 2e*(e* +2)2—2e*-2-(e¥*+2)-e* 2e* — e?*
') = = =

(e* + 2)* T (e¥ +2)3
2eF —e?*=0=>e*2—-e*)=0=e*=2=x=1In2

Por tanto, en x = In 2 la funcién puede presentar un punto de inflexién. Veamos el signo
de f"'(x) a ambos lados de ese punto:

Six<In2; f"(0)>0
Six<In2; f"(1) <0

Por tanto la funcién presenta un punto de inflexién en (ln 2 ,%)

e) Asintotas

e.1) Horizontales:
ex
lim =
x—00 e¥ + 2

Por tanto en y = 1 la funcién posee una asintota horizontal
Veamos los limites por la derecha e izquierda:

. ex
lim =
x>+ eX 4 2
ex

xl—i>r—n°o eXx+2 -
Por tanto, tiene otra asintota horizontal en y = 0
e.2) Verticales:
Para tenerla, f(x) — oo para algtin valor de x, lo cual no puede darse (ver dominio)
e.3) Oblicuas:

= im S er
AT T k(e )

0
Luego la funcién no presenta asintotas oblicuas.

f) Cortes con los ejes:

£.1) Bje OX:

no existe
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£.2) Eje OY

0 e® 1
= —3 = = = —
x Yoo r2 1+2 3
y= £
e +2 2
y y=1
4 =0
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