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Funciones elementales

Introduccién

Pretendemos en este capitulo “recordar” las funciones mas conocidas (potenciales,
racionales, exponenciales, logaritmicas, circulares e hiperbolicas) haciendo un recorrido so-
bre sus aspectos mas importantes: dominio, imagen, crecimiento y decrecimiento, paridad,
periodicidad, etc,.

En la parte tedrica se han puesto gran cantidad de ejemplos que afianzan las defini-
ciones., Para algin lector puede ser novedosa la parte correspondiente a funciones hiper-
bélicas. No debe desalentarse por ello, ya que no son mas que una combinacion lineal de
funciones exponenciales.

Damos una relacién de propiedades para las funciones circulares e hiperbolicas,

1. Definiciones previas

1.1. Definicion. Funcién real de variable real

Una funcién f : A — IR es una aplicacion de un subconjunto A C IR en IR, es decir
a cada r € A le corresponde un valor f(z) € R.

EJEMPLOS:

f@=s4l  f@)=vE f@)=logz f5)= s

1.2, Definicién. Dominio e imagen

Sea f una funcién real de variable real
a) El dominio f, que se representa Dom f, es el conjunto de mimeros reales z para
los cuales tiene sentido f(z). Si Dom f = A, representaremos la funcién de la
forma
f:A—R

b) La imagen de f, representada por Im f, es el conjunto de mimeros reales y para
los que existe z € IR con y = f(z).

EJEMPLOS:
1) Si f(z) = z* entonces Dom f = IR e Im f = IR* U{0}.

2 Sif(x)=;i—1- eatonces Dom f = R—{~1} e Im f = R - {0).
3) Si f(z) = \/z entonces Dom f = R* elm f = R*.
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1.4. Definicién. Funcién par e impar
Sea f una funcién definida en un dominio A C IR tal que —z € A si z € A.
a) fesparsi f(—z)= f(z)Vz € A :
b) f es impar si f(—z) =—f(z) Vz € A.
OBSERVACION: La grifica de una funcién par (resp. impar) es simétrica respecto del eje
OY (resp. respecto al origen de coordenadas).
EJEMPLOS:
La funcion f(z) = z* es par; y la funcién f(z) = z° es impar.

1.5. Definicién. Funcién acotada

Una funcién real de variable real f : A — IR es acotada superiormente si la imagen
de f, Im f es un subconjunto acotado superiormente de IR, es decir, si existe K € IR tal
que f(z) < K para todo z € A.

De manera analoga se definen las funciones acotadas inferiormente.

Una funcion f es acotada si lo es superior e inferiormente, o lo que es equivalente, si
existe K € R tal que |f(z)| < K para todo z € A.

1.7. Definicién. Composicién de funciones

Dadas dos funciones f : A— IRy g : B — IR de modo que f(A) C B, se define la
funcién compuesta g o f : A — IR de la forma

gof(z) =g[f(z)] VzeA

NOTA: La composicion de funciones no tiene la propiedad conmutativa; es mds, puede que
f © g no tenga sentido.

1.8. Definicién. Funcién inversa

Si f es una funcién inyectiva entonces existe una tnica funcién h definida sobre la
imagen de f, es decir h : Im f — IR, que verifica h(f(z)) = z para todo z € Dom f. Esta
funcion se denomina inversa de f y se denota h = f~!. Ademads, h es también inyectiva y
f(h(z)) = z para todo € Domh = Im f.

2.2. Funciones polinémicas
Se llama asi a una funcién de la forma f(z) = apz" 4 ap—y2" 1 ++++ +a;2 + ag con
n € NU{0} y a, # 0. El niimero n es el grado del polinomio.
Dominio: IR
Imagen: No se puede decir nada a priori.
OBSERVACIONES:

1) Una funcién polindmica es combinacion lineal de funciones potenciales enteras. Ejem-
plos usuales de funciones polindmicas son las rectas f(z) = az+b (funciones polinémi-
cas de primer grado), las pardbolas f(z) = az* + bz + ¢ (de segundo grado), etc.

2) Si sélo aparecen exponentes pares en el polinomio (el término independiente es un
término par ya que ap = apz" ), la funcién es par. Si sélo aparecen exponentes impares,
la funcidn es impar.
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2.3. Funciones racionales
Una funcién f es racional si es el cociente de dos polinomios, es decir, f(z)

Su dominio es IR menos los ceros o raices reales de Q(z).
No se puede decir nada a priori sobre su imagen.

3. Funciones circulares

Se suele denominar funciones circulares a las siguientes funciones:
f(z)=senz  f(z)=cosz f(z)=tgz

f(z)=cotgz  f(z) =secz  f(z) = cosecz
En lo que sigue, haremos un breve estudio de cada una de ellas.

3.1. Funcién seno
La funcién f(z) = senz verifica las siguientes propiedades:

Dominio: IR
Es un funcién acotada y su imagen es el intervalo [~1,1].
Es una funcion impar y periodica de periodo 2.
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La representacién grifica de la curva y = senz se muestra en la figura 3.5.

3.2. Funcién coseno
La funcién f(z) = cosz verifica las siguientes propiedades:

Dominio: IR
Es un funcién acotada y su imagen es el intervalo [-1,1].
Es una funcién par y periédica de periodo 2.

La representacion grafica de la curva y = cos z se muestra en la figura 3.6.
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Fig. 3.6

OBSERVACION: Para todo z € IR se verifica cosz = sen (% + z) ¥, por ello, las graficas
del seno y del coseno son iguales, salvo un desplazamiento horizontal de longitud ,—2r

3.3. Funcién tangente

La funcién f(z) = tg z se define como tgz = — y en consecuencia, no esta definida
cuando el denominador se anula. Sus propiedades mas importantes son:

Dominio: R - {(2k % 1)12' ke z}

No es un funcién acotada y su imagen es (—o00, +00).

Es una funcién impar y peridédica de periodo 7.

La representacion grafica de la curva y = tgz se muestra en la figura 3.7.

3.7. Algunas relaciones trigonométricas
Nos restringiremos a las funciones seno, coseno y tangente.
1) sen’z +cos’z = 1.
2) sen(z +y) = senz cosy + cos r seny.
En particular sen 2z = 2sen z cos z.

3) cos(z + y) = cosrcosy — senx seny.

En particular cos 2z = cos® z — sen® z.

tgz +tgy
4) t B —
i 2tgz
Fn particular tg2z = 3
1-1g°z
z+y z-Y
5) senz + seny = 2sen g s
6) cosz+cosy=2cosx;ycosz;y.
7) cosz—cosy=—2senx;ysen1;y.
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g) mzzzl—cosh 3 cos’z=1+c°921‘
2 2
W tg?z

- P ’
Versn e T WEeme
T T

2tg = 1-tg?=

10) senz = —2—5 y C€osT= ———%
1+t32§ 1+t32§

5.1. Funcién exponencial
Se llama asf a la funcién definida por f(z) = a*, donde a es un niimero real positivo.
Dominio: R.

Imagen: RYsia#1y{l}sia=1.
Es una funcién creciente si a > 1 y decreciente si 0 < a < 1.

Su gréfica viene representada en la figura 3.15.

Fig. 3.15

Propiedades:
i) a® =1,
ii) Para todo z,y € IR se verifica a*a¥ = a**V
iii) Para todoz € R, a™* = —
a
5.2. Funcién logaritmica
Se llama funcién logaritmica de base a > 0, (a # 1) f(z) = log, z a la inversa de la
funcién exponencial g(z) = a*.
Dominio: IR*

Imagen: R
Es una funcién creciente si a > 1 y decreciente si a < 1 (véase la figura 3.16).
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Fig. 3.16

NoOTAS:
1) Si a = e el logaritmo se llama neperiano y se representa logz = Lnz
2) Si a =10 el logaritmo se llama decimal.,
Propiedades:
i) log,1=0
ii) Para todo z,y € IR se verifica

log, zy =log, z +log,y  log, ¥ = ylog, z

iii) Para z,y € IR con y # 0 se tiene log, (-3) = log, = — log, y.
i : log, = I .
iv) Para z,a,b € R se verifica log,z = Tog. § y a* = b*'°& ¢ En particular,
0 o
_]ng T _ pzloga
log,x—logaya =e :

NOTA: Nosotros usaremos fundamentalmente logaritmos neperianos, por lo que la notacién
log z indicard logaritmo en base ¢, es decir logaritmo neperiano, y cuando se utilice un
logaritmo en otra base distinta, se indicard adecuadamente,

6. Funciones hiperbdélicas

6.1. Seno hiperbélico
£ __ .-t
Se define la funcién seno hiperbélico de la forma: senhz = - 2c
Dominio: IR.
Imagen: R.
Es una funcién impar, no acotada y creciente (véase la figura 3.17)

6.2. Coseno hiperbélico

z -1
Se define Ia funcidn coseno hiperbético como coshz = & *‘2‘
Dominio: R,
Imagen: [1,+00).

Es una funcién par y no es acotada (véase la figura 3.18)
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Y=j72,

-

R |

y=-e'72
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Fig. 3.17
6.3. Tangente hiperbélica

e?*—1

senh z e i
Tet4]

coshz e*+4+e-*

Se define tghz =

Dominio: IR,
Imagen: (-1,1).

Es una funcién impar, acotada y creciente (véase la figura 3.19).

Fig. 3.19

NOTA: Pueden definirse también las func{'ones:
i) cotangente hiperbdlica: cotghz =
1
coshz

tghz

ii) secante hiperbélica: sechz =

iii) cosecante hiperbdlica: cosechz =
. senh z

6.4. Propiedades de las funciones hiperbélicas

Se verifican las siguientes relaciones
1) cosh?z — senh®z = 1.
2) senh(z + y) = senh z coshy + cosh z senh y.
En particular, senh 2z = 2senh z cosh z.
3) cosh(z + y) = coshz coshy + senh zsenh y.
En particular, cosh 2z = cosh? z + senh® z.
4) tgh(z +y) = %
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En particular tgh2z = Zghs

1+tgh’z
3) cosh:=1/-—-———l+a;h2x y senhzzz—mhz;-l.
W . _ e’z
6) coshz = e y senhzz—l_tghzx.
PROBLEMAS RESUELTOS

1. Hallar el dominio de las funciones siguientes
z? 41

a) )"(:l:)=r2__1 b) g(z)=+2?-2z-3

¢) hiz) =s¢mif: d) I(z) = arccos :2111
f 24z

e) m(z)=log (5 %-1)

SOLUCION:

2

a) La funcién f(z) = :2 +i es una funcién racional. Al ser 22 —1=0siz = £1, el
dominio de dicha funcién es R—{-1,1}.

b) Si z? — 2z — 3 > 0, tiene sentido escribir g(z) = v/z? —~ 2z — 3. Denominamos r(z) a
la funcién radicando, que se factoriza

rz)=2"-2r-3=(z+1)(z-3)

y se tiene por tanto

z<-1 = r(z)20
-1<z<3 = r(z)<0
223 = r(z)20

En consecuencia el dominio de g(z) es (—o0,~1] U [3,00).

¢) Como el dominio de la funcién seno es IR, basta analizar el dominio de z—t—i, que
trivialmente se ve que es IR —{1}.

En consecuencia, el dominio de h(z) es R —{1}.
d) Debera ser E_f-ll € [~1,1], que es el dominio de la funcién arcocoseno.

Por tanto, para calcular el dominio de I(z) se tienen que resolver las inecuaciones

z+1
“ 4]

<1
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Al ser 22 +1 > 0, las desigualdades anteriores (multiplicadas por z? + 1 ) son equiva-
lentes a
—(Z?+1)<z+1< (22 +1)

que dan lugar a resolver

-2 -1<z+1 y z+1<22 41
Ahora bien,
-z -1<z2+1 & 0<z*+z+2

lo que se verifica siempre puesto que 2? + z + 2 tiene sus raices imaginarias.
Para la otra desigualdad se puede encontrar una expresion equivalente mas sencilla

2

g+1<28 41 &= 2’-2>20 < z(z-1)20,

que se verifica en (—o0,0] U [1,00).
Por tanto, el dominio de la funcién I(z) es (—o0,0] U [1, 00).

e) Puesto que el dominio de la funcién logaritmo es (0, oc), para analizar el dominio de
la funcién m(z) debemos resolver la inecuacién

2
| Ed +z+3-1>0
z? 41
2
sle*+z+3
V z? +1 =0

Va>1 & a>1l;

que es equivalente a

Pero

entonces, en lugar de la desigualdad anterior, se resuelve la siguiente, que es mas facil

2 4z+3

>1
22 +1

Y esta tltima desigualdad es equivalente a
z+2>0

que se verifica para todo z > —2. En consecuencia, el dominio de m(z) es (~2,00).

2. Estudiar la paridad de las funciones siguientes

senz + 1 + 2% _z‘+z’+l
a)f(x)*xz+cosz+4 b)g(z)—z5+z3+2
sen z + sen 3z
c)h(z)‘smz'%-tgx d)m(z)—m
Sen T cos r
o)) ="mis
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SOLUCION:

a) f(z) es una funcion impar, ya que

_sen(—-z)+(—z)+(—z)3_—senz—z—z’__(senz+z+z3)
fi-8)= (—z)? +cos(—z)+4 = z?+cosz+4  \z22+cosz+4

que coincide obviamente con — f(z)."

b) La funcién ¢(z) no es ni par ni impar.

(—z)* +(-z)+1 _ z'42?+1
(=z)* +(-2)3+2 —z5—23 42

g(-z) =

que es distinto de g(z) y de —g(z). (Obsérvese que la funcién ¢ no es impar por
“culpa” del 2 del denominador.)

¢) h(z) es una funcién impar, ya que

h(-z) = sen(—z) + tg(—z) = —senz — tgz = —(senz + tgz) = —h(z).

d) m(z) es una funcién impar. En efecto

sen(—z) + sen(-3z) —senz —sen3z (senz+sen3z
m(—z) = - =t

cos(-2z)+1 cos2z+1 cos2z + 1 ) e G

e) n(z) es una funcién par. En efecto

sen(—z)cos(—z) —senzcosr —(senzcosz) senzcosT _ (2)
(-z)5 + (-z) T —gf-z  —(zf4z) 4z = n(z).

n(-z) =

. 1
11. Sabiendo que coB— = =, calcular, empleando para ello las relaciones trigonométricas

3 2
convenientes, sena, cosa y tga para los siguientes dngulos o
23 ¢ g L 3
2) 3% b)3 )3 L 97
SOLUCION:
S G T
a) Puesto que §-3°3°% tiene que
L 1
cos21= 1+008—3' =1+2=§
6 2 2 4

y dado que % € [0, %] su coseno debe ser positivo, por lo que

V3

R L
6 2
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Por otra parte

ST | 2f=\/_§_-_1
sen6 ‘/1 coe;6 1=%:

de nuevo teniendo en cuenta que el dngulo estd en el primer cuadrante,
El resultado de la tangente se puede obtener a partir de los anteriores

T
sm—
s —tu oy
6 cos- V3 3
6
T ® X : T
b) Dado que "% + =, se puede resover el problema calculando previamente sen 3
Como se trata de un angulo del primer cuadrante, su seno es_positivo y
i e P
sens 1 — cos 3 3 5 "
Alser%:%-{-%,seobtiene
w b g T w r 3 \/5 O |
G R R el el T R h i
SO [ . T 1\'_\/3 \,/:i_
oosE—cosscoss—senssenG_ T =72 =1
La tangente no esta definida en % ya que el coseno vale 0.
7 T 1
c)Porser’zr=%~-725,seobtiene2sen’%=l-cos1—;=1yportantosen’z=-2-,de
donde

tg%z ,4,=1
OOSZ
3r ® =« y ‘ . .
d) Por ser T + i, aplicando las relaciones del dngulo suma se obtiene
i S et S S Rl
. SRR N T on . . S
g T o g g
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3

W, W
. 4 cos of
4

14. Sabiendo que log,, 2 = 03010, log,, 3 = 0'477 y log10 = 2'30, calcular log;, a y log
para los siguientes valores de a:

a) 81 b) 128 1990

) oa3
SOLUCION:

Se calculard log,, « ya que de la relacién log,, z = fl:gg_li) se obtiene

log z = log 10log,, z = 2'3log,, z,
es decir, pasar del logaritmo en base 10 de un ntimero al logaritmo neperiano es multiplicar
por log 10 = 2'3.
Entonces
a) log;o 81 = log; 3! = 4log,y 3 = 4 x 0'477 = 1'908
b) log,, 128 = log,, 27 = Tlog,, 2 = 7 x 0'301 = 2'107

1500 3000
C) logw -223- s loglo 1500 T loglo 243 = loglo ‘—2—‘ e loglo 243 =

= 10510 3000 fome ]08]0 2- 10810 35 = logw 3 - loglo 1000 — loglo 2 - 510510 3=
=3 —logyy 2 — 4logyo 3 = 3 — 0301 — 4 x 0477 = 0791

16. La cantidad de uranio radiactivo que permanece en un cuerpo después de un tiempo t
viene dada por la funcién
U(t) = Up e *

donde Uy es la cantidad de uranio inicial y k es un constante positiva.
Hallar Ia vida media del uranio (tiempo en que la cantidad de uranio se reduce a la mitad).

SOLUCION:
La vida media t,, serd el tiempo t tal que U(t) = %Uo, por tanto
l = "ktm T
2Uo = Uo € ;

log2
de donde se obtiene —; = ¢ ktm y por lo tanto ty, = —Sf-
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Un estudiante va de su casa a la Universidad en cuatro ocasiones. Las graficas siguientes
representan, para cada caso, la distancia a su casa en el instante

Fig. 3.26

Fig. 3.28

Fig. 3.27

Fig. 3.20

Indicar la grifica que corresponde a cada una de las siguientes situaciones:

\

a) Sale de casa rdpido, al rato se da cuenta de que no lleva los libros, vuelve a su casa,

recoge los libros y se marcha caminando rapidamente para llegar a clase.

b) Recorre todo el camino andando al mismo ritmo.

¢) Empieza caminando muy rdpido, pero desfallece y tiene que sentarse a recuperar
fuerzas, para proseguir después el camino a un ritmo mas lento.
d) Empieza a caminar pausadamente, pero tiene que avivar el ritmo para poder llegar a

tiempo a clase.

2. Hallar el dominio de las funciones siguientes:

2
) fle) =
r43
¢) h(x) = cos (z'-’ n 1)

Matematicas |. Ingenieria en Sistemas Industriales
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3. Estudiar si son funciones pares o impares las siguientes:

o¥ _ pb ~
a) f(z)=2% + = (z):x’tgr-‘rz:‘cosz
22 +1
¢) h(z) =secx +tgz d)l(z) = P

. r 1 o : : o a
14. Sabiendo que sen =5 calcular, utilizando las relaciones trigonométricas adecuadas el
seno, coseno y tangente de los siguientes dngulos:

m L
)3 6 F

15. Calcular los dngulos = que satisfacen las relaciones siguientes:
a)senx-l-cosz:\/é b) sen2x 4+ 2cos’ z = 2

c)sena:-i-\/ﬁcosar:%—:§ d)5tgz + 12sen’z =11

18, Sabiendo que log,o2 = 0301, log,o 3 = 0’477 y log10 = 2'3, calcular log,, « y log
para los siguientes valores de «:

9000
a)216 )50 )72 d) o
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