Tema. La integral y sus aplicaciones

Introduccién

En este capitulo se definira el concepto de integral de Riemann de una funcién acotada
en un intervalo [a,b] C IR por medio de sumas superiores e inferiores. Este concepto tiene
su motivacion basica en el calculo de areas de regiones planas. En particular se plantea el
problema del céleulo del area para un trapecio curvilineo de la forma

Fig. 12.1

Las sumas superiores e inferiores proporcionan aproximaciones cada vez mejores del

b
area buscada. Esto justifica la definicion que se da de integral, de modo que [ f(z)dz

mide el drea del trapecio curvilineo, si f(z) >0y a<b.

Después de dar las propiedades bésicas de la integrabilidad se dara el teorema fun-
damental del Calculo, que relaciona derivadas e integrales y facilita el calculo efectivo de
integrales, estableciendo la conexion con el capitulo anterior, que queda ahora plenamente
justificado.

1. Definiciones generales

1.1. Definicién. Particién

Dado un intervalo [a,b] C IR, se llama particién de [a,b] a una coleccién finita de
suntos del intervalo, P = {zq,2y,...,2,}, tales que zp =a <z, <+ <z, =b.
El intervalo [a, b] queda dividido en n subintervalos [z;,zi41], i=0...n =1

1.2. Definicién. Sumas superiores e inferiores

Sea f : [a,b] — IR una funcién acotada, y sea P = {z;,2;,...,%a} una particién de

[a, B].
- La suma inferior de f en relacién a P, denotada L(P, f), se define como

L(P,f)= }'_‘:mi(z-‘ — ;1) donde m;=inf{f(z): zi-y <z <Lz}
im1

- La suma superior de f en relacién a P, denotada U(P, f), se define como

U(P,f) = i Mi(z; — zi—1) donde M;=sup{f(z):2i-1 <2< zi}

i=1
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NOTA: Las letras L y U son las iniciales de las palabras “lower” y “upper” mspecu:vamente.
En la figura 12.2 se representan las dreas encerradas por una suma superior y una

suma inferior,

_71

1.3. Definicién. Refinamiento

Dadas dos particiones P y Q de un intervalo [a, b], diremos que Q es mas fina que P
si P C Q. Es decir, Q tiene todos los puntos de P y posiblemente algunos més.

Fig. 12.2

1.4. Proposicién.

Sea f : [a, b] — IR acotada
a) Si P,Q son particiones de [a,b], Q mas fina que P, entonces

L(P, f) < L(Q,f) S U(Q, f) S U(P, f)
b) Si P y Q son particiones cualesquiera de [a, b}, entonces
L(P,f) <U(Q, f)

CONSECUENCIA:
{L(P, f) : P particién de [a,b]} es un conjunto acotado superiormente.
{U(P, f) : P particién de [a,b]} es un conjunto acotado inferiormente.

1.5. Definicién. Integrabilidad
Se dice que la funcién f : [a,b] — IR acotada es integrable-Riemann (o simplemente
integrable) en [a, b] si

sup{L(P, f) : P particién de [a,b]} = inf{U(P, f) : P particién de [a, b}}
b b
¥ ese nimero comin se denota por / f o / f(z)dx.
a a

COMENTARIO: En ocasiones aparecera f: f con b < a. Para tratar esta situacion se
utilizara el convenio razonable:

[i=0 y /:f=—[f

NoTA: De la definicién de integral se deduce que si f es integrable en [a,b] y g coincide
con f en [a,b] salvo en un mimero finito de puntos, entonces g es integrable en [a,b] y

ademds f:f: f:g
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2. Propiedades basicas de la integral

2.1, Linealidad

El conjunto de las funciones integrables en un determinado intervalo es un espacio
vectorial, y la integral es una aplicacién lineal en dicho espacio. Es decir:
Si f,¢: [a,b] — IR son funciones integrables y A € R, entonces

i) f+gesintegrabley ['(f+9¢)= . f+ [,
ii) Af es integrable y [*Af= A J* f

2.2. Monotonia
Dadas f,g : [a,b] — R funciones integrables tales que f(z) < g(z) ¥z € [a, ] se

verifica que
b b
f f< / g
2.3. Acotacién
Si f : /8] — IR es una funcién integrable, existen m, M € IR tales que

m(b—a)s/'fsmb-a)

NoTA: Comom y M se puede tomar cualquier cota inferior y superior de f respectiva-
mente.

2.4. Aditividad respecto del intervalo

Sea f : [a,b] — IR acotada y sea ¢ € (a,b). Entonces f es integrable en [a, b] si y solo
si lo es en [a,¢] y en [¢, b], verificindose ademads

b e b
f‘ I= / f+ / f
4. Promedio integral. Teoremas del valor medio

4.1. Definicion. Promedio integral
Dada una funcién f : [a,b] — IR integrable, llamaremos promedio integral o promedio

de f en [a,b] al valor b
1
#=3—_—;/;f

El siguiente teorema asegura que si la funcién f es continua, entonces alcanza su
promedio en un punto del intervalo.
4.2. Teorema del valor medio

Si f : [a,b] — IR es una funcién continua, entonces existe ¢ € (a, b) tal que

/. ' = fE-0)
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COMENTARIO: Este teorema admite una sencilla interpretacion geométrica: el drea del
trapecio curvilineo de la figura 12.1 coincide con el drea de un rectdngulo que tuviera como
base-el intervalo [a,b] y altura f(c) para un cierto ¢ € [a, b].

4.3. Teorema del valor medio generalizado

Si f v p son dos funciones continuas en [a,b] y p(z) > 0 para todo z € [a, b], existe
c € (a,b) tal que

[ rewteria =169 | o) ds

A veces, en problemas de ingenieria, sobre todo para funciones con promedio cero,
interesa conocer el valor de la media cuadrética que se define del modo siguiente:

4.4, Definicién. Media cuadratica
Dada f : [a,b] — IR integrable. Se define la media cuadratica de f en [a, b] como

1 b 1/2
v= (m/; f’(z)dz)

5. Teorema Fundamental del Calculo

5.1, Teorema.

Sea f : [a, b)) — IR integrable. Se considera la funcién F : [a,b] — IR definida por

Pa)= [ f
Se verifica
a) F es continua en [a, b].
b) Si f es continua en ¢ € (a,b) entonces F es derivable en ¢ y F'(c) = f(c).

A partir del teorema anterior, usando la regla de la cadena y las propiedades de
aditividad de la integral, se obtiene el siguiente resultado:

5.3. Teorema Fundamental del Célculo

Sea f : a,b) — IR continua y sea G una funcién continua en [a,]. Entonces G es
derivable en (a,b) y G'(z) = f(z) para todo z € (a,b) si y sdlo si

G(z)-Gla) = /:f

para todo z € [a, bl.
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Calculo de primitivas

Introduccion

En este tema nos ocupamos del problema de calcular una primitiva o integral indefinida
de una funcién. Es decir, dada una funcién f, queremos determinar F' tal que para todo
z del dominio de f se verifique

f(z) = F(z).

Presentamos asi la integracion como el proceso inverso de la derivacion.

La justificacién plena de esta materia vendra dada, en el préximo capitulo, al estudiar
el Teorema Fundamental del Calculo.

El “cdlculo automaético de primitivas” es uno de los problemas mds tratados en
cualquier sistema de calculo simbélico y estd, en general, bastante bien resuelto. Por
este motivo, no se dard aqui un tratamiento muy exhaustivo.

De hecho puede el lector comprobar cémo la mayoria de las integrales que aparecen
en este texto, u otros andlogos, se pueden obtener sin dificultad con DERIVE.

En algunos problemas resueltos no se detallardn hasta el final los calculos que sean
analogos a otros realizados en problemas anteriores.

1. Conceptos preliminares

1.1. Definicién. Funcidén primitiva

Decimos que la funcién F(z) es una funcién primitiva de f(z) si F'(z) = f(z) para
todo punto z del dominio de f.

OBSERVACION: Dado que dos funciones que se diferencian en una constante tienen la
misma derivada, si I' es una primitiva de f, también lo es F + k, para todo k € IR.
1.2, Definicién. Funcién integral indefinida

Dada la funcién f, se llama funcién integral indefinida de f al conjunto de todas sus
funciones primitivas. Se suele escribir

/ f()dz = F(z) 4 C,

con C constante arbitraria, siendo F' una primitiva cualquiera de f.
1.3. Integrales inmediatas

Contemplando la derivacién como un proceso inverso de la integracién se puede
obtener la siguiente tabla de integrales inmediatas
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Pran
l./adx=az+0 VaeR ./:r”dz——-—-{-C p# -1
p+1
3./ldz=|og|z|+c 4./e‘dz=c'+C
I

5. /p’dx=£—+0, p>0,p#1 6./coszdz=senx+0
logp
y & /senzdx:-cosz+0 8. /secxtgxdz:sec:z+0
9. /sec’zdx:
dz
2 = 2 — = —
10. /cosec zdz—/(l—{-cotg z)dx-/senfz- cotgz + C

d
11. /coseczcotgzdzz ~cosecz + C 12. /1—_*% = arctgz + C

= arcsenz + C

n [
1-2z?
OBSERVACION: Esta tabla puede ser mds o menos exhaustiva.
Una integral es inmediata si la “reconocemos” como derivada de alguna funcion, por
tanto el concepto de integral “inmediata” es relativo.
1.4. Proposicién. Linealidad de la integral

Dadas dos funciones f, g, que admiten primitiva y una constante k € IR se verifica
) [ +o(e)) ds= [ fe)da+ [ ole)ae
i) /kf (z)dz = k/f(z)dz.
2. Técnicas generales de integracion

En esta seccién se dan tres resultados que permiten transformar integrales complicadas
en otras mas sencillas. El primero es una consecuencia de la regla de la cadena en derivacion
y se conoce con el nombre de “cambio de variable”. El segundo es el método de “integracion
por partes”, que es consecuencia de la férmula de derivacién de un producto de funciones.
El tercero expone el método de reduccién para al calculo de primitivas.

2.1. Cambio de variable
a) Sea ® una funcién con derivada ®' continua, y sea f una funcién continua. Entonces,
haciendo t = $(z), se tiene
[ 0@ @)= | styae
2.2. Integracién por partes
Dadas dos funciones derivables f y g se verifica

/ F(2)o(z) dz = f(z)o(z) - ] o(x)f'(z) da
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OBSERVACIONES:
1) Tomando la notacién diferencial, du diferencial de la funcion u, es decir, du = u'(z)dz,
la férmula de integracion por partes se puede escribir

/udv=uv—/vdu.

2) El objetivo de la técnica de integracion por partes es el de reducir la integral inicial
a otra mis sencilla; por ello, intentaremos tomar como u una funcion con derivada lo
mas simple posible y de modo que sepamos obtener una primitiva para dv. (Véanse
ejemplos en los problemas resueltos.)

iv) Las integrales [ senazcosbzrdz, [ senarsenbrdr y /cosazcosbrdx se
transforman en mntegrales inmediatas mediante las férmulas
2sen Asen B = cos(A — B) — cos(A + B)
2cos Acos B = cos(A — B) + cos(A + B)
2sen Acos B = sen(A — B) + sen(A + B)
3. Integrales de funciones racionales

Tal y como vimos en el Capitulo 3 en el epigrafe de funciones racionales, toda funcién
racional se puede escribir como suma de un polinomio mas una combinacién lineal de

funciones del tipo
A A Az +B Az + B

(z—a)' (z—a)" Gl (z=r)2+4 y (z=rp+s%)"

Usando la linealidad de la integral, bastard conocer como calcular una primitiva de
estas fracciones simples para calcular la integral de cualquier funcién racional.

Integrales impropias

(n>1).

Introduccién

En este Capitulo se trata de generalizar el concepto de integral de Riemann en IR a
casos en que interviene el infinito, ya sea porque el intervalo de integracion sea no acotado,
ya sea porque la funcién subintegral sea no acotada.

b
La integral / f(z)dz se dice impropia si ocurre al menos una de las hipdtesis si-
o

guientes:
1. El intervalo (a, b) no esta acotado.
2. La funcién f(z) no esta acotada en el intervalo (a, b).
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