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Graficas:
La grafica de una ecuacion

* El plano coordenado (René Descartes, 1637) permite:
o  Formular de manera analitica conceptos geométricos

o  Visualizar de forma grafica conceptos algebraicos

y

Realizar el calculo desde multiples perspectivas (analitica , numérica y grafica)
incrementara la comprension de los conceptos fundamentales

Ejemplo:

Busqueda de las soluciones analitica , numérica y grafica

de la ecuacidon 3x+y =7 / l \

y=7—3x xloj1]2] 3| 4




Graficas:
Intersecciones de una grafica con los ejes

* Puntos utiles al representar graficamente una ecuacion:
o Interseccion con el eje x > (a, 0) > igualar y = 0, despejar x de la ecuacion resultante

o Interseccion con el eje y & (0, b) = igualar x = 0, despejar y de la ecuacidn resultante

NOTA: es posible que una grafica carezca de intersecciones con los ejes, o que presente
varias de ellas

Ejemplos:

¥ ¥ ¥ ¥

\ -

f

No hay intersecciones con el eje x Tres intersecciones con el eje x Una interseccion con el eje x No hay intersecciones
Una interseccion con el eje y Una interseccion con el eje y Dos intersecciones con el eje y




Graficas:
Intersecciones de una grafica con los ejes Il

Ejemplo:
Determinar las intersecciones con los ejes x e y de la ecuacidén y = ).T3 — 4dx

. Para determinar las intersecciones en x:
o yseigualaacero> x° —4x =0
o Sefactorizalaecuacion > x(x — 2) (x +2) =0 \
o Sedespejax> x =0,20 —2

NOTA: Puesto que esta ecuacidon admite tres

soluciones, se puede concluir que la grafica tiene tres

intersecciones en x: (0, 0), (2, 0) y (-2, 0)

*  Paraencontrar las intersecciones en y:

o xseigualaacero>y=0
o Se despeja x > lainterseccién eny es: (0, 0) e




Graficas y modelos:
Simetrias de una grafica

CRITERIOS DE SIMETRIA

1.

La grafica de una ecuacion en x y y es simétrica respecto al eje y si al sustituir x
por —x en la ecuacion se obtiene una ecuacion equivalente.

2. La grafica de una ecuacion en x y y es simétrica respecto al eje x si al sustituir y
por —y en la ecuacion resulta una ecuacion equivalente.
3. La grafica de una ecuacion en x y y es simétrica respecto al origen si al sustituir
X por —xy y por —y en la ecuacion se obtiene una ecuacion equivalente.
¥ V y
A A A
(=x, y) (x, ) (X, y)
(x, )
\-/ = X > X - X
- o (—=x, =)
Simetria con Simetria con (x, =) Simetria con
respecto al respecto al respecto al
gjey eje x origen




Graficas y modelos:
Simetrias de una grafica ll

Ejemplo:
Verificar la simetria respecto al eje y y respecto al origen de la siguiente ecuacion: y = 2x — x

*  Simetria respecto al eje y: y=2x>—x
o  Escribir la ecuacién original > y = 2x’ — x 2+
o  Sustituirxpor—=x > v =2(—x) — (—x)

o Simplificar> y= —2x +x

Simetria respecto al origen: -2 -1

o  Escribir la ecuacién original > vy =2x' —x -L.-D¢ -1+

o  Sustituirxpor—xeypor—y-> —y =2(—x)’ — (—x)

o Simplificar> —y= -2 +x > y=2x —x

Simetria con respecto al origen



Graficas:
Puntos de interseccion

Definicion: se llama punto de intersecciéon de las graficas de dos ecuaciones a todo
punto que satisface ambas ecuaciones

Ejemplo:
Calcular los puntos de interseccion de las siguientes graficas: X — y=3yx—y=1

o  Primero hay que representar ambas graficas en el mismo sistema de coordenadas

o De la observacion de la grafica resulta evidente que existen dos Y
puntos de interseccion > proceso para determinarlos:

y = x2—3 Despejar y de la primera ecuacion.

y=X— | Despejar y de la segunda ecuacién.

-2_’;:-_1 alar Tee valarac arnidae de

X : X [gualar los valores obtenidos de y.

2 _ o . .
x>—x—2=0 Escribir la ecuacion en la forma general.

(x — 2)()6 + l) =0 Factorizar.
x=20-—1 Despejar x.




Modelos lineales y velocidades de cambio:
La pendiente de una recta

Definicion:

La pendiente de una recta no vertical es una medida del numero de unidades que la recta
asciende (o desciende) verticalmente por cada unidad de variacidon horizontal (de izquierda a
derecha)

(X5, V)

La pendiente m de una recta no vertical que
pasa por los puntos (x, y;) Y (x5, ¥,) es:

ﬂw 1-‘12 - ‘b‘l
m=—==—=—— X, # X,
Ax  x, — X

Ay =1y, —y, = cambioen y
Ax = x, — x, = cambio en x



Modelos lineales y velocidades de cambio:
La pendiente de una recta ll

Ejemplos:
y v v
A
‘T ml=% T m,=0 T SR
31 34 My =—=5 3L )
(-1.2) (2.2) my esta
7 ® ® > indefinida
3, D
1 1+ 1+ 3¢
e e e R R . ———x ——~x — >
-2 -1 12 3 2 -1 1 2 3 2 3 4 -1 o2 4
1+ 1+ 1,—1) 14
Sim es positiva, la recta sube Si m es cero, la recta es hori- Simes negativa, larectabaja  Sim es indefinida, 1a recta es
de izquierda a derecha zontal de izquierda a derecha vertical

NOTA: En general, cuanto mayor sea el valor absoluto de la pendiente de una recta, mayor es
su inclinacion




Modelos lineales y velocidades de cambio:
Ecuaciones de las rectas

Para calcular la pendiente de una recta pueden utilizarse dos de sus puntos cualesquiera > se
puede escribir la ecuacion de una recta si se conocen su pendiente y uno de sus puntos

La ecuacién de la recta con pendiente m que pasa por el punto (x,, y,) esta dada por:

ECUACION PUNTO-PENDIENTE |mm=) y — v, = m(x — x;)

Ejemplo:

Encontrar la ecuacion de la recta con pendiente 3 que pasa por el
punto (1, -2)

y—y, =mx— Xx;) Forma punto-pendiente.
y — (—2) = 3(x — 1) Sustituir y, por —2, x, por 1 y m por 3.

y+2=3x—-3 Simplificar.

y =3x—35 Despejar v. =3




Funciones y sus graficas:
Funciones y notacion de funciones

DEFINICION DE FUNCION REAL DE UNA VARIABLE REAL

Sean X'y ¥ conjuntos de nimeros reales. Una funcion real f de una variable real x de
X a Y es una regla de correspondencia que asigna a cada numero x de X exactamente
un numero y de Y.

El dominio de fes el conjunto X. El nimero y es la imagen de x por /'y se denota
mediante f(x), a lo cual se le llama el valor de f en x. El recorrido o rango de fse
define como el subconjunto de Y formado por todas las imagenes de los numeros de
X.

NOTA:
. La variable x se denomina variable independiente

. La variable y se denomina variable dependiente

Ejemplo:

El area de un circulo (A) es una funcién de su radio (r) > A = nur?




Funciones y sus graficas:
Dominio y rango de una funcidn

Modos de describir el dominio de una funcion:
. Implicito: Conjunto de todos los niUmeros reales para los que esta definida la funcién

. Explicito: conjunto de numeros que se da junto con la funcién para los cuales esta definida

Algunos tipos de funciones...

. INYECTIVA: una funcion de X a Y es inyectiva (uno a uno) si a cada valor de y perteneciente al
rango le corresponde exactamente un valor x del dominio

. SUPRAYECTIVA : una funcién de X a Y es suprayectiva si su rango (o recorrido) es todo Y

Ejemplo: Y £(x) = I—x, x<l
. . . .. ., = J Vx—1,x=21
Determinar el dominio y el rango de la siguiente funcion AR
)
2N
: =
f(x)= -x, six<l ‘ El dominio de fes (—oo, =) y el recorrido §
Jxr—1, six=1 es10. =) - S S S

Dominio: todos los x reales




Funciones y sus graficas:
Grafica de una funcion

La grafica de una funcion y = f(x) esta formada por todos los puntos (x, f(x)), donde x
pertenece al dominio de f

Yo y=fw
A (x, f(x))
1
_ E - f(X) x = distancia dirigida desde el eje y
! fix) = distancia dirigida desde el eje x
|
5 -
X
Grafica de una funcion

NOTA: una recta vertical puede cortar la grafica de una funciéon de x como maximo una vez >
CRITERIO DE LA RECTA VERTICAL



Funciones y sus graficas:
Grafica de una funcion |l

Ejemplo: graficas de funciones basicas. Determina el dominio y el recorrido

v
- = y '] vV
L f(x) X fx)= .IZ y ]
24+ 4l .l 4l
1+ 3L i
1 %) = vVx
feo=x° —
| | | | X
T T T T 2+ | | | [ 21
I, 12 A L .
-1 1+ 1L 1+
2+ H— 1 o >
-1 -l 1 2 1 2 3 4
Funcion identidad Funcion cuadratica Funcién cibica Funcion raiz cuadrada
¥ ¥y y ¥y
4 il 1 B
2 2 fx)=senx flx) =cos x
; fo) =|x|
i l

. AN AN ANANAY

T T T f x -+ i, pu 2

Funeion valor absoluto Funcion racional Funeion seno Funei6n coseno




Funciones y sus graficas:
Grafica de una funcion Il

Ejemplo: Funciones exponencial y logaritmica. Determina el dominio y el recorrido

f@) = a*

||I||QIII|IIHID]||\[|}I

a>1

Expresion ¢éEs funcion exponencial?
fG) =x/a o
o =3% Si
(3)"’ Si
Y =\=
4
yi= 9% Si
yie 1¥* No
yi=g* Si, con base natural.
)= 10" Si, con base decimal.

f(x) =a*

7 f(x) =log, x

La funcion logaritmo es la inversa de la
funcion  exponencial.  Ambas  son

crecientes, la funcidén logaritmo decrece
mas lentamente que la exponencial a
medida que x tiende a infinito.




Funciones y sus graficas:
Propiedades Logaritmo

Propiedades:
i) log,1=0
ii) Para todo z,y € IR se verifica

log, zy =log, z +log,y  log, z¥ = ylog, z

iii) Para z,y € IR con y # 0 se tiene log, (3) = log, = — log, y.

iv) Para z,a,b € IR se verifica log,z = ll?)i‘: y a* = b*l°8s¢  En particular,
o
g logz z . pxloga
log,x—logaya =e :

NoOTA: Nosotros usaremos fundamentalmente logaritmos neperianos, por lo que la notacion
log z indicara logaritmo en base e, es decir logaritmo neperiano, y cuando se utilice un
logaritmo en otra base distinta, se indicard adecuadamente.



Funciones y sus graficas:
Funciones hiperbdlicas

- La funcidn seno hiperbdlico (senhx) se define como una combinacion de funciones
exponenciales:

senh(x) =

¢Cudles son su dominio, recorrido y simetrias?




Funciones y sus graficas:
Funciones hiperbdlicas

- La funcidn seno hiperbdlico (coshx) se define como una combinacion de funciones
exponenciales:

e*+e™*
cosh(x) =
2
\ 2 . - : : ,
N / 4 ¢Cudles son su dominio, recorrido y simetrias?
\ /




Funciones y sus graficas:
Funciones hiperbdlicas

- La funcién tangente hiperbdlica (tanhx) se define como una combinacién de
funciones exponenciales:

senh(x) e*—e™*

cosh(x) e*+e™*

tanh(x) =

¢Cudles son su dominio, recorrido y simetrias?

¢Estd acotada? éEntre qué valores?

=2 =1 1 2

— e — —



Funciones y sus graficas:
Transformaciones de funciones

TIPOS BASICOS DE TRANSFORMACIONES (c > 0)

Grafica original: y = flx)
Traslacion horizontal de ¢ unidades a la derecha: y = flx — ¢)
Traslacion horizontal de ¢ unidades a la izquierda: y = flx + ¢)
Traslacion vertical de ¢ unidades hacia abajo: y=flx) —c
Traslacion vertical de ¢ unidades hacia arriba: y=flx)+c
Reflexion (respecto al eje x): y = —flx)
Reflexion (respecto al eje y): y = f{—x)
Reflexion (respecto al origen): y=—f{—x)




Funciones y sus graficas:
Transformaciones de funciones Il

Ejemplo: comparacion de la grafica de y = x? con otras cuatro funciones cuadraticas

y y
1
44+
— 42
y=x-+2 3L
I+ — 2 1+
i _ ;2
y=(x+2) y=x
— —t— x
-2 -1 -3 2 -l 1

2 .
] —_
y=x?
— I X
-2 -1 1 2
1+ y=-x> -
i,
-2+ 1
c¢) Reflexion d) Traslacion a la izquierda, reflexion y

traslacion hacia arriba




Funciones y sus graficas:
Clasificaciones y combinaciones de funciones

Clasificacion de funciones elementales:
 Algebraicas (polinédmicas, radicales, racionales)
 Trigonométricas (seno, coseno, tangente...)

Funciones trascendentes
 Exponenciales y logaritmicas

El tipo mas comun de funcidn algebraica es la funcion polinomial:
fx)=ax"+a,_x""'+ - -+ax?+ax+a,

donde:
O  nesun entero no negativo

o Las constantes a;son coeficientes siendo g, el coeficiente dominantey g, el
término constante de la funcion polinomial



Funciones y sus graficas:
Clasificaciones y combinaciones de funciones Il

Prueba del coeficiente dominante para funciones polinomiales:

Determina el comportamiento a la derecha y a la izquierda de una grafica a partir del

grado de la funcion (par o impar) y del coeficiente dominante a,

Crece Y 1 Crece
I
ala ' ‘r ala
izquierda derecha ‘
- X

) Decrece !, Decrece

' ala Yala

izquierda \ derecha

'

Graficas de funciones polinomiales de grado par

an>0

Crece f
]

ala
derecha

~_
Decrece -
a la izquierda

an-:{)

\ Crece a

la izquierda
L]
i

L1

1

\‘ '—‘ ‘.d ~‘
L]
1]

Decrece a v
la derecha \

; X

Graficas de funciones polinomiales de grado impar




Funciones y sus graficas:
Clasificaciones y combinaciones de funciones lll

Combinaciones de funciones:

1. Suma, diferencia, producto, cociente

(f+8)x) =fx) + glx) = (2x — 3) + (x> + 1) Suma.

(f — g){-’:) :f(-’:) - g(x) =(2x—3) —(x2+1) Diferencia.

(fe)x) = flx)g(x) = 2x — 3)x2 + 1) Producto.
fly) -3 |

(f/g)x) = 2(x) T2 Cociente.

2. Composiciéon > FUNCION COMPUESTA

o feog

DEFINICION DE FUNCION COMPUESTA pominiodeg
X
Sean fy g dos funciones. La funcion dada por (f o g)(x) = flg(x)) se llama funcion 8tx)
compuesta de [ con g. El dominio de fo g es el conjunto de todas las x del dominio £ f
de g tal ¢ ini flgx)
g tales que g(x) esté en el dominio de f
Dominio de f




Funciones y sus graficas:
Clasificaciones y combinaciones de funciones IV

Algunas definiciones...

e Cerodef:

o Lainterseccion en x de una grafica es todo punto (a, 0) en el que la grafica corta al eje x

o Si la grafica representa una funcion f, el nimero a es un cero de f (solucion de la
ecuacion f(x) =0)
*  Funciones pares e impares:

o  Una funcion es par si su grafica es simétrica respecto al eje y

o Una funcion es impar si su grafica es simétrica respecto al origen

PRUEBA PARA LAS FUNCIONES PARES E IMPARES

La funcion y = fix) es par si fl—x) = fix).
La funcion y = fix) es impar si fl—x) = —f(x).




Funciones y sus graficas:
Clasificaciones y combinaciones de funciones V

Ejemplo:

Determinar si cada una de la siguientes funciones es par, impar o ninguna de ambas

. Calcular los ceros de la funcion

a) fix)y=x'—x b) g(x) =1+ cosx

glx)=1+cosx

@) Funcion impar b) Funcion par



Cotas de un conjunto
Supremo y maximo

- En la definicion del Dominio de una funcidn, vimos que es posible definir intervalos abiertos
y cerrados.

- El supremo de un conjunto se refiere a la menor de las cotas superiores de dicho conjunto,
teniendo en cuenta que dicha cota superior no pertenece al conjunto.

Cotas superiores

Sup A =Menor de las cotas
superiores

- Cuando la cota superior pertenece al conjunto, el supremo denomina maximo.
- El ejemplo clasico son los intervalos abiertos y cerrados:

A=(4,5) y B=(4,5] :Sup A =5 perono tiene maximo. Sup B=MaxB =5.



Cotas de un conjunto
Supremo y maximo

- El infimo de un conjunto se refiere a la mayor de las cotas inferiores de dicho conjunto,
teniendo en cuenta que dicha cota inferior no pertenece al conjunto.

cotas inferiores de A

- Cuando la cota inferior pertenece al conjunto, el infimo se denomina minimo.
- El ejemplo clasico son los intervalos abiertos y cerrados:

A=(4,5) y B=[4,5] :InfA=4peronotiene minimo. InfB=MinB=4.



