Capitulo 13

Limites y Continuidad

13.1. Introduccién. ;Qué es un limite?
Una sucesién es “conjunto infinito y ordenado” de niimeros reales (o de otras cosas incluso):
(a07a17a2; )

Formalmente, es una funcién que va desde los naturales a los ntimeros reales (o a las otras cosas).

Una sucesion decimos que es convergente, o que tiene limite, si a medida que aumenta el subindice los nimeros
“se van pareciendo” cada vez mds a un determinado valor.

Decimos que una sucesién (ag, ai, as, .. .) tiene limite ! si Ve > 0,3IN € N tal que:

n>N=|a, -1l <¢

A propésito. Un concepto relacionado es el de sucesién de Cauchy. Decimos que una sucesién (ag, ai, as, .. .)
es de Cauchy si Ve > 0,dN € N tal que:
n,m>N=|a, —an| <e

Es facil comprobar que toda sucesién convergente es de Cauchy. Lo que no es tan facil es comprobar la siguiente
propiedad. Es una propiedad muy importante de los ntimeros reales. Los nimeros reales son completos:

e )

Toda sucesién de ntimeros reales que sea de Cauchy es también convergente.

Dicho lo cual,

Definicién sucesional de limite
Una funcion f : D — R tiene limite [ en un punto x = a si para cualquier sucesion de elementos en el dominio
(zo, 1, T2, ...) que converja a a, la sucesién de imagenes (f(xo), f(z1), f(z2),...) converge a .

J

Es decir, a medida que los valores de la variable independiente se parecen méas a a entonces los valores de sus
imagenes se parecen mas a /.

a no tiene por qué estar en el dominio de f. Basta con que sea un punto de acumulacién de dicho dominio
(que haya alguna sucesién de elementos de D que converja a a).

113
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13.2. Definicion € — 0 de limite

Hay otra definicién posible, que es de mayor uso, de limite de una funcién en un punto:

Definicién € — § de limite
Una funcién f: D — R tiene un limite [ en un punto z = a si:

Ve > 0,30 >0, tal que |z —a| <d=|f(z) -1l <e

Ejercicio Resuelto 13.2.1 Demuestra que lim2 x2 =4.
X—
Para cualquier €, tenemos que encontrar un ¢ (que depende de €) de manera que:
|t —2| <0 =2 -4 <e
Vemos que:
|o2 —4| =z —2| -z +2| =z —2[- |z —2+4| < |z —2| - (|lz — 2| +4)

Si elegimos 6 menor que el valor mds pequerio entre 1 y £ vemos que eso nos garantiza que el valor anterior es
mds pequeno que 5e.

Las dos definiciones (sucesional y € — § que hemos visto de limite son equivalentes.
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13.3. Propiedades de los limites

7~

Si existe el limite cuando x tiende a a de f(z), entonces es dnico.

Ejercicio Resuelto 13.3.1 Demuestra el resultado anterior.
Supongamos que no es cierto. Y que existen dos valores li,ls que cumplen que:

|z —al <d1=|f(z) -l <e

Ve > 0,361,002 > 0 tales que
1o I {|x—a|<52:>|f($)—lg|<s

Cojamos € < |l — l2|/2. La condicion anterior nos garantiza que existen dos nimeros d1,02 que hacen que se
cumpla una cierta propiedad. Cojamos el mds pequenio de ellos y llamémoslo §. Entonces se tiene que:

lz—al <d=|f(z) -hl<eyl|f(x) -l <e

Pero esto contradice la desigualdad triangular: ningdn ndmero f(x) puede estar a una distancia menor, si-
multdneamente, de li, ls de |l; —lo]/2.

Lema del Sandwich
Si tenemos dos funciones f, g, h definidas en un mismo dominio D, y se cumple que para todo punto z € D,
f(z) < g(x) < h(x), entonces, para cualquier punto a € D se tiene que, si existen los siguientes limites y

coinciden:
lim f(z) = lim h(z) =1
entonces:
lim g(x) =1

r—a

Propiedades de los Limites
Si existen los limites lim f(x) y lim g(x) entonces:
r—a r—a

e M (f(@) + g(a)) = lim (F(z) + lim (9(a)).

= lim (f(z) - g(2)) = (lim (f(z))) - (lim (¢())),

- oSy lmesa(f(2)
Si igr}l(g(x)) # 0, entonces wll—IBz(g(J:)) = T, (9(@)
gt

s lim (f(2)™) = (lim (f(x))) =—a

r—a T—a
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13.4. Continuidad

El concepto de limite de una funcién en un punto y el concepto de continuidad de una funcién aparecieron y

evolucionaron juntos, debido a la siguiente relacién:

Una funcién es continua en un punto a € dom(f) si y sélo si:

I lim f(x) y ademds :11_131 f(z) = f(a)

Tr—ra

Como veremos:

Las funciones elementales son continuas en todo su dominio.

Esto no podemos demostrarlo con las herramientas de este curso, pero es muy util, sobretodo combinado con las

propiedades de los limites:

Ejercicio Resuelto 13.4.1 Calcula el limite lim __cosmx
x—1 \ x2 — 4 + log(x)
Como cosmax y 2% — 4+ log(x) son funciones elementales, son continuas en todo su dominio. El 1 estd en el
dominio de ambas. Por lo tanto:
lim cosmz = cos(m- 1) = —1, h’ml(x2 —4+1log(z) =12 — 4+ log(1)) = —2
Tr—r

r—1

De modo que, combinando esto con las propiedades de los limites llegamos a:

lim COSTX B lim,_,q cosmx _ —_1 B 1
a1\ 22 —4+1log(x) )  limg_y (22 —4+log(x) =12 — 4 +1log(1)) -2 2
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13.5. Limites Laterales.

Definiciéon Sucesional de Limite Lateral

Decimos que una funcién f(z) tiene limite | cuando x se acerca a a por la derecha (parecido sucede por la
izquierda) si para cualquier sucesién (ag,aq,...) de nimeros mayores que a (menores que a en el otro caso)
que converja a a se tiene que (f(ag), f(ay),...) tiende a l.

Definicién ¢ — 6 de Limite Lateral
Decimos que una funcién f(z) tiene limite I cuando x se acerca a a por la derecha (parecido sucede por la
izquierda) si:

Ve > 0,36 > 0 tal que (z > a,|z —a| <0) = |f(x) — ] <e

(cuando nos referimos al caso por la izquierda, simplemente ponemos = < a en lugar de > a).

J

Ambas definiciones son, por supuesto, equivalentes. Escribimos ll'm+ f(z), lim f(z) para denotar a los limites
r—a r—a—

laterales por la izquierda y por la derecha, respectivamente.

Se tiene el siguiente Teorema:

3lim f(z) <= 3 lim f(z),3 lim f(2), lim f(z) = lim f(2)

T—a r—at T—a~

Y la siguiente consecuencia:

7~

Una funcién definida a trozos, donde los trozos son intervalos, que es continua en cada trozo y que tiene un
cambio de criterio en a es continua en a si y sélo si:

3 lim f(x),3 h’m+ f(z) y ademéds lim f(z) = lim f(z) = f(a)

T—a a— r—a™t
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13.6. Generalizacion del concepto de Limite: Limites en el infinito.
Limites infinitos

En esta seccion hablaremos de generalizaciones del concepto de limite. Esto quiere decir, en particular y aunque
sea repetitivo recalcarlo, que los limites que aparecen en esta secciéon no son limites en el sentido estricto.

En primer lugar, tenemos que definir que significa que una sucesiéon “tienda a infinito”.

La sucesién (ag, a1, as,...) tiende a 400 si:
VM >0,dN >0talquen> N = a, > M

Una definicién similar corresponde a —oo.

Estas sucesiones, no tienen limite en el sentido que explicamos en la primera seccién de este capitulo. Son un tipo
de lo que se conoce como sucesiones divergentes.

Definiciéon Sucesional de Limite en el Infinito
Decimos que una funcién f(x) tiene limite [ cuando z tiende a +oo si para cualquier sucesion (ag, a1, ...) de
nimeros que tienden a 400 tenemos que la sucesién de imdgenes (f(ag), f(a1),...) tiende a l.

Definicién ¢ — § de Limite en el Infinito
Decimos que una funcién f(z) tiene limite [ cuando z tiende a +oo si:

Ve >0,3M >0tal quex > M = |f(z) =] <e

Por supuesto, ambas definiciones son, de nuevo, equivalentes y existe una definiciéon andloga para —oc.

Definicién Sucesional de Limite Infinito
Decimos que una funcién f(z) tiene limite 400 cuando z tiende a a si para cualquier sucesién (ag, ay,...) de
numeros que tienden a a tenemos que la sucesién de imagenes (f(aop), f(a1),...) tiende a +oo.

Definicién € — § de Limite Infinito
Decimos que una funcién f(z) tiene limite +o0o cuando z tiende a a si:

VM > 0,30 > 0 tal que |z —a| <d = f(z) > M

- 7

Puede hacerse una definicion analoga para —oo, de nuevo No es del todo correcto decir que el limite anterior
[43 3 2
existe”.

Hay muchas posibles “combinaciones”. Por ejemplo estan los limites infinitos en el infinito o los limites laterales
infinitos. No vamos a incluir todas estas definiciones (y de hecho escribirlas es alguno de los ejercicios).

Las Propiedades de los Limites y el Lema del Sanwich, que ya vimos en una seccién anterior, se pueden generalizar
a estas nuevas definiciones de limite... pero hemos de hacerlo con cuidado. Porque no podemos operar con con
cualquier expresién (como por ejemplo +00) como si fuera un nimero. De esto hablaremos en la seccién siguiente.
Estas expresiones pueden dar lugar a indeterminaciones.
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13.7. Calculo Practico de Limites. Lista de Indeterminaciones

Sabiendo que las funciones elementales son continuas, que en cualquier funcién continua el limite en cualquier
punto del dominio coincide con el valor de la funcién en dicho punto y las propiedades de los limites podemos calcular
muchos limites.

Pero como ya hemos indicado, al utilizar las propiedades de los limites es posible que al combinar dos limites
que si estdn bien definidos obtengamos una “cosa rara”. ;Por qué? porque estas propiedades de los limites permiten
operar con expresiones con las que en general no se puede operar “alegremente”: 0 e co. Por ejemplo:

tglz +3) _ +oo

lim =
x—0— x 0

.Y eso que es? Pues hay que tener mucho cuidado.

Algunas de las expresiones, no son tan misteriosas:

+ ik>0
Vk eR, oo+ k = +c0 k- (o00) = ) S? >
+oo sik<O0
0 +oo
0 ik>1
+00 sik>1 N S%()<k<1
kT =<0 si—1<k<00<k<l P o

no hay limite si —1<k <0
0 sik<—1

- 7

no hay limite sik < —1

Es comtin utilizar las expresiones 0%, 0~ para referirse a “0 de signo positivo” y “0 de signo negativo” respectivamente.

2
-2
Ejercicio Resuelto 13.7.1 Calcula el limite lim x 1
x—1- X —
Utilizando las propiedades de los limites llegamos a que:

22 —2  lim, ,-22-2 -1
lim = — = — =
z—1- = — 1 lim, ,;-xz—1 0-

+00

Sin embargo hay otras expresiones que aparecen, bastante mas complicadas de resolver, son las llamadas indeter-
minaciones, expresiones que toman valores diferentes, dependiendo del ejercicio en el que nos encontremos:
0 oo
— —,00-0,00 — 00,1%,0%, 0c”
0 ) o) ) 3 ) ) 3
En este curso, veremos algunos trucos para calcular el valor de estas indeterminaciones. Pero son sélo eso, algunos
trucos, y no sirven para resolverlas en casos mas complicados.

Ejercicio Resuelto 13.7.2 Encuentra un ejemplo de funciones f,g cuyo dominio sea R tales que:

lim f(x) =400 lim f(x) = -0
x—+0o x—+00

y sin embargo:

3 lim (f(x) +g(x))

xX—+00

La estrategia en este caso serd encontrar primero una funcion F' cuyo limite en 400 no exista y después encontrar
dos funciones f y g cuya suma dé F. El ejemplo tipico de funcidn cuyo limite no existe en +o0o es F(x) = sen(x).
Cojamos entonces f(x) = x + senz, g(x) = —x.
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13.8. Algunos Métodos para Calcular Indeterminaciones.

Sélo vamos a aprender a resolver indeterminaciones.

Algunos trucos para limites infinitos

(1) Indeterminacién co —co procedente de un limite de una funcién polinémica (también funciona para
“casi polinomios”): Se tiene lo siguiente:

El limite en el infinito de una funcién polinémica y el de su término principal coinciden. Por tanto sera
siempre +o00. Lo tnico que hay que mirar con detalle es por tanto el signo, que dependera del coeficiente
del termino principal.

Ejercicio Resuelto 13.8.1 Calcula el siguiente limite:

Im (-2x®+x-3)= lim —22%= o0
X—+400 T—r+00

Si en lugar de un polinomio tenemos un “casi polinomio” (una suma de términos que pueden incluir, no sélo
monomios, si no también raices) esto sigue funcionando, siempre y cudndo haya un dnico “término de grado
maximo” en el “casi polinomio”.

Ejercicio Resuelto 13.8.2 Calcula el siguiente limite: 11'111 (V2x3+1—x+ Vo +1).
X—>+00

En este “casi polinomio” aparece una x “indirectamente elevada a 3/2”, una x elevada a 1 y otra “indirec-
tamente elevada a 1/3”. Por lo tanto:

Iim (V223 +1—z+Va+1)= h’rf V2x3 = +o0
xr—r+00

r— 400

(2) Indeterminacién 22 procedente del limite de una funcién racional (o del cociente de dos “casi

polinomios”): en este caso, hay que comparar el grado del polinomio (o “casi polinomio”) del numerador y
del denominador. Utilizando la observacién anterior, sabemos que sélo tenemos que mirar a los correspondientes
términos principales.

Ejercicio Resuelto 13.8.3 Calcula los siguientes limites:

X

, _ r ., -
(a) xEIJIrloo x—1 B mgl}rloo \/E B xkl}rloo \/_ =+
, x2+1 3 z? ; 1
(b) xl{lzloc 3x3 4+ 2x - zl}r—noc 33 wgr—noo @ =0
342 5 3 1 1
(¢) lim X7 2x { - m —=-

x—to0 2x3 — 2x2 +x+ 3 :ac—yzilooﬁ:m—gilooZ 2

(3) Indeterminacién oo — oo procedente del limite de la resta de dos raices cuadradas: El problema que
podemos encontrarnos en un “casi polinomio” es que no haya un tnico “término de grado maximo”. Pero si lo
que tenemos es una resta de dos raices cuadradas, podemos multiplicar y dividir por el conjugado, para reducir
nuestro problema a uno del caso anterior.
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Ejercicio Resuelto 13.8.4 Calcula el siguiente limite:

e e (@) = (1)
lim +1— — 1= lim
rtoo VY * stoo VI F I+ o =1

(4) Indeterminacién 22 por comparacién de grados. Hay unos infinitos “mas poderosos que otros”. Si el infinito
del numerador es “méas poderoso” que el del denominador, el limite da +oc0. Si el infinito del denominador es “méas
poderoso” que el del numerador, el limite da 0. El orden de “menos poderoso a mas poderoso” es el siguiente:
el limite cuando z tiende a +oo de n(z), el limite de una funcién potencial de exponente positivo =™, el limite
cuando z tiende a +o0o de una funcién exponencial con base mayor que 1 a”.

Algunos trucos para limites en un punto

(1) Indeterminacién % procedente del limite de una funcién racional: Si al sustituir un valor a en el

numerador y denomiandor de una funcién raciona obtenemos el valor de 0, eso quiere decir que a es una raiz del
numerador y del denominador. Basta factorizar y simplificar el término comin, como en el siguiente ejemplo:
| 0 ., (r4+1)(z—-1) . (z+1)

him —-—t 0 e Dezh _ 9
a2 3242 0 i (z_1)(z—2) a5l (z_2)

Algunos trucos generales

(1) Convertir indeterminaciones < en % y viceversa: Las indeterminaciones 2 y % son equivalentes en el

siguiente sentido: la una se puede convertir en la otra y viceversa. Por ejemplo si tuviéramos:

lim &) _

z—a g(x) T 00

entonces:

1
tim L&) g 2 0
7@

0

z—a g(x) T—a

(2) Indeterminacion 0 - (+o00): Si tenemos que:

I f(z) - g(x) =0 (+00)

Tr—a

entonces tenemos que:

lim f(z) - g(z) = lim =—

r—a T—a ——

(3) Indeterminaciones 0°, oc® y 1°°. Todas ella deben provenir de calcular el limite de una expresion del tipo
f(2)9) Y todas se resuelven utilizando el mismo truco:

lim f(2)9®) = lim e9@) (@) = elima—a g(2)-In(f(2))
Tr—a Tr—a

La propiedad fundamental del niimero e: un truco mas para la indeterminacién 1*°

Hay que conocer la siguiente propiedad:

Si limy_,q f(2) = £00 (a puede ser infinito), entonces:

Iim ( 1+ —) =1 =c¢
z—a ( f(z)

Claro, esto no siempre lo vamos a encontrar asi: en ocasiones tendremos que convertir la expresiéon que nos den,
en algo que se parezca a la anterior, para poder usar esta propiedad.

Regla de L’Hopital

La estudiaremos en el tema de derivadas.
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13.9. Teoremas sobre Funciones Continuas en Intervalos Cerrados

Teorema de Bolzano
Si f(x) es una funcién continua y estd definida en [a,b] y se cumple que f(a) y f(b) son de signo opuesto,
entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Teorema de los Valores Intermedios
Si f(x) es una funcién continua y estd definida en [a, b] y se cumple que f(a) # f(b) entonces, para cualquier
valor yo entre f(a), f(b) existe un punto ¢ € (a,b) tal que f(c) = yo.

Teorema de Weirstrass
Si f(x) es una funcién continua y estd definida en [a,b] y se cumple que f(a) y f(b) son de signo opuesto,
entonces existen dos puntos z,, y zas tales que f alcanza un minimo absoluto en z,, un maximo absoluto en

Tpr-
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Hoja de Ejercicios 9: Sistemas Lineales

Ejercicios Anadidos por Felipe Prieto
1. Demuestra que si una sucesién de nimeros reales (ag, a1, az, ...) es convergente, entonces es de Cauchy.

2. Demuestra que si el limite de f(z) existe y es igual a l; y el limite de g(z) existe y es igual a l5, entonces el
limite de f(z) 4+ g(x) existe también y es igual a Iy + .

3. Escribe la definicién de “el limite de una sucesién es —o0”.

4. Escribe que quiere decir (sucesionalmente y £ — §) que “el limite cuando f(z) tiende a 400 es igual a —o0”.

5. Calcula los siguientes limites, con = tendiendo a 4oco:
(a) lim (2+-)"
a) lim —
r——+00 xT

(b) lim (In(z))* =2

r——+00

322 —1
I
(C) :E—iI-ir-loo 2z + 3

3 32 —1
() lm 3

B 32 —4
(&) w5200

2
—1

() lim 2
z—+o00 2+ 3
322 —1

i —_—
(g) mﬁn}rloo 202 + 3

, V322 — 1
(h) mgl-ir-loo 2x+ 3

. VA 41
(i) lm ——

z—+oo 2 + 3

Q) I 5x2 —1

111l —F/—

J z—+00 /3 +3
vt —2

) I s

) lm 223 +z— V323

r—+00
(m) lim /22242 — V322
r——00

(n) 11'141_1 V323 — 20 — /323 + 2

Tr—r+00

4225
(@) lm (In(z+3)) V25

T—r+00




124 CAPITULO 13. LIMITES Y CONTINUIDAD

6. Calcula los siguientes limites con = tendiendo a un nimero real:

tg(z +3)
lim ——272

(a) mi}g— ZC2
(b) lim _inlz)

a—1+ In(x — 1)
2
-1
(¢) lim z

z1x3 — a2 42— 1

) In(x)
(@) mllgh In(x—1)

223 + 322 — 1

1m
z——1 4 +x

, x? —4
0 I et 4

o oxd =241
(g) lim, Qa1

7. Calcula los siguientes limites, utilizando la propiedad fundamental del ntmero e:

(a) lim (1+ i)‘“

T—r 400

(b) 1im (21

T—00 T

):E
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Ejercicios de la Hoja de la UAM

1. Calcula los limites siguientes:

cos T x? =2
1
(a) e 72 — 4 +log(x)’ (b) zglll— r—1"
B +2c+5 2 +1
1 d { _—
(c) w00 228 — 227 + 7 + 37 (@) e 323 + 20

2. Discute la existencia de los limites siguientes y calcula su valor cuando sea posible:

(a) lim M, (b) lfm (82% — 1)z + 7)3, (o) lim Y45
300 722 — /220§ a8 00 7+ 6 soo a2 — 7

(d) Jim (V v - x) (e) Jim =7 0 tim =7

® i (ot €1 ® i, 15

0 Jin 1o ® i ot =

(m) ;13}) cos (%) , (n) mlir(r)l+ \/T sen (i) (o) xHToo %7

i T @ i 0ty

x/2 —2z 2

3. Encontrar un ejemplo de funciones f, g, definidas en R, tales que

Jim  f(z) = oo, lim g(z) = —oo,

y para las que, sin embargo, lirf (f(z) + g(z)) no existe.
xr—r+00

Indicacion: Piensa primero en una funcién h que no tenga limite cuando x — +o00, y encuentra f y g en las
condiciones anteriores de modo que f + g = h.

4. Calcula cuanto valen los limites siguientes:

NZEV) r? -1

: (b) lim —— ——

e—1 3 — /22 +8

‘ I
)
Ayuda: Simplifica factores comunes.

5. Estudia el dominio y los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones:

Ll g g
@ f@) = F ) [0 == (@ f@) =l @@ ={ 5 TT70.

siz=0

-1 siz<O0
(e) flz) =222, (f) fo) = Sizgys  (8) f(2) = Shmpre (W) fl2) = { (1) si :8 :
Ss1x >

arctanx, paraz <1

6. Calcula qué valor debe tener ¢ para que la funcién f(z) = { Inz+e, paraz> 1

sea continua, y dibuja la grafica de f para ese valor.

7. Se considera la funcién f(z) = 2 —322 — 92 +1 en el intervalo cerrado [—2, 6]. ;Cuéles son los valores maximo
y minimo que alcanza f en dicho intervalo? Responde a la misma pregunta para las funciones g(z) = x* + 322

y h(z) = €*.
8. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
21
y=1In x2 1 y = sen(Inz), y = In(2? In® z),
x
y = 2% (Ayuda: usar a® = e®!"9), y=a", y =sen?z — 3z*tan? z,
y= 14z y = 3z+ 33(712-{-1 Y= e\/] T
11—z’ 5 .

eT
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9. Demuestra que la ecuacién 6 z° + 13z + 1 = 0 tiene exactamente una raiz real.

10. (a) Da un cjemplo de una funcién continua f, definida en el intervalo [0, +00), tal que f([0,400)) = R.

(b) Da un ejemplo de una funcién continua f, definida en el intervalo [0, +00), que no alcanza ni méximo ni
minimo global en este intervalo y satisface |f(z)| < 1 para todo = € [0, +00).

11. Discute la existencia de los limites siguientes y calcula su valor cuando sea posible:
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. 2t
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@) lim (222
z—+oo \ 22 — 3
. er
(1) lim =
T 2I
(o) lm ¢+

400 € — 2T’



