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|
Objetivos

@ Realizar un diseno razonado de algoritmos recursivos.

@® Saber cémo afiadir pardmetros para mejorar el coste de los algoritmos
recursivos.

® Aprender a verificar la correccién de un algoritmo recursivo respecto a su
especificacion.

® Aprender a obtener un algoritmo iterativo equivalente a uno recursivo.
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Disefio Recursivo

Sumario

Disefo de algoritmos recursivos.

Verificacién de algoritmos recursivos.

Técnicas de inmersidn.

e Transformacién de algoritmos recursivos en iterativos.
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Disefio Recursivo

Caracteristicas de la recursion
i Qué es? Permite que un procedimiento o funcidén haga referencia a si mismo
dentro de su definicién.

i Cémo funciona? Resuelve un problema P sobre unos datos D suponiendo que
P ya estd resuelto para otros datos D’, del mismo tipo que D pero mds
sencillos.

P se resuelve directamente para datos suficientemente sencillos.

i Utilizacién? Para repetir cdlculos (como la iteracién).
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Disefio Recursivo

Recursién vs iteracién

Ejemplo: Potencia
Problema: P = m" Datos: D = (m,n) J

Método iterativo . .
Método recursivo

m" =mxmx*... " xm.

_ -1
Nuevo problema: mt =" .
P’ = multiplicar dos enteros. Mismo problema para datos mas pequefios:
D'=(mn—1).

fun potencia(m,n : ent) dev p: ent
fun potencia(m,n : ent) dev p : ent

var x : ent
<er) = <0r1); CSOS
mientras (x # n) hacer n=0 — p:=1
pi=pxm; 0n>0 — p:= mx*potencia(m,n—1)
x:=x+1 fcasos
fmientras ffun
ffun )

Misma expresividad.

Mayor nivel de abstraccién.
Programas mdas compactos.

Lenguajes de programacién funcional.
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Disefio Recursivo

Esquema general

(P }
fun f-rec(x:Tq) dev (y:Tp)
casos
Bi(X) — 7 := triv(¥)
U By(x) — ¥ := comp(f-rec(s(x)),x)
fcasos
ffun

{Qx )}

Recursién lineal dnica llamada recursiva.
Recursién final comp no realiza acciones (devuelve el primer argumento).

Recursén miiltiple mds de una llamada recursiva.
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Disefio Recursivo

Disefo y verificacidén de algoritmos recursivos

Los pasos a seguir son:

@ Especificacién formal del algoritmo.
® Analisis por casos, descomposicién.
® Composicién de resultados.

O Verificacién formal de la correccidn.
@ Estudio del coste.
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Disefio Recursivo

Anélisis por casos y composicion

i Cémo descomponer los datos para calcular la solucién a partir de la solucién
al mismo problema para datos mas pequenos?

Anilisis de casos: triviales o basicos

Reducir el tamafio de los problemas en los casos recursivos y acercarse al caso
trivial.

Clasificacion exhaustiva cubrir todos los casos permitidos por la precondicién.

Casos excluyentes no ambigiiedad.

Potencia

n>0 ‘ m" = mxm"1
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DI CNCISWN  Verificacion

Correccidén

Demostrar que para todo posible dato de entrada X que cumpla P(X), se
cumple Q(X, f-rec(X)).

@ Se cubren todos los casos:

P(X) = B(X) V By (%)

® El caso trivial es correcto:

P) A B(¥) = QX triv(¥))

® La funcidn recursiva es invocada siempre en estados que satisfacen su
precondicién:
P(x) A Bu(x) = P(s(x))

@ El paso de induccién es correcto:
P(x) A Bu(¥) A Q(s(X),y) = Q(F, comp(y/, %))
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D Recursivo

Terminacion

@ Existe una funcién de tamafio t tal que

P(x)=t(x)>0

® El valor de t decrece al hacer la llamada recursiva:

P(x) A But(x) = t(s(x)) < t(x)
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DI CNCISWN  Verificacion

Ejemplo: potencia

{n>0} X = (mmn) Bi(m,n)=n=0
fun potencia(m,n : ent) dev p: ent y=p Bu(m,n) =n>0
casos
n=0 > p:=1 P(m,n)=n>0 s(m,n) = (mn—1)
O0n>0— — ; _

p := m*potencia(m,n — 1) QUnnp) =p=m"  trivimn) =1

, fcasos comp(p/,m,n) =mxp
un
(p=m"} t(m,n) =n
o

On>0=n=0VvVn>0
@en>0An=0=1=m"
O@en>0An>0=n-1>0
01’120/\n>0/\p’=m"71:>m*p/:m"
On>0=n>0
On>0An>0=n—-1<n
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DI CNCISWN  Verificacion

Ejemplo: maximo comin divisor

{a>0Ab>0}
fun euclides(a,b: nat) dev mcd : nat

Propiedades del maximo comdn divisor:
casos

d=b — med = a e mcd(a,b) = mcd(a —b,b) sia>b.
0a>b — med:= euclides(a—b,b) o mcd(a,b) = mecd(a,b—a) sia <b.
0a<b — med := euclides(a,b—a) .
T — o mcd(a,b) =asia=>b

ffun
{ mecd = mcd(a,b) }

@a>0ANb>0=a=bVa>bVa<b
®a>0Ab>0ANa=b=a=mcd(ab)
®@a>0ANb>0Na>b=a—-b>0Ab>0
a>0Ab>0Na<b=a>0Ab—a>0
®a>0Ab>0Aa>bAmed =med(a—Db,b)= mcd =mcd(a,b)
a>0Ab>0Aa<bAmed =mcd(a,b—a)= mcd = mcd(a,b)
© Funcién de terminacién: t =a+b
a>0Ab>0=a+b>0
®a>0ANb>0Na>b=a—-b+b<a+b
a>0ANb>0Na<b=a+b—a<a+b

Yolanda Ortega Mallén (UCM) DIAL 20-21 12 / 47



PIESCNEESWEN  Analisis del coste

Andlisis del coste

Recurrencias: funciones de coste recursivas.

fun factorial(n : nat) dev f : nat
casos

T(n—1)+ky

sin=0
sin>0

n=0 — fi=1 Recurrencia
On>0 — k
f = nxfactorial(n—1) T(n)= { !
fcasos
ffun

Para obtener el orden de complejidad de T(n):

Despliegue obtener férmula explicita de T(n).

Teoremas disminucién del tamafio del problema por sustraccién o por division.
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PIESCNEESWEN  Analisis del coste

Despliegue de recurrencias

El objetivo es conseguir una férmula explicita (en funcién de n) de T(n).

Despliegue Sustituir T por la parte derecha de la ecuacién.
Repetir hasta encontrar una férmula que dependa del nimero de
despliegues (o llamadas recursivas) i.

Postulado Obtener el valor de i que hace desaparecer T (caso b3sico).
En la férmula, sustituir i por ese valor para obtener la férmula
explicita T*, que solo depende de n.

Comprobacién Demostrar por induccién que T = T*.
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Factorial
. k1 sin=0
T(n)—{ T(n—1)+k sin>0
T(n) £ Tn—1)+k
2 Th-2)+k+k = Tn—2)+2-k
2 Tm—-3)+k+2k = T(n—3)+3k
L Th—i)+ik
L T(0)+n -k = n-ky+k =T*n) €On)

Vn>0.T(n) = T*(n)

Caso base T(0) = k; = T*(0)
Paso inductivo H.l.: T(n) = T*(n)

Tn+1)=Tn)+k S n-ky+k +k = (n+1) ky+k = T*(n+1)
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[DIEEHENSITENOIN  Analisis del coste

e Caso directo: coste constante
o Preparacién de llamadas y combinacién de resultados: coste polinémico

Teorema de la resta: Descomposicion restando una cantidad constante

- ko si0<n<b
T(n)—{ a-T(n—b)+k -nk sin>b

()  sia=1
) & { O@@"dvhy sia>1

Teorema de la divisién: Descomposicion dividiendo por una cantidad

constante b > 2

_ ko si0<n<b
T(n)_{ a-T(!) +k-n* sin>b
O (nk) sia < b
T(n) € ¢ O(nflogn) sia="b

O(n'°8%)  sia> b

El coste es menor cuanto mds pequefias son a y k y mas grande es b.
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Division entera

{a>0AD>0}
fun dividir(a,b: ent) dev (q,r: ent)
{a=bxq+r N0O<r<b}

Andlisis por casos y composicién
ea<b—g=0yr=a  caso basico
ea=b—qg=1yr=0  caso bdsico
ea>b ANa=bxg+r=a—-b=bx(g—1)+r  caso recursivo

a<b|g=0yr=a
a>b | g=q +1yr=r donde (¢,r') = dividir(a —b,b)
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Ejemplo: Divisién entera

fun dividir(a,b: ent) dev (g,7: ent)

casos
a<b — (q,r):=(0,a)
Oa>b — (g,r) = dividir(a—b,b);
qg:=q+1
fcasos
ffun

Coste depende de a y de b; tamafio: n =adivb
(a—b)divb= (adivb) —1

k sin=0
T(”):{Tl(n—1)+k2 im0 J

T(n) € ®(n) = O(adiv b)
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PIESCNEESWEN  Analisis del coste

Ejemplo: Divisién entera

Mayor eficiencia si dividimos el tamafio del problema.

e dividiendo a

e multiplicando b

(q',7) =dividir(a,2b) = a= (2b)xq +7 A 0 <+ <2b

Buscamos (g,7) tal quea=bxqg+r AN 0<r<b:

o <b— (qr)=1(29,7)

e h<r <2b=0<r—-b<b

a=(2b)xq +b+7r —b=bx (29 +1)+ (¥ —b)

a<b

a>b

g=0yr=a
(q',7") = dividir(a,2b)
r<b|g=2¢yr=r
'>b|g=29+1yr=1r—b
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PIESCNEESWEN  Analisis del coste

Ejemplo: Divisién entera
fun dividir-efic(a,b: ent) dev (q,7: ent)
casos

a<b — (q,r):=(0,a)
Oa>b — {g,r) := dividir-efic(a,2%D);

casos
r<b — gq:=2xq
Ur>b = (gr):=(2xq+1,r—b)
fcasos
fcasos
ffun
Tamafio: n =adivb  gdiv (2b) = (adiv b) div2

. k1 n=0
i) —{ T(ndiv2)+ky n>0

T(n) € ©(logn) = O(log(a div b))

Ejercicio

Verificar la correccién de los dos algoritmos para la divisién entera.
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PIESCNEESWEN  Analisis del coste

Blsqueda binaria

{ord(V,1,N) ANN>0}
fun bisqueda-binaria-rec(V[1..N] de ent, A : ent) dev (b : bool,p : nat)
{b=1<p<NAV[p=4) A

(-b—>1<p<N+1A V[lp)<AANA<V[p.N])}

ord(V,a,b) = (Vk:a <k <b:V[k| < V[k+1])
Via.b) <x= Vi:a<i<b:V[i]<x)
x=<Vgb=Vi:a<i<b:x< VI

Generalizacién: bisqueda en cualquier segmento Vic..f].

{P=ord(V,c,f) N1 <c<f+1<N+1}
fun bisqueda-binaria-rec(V[1..N] de ent, A : ent,c,f : nat) dev (b: bool,p : nat)
{Q=b—c<p<f AV]p=A) A

(-b—=c<p<f+4+1AVp) <ANA<V]p.f]) }
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Ejemplo: Busqueda binaria

fun bisqueda-binaria-rec(V[1..N] de ent, A : ent,c,f : nat) dev (b : bool,p : nat)
si ¢ > f entonces (b,p) := (falso,c)

si no
m:= (c+f)div2;
casos
A<V[m] — (bp) := bisqueda-binaria-rec(V,A,c,m—1)
0A=V[m — (bp):= (cierto,m)
0A>Vim — (bp):= bisqueda-binaria-rec(V,A,m+1,f)
fcasos
fsi
ffun

Correcto para cualquier m tal que c < m < f.
m = (c+f) div 2 es la mas eficiente.

_ k1 n=0
T(”)—{ T(ndiv2)+k n>0 J

T(n) € ©(logn) = O(logN)
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PIESCNEESWEN  Analisis del coste

Ejemplo: Busqueda binaria

@ Se cubren todos los casos:
e P=>c>fVc<Sf
e c<fAm=(c+f)div2=c<m<f
PA(c<m<f)=A<V[ml VA=Vm VvV A>Vm]
® Los casos triviales son correctos:
e PA(c>f)= (falso »c<c<f A V[d]=A) A
(—falso 5> c<c<f+1A Vicc) <A NA=<V[c.f])
e PA(c<m<f)NA=V[m] =
(cierto wc<m<f A V[m] =A) A
(ncierto »c<m<f+1 A V[e.m) <A AN A< V[m.f])

® La funcidn recursiva es invocada en estados que satisfacen su precondicién:
e ord(V,e,/)NI<c<f+I<N+1DA(c<m<f)=
ord(V,em—1)A(1<c<m<N+1)
o ord(V,c, )INA<c<f+1<N+1D)A(c<m<f)=
ord(V,m+ 1L N1 <m+1<f+1<N+1)
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PIESCNEESWEN  Analisis del coste

Ejemplo: Busqueda binaria
® Los pasos de induccién son correctos:

o 0rd(V,e, [ )NAI<c<f+1<N+DA(c<m<f)AN(A<V[m]) A

U —=c<p<m—-1AV[p]=A) A
(70 —wc<p <m A Viep)<ANA<V[p . .m—1])
>V =sc<p<fAV[P]=A) A

(70 = c<p <f+1AV[ep)<ANA<V]Y.f])

o 0rd(V,e, ) NAI<c<f+1<N+DA(c<m<f)AN(A>V[m]) A

(' —=m+1<p' <f AV[p]=A) A
(= =>m4+1<p <f+1 A V[m+1.p)<ANA<V[]P.f])
=W =5c<p <fAVP]=A) A
(20 = c<p <f+1AV[ep)=<ANA<V[]Y.f)
@ Tamaiio: f=f —c+1
ord(V,e ) A1 <c<fH1SN+1) = (f-ct120)
® El valor de t decrece al hacer las llamadas recursivas:
e ord(V,e, /) NI <c<f+1<N+1)A(c<m<S)
=>m—-1-c+1<f—c+1)
e« ord(V,e, )N <c<fH1<N+1)A(c<m<S)
=(f-(m+1)+1<f—c+1)
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[DIEEHENSITENOIN  Analisis del coste

Técnicas de inmersidn

Cuando la funcidn especificada £ no admite una descomposicién recursiva, lo
intentamos con una funcién mdas general: con mds parametros (de entrada) o
mas resultados, tal que para ciertos valores calcule lo mismo que f.

{N>0}
fun suma-vector(V[0..N) de ent) dev s : ent
{s=(Xi:0<i<N:V[])}

Solucidn: debilitar la postcondicién, sustituyendo la constante N por una
variable n, que se afiade como parametro.

(N>0A0<n<N}
fun gsuma-vector(V[0..N) de ent,n : nat) dev s: ent
{s=Ei:0<i<n:V[i])}

gsuma-vector(V,N) = suma-vector (V)

Descomposicidon recursiva: conociendo la suma hasta n — 1 se puede calcular
la suma hasta n.
0 . . ;
= (Yis0<i<n:V[]) S s=(i:0<i<n—1:V[])+Vn—1]
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25 / 47



Disefio Recursivo

{N>0A0<n<N}

fun gsuma-vector(V[0..N) de ent,n : nat) dev s: ent
casos

{e()}
n=0— s:=0
0n>0 — s:= gsuma-vector(V,n—1);

s:=s+Vn-1]

fcasos
ffun

{s=(Ci:0<i<n:V[i])}
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[DIEEHENSITENOIN  Analisis del coste

Inmersién de £ en g

{P(x) }
fun £(X) dev ¥

{Q=xy) }
y especificamos e implementamos una funcién g mas general.
{P'(x,w) }
fun g(x, @) dev (7,Z)
(QETT2)
tal que, bajo ciertas condiciones R(X, @), se cumple que g se comporta como £
P'(x,w) A R(x,®) AN Q(xw7z) = QX 7)
N——

w=c

f es la funcién sumergida y g la funcién inmersora.

La condicién R suele consistir en dar un valor inicial ¢ a los nuevos pardmetros.

Yolanda Ortega Mallén (UCM) DIAL 20-21 27 /47



PIESCNEESWEN  Analisis del coste

Ejemplo: Raiz cuadrada entera

{P=n>0}
fun raiz-ent(n: ent) dev r: ent
{Q=r<n<(r+1)?2}
Inmersidn: sustituir en Q la constante 1 por la variable a.
Q=r<n<(r+a)?
Q Na=1=Q
{PP=n>0Aa>1}

fun graiz-ent(n,a: ent) dev r: ent
(Q=r<n<(rta?)

Llamada inicial: graiz-ent(n,1) = raiz-ent(n).
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PIESCNEESWEN  Analisis del coste

Ejemplo: Raiz cuadrada entera

Cuando a es suficientemente grande (n < a2), la solucién (trivial) serd r = 0.
Podemos intentar aumentar a, pasando a 2a.
(Existe relacién entre graiz-ent(n,4) y graiz-ent(n,2a)?

La llamada recursiva devolverd 7' tal que

"2 <n A n<(r 4 2a)

Si 7/ cumpliera ademds n < (1’ + a)?, entonces valdria como resultado.

En caso contrario tenemos

(" +a)? <n An< (' +a+a)?

con lo que ¥ +a cumple lo que la postcondicién Q' pide a 7.
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PIESCNEESWEN  Analisis del coste

Ejemplo: Raiz cuadrada entera

{PP=n>0Aa>1}
fun graiz-ent(n,a: ent) dev r: ent
casos
?>n— r:=0
0a*<n — r:=graiz-ent(n,2%a);

casos
n < (r+u)2 — nada
0n>(r+a)? — r:=r+a
fcasos
fcasos
ffun

(Q=r<n<(ra?)

Tamaiio: m = n/a?

n/(2a)? = (n/a®)/4

_ kl m=20
T(m) = { T(m/4) +ky m>0

graiz-ent tiene coste en ®(logm) y raiz-ent tiene coste en O (logn).
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PIESCNEESWEN  Analisis del coste

Inmersion final

Cuando la funcién inmersora es recursiva final sus resultados valen como
resultados de la funcién sumergida:

/
Q=Q
y no depende de los pardmetros adicionales w.
iPara qué sirven en este caso los parametros adicionales?

Para acumular parte de los resultados y no tener que realizar el camino
ascendente.
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[DIEEHENSITENOIN  Analisis del coste

Ejemplo: Suma de los elementos de un vector

{P=0<n<NAw=(yi:0<i<n:V[i])}
fun gfsuma-vector(V[0..N) de ent,n : nat,w : ent) dev s: ent
{Q=s=(Li:0<i<N:V[i])}

Como P! A n=N = Q'Y consideramos el caso trivial B = n = N, en el cual
se devuelve como resultado el acumulador.

Llamada inicial: n =0y w = 0.

Sucesor: s(n) =n+1.

La precondicién se debe cumplir al hacer la llamada recursiva:

w=()i:0<i<n+1:V[i])=(Yi:0<i<n:V[i])+V[n|

fun gfsuma-vector(V[0..N) de ent,n : nat,w : ent) dev s: ent

casos
n=N — s:=w
OUn<N — s:= gfsuma-vector(V,n+1,w+ V[n])
fcasos
ffun
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PIESCNEESWEN  Analisis del coste

Inmersién por razones de eficiencia

Afiadir mas parametros (de entrada o salida) para que la funcién sea mds
eficiente.

Calcular expresiones costosas mediante pardmetros acumuladores.

Inmersion de pardametros se necesita una expresién compleja e antes de la
llamada recursiva.

Nuevo pardmetro p de entrada, y se afiade p = ¢ a la precondicién.
Inmersidn de resultados se necesita una expresion compleja e después de la

llamada recursiva.

Nuevo pardmetro de salida p, y se afiade p = ¢ a la postcondicién.
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PIESCNEESWEN  Analisis del coste

Ejemplo: Raiz cuadrada entera

Inmersién de parametros para calcular (r +a)? = r> +a? + 2ra.

{(n>0Aa>1 ANac=ad>}
fun ggraiz-ent(n,a,ac: ent) dev r: ent
casos
ac>n — r:=20
Oac<n —» r:= ggraiz-ent(n,2*a,4 % ac) ;
casos
n<r’4+ac+2*r+xa — nada
On>r+ac+2xrxa — r:=r+a
fcasos
fcasos
ffun
(P <n<(rva?)

Llamada inicial: ggraiz-ent(n,1,1).
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PIESCNEESWEN  Analisis del coste

Ejemplo: Raiz cuadrada entera
Inmersién de resultados para calcular 2.

{(n>0Aa>1 ANac=d*}
fun gggraiz-ent(n,a4,ac : ent) dev (r,rc: ent)
casos
ac>n — (r,rc) := (0,0)
Oac<n — (rrc):= gggraiz-ent(n,2*a,4x*ac);
e:=rc+ac+2xr*a; {e=(r+a)?}

n <e — nada
Un>e — (rrc):= (r+ae)
fcasos
fcasos
ffun
{(PP<n<(r+a)? Arc=r}

raiz-ent(n) = graiz-ent(n,1) = ggraiz-ent(n,1,1) =
prim(gggraiz-ent(n,1,1))
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Disefio Recursivo

Funcién de Fibonacci eficiente

{ cierto }
fun gfibonacci(n : nat) dev (f,g: nat)
casos
n=0— (f,g):=(01)
Un>0 — (fg):= gfibonacci(n—1);

(f.g) =(gf+g)

fcasos
ffun

{f:ﬁbn A g:ﬁbn+1 }

T(n) € ©(n)
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BIENEEEWE  Transformacion de recursivo a iterativo

Transformacion de recursivo a iterativo

o El lenguaje disponible no soporta recursion.

o Reduccién del coste adicional en tiempo
— llamada a subprograma y paso de parametros.

e Reduccién del coste adicional en memoria
— pila de activaciones.

Pero la versidn iterativa es menos legible y modificable.

Transformacién automatizada (compilador) en algunos casos
< versidn iterativa optimizada en memoria
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BIENEEEWE  Transformacion de recursivo a iterativo

Transformacion de recursivo final a iterativo

Bu(x) Bu(s(v) B

fun-rec(x) fun-rec(s(x)) triv(x’)
Il
g y
{P(x) }
{P()} fun £-1t(%) dev
fun f-rec(X) dev y var; o

casos {INV(@,%) }

Bi(X) — ¥ := triv(y) mientras B, (x') hacer

0 By(x) — ¥y := f-rec(s(x)) ¥ = s(¥)
feasos fmientras ;
ffun 7 = triv(¥)
(QE7)) o
INV(¥,%) = P(¥) A f-rec() = f-rec(¥) {QE7) }

Funcién de cota: tamafio de ¥'.
Ejercicio J

Verificar la versién iterativa.
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BIENEEEWE  Transformacion de recursivo a iterativo

Ejemplo: Suma de los elementos de un vector

fun gfsuma-vector(V[0..N) de ent,n : nat,w : ent) dev s: ent
casos
n=N — s:=w
0n<N — s:= gfsuma-vector(V,n+1,w+ V[n))
fcasos
ffun
fun gfsuma-vector-it(V[0..N) de ent,n : nat,w : ent) dev s : ent
var n' : nat,w' : ent
(n,w') = (nw);
mientras n’ < N hacer
(n, ') = (0 +1,w' + V[n'])
fmientras ;
s = uw
ffun
fun suma-vector-it(V[0..N) de ent) dev s: ent
var n: nat
(n,s) :=(0,0);
mientras n < N hacer
(n,s) :=(n+1,s+V[n])
fmientras
ffun
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Ejemplo: Mdximo comin divisor

fun mcd-rec(a,b : ent) dev mcd : ent
casos
a=b — mcd :=a
Ua>b — mcd := mcd-rec(a—b,b)
Oa<b — mcd := mcd-rec(a,b—a)
fcasos
ffun

fun mcd-it(a,b: ent) dev mcd : ent
var a/,b : ent
(a',V) := (a,b);
mientras a' # b’ hacer
casos
ad>bv — d=d-V
Od <t - V:=V-d
fcasos
fmientras ;
med = a'
ffun
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BIENEEEWE  Transformacion de recursivo a iterativo

Transformacidn de recursivo (lineal) no final a iterativo

fun-rec(x) Zie) fun-rec(x;) ) e EHED triv(xy)
Xk—
k—1 H
comp(y2,¥1) ~—— ~—— comp(yi, s (%)) ——Vk
—_———
Yi—
fun £-it(X) dev ¥
(PE)) var ¥
fun f-rec(X) dev y XY=
casos {INV1 (¥, %) }
Bi(T) — 7 = triv(¥) mien/tras Bntlf’) hacer
0 Bu(x) — X o= s(x)
Y= comp(f—rec(s(f)),?) imlentra.s;i/
fcasos y= tri)’(_x_);
ffun {INV>(¥,%,7) }
= ient X #%x h
(06} mientras ¥ £ ¥ hace
Y= comp(yi?’)
fmientras
ffun
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Disefio Recursivo

INV{(%',%) = P(X') A suc(¥,x)
suc(¥,%) = (3i:0<i: ¥ =s' @) A(Vj:0<j<i:Bu(s(X) AP(S(X))))
INV,(¥,%,9) = INV1(Z,%) AQ(X,7)

Ejercicio J

Verificar la versién iterativa.
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BIENEEEWE  Transformacion de recursivo a iterativo

Ejemplo: Suma de los elementos de un vector

fun gsuma-vector(V[0..N) de ent,n : nat) dev s: ent
casos
n=0—= s:=0
0n>0 — s:= gsuma-vector(V,n—1);
s :=s+V[n—1]
fcasos
ffun

fun gsuma-vector-it(V[0..N) de ent,n : nat) dev s: ent

var n’ : nat
n' i=n;
mientras n’ > 0 hacer
n=n -1
fmientras ;
s:=0;
mientras n’ # n hacer
n=n"+1;
s = s+ V[n' —1]
fmientras
ffun

equivalente a n’ := 0
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Ejemplo: Divisién entera

fun dividir-rec(a,b: ent) dev (g,7: ent)
casos
a<b — (q,r):=(0,a)
OUa>b — (q,r) := dividir-rec(a —b,b)
g:=q+1
fcasos
ffun

fun dividir-it(a,b: ent) dev (q,7: ent)
var a/,b' : ent

d:=a; b :=0;
mientras 4’ > b’ hacer

ad=d-v
fmientras ;

(qr) = (04");
mientras 4’ # a hacer
d=d+V; qg:=q+1
fmientras
ffun
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BIENEEEWE  Transformacion de recursivo a iterativo

iSi no existe la funcién inversa del sucesor, s~1?

* 2 div 2
div 2 | no hay

Resolvemos este problema utilizando una pila:

fun £-it(X) dev ¥
var ?,p : pila
(x,p) = (¥ pila-vacia());
mientras B, (x’) hacer
(¥,p) i= (s(x'),apilar(p,¥))
fmientras ;
¥ = triv(y/);
mientras —es-pila-vacia(p) hacer
<?,p> = <Cima(p),desapi1ar(p) > ;
y := comp(7,x)
fmientras
ffun
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Ejemplo: Sumar digitos

fun suma-digitos(n: nat) dev s: nat

casos
n<l1l0 — s:=n
0n>10 — s := suma-digitos(n div 10) + (n méd 10)
fcasos
ffun

fun suma-digitos-it(n : nat) dev s: nat
var 1’ : nat,p : pila[nat]
n=mn;
p = pila—vacia();
mientras n’ > 10 hacer
apilar(p,n') ;
n' := n' div10
fmientras ;
s :=n'
mientras —es-pila-vacia?(p) hacer
n' = cima(p); desapilar(p);
s := s+ (n’ méd 10)
fmientras
ffun
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IEEHERIEEITEN  Transformacion de recursivo a iterativo
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