TEMA & . ESPACIO VECTORIAL EVCLIDEO

xS
c’immv=n, fe Bils(v),E(F)=(s,'€) , M3(£)=( '-..\..—\f )
stk =cg(h)
EU)=(n0)=> Mp(f) =T, , (es cJe[.'m‘c‘a posiliva

7[‘ es Proc)ocl'o escojar si es L(’u’neal: sz}néylr(cn.deﬁfnicfa 'Pos‘nl{va:

Rn: 1[(V \A/) = Z XiVe o V:(x\:-..an)Bc ) \l\l:(y“...;yn), Bc CSO(')'OnO(MQ]
¥

q(v)—((vv)—(Xl...Xn>In 5)=X.z+...+xn1>0

Xn
cl(") =0 ¢=>v=0

(Vu \C> : ( PCOCIUCJ'O esco.,ar soLre V
(v.f), (v, [ esPac.'os \lec1(or|'ajes euclt/cleos
&V — V" (smorhsme => [ (@0v), @Cw)) = [(v.w), YuweV

_rcorema
(U E Yy (V' F) espacias vestoriales evelideos

\ y \/l son l'SOmcor[os —_— Jamm\hd:mrkv‘

B=4v,, o Vn!' hase orlonormaf (£)
’B[= Qv.',..., an & l)ase, or-lonorma] ([‘)

QJ(L}::IX;W)= li:'x;v;'
f(w,v,-%&j ” fl(Vi'. Vj' ) = 5!-')'



-I_eo cemn

[erd.(V), A=(aij)=M(F), aij = Fviivj)

Qu " Q¢
[es Procluc“o exojar <4=> : : >0, Vi=l,...,n
(clef-‘im'cla posi-li va ) Qg - i
Dem.
=_‘| fes Jeﬁ’nic(a Pos.'l-(va =S [es c]eﬁ‘n('cfa posiL'va soLce L(v., e Vi)
Vi
Au " O.¢ “ cx;J. .
H(v|,...,v5$(1‘:)\lixV£) = ( ’: : ) %> , | >0
Qv - Qe

1
q dehoich positiva , Ma'(g) =Ta => IMp(g) ) =1 [Mpu@@) = [P'aP | = [P*] >0
|E -Bz‘(\ll,...,Vn‘, B,={V|'|...|an$, )f(vl",\/_,">=0,si iﬂ'#_)'
ﬁjque LCvi,.ova ) = LOVE, o ')
Zf(vg'.v;')so?

Vl’ = W la‘jrl >0

\(‘(Vlluvll )= ‘{(VuVu) =Qy >0
W= Llv, o Ve, v ) = L0y v vt )

waw no J\'oaonaﬂ

Ou " Qe
H(Vlln.lVfH,([,wXW> = ( : )
Qisr,1 " Qe n

=s||>0
l_(\hl:---n Vi'>-L< W /svj.e:"o ac!emosjrrac(oln

climm L(V\'....,vi( )L= codin L(V.',..., V.',') = (+)-1=1

L

=> J vl el vi'ovin)D to que viene LG o)

=> L(V|,:-.-| V[ll\/f‘“S: L(Vlfl--.l\/(,ll\/l'.\-\3 = w



(Vi vis ) >0 1

(1,” T ol('i*‘
H(v.',....vi,,'}(“w)(w) = : :
Qiprr) ~ 7 Qi in

d.
Uawd v 4 CFlumu ) = [ g, L dedeo
f din = f(VEHlVL"b(B
D= PcP

IDI=P1*Icl ,di...diso =>din >0
30 0

fno c(eaeneraola
{w., e an or'l*osonoyes 2a 2

)uw. £ ... )\nwn =Q = 0-= F(w;. }\‘w\{-..J)\AWn) = /\i\[(wz,w1>

Oblercion base or’-ogonu’ (Método de Gram - Schmidt )
(V\, “eey Va 9 LGSe cJe vV ' V CSPaca'o VecJ‘orc'cJ euclfc,eO, [Proc)ocl-o esco.par

\‘: = V|
V-;-: VI'&Az,lV:
V.;"' Va + )\3.1 Vz‘+/\3;|V(‘ >\£,)'€[R

] (
Vl\: Vﬂ"' knlﬂ-l Vo-l [ + A!\,IV|I

—_———

13 (v or Jm'co)
(6)

0= p(Vsl. V; ) = 1[(‘/;. Va )+ I\s.z F(Vz'( Vz') + )\3.| f(v."‘. ') = Dcspejoms }\3.2

O=f(vz',v,' )= f(vl*/\z,lvll v.’)'-‘ f(v,.v.) + >\7_,| [(VI’IV|) =5 Dejejomos:' )\1.|

O= \C(Vs'lel) = )[‘(Vs. v, )'* }\3,2 r(Vz:l. v, ) t )ﬂ3,| f(v,’ v/ ) = Despejomos )\3,|

o
Hacemos 'o mismo contodos => B =4V, vo's.. ., Vo b oes orlOSona’ Cspec{-o de f
ORS

L(V(,..., V':') = L(\h,..., V,:) ‘ Vl:= [,....n



Vi

APC‘ r{‘e, St 4omamos V“.,' = ! B"= <V\” \ Vz"; ce VnlI "es or Lonorma}

7 [_\f(va'«vi' )—an
METODO DE GRAM - SCHIMDT (FCve vy =1)

v A
€ °‘¥°n°r‘“°J poes ((viu' V") = r([\‘(vﬂva‘\]“z TR )
l
f(vi' v

SXCTRAREY

MB" (“ = In

'De[:fm'cfc;n (Hédv'o cJe on \Iecnlor)

[P"(AUCLO eSCQLr
Médobo de v = vl = VfCvov) = \fq(v) € R

-1V —R
Dropiecl&oLs Ck" méc‘u’o
'LX vl >0 ' lIvll=0 ¢=y v=0

) = 1 v Y Si Ves UnespacioVe,c!'orfaly
L existe { VvV —=R Que ver: F“que,
Dem: \rq(e\v) = \[)»lq(v) = )\'\|q(V) estos tres prop(eclac’es decimos

que es on cspacio aocmado
W) Ivewll € 0IvI « Twll DESIGUALDAD TRIANGULAR

'ProEsicicrm (Desigoo”ac’ de chwarz)
[ proJucl‘o e3coJar = f(vow)? ¢ q(v)q(w)

Dem. N @
c c c®
0 ¢ q(w)\w\ = q(v3 + qu(v\ﬁ x 2Af(v.w) Polinomio reoJJe srac’o 2 en)\

Poca que el P°,l'nomfo seanu}e D vidw =m qlay=0<=>0=0
l-lou{ méxime wno raiz (siv y wson Proporc-‘om]e;)

=> N¢o == r(v.w)z éq(\,)q(uﬂ



Dem. (i)

l|v+wl|2= q(v* w)=f(viw, viw) = q(v) fZF(v.whq(w) < q(v) +ZWW +q(w)

= (g + Gqe )= (llotiattw )’

=> [[vewll ¢ Uvll « llwll

N (l—_érmu'a Je’ Procluc‘lo GSCOoafJe {:oJo. po Vt'clo )
[ FCviw) | flviw)

£ — - —
W - 1w () = > | < llvl|l~|llw|l

¢

/.
S8, 0£ G <T vaice

= {(v,w)=llvll- Wl cos &

r

Pro&sicim
L) f proclucl'o esco}ar. Wev = c'imm wL= n -dgmmw

Dem.

climw=m , {w.,...,wmuaasedckl fd'.V—‘V}'E
W [J(w)

0= (‘(V,Wi)-'- [J (W) = Wi €EVY aixi4...t0n%a =0 (Ecvacion aartesinaa )
VE W™ ¢=>

L=l,...,m

=\ Tenemos m ecuaciones cor-les('aﬂas

AJeﬂn'S, f 0o clegec\eracl:\ =S f& isomort(:'smo =\ m ecuaciones cor','es(aﬂas indepenc’(ea{‘es

=> dimrp\wl:n-m =¢0c1£mm\l\/

i) anj' ={ot

Dem. flw.w) = => w=0

WEWAW?T
fpe



Consecvencio

V=Woe W™
Dem. Aim(‘l\/*\'\ll)=m+n -m=-0-=n

vt ¥, !
W 4 \JL-\JAW'L

De L'm'cfoln (Er\c)omor L'smos ao'l'oac)judos)
(V‘ ) espocio vc_c:|'or|'oJ euclfcjeo

S Encjm(v) ey ao*oaéjunl'o (resPecl‘o CL £ si v[(v. S(w)) = c(@(v): w),VvweV

oBs

Ser B hose de V

A= Ma(a) V=_(x\,....Xa)g

C= Ha(#) W= (yi o ya)B

i Y '
(xi-xYASC | ! J=(xi--xa)CAl i |, ¥uweV
Yo

Ya

=> & es aotoadjuato ¢=3 At c=c-A

Si B Lax c('l'onorma} L DBes au‘}oacjjun{o <=5 Aé=A (=> A siméetriam

Teorema Espec:l'fop 01 /oYy l2021
(v.f) espocio Vecjfor{al evel ideo.

Si B €Enda( V) es aovkoadjunto, enfonces excste B base de Voctonormal respecto de
formacla por vectores pcopios (respecl-o CE %] ).
Dem.

B Jiaamojiza a (Y J%) simlldneamente

Supongxmos l[ = x*ta,x + &0 €R[x] (r(eclociUe, 1( ‘q;b

Er\{oaces . Veonos ex(ste 0#vEV {o’ que q@,v = (

4o = [“.g L asl [*3 =>Jyev J:a} que Qg W = [a Lema previe a Coy’eY Hamil 4on



Sea v = [(ﬁ)m_lfw) =) qglvlr —> 96,,,:[:

/*-S; fvera n ’-c]- d(v) se anulcrfq en on Po]fnomiodeamdo |
=L (vi @) dimp =2, T<¢uV (B0 = -a.FG) -aov )

“'ﬂ'xﬂ' Trxm — R oes 'proclucl'o escnlar
LP -‘-@,nf'lT —TT es encjamor L'Smo y e aul-oacj‘jm#o fespec‘l‘o cje “Trxrr =9

0O -Qo
Mavegcnry (9 = (l -a. >
Sea {w(, Wyt base or‘}onormqj (jeg

a b
H-{w.:W;S((P) = ( b c> (Simél‘rica)

Cremre byl et

Es irceducible =x 0 a2 Ugo = (ec) - Ylac-b*) = (a-c) ¢ Yb? s o l'! ARSORDO
= g =(x—)‘.)a'-...-(x-h )ae' ai s |

Veamos ai =1, Yi=1,...,1

Sea A=Ai, a=a:. para cierdo ¢

Veamos Uer (& -Aid ) € Ker (& -Aid )

ve Ker (B-1id)"

F@-3d)0), (0-3d))) 2 Fvi(@-rd) () = Flv,0) =0

e

=\ Gomo fes produch esaabor; (B-4d)(v) =0 = v € Uer (& -Aid)
=> Ker (B -Aid) € Ker (@ - Ad)
=N a=.sae=l = F c{fagonaJEZQUe => JB base de vechores propios
B=RB, u...u B¢, Bi bose de Vg,a:

d ee:’df

PQ'::(X‘)\(S&?.;.'(X'/\(-) => Bi=dvii, .., vigt



Sean ViER(, Vj€Bj, i#). Venmos qucsonor\loaona/es:
)((I\L\lli,, vi)= [(aeidov;) = T(vi, 805;)) = f(ve,lAjvj)
)\if(\l/a.vﬂ )\J-fl(va.vj)
=(i-4) [(ve,v; V=0 = flve v =0

)\it)\j

Aclemc{s, pocjemos éomo.f BL Lase. cje VQ,,\,; Q¢ 'l‘or\ormo.y re&pec"'o de, ﬁ l

Va: Al X VQI Ae

=> B=B,U...0B¢ e o()'onorma’ respec}o c’e !'\ (Pucs po res#rt'Cc{dn sique
siendo Proclocl‘o escaar )

anrerprel:ac(c'm madriciol

R bose ockonormal

M0
MB(I\ =In. HB(®)= }\‘IA.Q_,,@)HIH& :< O,\"-.’\‘ )
._.,\e

B diagnaliza simollneanente a f (por g/ vencia
V o @ (por semejpaza )

fpacte

A€ Sn(RY (simé brica) b el s
B R = R endoror frero 1 (RO espacio wchocinl uclideo

Be orhonormal =5 & avleadjunts

A0
Me(2) = 0 )\ =D

Boc+onorma/ y de vecloces peopios
D= P-(‘ A'P ) P-"' M (B, Bc.) 0(‘!’03)nop (Pé= P-‘ ),PocsT

HBC(’) = HB(') =Ta

=> To= P'L.P => PP = BHop”

pos cor\arvenc«‘ a

=> D= P-|AP =P+AP => |la matnz cliaaonojim s}muua(ne amer\l-e por conaruencfa

y seme J‘on 2o



Conclusida

Tode matriz reol simdbricn se poece diagumalizar por angroeacia y samejpaza (on b misma madeiz).
ORS

BEEd (V) dingadizable => L ViV =R prodcto ol o qe

& es aul'oocj ) unfo respecio C[ef
Gomo eﬂcoﬂl'mrla :

R Ease CJQ v &VCC{'O(GS PrOP[Os CL g, B"{V“...l Vns’
=> lmpoaemos que Ma ([) =T,
((@(vc), vj) = (:(/\.-v.',vjﬁ = A ((vi.v)‘\ = A S,;J-

((\n:,@(vj))-’- Floohjvy) = A Flve ) = )\,‘S;j

Definicidn ( Aplicacign que conser v e producto escalar)

(v ! ) e.v.e.

BV —\ conserva rs‘n [(@(V);Q(w)) =f(v,w) Yvwev

OBS
Si @ waserva b, eoonces B es - el
Dem.
BOVY - AB(v) =0
Flaavy-Aa(vy, @) - Aacvy)
= [(@ra), @) + N[ (B0, a00)) - 25 F (@A) @ (V)
= L0V WY N ) - 2000w Y = N EG) « A E () =20 ) = o

?
C(BCvrw)-a0v) “Q(w), Blviw)-3(v) '@(W)) =0



Definicidn (Aplicacién orbogonal)
@.V—Ves una qP/fcacfén or#oﬂcm/ 5
) D es R-lineo

i) B conserwa f

Nodacidn

OCVY= 4BV =V, @ orhganal |

Propiedades

L) @eo(v) = & biyecha

Dem .

VE Ker (@) = @(v)=0 => £(@(v),@8(v)) = [(wv) =0 => v=0

=> Ker(8) =40 (iayechva ) => dim Tm=n (soprayectiva )

i) Beo(v) =s @ 'eolv)
Dem. Teivial
i) @, weEO(VY => Yo €O(V)
Dem. F (@o9)0), (@og)))= F (@Cpv)) . Blp)) = [(9t), gw)) = Eow)

OBS

(O(V), o) es un GRUPO (oo mnmuiagivo\

GFU S

(GL?(V),°) (AP}icac(cmcs Li\lecl'ivas V—v)
|

GLy (R) O(v) ¢ GL(v)

1 1?
{1 < GLL(R)



0 rie,njracién

B/ B’ l)OISes d‘. V (espac(o reo])

[Plso =R v B' {ienen la misma. On'enlactéﬂ

P= (BB ) E GLa(R)=> {
IPl<co =Ry B' {ienea dishata orietacidn

So,o ’10\1 dos O(ien,'aciones Rara C«quUfer espacio Vccnloriap

—> Posi kve

—-sNey.‘l'fVO- 4@:,---:@\({ POS]I'\'VA =>\J'€|, . a S neao‘kvo.

__/

Ea Rnl Be es Fosikva
deGLiv)
B= {V”---; Vn‘ [ B(=4®(v.\,..., @(Vn)‘

|Al >0 => & wnserva ’a orfenlac{én =>FesL*(V)

M(BR',B) = My (@) =4 { -
|A|<O =\ @ invferie 10 Orl'er\"oa'én =>gegL (V)

Uhiéa Jisjun#a

GLW)Y =L (WM GeL (v

o(vY =0*(vI0 0™ (V)

Cj (R" Fleve , R =WoW"
B R" =R simekia en buse Wy diveccich W (simeleia ordogonal respecto de W)
Vearos @ es v aplicacidn orbogondl.

n

V|€1R |V|=Wu‘|‘ﬁ/|'
n

Vz€[l>\ . V1=’W1+W1'

flatviviadY = FCuc-w! s wa-we ) = FQwowe Y e FOwowt)
7
"‘(Vu\/z\ = L(W\*\I\h'.v\h*\o\h' }= ((W“Wz)f f(\d.llwz") 4
(o)
(¢

> => g € 0 (v)

o
‘a=3. Mg(a)=| o 1
00

Ivive,vat = v, va, -vsd

Rase e B hiperp’aoo => @ simelria espe_culor
?

simel-n/a



| O o
Me@)=[ 0-1 0o | => ge€o'(v)

o o -l
{V\IVZ1V3$ ‘_> ‘eV\:—Vzl-V3$

Rase e B recto => @ simekria axia’
7

simel-ra,a

€  (R" Feve , R"=WoW"
2R —R" proyeccidn en base W y direccion W (poyeccida Or'}-oaona] tespecho de W)
B o es v aplicacida ortogoaal (por b general o s biyechn )

(Vf)eve, Betdg(V), A= Mg(p), C=Mp(L)

() BEOWI¢=> A CA=C ¢=> aLA=Tq (A es ockogonal )

si B

or ionom\aJ

i) @€o(v) => dkb(B) =41 (poes (det @) = [A1*= 1A*11Al = [Tal=1)
LLL)QeO(v) =y g(@)e{1, -1}
Dem . vto
L 2
@Cvy=iv =3 llvlit= ECvv)=F(@¢),acv)) = £ Av) = A2 E(viv) => Vol = d= ¢

LV) geolv), N{QV = wl<¢v y V= w@wl
yapo sa bemos

Dem.

1 ! 1
VEW =>g(v)e W

1

f(vow)=0.Ywew => [(g(v), w)=0.YweW
. V=V es biyechva => Blw W =W es biyeckva
=> w=¢(w'),paraa/3u’n w'ew
= [(Q(V31W): [(g(V)lg(W')) =[(V|Wl\=o

OBS

f producto escae = W= w



Cpasi[ i cacion cleothdmes «We&
n= dfMRV
‘a=1 (a)k(oﬁ =1 = (a*)=|

=> 0(v) ={(:c,vw'£<’v5‘

o ¢C

"a=20 @E€O(v) . He(®) =A— (L J) es of-l-osona’, B=4v, vt base or forormal
| o al+h? ac+LJ)
( ) —AA-( )( ) (GC*H Cz*dz
0=ws @ b=sen®, czcs0 ,d= sen @ , 0¢6&,8'¢2m
| ' | 9-4-1-}
O=ac+£cJ = 008G cos G + senBsead = coc(@-6&') <=y &'= o (am

c O =@+t = cos(@ V=cos(@+T1) = -sen (@) = -b
= sen (@' )z sea(® +T2) = cos (&) = a

=> A

d
o -b
(5 2 ) directa ([Al-=a'+b*~>0)

c@'=0+3/y . cz2cos (0" Y =cos (84372 ) = sen (@) = b
d= sen(@') =2 (6+3T/2) = —cos(8) = -a

b
=> A=(t _a) INVERsa (1Al = -g*- L2 <o)

Beo'(v) => Mg =

s G -senS
sen & cos G

): O ¢ <2m

!
ot fonoenal
| a b
-a
Beo(v) => 'Pcz;:)(" -2xcosG ¢+ | =>x =2c°se-iz los'e -4

= G=0,T => Sol Lm avko a}ows si
&= O(tdv)oe =1 (- Ldv)

G eo (v) => Pz = 2 -1 = (e ) (x=1) = 4o => g c’.’aaona]imUe
( O
=> My'(0) = (O -1 ) ' B’om"onormaﬂ (@ simeteia )

®
®
v) Feo(v) vE Va1 . N€V¢,-\ => ‘:(V.W)-'-O

Dem. f(v.w) = f(@(v).QS(wn=1[(V.~w3= -f(v.w) => 2f(v(w3 =0 => f(v.w)=o



oBS

0* (V) siempre son rotaciones (5uL3rupo de 0(V), o componer dbs o &t es 1)
O (V) roes sul)ﬂrupo (0’ com poner dbs Je]e% es 1)
Probleans.

Encon“mr ’o- 104'0; cion que SU(gc Je COmPone( Jos sume{‘rlas orJ'oao oJes € e, 01\0 Ve,clor\a

Teorema 1310y ) 2021

D eco(v) => 3B base orl-onorchcJe \ {a’que X

(COSG. -sen &, ) cos & -Sene-g
HB(z)"ISQ(It)G end. cos&, ®...® en@ ;. 036, 151{' >0,

0‘6’;‘2“,
n=s+t +2m,
m >0

Denm.

laduacién sobce o = dimg V
=1: VYa Io Lemo& vfs{o

1
CJI'MR\'J <n =3 cln‘mm\rJ—‘n

CASo 1. A=t € 0 (@) =>Se v, € Vg, A
\\J:L(V|)<QV
V= L
e Wa W . slo - o
Q)|wlcsorjroaooaj > H{v.,v,, ,Vab = 0 M@lwt) )=
Base.‘dl °
$1lo - - - -0
e)
’ M(@lwt)
o ’

Sah sIace. pa wadicidh
poc h(‘Po"]'cxf_s



CA<o 2. 0 (@) es vacio

Qt

C]ei=[-m‘---' (4 ; (-,.... [e e R[x] irrecluciu\es c)esro.Jo 2

Sea Ci@,\;, = [, = x‘«-a\x + Qo En la Jemos*racic;n cu l‘eorema esPec-l-ral Vimos que

este vector existe.

T‘_=L<V|| @(V()) ‘5\/

=\ V=¢1T®1T'L

lemmT\' =2

%) |T\' D | L or','osona]e.s

Bt ={V-5,..., Vn(lorJ'onormoJ eaTrl

B= v v b LonormoJ en T
RT

=> Mg, ug, (B)= M&r (@lw) @ Mgy (@lmt) e cu k‘pc deseado q-e.d-

0("'000((’\0’

(
*n=3. CAaso | (0

o

o &) A =~ Rotacidn c’e&)ﬂuﬂo 6 aneje L(v)
@& -sen& (3 O+(V)
senG @y &

CASOs PART| CULARES .

s @eot(v) = Mpl@)=

- G=0=> @=udv

- G=mm=>Ms(@)= (

(o] (o) -1 0O O
@& -sea® | €0 (v) ¢ | o]|-t o |0t (v)

senG s & ol o |

Lo o
O | @& -3en®
0 | sen@G @y 6&

|l o O
o -l o ! L(V|) = VQ,) 1
o o -l L(va,va)=Vg,-1 = L(v\)

D simeLrl,d ax(a} 0("09000] cle eje(Lo.se) L(v))

y direccida L(v )t



-lo o -1 00 I o o
- Teo (v) =T‘ Me(o) = O |®s& -sen® =l o 1O O @& -en& =Mg(¢:°ﬁ:)

0 | sen@ s & 0o ! 0 sen@ &
Desmmposicida de bdo aplt'coc?én ! "
orl-ogon iaVerso. MmO CompoSicion de simekia y rotacidn Me(@: ) M(2)
@ =, o .

@i giro de eje L(v\) yc|ea'ngulo G .
D> simekela (especu’ar)orleooaﬂ coa direacidn L(v,) y bose Lvsvs) = L(v,)

Ma(2)=Tyo (T o () o o)
1
(esimpar => H3(®)=(-I)®Is©(-'f+,-u)@(;: ) @@()

=(-l)®<1: =((-nNeI.)(ecC)

S _

lcl=1 Hg(?z\ M&;@l)

- @\ = Lch =\ @ =@, Sl'me}fl,('z eSPCCU/Or Sime*r'a rO'}acién
especvar

OBS

FeO (V) => @& e Puec)e ver como /o- cmposi cidn L vaa amelela especv'ar Y voa rotacién



