Tema 9 . EspPacio AFIN
De finicidn ( Espacio afin)
(A.Vig) es vo espocio alin i
i) A£ B A es un conjunto de puntos
i) Ves on K-espacio veclorial de dimensidn finita (dim A L im v)
i) graxa =v (gGalev, Ypaed) Y(pq) =g esel vechor que vade pa g
) 9Gpg) = glpir) +5q<r.q>

v) VPeA, (PP.'A—-V dodo por (pp(qh(p([:.q\ es Liyccl-}m

A=K
v=K"
(P(P()) (L 01,"'|b'an)B‘
—(ol; nac\ (A,V. Y ) es un es pocio a((n
q (b, ..., ba)

(p(p,r) t q)('r(o() = (c,—a,,...,c.\-an 53: (B.-c“ Ceey b,,-c,, )Bc= (k.—o.,.l.l.,lo,.-a,. )Bc
Veomos Yp inyechva ¢(p.g)
kfp(q) =((lp(r3 =(C(‘O\||...(CA'Qn e

I

(5»-an.---.5n-an )& => ¢:-a:=bi-a: c‘diﬂ.-..,n =yq=r

Veamos Yp sopay eck va

V"(Ku---:\(n)&

\{9[1132\/ => (l’)l‘&-:.... L&n‘dn )&=(K|:-..,\(n§B‘=\ Bc'. -al =X£|V£=‘....(n
= bi=xieac Mi=l,..0n

Jimv=| = p\ec.“a D.‘:l,n Si A= V('oa 405 sonVechOres)

dimy=2 => Plono af(a Plviw) = w-v => (A.Vig) es vn espacio afln



Es*'roc"ura Je ’os so'oc(ones cle ua SEs{:ema

Sea Z sis{‘ema& ecuo.cione s A’neo. es (no (\ecesar(amenfe homogéaeo)

Z(K\ e K", Zo sistema L\omcgéneo asscia ¢ ZQ(K) < K"
St L(KY+=Z => 2 (K)=C(ary....an) ¢+ 2 o(K)

A=2(k), V= 2.(k), gy((a‘,...,anhv.(a.,...,an)fw ) = w-v

=> (A, V, LP) es Un espacio afia

Proposicion

L) GRS

i) 9 =-K

i) 53 =75 <=s 77 =35 Regh del paralelograme
Dem.

() B PP = PE => Bp =0
i) ﬁtq_é.:ﬁ;:cv =‘ﬁ‘=-zﬂ;
@) = Femagp sy -

Eﬁ:ﬁ+a=g+a=7§

ﬁ:\/eV:BP{.vgq . AxV — A
(P, V) == Ptv=q. Joncle c, €A e e, daio Pon{o
{a|quev=P—q‘=\rp(q)
ProEieJoJes
_
i) ptO =p

ii) P«-(\Hw) = (p+v)+w ASocial.l'V'lclacJ mixta
Dem.

V=P_q\, W=F| VfW=F;

P+(V+W)=Pq~ F?:r’(va)fw =q,w._-r



(ii) VpeA =>(Vcl€A3, dJvev hIciue PtV =9
Notacidn
(V. t 3 grupo, (V. + 3:5 Una accion SOLre A {(el (c‘nyec[-iva) y @mnsialivo.

Q-%=1p9

—_—

(Q-P‘)* (r"',) Sr-p=epr

‘De{:l'nl'cu‘o'n (Varieclatl m((n )
Seo. F€ A 1 W < V

p+ W ={P+w, WG\«J‘ es Ja varieJoc] alln que pasa por P con clireccién w.

OoBs

(X=P+;\;J. W, kflka § e esPac(e a":lrn
>

Dem.

P=Pt0 € X

We.v.

¢lexx D XxXx —V

q(q.r)= (P(th\.Pth)= LP(P*'W" |>-lw.+(hlz"\~l.))= Wy — W, EW
q.r €X

qQEX => Yq: X — W (biyechva
Yq es in\,ed-l'vo\
Sea weW: L gglr)=w, r€x?

w:qq(r).rél\ vaico
1

(3,¢) =q¢
Yla.r) =9 _wew
r:q+?=P+E&I+F€P+W=X=\ r €X
?(P,q\
PEX | _ g eW
QGX§_\M



PmEicign
X= P + W Van’daé ar(n . En‘ooce&'.

L') X =g+ W, VqG X TVcc,{'ores coq origea y exteemo en X
-
) W={ﬁ“.q€x$={q_r~.q,r€x5
X

Dem.

i) Venomos pt W< qtW (el reciproco es aA&'()go)

P+W= Qr(?ﬁe.w.)é:qa-\«l, poes qPAE\/J, Forciueclex

L()TSY (X swl
qr =q_‘+r= c -~ P =w - w ew
q.r €X 1

wE W => q=p+w € X => W=l>§q\€ pX
Definicio{n (Posicn'ones reaa"ivas)

Sopangamos Ki'y Xa variedacks de (A, v, g)

se corl'am (son Sccan"es) si X\in¥Xa®2g

—

Xl\l X2 o para’e'as si Xy & 7; o ?: =

Se cfuvzan, ea coso caol-rart'o

*~ Vectores coan oriaen ea p Ye_xkremo ea X

—_—

=\¢1= P+w|
=\P_q‘=w‘

=\qu. -;——\,\Il €w



'PrOP_Os{ct.én

XinXa=g28 => Xin¥2 0 e variec‘ad
X, Xa voriedades

XiaXa #¥@ = Xia X2 es vo!ieJao[
PE Xin¥Xa =>X,n¥X2 = pf(Y:nT(:3, X-(\Xz=z-n?:
De«\.

Pexl => X(=P+T2 Pt (fn?)

. . >=> XlanEPf(;:(\;:>
P€X1_=-\ XL=P+X1 2 Pb(;-(an)

twW, = r—h. .GX; = WEW, -
qé Xin Xa =\q={P Fj lq =\%q q‘ ‘-———‘q: FtWGP\-(Kf\Xz)
P*W:=P+PC’2. q;exl

91°9
=> Xin¥X. = P*(Y:r\;(-:\

—_—

=s XaXizp+t (X aX ) Xt =X nk

P . .7
fOES\Cl on

Xo o Xo variedacks =3 X, 0 X2 no es variedad (por 'ose,nera')

TAREED (D)

Xlzplﬁ‘? ‘ —_ —
— $ X.szip.fX.+X1+L(,;§Z§
X:.=F;.+X1
Y\QX(a-Yl ng-x|\-xz
u {] N u 1
P|f-x—: P‘*—XT*Y"*L(WS pat X F.TX”X;*L('()_.T)T.)

n

—_—

PL“M-

= -pp€LGR)



X\ =p‘ef7 C X =par X

Xot¥e = por (X ¢ X« LGFRD)

?roE:eJaJes

Xi Xz € X6 Xa => X, u¥e & X e¥a

Veamos XeUXa € X, X variedad =3 Xe ¢¥Xa € X (X.« X es o menor variedad
que contiene 0 XiuXe)

DQM.

P €Xi+ e

pEXieX,uky e X => p,eX

XcuXa € X =‘\‘> X, Xe e X

?={‘§f. P.76X$

=]

F\€X|,Pz€x1. => P p: € XivXe = F\.p16X =>ﬁ?€

=> p+ (G X c AR =X => X+ Xa € X

Pro&ici on
—

X =pot Ko o, Xa=par Xa

Xin X2 *= g <=> F‘P,GY‘\?;:

Dea.

ﬂ PeX.nX;=\WT=W»ﬁ§ €X: v Yo
—_— > T —_— —_— ®—s
|<i PiPa €Xi+Xa => pipe = piqi + Wa , Q€K waEXa

= S rRR T AR T ow= P = fale)

®
PT‘T; 192 EX2

= Yp (@) = ¢gplqa) =>9,=9q. => XinXa =/



Clim X = dim ?
Teorema

Xi, Xa variedades
C.‘l"m Xl + Clt'm)(: "C’l'm XIOXL 1 St Yin \(z g
Cll'm (X\ t Xz) =

Cll.m Xi ¢ Clim X2 + | =dim (znz ), st XinXa =2
Dem .

—_—

* X\ n X2 ?‘-@: X, n X2 es Var('ec’ao’y Xia Xz _Yrﬂ‘;:

dim(Xe+ 1) = dim (K 0) =din (0%« LG ))

T dim (YT +Xj )= Clu'me Jim}:-dim(znz\

PP €Kik Cllm X dim X2 Jim(X.an)

YiaXa=@ P EN X
dim(X,+ %) = dim (1) =i+« LG DY)
= dim (C+ %) e dim LR ) - dim (4 X60) 0 L))
= din X v dim ke ~dim (GaXe) ¢ 1 -dimdot

= dim X, v dim X2 ¢ | 'c{im(zn)_(:)

Ej. fis rectas eR” ,ry s se cruzan

f#s, rng:ﬂ

3> o(«'m(rvs)=cJa'mr +c1-‘ms el =dim (FaT) =letl e -0 =3

—_— )
=> c)(m(rrs3=3 =S rts = pelfes = P°+TR =U>\s

t f

espac o con jual'o
vec torl de puatos

€j: rrectlo.T\'P/aao, R, rnT\'='(Po$ = g
3 Cj;m(rt‘l'()=c[im r +cln'mTT “J('m (rn"\“) =14+2—-0 =23

=>dim(rem) =3 = re1r = R?



EJ‘ R"" -rrl y TT?. 'P[af\os, T \/1Tl s€ cruTan
TN T2 = &, Tr,‘H'TT'z.(l{m (™ )=\No|'>oc|rl’asero

— "

U dim(m s ) =dimT s+ dimm + 1 —=dim (AT ) =2124+1-1 =y

= Cllm (T\'.-PTT:_):LI =~ T, +« T, ='\?\l-l

Delfinicidn (Sistema de referencia carlesiano)

(A V, ¢) espacio afin.

Fijemos po€ A. Sea B={ui, ... 00§ base de V.
Sea 0n PEA =>Pop = KiUit ...+ XaUa ( Xi €K
Entonces p=(xi ... % )r son las conrdenadas de p ea
o sistema de referencia affn R: {po. B}

OBS.

Po origen del sistema & relecencia

'Pues PoPo = Ou, t0U2 4% ...+ Ooa =? => Pe =(0|---(0\R eqa CUCJQU;C!' Lase_ R.

Deﬁim'cio’n ( Coordenadas en un sistema b re Lerencfa)

?\=<'|>°.B} «Po EA, R base d V, B={v‘,._,,vn$

def
PéA > P= (X.,...,\(n )R <=» PeP =(X(,..., XG.)B SXiVit (.. & XnaVa
ComLio c‘c sid‘cma de rel:erenc(a 26 /04| 2021

'R'={p,'. B"Y . Po = Iy, v e

N
=> (Yl,‘--,Xn)B -(Ol....,On\&= (Y;I,.-.,Yn')S‘
=> (X|"‘&|I...( Xa -0n )'B= (Xlll..., ‘(n')g'

X|:-o' X' X1 0. X'
= | = M@\ B)| ¢ ] = [=[1 ]iA@ed|
Xa =00 X' Xa Qs Xa'



=> X = 0 X1
5 Sl M(BYB)
Xﬂ (1) Xn’
._T_%)VL.
po’ H(R',R)
IM(R'\AY] = 1- IM(e"R)] 20 =~ 3 M(R\RY"' = M(R.R")

Delinicidn (Sistema de relerencia alin)

n=dim A

{Pon o iPal es sislema de cefecencia affn of 4|>TP‘. e W& es base de V
R= lpc, B=Appi--. ﬁ;. Y4 es sisdema de relecencia ooctesiaas
R=1po: B=3v, .., vatt es sistema de refecencia oarlesiano

=z Por Prowet P { es sis"ema cle re':erenca'a af(n

Del‘-l'm'cién (Ponl’os a‘:inmenle (n&penAien{'esx

—

4 PosProees P"‘$ ,méa , SOn aﬁinmen*e (nc‘epenc]ien‘)-es si PoPisccs Popm soN ’ L.
(La l'ncjc Penclencia no c‘epencle_ Je. ‘1"3/ Pun(-o tomemos cmo on'sen )

De Finicidn (ACP)Y)
P={ Fo; PI[ cee PM‘ son mtl Pun*os OrLilrafl'QS

Umomos  A(P) = Po * L(FF: v oer Popm ) Es lo variedad afln més Pequena  que contieae

a EOJOS 005 PU(){'O.S .

dim A(PY = dim LR, ..., popr)

FEPs A => A(P) = A(ps,..., pm)

Alinmente CnJePenJ.' enles

A(PY=po + L3R, )
P Fsp (PP FGP*

—_——

Sobron muc‘ns



. N , .
Ecuaciones car\"esmn()s ) poramehnm.\

Sea X=qo 1-7(‘ VOffecloJ afia ) Qo eEX , dfm X=m (dl'm ‘)?=m), mén , p=a-m

Sea R= '{ Po B } sn'slema cL ret('\erencia cor Lesiamo

Plz(x“---, XnSRn q°= (Cll---lC(\)R A m=()(.~c. ,...:Yn‘Cn\B

Plex<=> W eY<=s X

X<V < a.u (Yl‘cc)‘* ...+ On (X(\_Cc\3=o
(ea R)

GPu(X.'C|) t ...t 0 pa (Yn‘Cn3=O

)
-  S—m
{ Q"X‘ t ...“'OlnX(\: a“C(f *alnCﬂ
Gr.m +...+0an,-=o_ﬂw
. ’ . . Lﬁ
PO.SO O ecuaciones 'POmee.l"'lCOS .
XP9|= XF-)I
Qn - ('MP :
: : #0 Xa =>\r\
qu QFP

Se expresan en me_ién

X, S Cipa Apn + ... +Capn )\n }
de '0; inclepencll'en'l'es

Xp = Ceppn /\p.. t ... tCpn Aa
De finicidn (Aplicacida afia)
Sen @A —A", Ay A espacios afines, A1V = V' k-lineal
el par (@A) ev una oP,.'cac«'o'n alla si q=pt+v => @(q) =&(p) +A(v)

v lL Mv) => \ estd definida de manema daica por & de Focma que /\(ﬁ) = @(proeq)

1] u
M 2(p)2@) Por cnmccl.'clad, )\=_Q.- Apln'coc(én 'n'neaj asociaclo.

=> @ A—A esaflasi B:V—V cha por E(Fq“) = @(pYB(q) ey k-‘fnea,
E) B.A—A @(p):P;

—_— >

E(P_q‘) = @(P)Q(q3 = |>'°]>'o =0 => ch ,a anfcac(c(n nula
Ej: @ A—=Aofa, @=idv, @ V=V
B(pg) =R = B(pIB(Q) => PQJCP‘) =q@(q)— =v

= @gpl=ptv = T'rqs‘ac.u'éa de vactor v




Coso inverso . Doda "'mslacidh @(p) = p+Vv, veamos @ es afia

Hay que ver que T es k- baeal

a(p-‘) = @'(P)Q(q) = ?c»v,qf;v\: P+v.(P;p?)+7 = PtV F+(F¢i:v)

—
V*‘Pq

= p4 V.(]>+V)+Fq: = ﬁ => @ =y es ‘il\eo.’

=> Todas 'o.s J'raslaciones son alines

Delinician (Conjoaks de pontos Fijos Aa)

Seo @.A —A ofin.

Ap ={peA, a(p)=pt

Ej: @:A—4, @(p)=po => Ag={p (Ag esvariedad)
Ao=2, si v£0 (Ay a es variedad)

€ @A —A, bashciba de vech: v =>¥
Ag =A . siv=0 (Ag es variedad )

Proposicida

Si Ag#@ => Ag es wriedad yA_;=Va‘.|

Dem.

Ay = @ . Veamos Ag = po + V5"« , donde po€ Ap

Veamos po + NG\ € Ag

P=potV, VEVZ 1, V= pap

P=Pot F:ﬁ => @(p)=©B(po) v B (v) = Po+ v =p =>a&(pl=p

Veamos Ags =] Pe +Vp,|

'PGA:&

P=Pot Pop € o+ V&

@ (pop )= BCRYBCH) = WF € V5



EJ". @ A —~A
E:V—"V. 5‘=ric]v, N (6 Lomalecia)

D es afia

Pontos L('jas d v homotecia

ﬁ A —A. E=ridv, r0,1 ) @ es ltomo',cu'a

Veamos que ScJO exis#e va Pomlo ri‘,'o. (Aa = (c‘ )

Veamo.; lAp] ¢l Encoso Je. LoLer no l\o\( mésc!e uno

= t‘(l-r)ﬁi =0

]
S
-v
0

pqEd, => rpq = cB(PIB(QY = c B (F)
=N ﬁ:o =N F=1

A
fE£C6\
Veamos quc hay exa&amenjre va pun#o Lu‘ J'o.
® |
C= p+ L —r pA(p) . Veamos c e3 l:ijo.
| =, — —_— B
@)= alp) r (pa(p) )= ptpalp) « |:_ pB(p)
l —
=P+ PﬁCP')(\\- _‘_L‘_)': P + | - P@(P\

Veamos como se ”eaa a pa férmuL Je' Ponl'o ["jm ®

Sea c€Ag . ¢ =B ()= BB = D(ple = @(p)—; ¢ pe

y => C;-P,.P—CT= P‘-

\-¢

=> F@(P\=(l-r\|>_c’ =>p—€= pa(p

pa(p)




Matriz de vaa oPh cacibn afin

Q.4 — Al afm R= y| 4
! Pol B t R .{ B s ; A =d = o | '
refereacio en A rcl:eren]:; e A’ I A . dim V=a ! dim A" = dim V' =

B=dvi-.o, va b B =4V, L vht

pEA => @ (p) A’

B(p) €A

P=Ch,ixadr = pp =(ryn e e

B(p) = lorvon e =5 TTBGT =larr s am e

—_— =

@(P\ =(x\'", ..., xm')g' => Po'ﬁ(p) =(x., ..., oY

P! B(p)= o Blpod + D (padB(p) = po’ Blpe) + B (FaF )

=> F(F3 )= po' B3 — p!B(pa)

=> 2 (( = !
Xoonxads )= (ko xade=(ay,...i8a)n = (X)'=0i ... Xa-0a)a
X|l‘°l X !

_ : ~ [ . * '
— ( “ ) ) H‘.s-(@\ : => = : H (o x
¥4 -0n ¥a y! a. H O
a n Yn

| oo l

=\ 'S = a ¥

: Ha (@) :

Yo On X

——V_ *

Mare (8)

Ej. chms{'an}e. R = {|>.;|B$ R'{po.’B& o = B(ps)

||0

,R.(@) =

/- ,am)g =3 Qq,=2...T0m =0



Eii @ trashcién . R={po,BY

{

6=6Jv Si cJeﬁimos wmo primer vechor d= o base eJ veclor cha 'l-ras[ac.‘c’n
| O--- 0 l l1l]o - -- O

Mr(a)=| a =
: Ta : Ia
Qn (0}

—_— No existe m’ngdn Pun"o £|'jo

Pe@(ps) =(a,,...,an)g# (0, ... ,0)g

= P,QCPO) o Vy t...+0QnVa
n

VCCl'or e 'a l'ras,acfén

Ej'. @ komol-ec,{a cle razén r£0,1 con cenl~ro c
/

— e
ﬂ=l’(ﬂv- R=<C.B}

lo - - o

|
Hg(¢)= o
‘ rTa
0
c@B(N=0

Si no conociero.mos e] pm#o L‘jo c.

1lo- -0

. rTa.
(198
‘ ! Xio= Q.4 X,
(xiiixa IR EAg =>[ x| =A-[ x| =>< yza:4rn Xi=QircX;
i\ : . .
< Xa Xa Xa = Gn +CXa =N (l-r)xi:a;
Q.
= y: =
' X A

e G Qn ) rs !
- Foc—' \=C 1 . .. \-r B



Provecc.l'ones afines

DA — A afia

Veamos B =B <=> 2 =& y A+ O

= o'-p =577 -0 -7
9o5 (33)= (pe@)(p) (Yoo)(g) = Y(B(p) lo @)
= Y (oprag)) = §(B(HE))
(:Afa*Q?,
Ap 2 &
VpeA, @(@(p)) = @(p) = B(plery, =>
Tm(@) <A y si pEAg

=> Tam(2) = Ap
<= Seo p€ho, peA
p=Pet Vi V=pop
Q(P) =Z(Pq)+3(v) = F°+E(v)
e . . =\ @z =g
= @z[PQB + @ (v = pe + @(\I):Po + @ (v)

@z(p)

Matriz canbnico. de Ut payeccidn

. A —A ofta, 2*°=02 (p Proyccc(én )

R='{PO;B$|PO eAg, B=<V|l--~uvm.vm(....|\/n$
V V
€ Vgz € Va,o
llo - - 0 X\‘=X|
M (@)= ©f" :
. ‘o. X,',\=x~.
o ) Xme1 =0



Justi facidn geométrica de la proyeaiba

5.'- V—=V e ptoytccién Ve&oria’ con base V3 y diceccibn V3o
Im(@)

7] Lasa A¢= . @ Ja‘recu‘c’n V;.o
P * VZ.t « po€Ehp

Veamos (Qi(p)s =Agn (p+V5go)

__c__l @(P) €Tm(B) = As

E(Pz(P) )= Z(p)@"(p) = @(P)@(p; =0

—_—

=> p@(p) € VZio => B(p) = p+ pB(p) € pt Vo

|i Aas n (P* Va’.o) 3 => Ag n (P+ Vao) es var\'ec[acl

=

C]l'm(Agﬂ(P'l'va‘,o)\ =dim(A¢n(p+V¢';‘,o))= dim(A—;n (p +Vzo))

= dim (VE‘,. n Vé’.o) =0

F‘\- V?,O

. bose, As = po + Vouu

/




Sime#n’as o] fincs

@.A —~Aalis
Veamos @*=idpc=> 2 = dv y Ap 2 0@
Dean .
=\ e ida =08 =Fop =0 =i

Veamos Ap#B. Sea X(K)#2

3(p)
PEA =>m = piF pBG) /
Oa) =20 L @ (paC) )= pt pap) + 3(:)3 (p)
= pe pBG) + ~ By = prp@G - w pBp) = m

I‘i PoeAa » P PetVy V=B

GZ(P) = @ (po) c@(v) = Po + Wv(v)=pot v = p

Madriz candnica Jeuno. simetela

DA —Aqfta , @" = da
R=-<P°'BS' P0€4¢, B"'—'{Vn,...,Vm,an,»..,Vn&
— N~—
EVE eV;:-\
1|lo . .. 0
Mr(@) = O] '
; e
(0] )

Justifi cacidn seomé"-ﬂ'm & L simetria

/ 7

@(p)

La re OC(on er\l-re 'Pro\/ccm& Y $:MC“T(0
asociadas es que la pr‘oyeCCcér\cIe un
Pon"’o es e ponl'o medio entre e
Ponio y sv simétrico



Hom.og(os qenera’es

@D A=A es Lomo'ogl,a(seneral’) st ?5‘=(x-l\(x-r3.r#\.0.-l v Ao + @

R=‘<P0|B‘l PQ GAQI B={V|,...,Vm,\lrn§||...,Vn&
T eN— eee——
e Vg 6\/57.—
||o---o ¥¢, lecem
HR(®3= 0 . ¥; =
: e rx;, melsien
(o) ‘r

L’amamos a r ,a RAZéM

Po L(v.,.._,vm\ = Po +t Vo1 es ’o BA SE

e
Ag

L(Vm“ [y Va ) = Va‘lf es ’0 CJI.(CCCI‘&\
Si ’a Lose es va k:’PerP’ano. ’a mal‘r-’z Co(\"fene so}o vaa r

=5TOCJG t\omo,o n’a 36(\8(0] és COMPOS;C;O,n Je r Lom’qga’as genem’es Con ‘::ose LiPe(P’Q(Io,

ProEaicién
Ap =dpot ¢=> 1 ¢ o ()

Dem.
I | |O .-+ 0 I X\ -a,
| =[afan - an]| [[ x| =>(A-T ) i | = :
: Sl : Xa -an
Xa Qn ||Qa) - ° Qaa Xa
L-a

=> Ag=A{pot<=> rﬂ(A-Tn3=n ¢=>pali) = [4-Tol20 <= 1g0 (@)

ORBRS

En cvaato a vna l\om,ogl'a genera!, 9z =(x-1)(x-r) no imP,n'ca que Ag + &

1106 ©
€. Mr(@)=| L |1 O
olor

X =]tk es{mposiue_ => A¢=Q) b tilg = (x-1)(x-r)
X2 = X

=3 No .‘mPIu‘co. t,ue_ 3 sen Iflomo,ogn'a



Proposicion ( layechvidad, soprayechvidad y biyechvidad de aplicaciones afines)

(@, 4), @ A —4, AV, =V, A=F, M@= B0 = 2 (F)
Veamos @ esinyechva [sopa yechiva | biyeckva ¢=> Aes inyechva. [sopaa yechiva | biyeckva
Dem.

Veamos 'a im,ch’ vidad

il )\(ﬁ) = )\(FF3 => B(q) = B(p) + A(pg) = B(p) + A(FF) = &(r)

=2

1 q = =N PC’ = Pr
7/} u'nyeckva Uer(A) =40}

{
|<i @(q) = g(r) => }\(F\=g(q)¢(r) =0 => F =0 =%q=r

Notacidn (G—rupo ofin)

GaAY =4@:a—~A, @ es afia y biyeckvat
N J
Grupo QII’(\ Jc, espacio a‘:l’ﬂ A 8 l)iYCCI'a'Va (oéo(a))

OBS

E’ nomkre Viene c'[e que GA(A) es eﬁeck vamen"e w1 grupe.
G, © @3_ € GA(A\

g(l@leG’A(A)zs{ — -
g -\ alecam) (Boa =idv)



Chosi fi cacién del qrupo akin ea el p/ano

dim A=2
CASOo IL:K=c
cleoc (@)’

@ =ida (Aas'-:A)

- qa":(x-l) => O {raslacfén =)
G*ida(Ap=2)

%} homo’osx'a genera’ sillg 2 @

- qs‘:(x-l)(k-rs, rt1,0,-1 => Ec{iagom’izab,e = ®
(7] homo’og {a Sene.ra, con Jesp’a zamieato, si As=2
® Il o O Il o o I © o
MR(G\ = 0, | 0 = 0, | (o} (o) l (o) = HR(GZ ga' 3 =N (4] =@z° gl
a, o o o | a, O s f '\
- -~ N ’
B={v,,va}, (a:.02 )% (0,0) Ha (02 Ha(@v.\ teashcidn hom'ogm

@ es simebrlo sidp* @ P
-qa‘=(x-|)(xn3=>

D es sime_jm'a (pnC[QSP’azomie.n"o silg =@ — % (21 (p))

1 fap

Ap 2@ (—133 Q@ es l\omo’ogl'a especfa’
T =(x-1) =

Ag =0 => Jes LOMOIOSIIG espec-'a.l con c’cspla'zamn'en'l'o

®R=<PQ|B>, PoeAzl BbﬂSCCL Jordo.n

I O O
Mr(@) = 0 1 , Lase =A¢=po+\I¢‘.|:pe+L(v|\(eje\
o o | diceccidn = L(va )
| O O 1 0 0O Il 0 O
HR(Q) = a 1) = o \ o a. = HR(Qz ° @)
Ql o | 01 ) [ 0 0 ‘
f

X=0ibX+y
Ag, :
Y=y



—

c1e o (8) Ap=4p.} =>R=4p., B}

—

—q¢ =X-r, rz1,0 => 6’=r£c’v = @ homol'cc('o Jerazén ry cemlro Po
4

1o o {"f"‘
-q3=(x—r\(x-s).r.s=\.o => Me(g) = 0|7 O v
T
Ed\‘oscrcjimwc 0l° =
B={\1ll|Vz&‘

*
\fé’,r Va’,s

| O © | O O
Mpr(B)=( 0 1 © ) © | =M(2,00.), @..3: l‘lomoloar/as 3ene,ra’es
0 o s o |

(base y diceccidn cambiaa )

(217)

2 .
-qe =(x=r)", c2l0!

[|]o © | o @ |
Mr(@) =[ O] r | , Mgt (@)Y= 60 r - =( o
olo r O O r o

=\ @ es L‘°m°‘°3(a espec(aj comPues#a con Lomole,c«'a

0]
-
(o)

S0 o0

CAso 2. k=R
SeJo lm, un caso nuevo -

—

x*+a,x +0o € R (x] Crre.e‘uciue

_q‘b -
N a -b
:(X*«‘\(X*dz\,u=a,L{_€¢\\P\ => H&(G)z(b a)
1 |O O
> MR(63= ofla -b
O|b a
t’A¢={Po}‘
oss

Toda afinidad e com'Posic-'o'n de ura afinidad @n puntos c\’jos N una trasheida.



T eoremq

A espacios afines, po €A Vi, va Y base de V.

Por tanto. p‘,'él\| VW, Va eV
Jl @A —aabatd e @Cpor=pe' y BGvid= v Vizt,in
Dem.

n 0
PEA, p=po + 2_aivi => B(p) = po t L aivi

Teocema
A, A'espacfos afines, { pos Pro ey pa ¥ sislema de releceacia alfn de A
VPQ'.P.'.....po'éiA'. J12:4a —a' alla lnjquc @Cpo )= po' (Vi=0.1,...0n

| ssooe fismo de espacos Qﬁines

—_—

An' es pacios QF\'(\QS, A gll' => VgV‘ =3 dim V= dim V'
dimV=dimV' =3I\ V—1\' I'so:nor\tu'smo

B(ps)= P;
) |

pe €A, p €A =>3Jdl @A —A l:ajque .
@ =\
=> A=p'"¢=s V=V ¢=>din V =dim V'

Varie&)c‘es invariantes

@ A—Aafta, X= Pi-)_(‘ variedad

PGCP) € ?
X<¢A = >

—

X <aV



A=R" Plono )
C conica si @ #C = ‘)P= (xiy)R O =0u X +22Xy+ QGay?+ 200X + 200 Y Qoo !
aw X+ ... ¢ 2a0 Y+ oo €R X V]

Veamos que camLianc'o cL sisiema Je re)cere_ncia se oLfn‘ene alro Po[.‘nomio asoc«‘ac{o .

] Qoo Qo1 Qo2
C: O=(|XV)A X |A=HP\(C3= Qo, an Oy2
v Qo2 Q12 Q22
| |
P=H®R' RY, [ x' | =P x| , p= (x'«y')r
y' Y
! Qoo Qor Qo: l
=" o:<| X'y'\ PQAP )(l = (l X' y‘) alo| aln a2 X'
Ty Qo2 Q12 Q22 v

Il,

A= Mg (c)
=> 0= O'.. X'l +... t Qoo Seﬁuimos teaieado vn Po’{norm'o cuao'rcikco
C oo es una varfechc[ Q(:I’n

Sea A'=Mr(c') Una nveva cdaica

De finicion (Cdm'cas a‘:inmen"e equivapenjresy
C yC' son aﬁinme.nle cqu-‘vaJemles (c "\'C‘) si Mr(c) = Mg'(c")

Es re“acic(n cle eqmva[)eocia.



Teorema & cadsif(cacfén de daicas

_Eclo. ccgm'co. recJ es afn'nmen;e eqv./ivo./en'le. o ond y so’o uno.de '05 sigufen#es
1Y x*+y*-1=0 = Elipse Aoc,e3enemJa
2) x*-yt-1=0 = “fpér’ao‘a nocs’egeoero.cta

3) x*-y=0 = Para’nLa’a no clegenero.cla
H) xt+yt=0 = E’.‘Pse cLaeoemJa (So‘o vo verifica el (0.0)% )
5) x*-y*=o0 = Hipéflsola clegenerac{a

6) x*-1=o0 = Paro'tbola simp,ernen,ﬁ c‘egeneracb
-'l) x! =0 = Porﬂ)o'a CLsLjemenJ‘e Jasenerwla

De.

Qoo | 061 Goy e O
0= (1 Xy ) A ‘ A Qo Ao ) Ao = (le 022 ) Pacte cuac’ré')icn

0o

|
X
y
( \A(") 2 ( (x) ho = M (a0
= x y ° y + 0o\ 002 v ¥ Qoo o= Fla LQe

Loy e |
K=R \l_> AQEA0|=<E 0>.££=|.-|.0

nercio o &

X

Ao = P*AP, P=M(r.B") . (y:)z P(;)

X
=0 = (x y )PerlP(v ) + 2 (0o aoﬂ(:) t Qoo
(u |)A((Y|) (X)
Xy ° y' t 2 (aer Ge2 ) y t Qoo

X
= £+ &y e 20, acﬂ(y )*Qoo

I

af X!
= E\ (")z\- 82(y')z ...2(001 QOZ\ P (\[l) + Qoo

= E\(\(')ZJ«&(V')Z "Zq;,\(’ + 204, ' + Goo

u
Qoo
00Xt . .. +Qo =O

Eiy€ no pucclen voler amLos o (h%0)
St amLos sen =1 podemos muh-nplmar
por Por taato, podemos supone-
que aJSUno vak 1, y lo pondremo s n €,



[ v\ 2 2 IL
) 4 (4 ¢ 206, % ¢ 208, y' +as = ('tao) ¢ (y'+abe ) 4 Goo - Qo™ - Al
- T~—

@{ eyt -1 s a <o ® as

= \(“" fy"z ) Si aogso

00 es conica 1 Si Qe >0

x“: !x'*a;l)
® 0.&, <0 => _algo >0 =33\‘-a;“, €R 3N { (V‘Il":l:'o )
YT
' ' L " w "
@ (Xli'Ool)z*(\,lch,z) tQcc = X . ,.yu + Qoe
1 I O o (
x" | = (a5 ' 0O x'
\’u 0.'01 o | Yl
—_—————
M(RWR"), RY=4ps' B F . KB, R")=T. =>R'=p"

/

u ) _ 1] \ 1}
Po Po = 0oV ¢ Qo

sz = ao.' V\l t 0|01 Vzl io
—_— n _ [
> Fo - ('QO\ 1 —Ot;z BR‘

c€2=-1.

L [ | | ' ] ] 1 ' 2 ! 'z 1
(X|) -(\l‘)l + dex * Zﬁoz\ll t Qoo = (X t Qo )l'(y —Goz) t Qoo ~ Qo "a:?-

——~—~——
L L . o u
X" -y" -1, stas' <0 °
= yut “ ¢ st Q' =0
2 . 0
X" - \qu t1,si a">0 , que cambiando & sisfema & refecencia es l'auaj oJ primer caso .

Lo que eerOMOs 'nacienJo Se Lnsa en uncamln‘o cle s\';}ema Je rel:erenciq'.

O=0ux* ¢.. .t Qo0 = EX ¢ €2 y‘u 205, '+ 204 Y' + Qoo
p=(x.y)g 'Pz(x',y' )ES
?\='<Po|Bs R‘:<PG||B‘&
& O o
Ao = HB(qo) . (O E, ) = HB'(qo’) P M(R.R")
_

(£) - w7 )vemwnay = [ o) (375
y



€, =0.

u 2 ]
' % 0o = X" +Za°,\, Hlé'o

Wy 2 ‘ ' . L
()" + 200 % *2002 Yy t 0 = (x'tas. ) + 2ae y
1 2 u 1
‘00: 20 => X" -(-Qacy § - Ges ) = X" -y’

. "
X' = X'ell:n ' \[“= -2ac> Y - Qoo

| Il o o !
X" | = [aa ! O | . La molriz es de combio de refecencta
u " !
v Voo O -200: Y s ‘
<=>\ op-2ah /O mvacsiu:
|||z . u ' I
X -1l , si G0 €O 'Red'os paralelas
nl - Tk

, St Qag =O Recta doble

00 es cdaica, siobe >O

“Q02=0 => 0 z=x"" tqb = X



Chsificacion d bnicos por invariaales

Sea C conica
|l |lo o

A=tr(c). A=Mg'(c) , A =P'AP, P=M(RR ) = | < P, L Pa=HM(BB)
Ca
l Ooo | 0o 0o llc. ¢ aoolac‘ Qo2 I |o o
A = Q:o' Aol = (@) Po,( Qon‘ Ao c Po
Qo2 (6] Oo2 C2

=~ A EAl=5 rq(A)= cq(A'), €CAY=¢€(A") , signo(1A]) =s|'gno(lA'l)
all 3" 1] | 9
T r’l (S({) (slltl)

Al mu“ipln’car por = 1, e' raago ao cambic. pers & s . lo que es iavorignte &8 & = |-t

A'c.= ‘Poon Po => A05A0| => (‘o=f°,, S°=&,‘, siano“Aol) =st9m(|A°'|)

- C e'ipse (bdegene.(ada:

lo o
(o‘l 0) c=3, §=1,dco0, fo=2, §s=2,ds>0
olo |

- C e.‘l'pSc &3eacraJa .

o|O0 O
As o|!l O r=2.g=2-d=0.r°=2.go=2.do>0
olo |

- C kipérko'a 0o cjegeneracfa .

h =SS
]}

-110 O
Az ol o F=3,8=1,d50, ro=2,8.=0,do <0
olo -I

- C kiPérLo'a cheneraJa:

olo o
A= | of|! o F=2,8=0, d=0, ro=2,8c=0.do¢0

o lo -1

‘C paraltLo’o. no clegeneraJaI

o|o-'a
A.——. o I O r=3.3=?,c!<0-fo='-go=|,(.1°=0

‘1o O



C FaraltLo’a s;m'p’emenle JegeneraJa:

-1|lo o
Az | o|! 0 ) c=2.8=0,d=0., ro=1,8,=1,d=0
o lo O -

*C Fo.ralt‘b,a cJoL'ememle cjegeneradai

o|lo O
A= o|l O r=|.S=l,d:o.r°=l.S°=l,J°=o
o lo O

A pl(cacione.s entre nicas

Seo C cdaico
A=Mr(c), A =M’ (c), A'=P* AP ., P =HM(R,R)

PEC i p=Cluylr p=Cxtiy

I | ' | o o
X' =P{x |, P=| « M(RR") = Me(@) , @(x\y)k=(x‘,y')®
y' y C: 1

P nvers i

=(‘f'( ')P\‘
p=Ctiyiy

ﬁ(p)=(x'.y')}&

( |
0= (i x y’A(" ) =('*'V')Al("> , A=HeCe), A'= Hale)
y Py

d‘uX"+...l-0'oo
> (X|(yl‘3k€cl=\ G(X|\I)R€ CI
Ademés | Ees INVERSIB(E

==X 0 es una opll‘cacfo'n a(fn Biycckva Qe ILva pm’bs c):una cdoica a ot



.- 2 Qy? 2
Ej. O=Sx*e¢Sy'cbxy ~Uxrlyrz = SCX"%'%> '-?y' —%3 ! “gv‘ rSy* +ly x2
2 =5y v 8\ o2
s

(en &)
2 32 {
=Sete gyt e Sy S e st 2 (et

yel o de~0, r=3 => Eln‘psa nccl:_gencmda\
o ez =V (xedy- )
——% X“ *y(! _~| :O‘
Y“:\[_%_‘y"—'\l—gg- (Y(’lx

‘= 3y _2 | =
AL N A

. 2 2
@.R" —MR
Il | o o
2fsl,s 3=
s\ 2 2z S \Z




