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Sistemas de control en tiempo discreto

Il. Diseno de reguladores discretos



Diseno de reguladores discretos

Dos métodos:

1. Diseno continuo y discretizacion.

2. Diseno discreto directo. Se discretiza
la planta y a continuacidén se aplica la teoria

de sistemas continuos: Lugar de las R,
respuesta en frecuencia,...
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1. Diseno continuo y discretizacion

Segun el siguiente diagrama de bloques, el problema
consiste en disenar un regulador Gr(s) que cumpla las
especificaciones deseadas, y a continuacion encontrar
su equivalente discreto.

R(s) X(s Y(s) Proceso C(s)

GR(s G(s)
)

v

" Implementacion digital del regulador
GR(s).

x(t) x(K) y(K) y(t)
] GRis) J (zom) |—
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1. Diseno continuo y discretizacion

para obtener Gr(z), existen diversos
procedimientos:

= Método de las diferencias de atraso.
= Método de las diferencias de adelanto.

= Método de la transformada bilineal o de
Tustin.

= Método de igualacién cero polo. (MPZ).
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1.1 Método de las diferencias de atraso
(Euler Backward)

ara verlo discretizaremos una funcidén de transferencia sencilla:

Y(s) _1

G(s) = 2 Pasando al dominio del tiempo > Y(0) = [x(t)dt
X(s) s 0

kT kT-T kT
Muestreada con periodo T, resulta: y(kT)=Ix(t)dt= J’ x(t)dt + J'x(t)dt
0 0

kT'-T

Aproximando: y(kT) = y(kT —T) + Area bajo X(t) sobre el Gltimo T.
Aproximando el area como un rectangulo de base T y altura x(kT):
y(kT) = y(kT —T) +Tx(kT) (Ecuacion en diferencias - Transf.. “z")

Y(z)= z_lY(z) +TX (z2) U Gg(z) = 1—Tz_1 = 1_12_1 -

T
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1.2 Método de las diferencias de adelanto
(Euler Forward)

lgual que en el caso anterior, solo que a la hora de
calcular el area del rectangulo, se utiliza el valor de la
muestra anterior:

y(kT) = y(kT —T)+Tx(kT —T)

Ecuacion en diferencias — Transf.“z"”

Tz ™ 1 1-z71
Y(2)=zY(2)+Tz"' X (2) O G,.(2) = = ] s=
(2)=2"Y(2) @0 GyD)= =" —
Tz™

No es muy recomendado porque el sistema puede
volverse inestable en algunos casos.
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1.3 Método de la transformada bilineal o de
Tustin

Método de integracibn numérica por aproximacion
trapezoidal.

y(kT) = y(KT =T) + g[x(kT ~T)+ x(KT)|
Ecuacién en diferencias - Transf.“z"
1 q = 2(1-z)

2(1-2") CTT vz
T (1+z7)

Y(z)=zY(z)+ g[z_lX(z) + X(z)] O Gi(2) =
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1.4 Método de la igualacion cero polo.
(MPZ7)

Pasos a sequir: ST
1. Relacidn entre X(s)y X(z) O Z —¢€
2. G(s) debe estar factorizada y se aplicara la
anterior relacion a todos los polos y ceros finitos:

DZ:esT D b
K(s+b) - U 1 K (z-e™
G(s) = (_ ) 1 Zz, =e' 00 G(z) = ( — )
(s—c) 0 _ o 0 (z-e
[f2 =€ [

3. Los ceros en el infinito se transforman en el punto z=-1.
Por cada cero en el infinito se incluira un término [z+1] en
el numerador de la funcién. (En un sistema fisico el
numero de ceros es menor que el de polos).

4. Finalmente se ajusta el valor de la ganancia discreta al
mismo valor que la ganancia continua. Se determina K*.
IimG(z) = lirrol G(s)

z-1
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2. Diseno discreto directo

Proceso

v

Muestreo

\

Para evitar el error cometido mediante el anterior sistema, se
discretiza la funcién de transferencia del proceso, junto al circuito
de retenciéon ZOH: ZOH*G(s)

_ _ i l-e 11y, G(8)O
G(z) =Z[B,G(s)]=ZI[ . G(s)]=(1-z )ZETE

_ : [(G(s) 1 0O
G(z)=(1-z" Residuos
(2)=(1-z") e sl UOSH s 1—eSTz_1%

polosG(s)/s
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2. Diseno discreto directo

Diagrama de blogues del sistema
discretizado:

R(z E( U(z Proceso C(z

27| ?R(Z ) G(2) )

v

Para su estudio se aplicaran las mismas reglas que para
sistemas continuos:

Cz) _ Gr(2)G(2) Ecuacién caracteristica 1. (,G(z)=0
R(z) 1+Gy(2)G(z) 2 ’

Sistema estable: Los polos de la funcidon de transferencia en lazo
cerrado deberan estar contenidos dentro del circulo unidad :

‘z‘<1
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2. Reguladores discretos empleados

Se discretizara el regulador mediante el método de las
diferencias de atraso:

_ E U(z
s=177 —_,\(—> GR(z ( >
T e(k |) u(k

) )
1. Regulador Proporcional (P)

u(k)=K,e(k) O G.(z) =K,
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2. Reguladores discretos empleados

2. Regulador Proporcional Derivativo (PD)

U(s) = Kp(1+Ts)E(s) O Gy(s) = K, (L+T,8)

_ . U e(k)—e(k—1)[
u(k) = Kp k) +T, = 5

T+T, T

T U T £
G,(2)=K,4+-2(1-z)—=K
R() P% T( )E P

Z—cC

—_D
T _g
Z Z

T, <1

T, +T

Sistemas de control en tiempo discreto

12



2. Reguladores discretos empleados

3. Regulador Proporcional Integral (Pl)

U(s) = Kp(L+—)E(s)
T.s

1

] T k []
u(k) = Kp[e(k) +— Z e(n)O]

E Tin=0 B

[ Tz O (T; +T)z-T, z-b
Gr(z)=Kp+ = Kp L =K,

0 TLi(z-Df T;(z-1) T;(z-1)
b= I <1

T.+T

1

Sistemas de control en tiempo discreto
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2. Reguladores discretos empleados

4. Reqgulador Proporcional Integral
Derivativo(PID)

R(z) = K K, L9 ~D)
T.z(z-1)

T
b=——-<1
T +T

1

Sistemas de control en tiempo discreto
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3. Diseno de Reguladores PID digitales

Control PID analdgico

e(t)

Ky

E(s)

g K//s

+

(1)

+53 Ufs)

Funcion de transferencia

U(s)=K ,E(s)+K,

E(s)

+K, sE(s)

Sistemas de control en tiempo discreto

Control PID digital

— N K; N
e(n) + u(n)
» » DI(Z) I [7/=
E(z) ~ Ulz)
Dp(2)

Funcion de transferencia

U(:)=K,E()+ D, (JEG)+ D, CEC]

Existen diversos modos de implementar Dy(z)
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3. Diseno de Reguladores PID digitales

Dos tecnicas de implementacion del control PID digital:

« Aproximacion rectangular.
+ El disefio se realiza en el dominio analogico y a continuacion se
transfiere al dominio discreto
* Es facil de implementar y proporciona resultados satisfactorios

» Aproximacion trapezoidal:
» El disenio se realiza en el dominio discreto directamente utilizando
tecnicas de ubicacion de polos
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3. Aproximacion Rectangular del PID ()

A - -, Término proporcional Término derivativo
proximacion | .
rectangular . er( )= er(”) SiTes su.ﬁcl1e11t§n1e1“1‘re pequeiio se
f - puede aproximar por:
_elt _eln)—eln—1
- - g €0 eln)-eln-1)
£ Término integral dt r
} N S1 se conoce e(nt1) se puede obtener
¢l K, I e(r) =K1 Z € una mejor aproximacion de la derrvada
. e(r) . e(n +1)— e(f? )
J L_ | dt T
. — _
1 Ry
Algoritmo de posicion

Periodo de muestreo

‘H(_J}): er(rr)+ K‘,.TZ e, +K, [e(n) —e(n —'1)];’2"

17
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3. Aproximacion Rectangular del PID (lI)

Algoritmo de posicion

Inconveniente: en caso de

ul(n)= Kpg(”)-l— K{_TZ e, +K, [g(”)_ e(n _1)]}’}" I malfuncionamiento del silstema digital
i que calcula #(n) se podria generar una

salida u(n)=0

Algoritmo de velocidad * Es el algoritmo que se utiliza habitualmente

- » El sistema de control solo calcula el meremento de la
senial de control

* Presenta mejor comportamiento en arranque v frente
a transitorios bruscos en la sefial de referencia.

Sistemas de control en tiempo discreto
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M 3. Algoritmo PID de velocidad

Algoritmo de velocidad

ﬂu(n): u(n)—u(n — 2)

u(n-2)=K e(n-2)+ K}.TEEI. +K, [e(n—1)—e(n-2)|/T

’(I’?)—H(I’}'—2):Kp[€(f’?) e(n=2)|+ KT|e(n)+e(n—1)|+ K, /T|e(n)-2e(n—1)+e(n—2)]

uln)=uln-2)+K,e(n)+K,e(n—1)+K,e(n—2)
K =K, +K,/T+K[T

K,=KT-2K,/T

K,=K,/T-K,
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3. Determinacién de coeficientes de PID

Meétodo del margen de fase (MF) v margen de ganancia (MG)

Se escoge como parametros de disefio:
« MF = 55°
« Frecuencia de transicion (fase:-180°) = 100Hz

Aplicando tecnicas de control clasico

en el dominio frecuencial se obtiene: MG = 77dB (=100Hz)

K — 4181 K, = 13751

2~ 0 560 K,=-19138
a7 =53

K= K,= 5387

Sistemas de control en tiempo discreto 20



M 3. Implementacion digital del PID

u(n)=u(n—2)+Ke(n)+K,e(n—1)+ K,e(n—2)

Sistemas de control en tiempo discreto
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3. Repuesta a escalon con control PID (I)

u(n)=u(n—-2)+K.e(n)+K,e(n—-1)+K,e(n-2)

POSITION IN RADIANS

[ i i i
%9 10 20 30 a0 50 60 70 80 90 100
TIME IN # SAMPLES
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3. Repuesta a escaldén con control PID (l1)

POSITION STEP RESPONSE
I
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3. Aproximacion Trapezoidal

* Se utiliza cuando se requiere una mayor precision en la conversion discreta
» La integral se determina con la suma de trapezoides

Area del trapezoide: g[’(ﬂ')—F e(n— l)]

e(n) Funcién transferencia término integral
e(n-1)
\ \/ H(F?):zf(n—l)Jr ng[e(ﬁ)Jre(”_l)]

- T
Uz)1-z7)=K, =1+ ]E[Z]

2

- p()- V) g Tl
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M 3. Aproximacién Trapezoidal

zf(n) = er(n)-i— KT.TZ e.+K, [6(;"?) —e(n— 1)]/T
i Transtformada Z de cada término

+(K, T 2K, T - 4K,
27(1-27)

Sistemas de control en tiempo discreto
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3. Diseno control PID de motor DC

PID
O feontroerl-2" | oroer || “MoroR. Ls—o—oe X
- Geolz) HOLD Gy(2) SAMPLER
) K+Kz'+Kz"
GPID(‘Z)= 1 PR :
|
K. K K. 2K K
Con: K, =K, +—T+—%+ K,=—K,+—T-——% K,=—*%
2 T - 2 T T
. Az) 02694z +0.2693z7
(Jp (Z) = — 1 2 m
V(z) 1-1.999z7"+0.999z
Sistemas de control en tiempo discreto
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M 3. Determinacidn coeficientes PID

) Funcion de transferencia global del sistema
z
c

Matlab = ubicacion de polos en 0.96, 0.95.0.2 y 0.15

Resolviendo el denominador para la
ubicacion de polos propuesta se obtiene:

K, = 14795 K +Kyz" + K2
K,=-2.845 Gpp(2) = —
K,=1.3636

u(n)=u(n—1)+K.e(n)+K,e(n-1)+ K. e(n-2)

Sistemas de control en tiempo discreto
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3. Respuesta al escaldn con control PID (1)

wu(n)=u(n-1)+Ke(n)+K,e(n-1)+K,e(n-2)

|
w
=
o
o e e e e L LI -
= .
! 1
El.'l 6 4 E :
. el e iy Tt S " -
§ .
QAfF]--i=="="Fr=="AM===--r--- s cpEm = Pole Locations
Ly = .90
Iy = 0.95
................... Z3 =0.20
] T T S R R 2 Zos
' ! ' n= 10
i n ] . I
0 S TR R NN NN SR B B
0 10 20 30 40 &0 &0 70 80 o0 100

TIME IN # SAMPLES

Sistemas de control en tiempo discreto
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POSITION IN RADIANS

.
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3. Respuesta al escaldn con control PID

POSITION STEP RESPONSE

-------------------------------------

________ L N R R
1

i

..... L T R
: ;

| I | 1 |

10 20 30 20 50 60 70

TIME IN # SAMPLES

Polos cerca del circulo unidad:

« Aumenta el tiempo de respuesta
* El sistema puede hacerse inestable

Sistemas de control en tiempo discreto
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FOSITION IN RADIANS

POSITION STEP RESPONSE
T i i . : X i B
H . . , .
—r - "= == |'---'| ________________ P~ "= - - -
I | O S L AU SN S R S _
I T S S S e
o 10 20 a0 40 50 80 70

TIME IN # SAMFLES

Polos cerca del origen:
* Disminuye el tiempo de respuesta
* Aumenta el sobre impulso
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M 3. Implementacién digital del PID

u(n)=u(n—1)+Ke(n)+K,e(n-1)+K.e(n-2)

Sistemas de control en tiempo discreto

30



4. Método de diseno analitico

Se desea una respuesta en lazo cerrado con tiempo de
asentamiento minimo, con un error nulo y sin oscilaciones en

réegimen permanente ante una entrada escaldon, rampa o
arelerarcidn

riz) elr) elkT) ulkT) (
: Controlador : Ratén de uit) cit)
T digital orden cerg G-“ (s) >
Ri{z) Elz) Ulz) Clz)
Gpl(2) —1 Gl2) -
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4. Método de diseno analitico

Transformada z de la planta + retenedor de orden cero:

Q-e™5 O
G(z)=ZEF——G,(s)0
g s u

Funcidon de transferencia en lazo cerrado:

C() __Gp@G@) _ .,
R(2) 1+Gp(2)G(2)

El sistema, de orden n, debe tener un tiempo de
asentamiento finito con error nulo en régimen permanente,
con lo que debe presentar respuesta finita al impulso, es

decir:

2

F(z)=a,+a;z ' +ayz > +...+ayz " N=n

Sistemas de control en tiempo discreto
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4. Método de diseno analitico

Obtencidén de la funcidon de transferencia del controlador:

F(z)
G(2)(1- F(2))

Gp(z) =

El sistema debe ser fisicamente realizable, lo cual impone
las siguientes condiciones sobre F(z) y G,(2):

1.El grado del numerador de G,(z) debe ser igual 0 menor
que el grado del denominador.
2.5i la planta G/(s) incluye un retardo de transporte e's, el

sistema en lazo cerrado debe tener al menos el mismo
retardo.

3.El término de menor orden en z! de F(z) debe ser al
menos del mismo orden que el menor término en G(z).

Sistemas de control en tiempo discreto
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4. Método de diseno analitico

Condiciones de estabilidad:

1.Todos los polos inestables o criticamente estables de G(z)
deben incluirse como ceros en 1-F(z), ya que los ceros del
controlador G,(z) no deben cancelar polos inestables de
G(2).

2.Los ceros de G(z) fuera del circulo unitario no deben
cancelarse con polos de G,(z). Por tanto, todos los ceros de

G(z) sobre o fuera del circulo unitario seran también ceros
de F(z).

G(z) = 6@ a Polo inestable
Demostracion: z—da
C(Z) GD (Z) Gl(z)
=F(z)= £_4d
R(z) 14+Gp(2) 21
Z—d
1-F(z) = 274

2-a+Gp(2)G(2)

Sistemas de control en tiempo discreto
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4. Método de diseno analitico

Diseno del controlador:
Transformada z de la senal de error E(2):

E(z) = R(z)-C(z) = R(z)[1- F(2)|

Valor de R(Z):
P(z)
h—zﬂ

R(Z)= —

Entrada escaldén unitario: q=0 P(z)=1
Entrada rampa unitaria: q=1 P(z)=Tz!
Entrada aceleraciéon unitaria: g=2 P(z)=1/2 T2z(1+2z1)

Sistemas de control en tiempo discreto
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4. Método de diseno analitico

Diseno del controlador:

Sustituyendo, se obtiene E(2):

Bz = POIL-F ()

1
E(z) debe tener un numero ﬁnléo éle) términos en z1 para
asegurar que el error en régimen permanente es cero, por
tanto:

1-F(z2)=(1-z"H""'N(2)

Donde N(z) presenta un numero finito de términos en z1.

Por tanto:
E(z) =P(z)N(z)

Sistemas de control en tiempo discreto
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4. Método de diseno analitico

Diseno del controlador:

Funcidon de transferencia total del controlador:

Para una planta estable G (s) debe cumplirse la siguiente
condicién para que la salida no muestre oscilaciones entre
muestreos después de alcanzado el tiempo de
asentamiento:

c(t = nT) = cte, para entradas  escalon

c(t =nT) =cte para entradas  rampa

c(t=nT) =cte para entradas  aceleracion

Sistemas de control en tiempo discreto
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