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Capitulo 1

Mecanica newtoniana

1.1 Sistemas de coordenadas. Cinematica

Vector de posicion de una particula que se mueve en el espacio ordinario (R3):

3
r = Xxi1e1 + xzex + x3e3 = inei ,
i=1

donde e; es el i -ésimo vector unitario coordenado en un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales:

er = (1,0,0), e, =(0,1,0), e3=(0,0,1).

Velocidad y aceleracion:

donde el punto indica derivada respecto del tiempo t. En coordenadas cartesianas,

3 3
V:ZU,'ei, a:Zaiei,

i=1 i=1

donde (al ser los vectores coordenados e; constantes)

Vi = Xi, ai; = X
Notacion:
r=|r|, v =|v|.
Ejercicio. Probar que si v # 0 se tiene
v-a
V= —
v

En particular, si v es constante los vectores velocidad y aceleracion son ortogonales.
Ejercicio. Probar que rr = rr.

Coordenadas esféricas:

r = r(sen@ cos ¢, senf sen¢,cosf),

donde
r=0, 0<6<mn, 0<¢<2m.
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Ahora los vectores unitarios coordenados no son constantes, sino que dependen de la posicion de la
particula (i.e., de las coordenadas esféricas (r, 0, ¢)):

-1

e = ﬁ ﬁ:(sen@cosgo,sen@sengo,cos@)=E,
or or r
ar|7t

ey = £ % = (cos 6 cos ¢, cos O sen g, —sen f),
ar |7 or

ey = % %z(—senw,cosgo,O).

Las coordenadas esféricas son ortogonales, pues se comprueba facilmente que
er-eg =€ -e, =ep-e, =0.

De estas relaciones se sigue también que los vectores {er, ey, e(p} forman un sistema ortonormal en cada
punto. Este sistema esta positivamente orientado, ya que

er X ey = ey,

0, equivalentemente,
(er xep)-ey=1.

Velocidad y aceleracion en coordenadas esféricas.
Calculemos en primer lugar las derivadas temporales de los vectores coordenados unitarios. Nétese
que, al ser
€y-€y =1 (x=r0,9),

derivando respecto del tiempo se obtiene
éa . e(x - 0 .

Al ser los vectores e, mutuamente ortogonales, €, ha de ser una combinacion lineal de eg y ey, y asi
sucesivamente para las restantes coordenadas. Mas precisamente, aplicando la regla de la cadena se
obtiene:

de, - 0 :
é = %9 + 8ig0r¢ = feg + senbge, ,
deg . 0 :
ép = % + ai(; ) = —Be, + cos Oge, (.1
0
¢, = % p = —(cosp,seng,0) @ = —gb(sen@er + cos fep) .
4

Teniendo en cuenta las relaciones anteriores se obtiene sin dificultad:

dr d . . ) . .
V= m = E(re,) =re, +ré, =ie, +rbeg + rsenbdpe,. (1.2)
Por tanto
V = VUr€r + Vg€ + Vp€yp ,
siendo .
v =T, vg =rb, vy = rsenf¢ (1.3)

las componentes del vector velocidad en coordenadas esféricas. Nétese que, al ser los vectores unitarios
coordenados ortonormales,

v? = vf—i—vé—i—vé =f2+r2(éz+sen92¢2). (1.4)
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Del mismo modo, derivando la ecuacién (1.2) respecto de ¢ y aplicando las relaciones (1.1) se obtie-
ne:

a = ie, + F(feg + sen Oge,) + (r6 + i0)eg + ro(—be, + cos O¢ey)
+ (rsenf¢ + sen 07 ¢ + r cos Qégi))e(p — rsen0¢>(sen e, + cos feg)
= are, + ageg + agpey,
donde las componentes de la aceleracion en coordenadas esféricas estdn dadas por
a, = 'r'—réz—rsenzﬁgbz,
ag :ré+2r’é—rsen9cos€¢2, (1.5
ay =rsen0¢@ + 2sen0i¢ + 2r cos 99(/') .

Ejemplo 1.1. Movimiento plano en coordenadas polares.

Supongamos que la particula se mueve en el plano Oxy, es decir que 6(¢) = /2 para todo ¢. En tal caso
0=0=vy=uay=0, (r, @) son coordenadas polares en el plano del movimiento, y las férmulas (1.3)-
(1.5) se reducen a las siguientes:

v =F, Vo =1@,  ar=F—r¢>,  ap,=r¢+2¢.
En particular, si el movimiento es circular (r(t) = R para todo ¢) se obtienen las férmulas familiares
vr=0, v¢=R¢, ar:_R¢2, a¢:R¢.

Notese, en particular, que aunque la componente radial de la velocidad es idénticamente nula, hay una
aceleracion radial negativa —R¢p? = —v2/R (aceleracion centripeta). O

Coordenadas cilindricas.
r= (pcosg,pseng,z),

siendo
p=0, 0<¢p<2m, zeR.

Repitiendo el cdlculo anterior se obtiene:

ar|™! or ( 0)

e, =|—| — = (cosg,seng,0),
ar|~! or ( 0)

e, =|—| — = (—seng,cosgp,0),

(7 99 99 % 14
ar|~! or

e;=|—| —=1(00,1).

© T oz oz ( )

Nétese que de nuevo
er'e(p:er'ezze(p'ez, epxe(p:ez,

y por tanto las coordenadas cilindricas (p, ¢, z) son también ortonormales y estdn positivamente orien-
tadas. Derivando respecto de ¢ las ecuaciones de los vectores unitarios coordenados se obtiene inmedia-
tamente
€)= ge,, ey = —ge,, e, =0.

Al ser ahora

r = pe, + zez, (1.6)
derivando dos veces respecto de ¢ y procediendo como antes se obtienen facilmente las siguientes for-
mulas para las componentes de la velocidad y la aceleracién en coordenadas cilindricas:

Vp=p, Vo =pY, Vz=2; ap=,<')'—pgb2, ap = pP + 209, az=72. (1.7)
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De nuevo, de la ortonormalidad de los vectores {ep, €y, ez} se deduce que
v2=vl2)+v(2p+v§=p2+p2¢2+z'_2.

Ejercicio. Discutir la relacién entre las férmulas anteriores y las del Ejemplo 1.1.

Ejercicio. Probar que si los vectores {nl ,Np, n3} forman un sistema ortonormal positivamente orientado
entonces se tiene
Ny X ng = *ny,,

donde «, B y y son distintos dos a dos, y el signo “+” corresponde al caso en que («, 8,y) es una
permutacion ciclica de (1, 2, 3). Introduciendo el tensor completamente antisimétrico de Levi-Civita
1, (e, B, y) permutacion par de (1,2, 3)
capy = { —1, (o, B, y) permutacién impar de (1,2, 3)
0, en cualquier otro caso.
las relaciones anteriores se pueden escribir en la forma equivalente

3

Ny X Ng = Z EaByNy .
y=1

Velocidad angular.

Consideremos de nuevo una particula que se mueve en una circunferencia de radio R. Escojamos como
eje x3 la recta perpendicular al plano del movimiento que pasa por el centro de la circunferencia, y
tomemos como origen de coordenadas cualquier punto del eje x3. El movimiento de la particula en
coordenadas cilindricas estd descrito por las ecuaciones

p=R, 0 =alt), z=h,

siendo & constante (coordenada z del centro de la circunferencia) y «(¢) una funcién arbitraria del tiempo.
De las ecs. (1.7) se sigue que
v=Ra(t)e,,

y de la ec. (1.6) se deduce que
ez XTI = ez X (pe, + z€7) = pez X e, = pey, = Rey .

Por tanto en este caso
V=wXTr,

donde el vector
w(t) = a(r)e;

se denomina velocidad angular de la particula. La velocidad angular es por tanto un vector cuya direc-
cion es la del eje de giro, y cuyo médulo es el valor absoluto |&(t)| de la velocidad angular de rotacion.
Notese también que la rotacion alrededor del eje z es “a izquierdas” (resp. “a derechas”) si & (¢) > 0
(resp. a(t) < 0.

1.2 Leyes de Newton. Sistemas de referencia inerciales. Principio de rela-
tividad de Galileo.

1.2.1 Leyes de Newton

El momento (o cantidad de movimiento) de una particula se define por

p = mv = mr, (1.8)
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donde m es la masa de la particula. En Mecdnica cldsica se considera que la masa es un pardmetro
positivo constante (en particular, independiente de la velocidad) caracteristico de cada particula. En la
notacién y terminologia actuales, las dos primeras leyes de Newton afirman que:

1. En ausencia de fuerzas, el momento (y, por tanto, la velocidad) de la particula permanece constante.

II. SiF es la fuerza que actiia sobre la particula, entonces

dp
F=—. 1.9
& (1.9)
Al ser la masa de la particula independiente de la velocidad, esta dltima ecuacion es equivalente a
F = ma = mr. (1.10)

Comentarios.

e Tal como las hemos formulado, la primera ley es un caso particular de la segunda, yaque si F = 0

d o
entonces d_lt) = 0 implica que p, y por tanto v, han de ser constantes.

e Las dos primeras leyes de Newton (o, por lo que acabamos de comentar, las ecs. (1.9)-(1.10)) constitu-
yen el fundamento de la Mecénica cldsica. Estas leyes se cumplen con gran exactitud para movimientos
con velocidades pequeiias en comparacién con la velocidad de la luz, y a escala macroscépica'. Es decir,
no rigen las interacciones a escala atémica y subatomica (entre particulas elementales, &tomos, nicleos
atomicos, moléculas, etc.), gobernadas por la Mecdnica cudntica. Tampoco son vdlidas para el movi-
miento en campos gravitatorios intensos, regido por la teoria de la relatividad general de Einstein. En
realidad, tanto la Mecénica cudntica (o incluso la teoria cudntica de campos, que combina la Mecdnica
cuantica con la teoria especial de la relatividad) como la Relatividad general tampoco son universalmen-
te vélidas, sino que mds bien se aplican a situaciones fisicas distintas. De hecho, no existe hoy en dia
una teoria consistente, aplicable a fodos los fenémenos fisicos, que unifique la Mecénica cuantica con la
teoria general de la relatividad.

e [asegunda ley de Newton proporciona una definicién operacional de 1a masa. En efecto, si sometemos
a dos particulas distintas (denotadas por 1 y 2) a la misma fuerza F, segin (1.10) sus aceleraciones tienen
la misma direccién y sentido, y el cociente de sus médulos verifica:

ar| _ m2

laz|  my
De esta forma se puede medir en principio el cociente m5/m para cualquier par de particulas.

e La prictica totalidad de las fuerzas que aparecen en Mecénica cldsica dependen a lo sumo del tiempo,
la posicién y la velocidad, y son por tanto independientes de la aceleracion (y de las derivadas de la
posicién de orden superior a 2)?. La segunda ley de Newton (1.10) puede escribirse por tanto en la forma

1
f=—F(,r,r7), (1.11)
m

siendo F(¢, r, r) la fuerza ejercida sobre la particula. Esta ecuacién es en realidad un sistema de 3 ecua-
ciones diferenciales de 2° orden

1
Xi = EFi(t,xl,XZaXS,xl,xz,xﬁ, i=1,2,3, (1.12)

IM4s precisamente, si la accidn tipica del sistema en estudio, definida como el producto de la energia por el tiempo tipicos,
es mucho mayor que la constante de Planck # ~ 6,62606957 x 10734 Js.

2La tinica excepcidn de cierta importancia es la fuerza ejercida sobre una particula cargada acelerada por su propio campo
electromagnético, denominada fuerza de Abraham—Lorentz—Dirac, proporcional a a.
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para las tres coordenadas de la particula x; (¢). Si la funcién F(z, r, i) es de clase C !, las ecuaciones (1.11)
(0 (1.12)) con condiciones iniciales arbitrarias

r(fo) =ro, r(fo) = vo (1.13)

tienen (localmente) una solucion tinica. En otras palabras, la posicion y la velocidad de la particula en
un cierto instante to determinan su trayectoria r(t) en cualquier otro instante t. La Mecénica cldsica es
por tanto una teoria esencialmente determinista.

e La tercera ley de Newton (o ley de la accion y la reaccion) afirma que si la particula 2 ejerce sobre
la particula 1 una fuerza F;,, entonces la particula 1 ejerce sobre la 2 una fuerza F»; igual y de signo
contrario:

F1 = —F1s. (1.14)

Una versién mas restrictiva de la tercera ley de Newton establece que, ademas, la fuerza F15 (y, por tanto,
F»1) ha de ser paralela al vector r; — r», es decir a la recta que une ambas particulas:

Fio=-Fz ||ri—rs. (1.15)

Es importante tener en cuenta que la tercera ley de Newton —en cualquiera de sus dos versiones (1.14)
y (1.15)— no tiene caracter fundamental, ya que (por ejemplo) en general no la verifica la fuerza elec-
tromagnética entre dos cargas en movimiento. Si la cumplen —de hecho, en su versién mas restricti-
va (1.15)— las fuerzas gravitatoria y electrostética (ver mds adelante), asi como la mayor parte de las
fuerzas macroscépicas de naturaleza no electromagnética que ocurren en problemas mecénicos ordina-
rios, como por ejemplo la tension.

1.2.2 Sistemas de referencia inerciales

Es evidente que la primera ley de Newton no puede cumplirse en fodos los sistemas de referencia. En
efecto, sean S y S’ dos sistemas de referencia con los ejes paralelos, y denotemos por R(¢) las coordena-
das del origen de S’ respecto del sistema de referencia S en el tiempo ¢. Supongamos que las coordenadas
de una particula respecto del sistema de referencia S en cada instante ¢ estdn dadas por un cierto vector
r(t), de forma que la velocidad de la particula (respecto de S) es v(z) = r(¢). En Mecdnica newtoniana
se supone que el tiempo tiene cardcter universal’, de modo que (una vez fijada la unidad de tiempo) la
relacion entre los tiempos 7 y ¢’ de un mismo suceso medidos en los sistemas S y S’ es simplemente

t'=t—1tp,

con f constante. Desde el punto de vista del sistema S’, por tanto, en el instante ¢’ = ¢ — £ las coorde-
nadas de la particula estardn dadas por el vector

r'(t)=r(t)—R() =1l + 1)) —RE +19).

Por tanto la velocidad de dicha particula respecto del sistema de referencia S’ en el instante ¢’ estd dada

por
dr’(¢/ ) )
V(i) = dE' ) _ r(t' +10) —R(t' +10) = v(t' +10) —R(t' + 19),
donde como siempre el punto denota derivada respecto de ¢. Supongamos que la particula es libre, es
decir que no estd sometida a fuerza alguna. Si en el sistema S se cumple la primera ley de Newton,

entonces v(7) = vq para todo . Pero, en virtud de la ecuacién anterior, en el sistema S’ se tendré

V(') =vo—R( +19).

que no es constante a menos que R lo sea. Nétese que R es constante si y solo si R = 0; por tanto, la
primera ley de Newton se cumplird en el sistema de referencia S’ (suponiendo que se cumple en S, y
que los ejes de S y S’ son paralelos) si y solo si su origen de coordenadas se mueve sin aceleracién con
respecto al de S.

3Veremos al final del curso que este postulado no se cumple en la teorfa especial de la Relatividad.
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Definicion 1.2. Un sistema de referencia es inercial si en dicho sistema se cumple la primera ley de
Newton.

Por lo visto anteriormente, las dos primeras leyes de Newton pueden formularse de manera més
precisa y l6gicamente satisfactoria de la forma siguiente:

1. Existe una clase de sistemas de referencia (los sistemas inerciales) respecto de los cuales las particulas
libres se mueven siempre con velocidad constante.

II. En un sistema inercial, la fuerza F ejercida sobre una particula es igual a la variacion de su momento
dp
dr’
Queda por tanto claro que:

1. Las dos primeras leyes de Newton son logicamente independientes (en particular, la primera define
la clase de sistemas de referencia para los que la segunda es vélida).

2. Ambas leyes no son axiomas mds o menos arbitrarios, sino hechos comprobables (y comprobados)
experimentalmente (de hecho, validos solo aproximadamente en un cierto rango de velocidades y
fuerzas).

3. Larelacion (1.10) entre la fuerza y la aceleracion (en general) solo es vdlida en un sistema inercial.

e ;Qué sistemas de referencia conocidos son inerciales? Newton y Galileo observaron que un sistema
de referencia para el cual las estrellas lejanas estdn en reposo es (con gran aproximacién) inercial. M4s
recientemente, se ha comprobado que un sistema de referencia respecto del cual la radiacién de fondo
coésmica de microondas (reliquia del big bang) aparece isétropa es inercial.

1.2.3 Principio de relatividad de Galileo

Sea S un sistema inercial, y consideremos otro sistema de referencia S’ cuyo origen tiene coordenadas
R(?) respecto de S en cada instante ¢ (siendo ¢ el tiempo medido en §). Supondremos también que en
el instante 7 los ejes de S’ estédn relacionados con los de S por una transformacién lineal (invertible)
A(t)~'. Nos preguntamos cémo deben ser A(t) y R(¢) para que el sistema S’ sea también inercial.

Para responder a esta pregunta, ntese que si r(#) = ro + vof denota las coordenadas respecto de S
de una particula libre en el instante 7, las coordenadas de dicha particula respecto de S" ent’ =t — tg
estan dadas por*

r'(t) = A@t) - (r(t) — R(t)) = A(t) - (ro + vot — R(1))., t=t'+1g.
Derivando dos veces respecto de ¢’ se obtiene

d?r'(¢")

= A()ro + [tA@t) + 2A)]vo — [A(OR() + 24(D)R(1) + A(OR())].

Si el sistema de referencia S’ es también inercial, el miembro derecho de esta igualdad ha de anularse
idénticamente para todo ¢ € R y para todo rg, vo € R3, lo que conduce a las relaciones

At) =tA@t) +24(t) =0,  A@OR@) +24(0R() + A)R(F) =0

4En efecto, sean (c1, ¢2, ¢3) las coordenadas de un vector respecto de los ejes {e1, ez, e3} de S en el instante ¢, y denotemos
por (c}. ¢}, c}) las coordenadas del mismo vector respecto de los ejes {€/, €}, e} de S en dicho instante. Entonces

3 3 3 3
Dociei =) iAW) €= Y A€, = =Y Agi)ei,
i=1 i=1 ik=1 i=1

0, en notacién vectorial, ¢’ = A(t)e.
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0, equivalentemente,
A(t) =0, R() =0.

En otras palabras, para que S’ sea un sistema inercial la transformacion lineal A(¢) que relaciona los ejes
de S y S’ ha de ser constante, y el origen de S’ debe moverse con velocidad constante respecto de S, es
decir

R(#) = Ro + Vot

con Ry, Vy vectores constantes. De hecho, supondremos a partir de ahora que tanto los coordenadas de
S como las de S’ son cartesianas ortogonales (es decir, tanto los ejes de S como los de S’ forman una
base ortonormal de R3). En tal caso, la matriz 4 ha de ser ortogonal, es decir ha de verificar

AT =471,

La transformacion que relaciona las coordenadas espacio-temporales (z,r) y (¢/,r’) de un mismo suceso
en los dos sistemas inerciales S y S’ es por tanto

t'=t—1o, ' =A-(r—Ro—Vor): Ro.Vo e R®, A€ O0O(@3.R), (1.16)
donde O(3, R) denota el conjunto de las matrices ortogonales de orden 3 con elementos de matriz reales”.

Definiciéon 1.3. El cambio de coordenadas (z,r) — (z’,r’) definido por la ec. (1.16) se denomina trans-
formacion de Galileo.

e Es ficil comprobar que la composicion de dos transformaciones de Galileo y el inverso de una trans-
formacién de Galileo son transformaciones de Galileo. Desde el punto de vista matemaético, esto significa
que el conjunto de todas las transformaciones de Galileo forma un grupo®, llamado grupo de Galileo.

e Las coordenadas espacio-temporales (z,r) y (¢/,r’) de un mismo suceso en dos sistemas inerciales
S y S’ cualesquiera han de estar relacionados por una transformacién de Galileo (1.16) apropiada. Del
mismo modo, dado un sistema inercial cualquiera los demads sistemas inerciales se obtienen a partir de
este aplicando una transformacion de Galileo arbitraria.

En virtud de la ec. (1.16), la aceleracion en el sistema de referencia S’ esta dada por

d?r/ .
de’? (t)=A-ft,
y de (1.10) se sigue entonces que
dar  _(, ,dr
md[—/2=F l‘,r,@ s (117)
siendo i
F(@ v, ¥)=A-F@,r¥), = d—;. (1.18)

En otras palabras, si F(z, r, 1) es la fuerza, medida en el sistema inercial S, que actda en el instante ¢ sobre
una particula situada en el punto de coordenadas r con velocidad r, la correspondiente fuerza medida en
el sistema inercial S’ estd dada por la ec. (1.18). Esta ecuacion es por tanto la ley de transformacion de

SEl determinante de una matriz ortogonal 4 ha de ser igual a &1, ya que
ATA=1 = (detd)?=1.

De hecho, si los ejes de S y S’ tienen la misma orientacidn, es decir si (1 x e2)-e3 = (€} x€})-€}, entonces det A = 1 (ya que
(e xep)-e3 =det A (e’1 X e’z) -e’3). En tal caso A € SO(3, R), el grupo de las matrices ortogonales reales 3 x 3 de determinante
igual a 1. Normalmente solo consideraremos sistemas de referencia positivamente orientados, en que (e; X ez) - e3 = 1 (es
decir, e; x e; = e3), de modo que la matriz A en (1.16) serd siempre de determinante 1.

SRecuérdese que un grupo es un conjunto G provisto de un producto (aplicacién G x G — G) asociativo, con elemento
unidad y tal que todo elemento de G posee inverso.
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la fuerza bajo la transformacion de Galileo (1.16). Nétese, en particular, que dicha ley depende solo de
la relacion entre los dos sistemas inerciales Sy S’, y es por tanto independiente de las propiedades de la
particula considerada (es decir de su masa, carga eléctrica, etc.).

Por otra parte, de las ecs. (1.17)-(1.18) se deduce que la segunda ley de Newton —que, como hemos
visto, es la ley fundamental de la Mecénica— mantiene en el sistema inercial S’ la misma forma que en
el sistema inercial original S. En otras palabras, las leyes de la Mecdnica tienen la misma forma en tfodos
los sistemas inerciales (principio de relatividad de Galileo).

e ;Qué ocurre con la segunda ley de Newton en un sistema no inercial? Veremos mds adelante que la
fuerza medida en un sistema no inercial difiere de la medida en un sistema inercial en varios términos
proporcionales a la masa de la particula considerada, llamados fuerzas ficticias’. En otras palabras,
las leyes de la Fisica asumen su forma mads sencilla (es decir, sin fuerzas ficticias) solo en los sistemas
inerciales.

1.3 Leyes de conservacion. Fuerzas conservativas. Fuerza electromagné-
tica.

1.3.1 Leyes de conservacion

La primera ley de Newton (1.8) puede interpretarse como una ley de conservacion del momento: en
ausencia de fuerzas, el momento lineal p de la particula se conserva (es decir, permanece constante).
Definamos a continuacién el momento angular respecto del origen de coordenadas

L=rxp=mrxr, (1.19)
y el par de la fuerza F (también respecto del origen de coordenadas)
N=rxF. (1.20)

Derivando respecto de ¢ la definicién del momento angular y aplicando la segunda ley de Newton se
obtiene facilmente la importante identidad
L =N.

De esta ecuacion se deduce inmediatamente la ley de conservaciéon del momento angular: si el par de
la fuerza que actia sobre una particula es nulo, su momento angular se conserva. Notese que en tal caso,
al ser r perpendicular al vector constante L, el movimiento de la particula tiene lugar en el plano normal
a L que pasa por el origen.

e De la definicion (1.20) se sigue que N = 0 si y solo si la fuerza F es paralela al vector de posicion de
la particula, es decir (suponiendo que F solo depende de #, r y 1):

F=g(rir, (1.21)

siendo g una funcién escalar arbitraria. Este tipo de fuerza se denomina central.

Consideremos a continuacién la energia cinética de la particula, definida por
1,
T = 3m re. (1.22)

Multiplicando la segunda ley de Newton (1.10) por el vector I se obtiene:

dr
o = mit =F(.r.hi. (1.23)

7Un ejemplo de tales fuerzas es la fuerza centrifuga que aparece en un sistema cuyos ejes estan en rotacion respecto de los
de un sistema inercial.
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En particular, la energia cinética se conserva si la fuerza F es perpendicular a la velocidad ¥ en todo
instante. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, con la fuerza magnética que actia sobre una particula
cargada (cf. la ec. (1.34)).

Supongamos que la fuerza que actia sobre la particula es conservativa, es decir se obtiene a partir
de un potencial V(r) mediante la férmula

3
Fir) = vV =-S5 V@, _ VO (1.24)
= 0x; Jar
En tal caso o ©
V(r dV(r
Fo)F — — .
(OF or r dr
y la ecuacién (1.23) se escribe
d
— (T +V)=0.
m(+ )

La ecuacion anterior es la ley de conservacion de la energia: si la fuerza que actiia sobre la particula es
conservativa (es decir, deriva de un potencial V(r) a través de la ecuacion (1.24)) se conserva la energia
total

1
EET+V=EmF+wm. (1.25)

e Diremos que una fuerza dependiente del tiempo F(t,r) es irrotacional si V x F(¢,r) = 0 para todo
(t,r), donde V x F es el rotacional de F, cuyas componentes estan dadas por

3
oF;  OF;  OF
(VxF); = Z &ijk ) Tk , (i, j, k) perm. ciclicade (1,2,3).
i ox oxx  0x;

Puede probarse F es irrotacional si y solo si existe (localmente) una funcién dependiente del tiempo

av(t, . . . . -
V(t,r) tal que F(z,r) = —%. Si F es irrotacional, derivando la definicion (1.25) de la energia se
r
obtiene
dE dT+dV ...+3V+8V. %
— = — 4+ — =mrr+ —+ —r=—.
dr dr dr ot or ot

Vemos, por tanto, que si la fuerza es irrotacional pero depende explicitamente del tiempo rno se conserva
la energia.

1.3.2 Fuerzas conservativas

Como ya vimos en el apartado anterior, una fuerza F(r) es conservativa si es el gradiente de una funcién
—V(r). Nétese que (en un abierto conexo) el potencial V' (r) esta determinado por la fuerza F(r) a menos
de una constante arbitraria, ya que

Vi =VV, <— V(W1 —-V,)=0 =— V;—V, =const.

Se puede probar que el cardcter conservativo de una fuerza F(r) (independiente del tiempo y la velocidad)
es equivalente a cualquiera de las tres condiciones siguientes®:

I. La fuerza F es irrotacional:
VxF=0.

8Con mds propiedad, este resultado es valido si la fuerza F(r) es de clase C1 en un abierto simplemente conexo de R3
(por ejemplo, en todo R3, en el interior de una esfera, de un paralelepipedo, de un cilindro, etc.). Por el contrario, el abierto
comprendido entre dos cilindros infinitos con el mismo eje no es simplemente conexo.
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II. El trabajo realizado por la fuerza F a lo largo de una curva cerrada cualquiera C es nulo:

LF@«th

III. El trabajo realizado por la fuerza F a lo largo de cualquier curva que une dos puntos fijos ry y r es

independiente de la curva:
/ F(r)-dr:/ F(r) - dr,
C Cs

siendo C; y C; dos curvas cualesquiera con los mismos extremos ry y rs.

e La necesidad de las condiciones (I)—(III) anteriores es evidente. En efecto, la condicion (I) es conse-
cuencia de la identidad

VxVV(r)=0.

Por otra parte, el trabajo realizado por una fuerza conservativa ¥ = —VV a lo largo de una curva
cualquiera C con extremos r; y r esta dado por

. aV(r) _ . B
/CF(r)~dr = _/C o -dr = /CdV =V(ry) —V(ry), (1.26)

y es por tanto independiente de la curva considerada (condicién (II1)). En particular, si la curva es cerrada
entonces ri = rp, y por tanto el trabajo se anula en este caso (condicién (II)).

e Delaec. (1.26) se sigue que el trabajo realizado por una fuerza conservativa es igual a la disminucion
de la energia potencial de la particula al pasar del punto inicial r; al punto final r,. En virtud de la ley
conservacién de la energia total, dicho trabajo es también igual al aumento de la energia cinética de la
particula al moverse de ry ars.

e Un caso particular de fuerza conservativa de enorme interés en la practica es el de una fuerza central
independiente del tiempo y la velocidad, que podemos expresar en la forma

r
F(r) = f(r) e 1.27)
En efecto, teniendo en cuenta que
ag(r) ar r
=g —=g-.
Jr ar r

es claro que la fuerza (1.27) deriva del potencial

V() = — / £ dr, (128)

dependiente solo del médulo de r.

Ejercicio. Probar que la fuerza central (1.21) es conservativa si y solo si la funcién g(¢, r,r) depende
solo de r. Ayuda: el rotacional de F en coordenadas esféricas estd dado por

e, reg rsenbe,
1 0 0 0
r2senf |9r 960 %
F rFy rsenfF,

VxF=
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1.3.3 Fuerzas gravitatoria y electrostatica

Segiin la ley de la gravitacion universal de Newton, la fuerza gravitatoria ejercida por una particula de
masa M fija en el origen de coordenadas sobre otra particula de masa m situada en el punto r es de la
forma (1.27), con f inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al origen:

GM
fr)=- rzm : (1.29)

siendo
G ~6,674-1071 m3Kg™!s72

la llamada constante de la gravitacion universal. En virtud de la ec. (1.28), el potencial correspondiente
a la fuerza gravitatoria estd dado (salvo una constante arbitraria) por

V(r) = —GMTm. (1.30)

e Notese que, al ser GMm > 0, la fuerza gravitatoria es siempre atractiva.

e La aceleracion de la particula de masa m causada por la fuerza de atraccion gravitatoria (1.27)-(1.29)
es

independiente de 1a masa m. Este hecho no trivial, observado por primera vez por Galileo Galilei, se debe
a que la masa que aparece en la ley de la gravitacién universal de Newton (masa gravitatoria) coincide’
con la masa que aparece en la segunda ley de Newton (masa inercial). La igualdad entre ambas masas
(el llamado principio de equivalencia, en el que se fundamenta la teoria general de la Relatividad) se
ha comprobado con gran exactitud (menos de una parte en 10'2) en distintos experimentos.

Andlogamente, la fuerza eléctrica ejercida por una carga Q fija en el origen sobre una particula de
carga ¢ situada en el punto r es también de la forma (1.27), donde ahora

qQ
En el sistema SI de unidades, la constante k tiene el valor
1 -7 2 —1
k = =10""¢c"mF ",
41teg

siendo
g0 = 8,854187817...-107 12 Fm™!

la permitividad del vacio 'y
¢ =2,99792458 x 108 ms™!

la velocidad de 1a luz en el vacio'?. De la ecuacién (1.31) se sigue que la fuerza eléctrica es atractiva si
las cargas ¢ y Q son de signos opuestos, y repulsiva en caso contrario. De nuevo, la fuerza eléctrica es
conservativa, siendo su potencial (a menos de una constante aditiva)

q0

r

V(r) =k

inversamente proporcional a la distancia entre las cargas.

9Evidentemente, basta con que ambas masas sean proporcionales, siendo la constante de proporcionalidad universal (es
decir, la misma para todas las particulas).
10Recuérdese que en el sistema SI los valores de ¢ y &g son por definicion exactos.
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Mis generalmente, si en un abierto U C R3 hay una distribucién de masas se define su potencial
gravitatorio @(r) por
p(r')

d(r) = —G/ a3,
U lr—r|

siendo p(r’) la densidad de masa en el punto r’. La fuerza gravitatoria ejercida por dicha distribucién
sobre una particula de masa m situada en el punto r es entonces

0P (r)
ar

F(r) = —m (1.32)

y por tanto deriva del potencial V(r) = m®(r). De nuevo, en este caso la aceleracion de la particula es

99(r)
or

independiente de su masa m. Nétese sin embargo que, en general, la fuerza (1.32) no es central.
Andlogamente, el potencial eléctrico creado por una distribucién estdtica de cargas contenida en el

abierto U estd dado por

p(r')

d3r
ulr—r| ’

d(r) =k

siendo ahora p(r’) la densidad de carga eléctrica en el punto r’. La fuerza ejercida por dicha distribucion

sobre una particula de carga ¢ situada en el punto r es en este caso

dd(r)
or

F(r) = —¢ = gE(r), (1.33)

@(r)

r. De nuevo, la fuerza electrostatica (1.33) es evidentemente conservativa, con potencial V(r) = g ®(r),
pero en general no central.

siendo por definicion E(r) = — el campo eléctrico creado por la distribucion de cargas en el punto

Ejercicio. Aplicando el teorema de Gauss a una esfera centrada en el origen, probar la identidad

A (l) = —4n5(r),
r

siendo §(r) la delta de Dirac. Deducir que tanto el potencial gravitatorio como el electrostatico verifican
la ecuacién de Poisson
AD = 4map,

con @ = G para el potencial gravitatorio y « = —k para el eléctrico. En particular, el potencial gravita-
torio (resp. electrostatico) verifica la ecuacion de Laplace A® = 0 en cualquier region del espacio en
que no haya masas (resp. cargas).

1.3.4 Fuerza electromagnética

Consideremos una particula de carga g que se mueve en el seno de un campo eléctrico E(z, r) y magnético
B(z,r). En tal caso la fuerza electromagnética (llamada también fuerza de Lorentz) que acttia sobre la
particula esta dada por

F(t,r,) = q(E(t.r) + f x B(,1)). (1.34)
Como es sabido, los campos E y B verifican las ecuaciones de Maxwell
B
v.E=", VxE=-2,
&0 at
1 0E
V:B=0, VxB = poJ+

c2or’
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siendo
o =4m-107"Hm™!
la permeabilidad del vacio y J 1a densidad de corriente. De la segunda y la tercera ecuaciones de Maxwell

se sigue que podemos expresar E y B a través de una potencial escalar @(z, r) y un potencial vector
A(t, r) mediante las ecuaciones

E=—F7——-— B=VxA.

Es importante observar que los campos E y B no determinan univocamente los potenciales @ y A. En
efecto, es facil ver que los potenciales

af f
- E , =A+ g ,
donde f£(t,r) es una funcién escalar arbitraria'!, generan exactamente el mismo campo electromagnético

que los potenciales @ y A de partida. Se puede demostrar que siempre es posible elegir la funcién f de
modo que los nuevos potenciales @ y A verifiquen la condicion

=0

(1.35)

VAt —-—— =0, (1.36)

llamada gauge de Lorentz. Si los potenciales @ y A satisfacen el gauge de Lorentz, es inmediato com-
probar que las ecuaciones de Maxwell son equivalentes a las dos ecuaciones siguientes para @ y A:

1 9o A = P 1 9%A AA = o]
c? 012 o c? 912 = Kol
En particular, el potencial escalar y cada componente del potencial vector verifican la ecuacion de ondas
1 0%u
— — —Au=
c2 012

en el vacio (es decir, en cualquier regién del espacio que no contenga cargas eléctricas ni corrientes).

Ejercicio. Probar que la fuerza de Lorentz (1.34) es conservativa siy solo si B = i 0 (es decir, si el

campo electromagnético es de tipo puramente electrostatico).
e Supongamos que tanto el campo eléctrico como el magnético son estdticos, es decir
E=E(), B =B(r).

En particular, la segunda ecuacion de Maxwell se reduce en este caso a V x E(r) = 0, de donde se sigue
que

a9
E- 220
ar
Utilizando esta ecuacién y la ley de Lorentz se obtiene
dTr 0P(r) do

d
dr F=qE(r)-F=—q——="TF dr a\l Ta®)

Por tanto en este caso, aun cuando la fuerza de Lorentz no es conservativa a menos que B = 0, se
conserva la funcién
T +q®(r),

que podemos interpretar como la energia electro-mecénica de la particula. Para interpretar fisicamente
este resultado basta notar que la fuerza magnética no realiza trabajo, al ser perpendicular a la velocidad
y por tanto al desplazamiento dr, por lo que no contribuye a la energia de la particula.

1T a ecuacién (1.35) se denomina transformacion de gauge de los potenciales electromagnéticos. Puede probarse que si los
potenciales (@,A) y (@, A) generan el mismo campo electromagnético (en un abierto simplemente conexo) entonces estdn
relacionados por una transformacién de gauge.
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Ejemplo 1.4. Un electrén de masa m y carga —e se mueve en un campo eléctrico uniforme E = Ee;
y un campo magnético también uniforme B = Bes (con £ > 0, B > 0). Calculemos la trayectoria del
electrén suponiendo que r(0) = 0y v(0) = vgey, con vy > 0.

Teniendo en cuenta la ec. (1.34), las ecuaciones del movimiento son en este caso

mx; = —eBx», mx, = —eE + eBx1, mxs =0. (1.37)

De la dltima ecuacion y el dato inicial x3(0) = x3(0) = 0 se sigue inmediatamente que x3(¢) = 0 para
todo ¢. Las ecuaciones para x; y xp se pueden expresar en forma mds sencilla utilizando las variables

adimensionales

eBt eB? eB?
T=—1, X =—2X1, = —X2.
m mkFE ! Y mkE 2

En efecto, sustituyendo en (1.37) se obtiene

Vi / VA /
x' ==y, yi=x -1,

donde la prima denota derivada respecto de 7. Las condiciones iniciales en términos de las nuevas varia-
bles son

x(0) =y(0) =0, x'(0) = —= x1(0) =—=1+a, y'(0)=0.

eB? dt  Bug
mE dr E

La integracion de las ecuaciones del movimiento no ofrece dificultad, al tratarse de un sistema lineal
de segundo orden en (x, y) con coeficientes constantes. En este caso, lo mds sencillo es introducir la
variable compleja z = x + iy, en términos de la cual las ecuaciones del movimiento se reducen a la
ecuacion diferencial ordinaria
"
Z

=x"+iy = -y +ix' —i=i' - 1),

o0 equivalentemente
/

w’ =iw, w=z-—r1.
La solucion de esta ecuacion diferencial lineal de primer orden en w’, con la condicién inicial

w'(0) =27z 0)—-1=x"0)+iy’'(0)—1=a

es inmediata:
w = ae'”.
Integrando una vez m4s y teniendo en cuenta la condicién inicial
w(0) =2z(0)=0
se obtiene inmediatamente
w=1ia(1-¢%) = z=r1+ia(l-¢").
Separando la parte real e imaginaria de z se obtiene finalmente

x=Rez=t+asent, y=Imz =a(l —cost). (1.38)

En términos de las variables originales (“fisicas™),

Et+1 E (1) 1 E[1 (t)]
x1= —4+ —[vg— = |sen(w?t), xp=—[vg— — —cos(wt)|, w =
! w 0 B 2 w 0 B

eB
B m
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Las ecs. (1.38) son las ecuaciones paramétricas de la trayectoria del electrén. Las propiedades cualitativas
de dicha trayectoria dependen del parametro

B
Buo .
E

a

nétese que a > —1, al ser E, B y vg positivos por hipdtesis.
i) Sila| < 1, es decir

O0<vg < —,

se tiene

x'=1+acost >0,

y por tanto x es una funcidn creciente de 7. En particular, si a = 0, es decir si
E
Vo = —
B

la trayectoria es el eje x recorrido con velocidad constante (x(t) = 7 6, en las coordenadas iniciales,
x1(t) = Et/B).Engeneral,0 < y <2a(sia >0)62a <y <0(sia < 0) para todo t, con

y=0<«= t=2nnt me€eZ) — x=2nm,
mientras que
y=2a <— 1=Q2n+ 1)t meZ) — x=Q2n+1Dm.

En los puntos en que y alcanza sus valores extremos 0 y 2a la velocidad del electrén estd dirigida en la
direccién del eje x, ya que para t = k7t (con k € Z) se tiene

y'(km) = asen(km) = 0.

En particular, en dichos puntos

d /
dx X/
La trayectoria del electrén tiene por tanto el aspecto cualitativo de la Fig. 1.1 (arriba).

ii) Por otro lado, si a = 1, es decir si

Vo= — >
entonces x’(t) = 1 + cost = 0, con

X(1)=0 ¢ t1=Qn+1)n m€Z) = x=C2n+Dm, y=2.
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Figura 1.1: De arriba a abajo: trayectoria del electr6n del Ejemplo 1.4 para vg = E/(2B), vo = 2E/B
yvo =4E/B.
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Noétese que para T = (2n + 1)m (con n € 7Z) se anula también y’ = sent. Como puede observarse
en la Fig. 1.1 (centro), la trayectoria presenta una cuispide en los puntos ((2n + ), 2) (conn € 7Z),
correspondientes a T = (2n + 1)7, ya que

dy ' sent _ 2sen(t/2)cos(t/2)

= = = =t 2 +
dx x’ 1+4cost 2 cos2(1/2) an(t/2) t—>(2n—+>1)rrr:F >

En estos puntos de cuspide la velocidad del electrén se anula, ya que (como acabamos de ver) en este
caso

x'(2n+ D7) =y (2n+ 1)7w) =0.
La trayectoria en este caso es una cicloide.
i) Finalmente, sia > 1, es decir si

v

entonces x ya no es una funcién mondétona de . Mdas precisamente,
X'(1) =20 [2nn —arccos(—1/a),2nm + arccos(—l/a)] , nez,
mientras que
X'(1) <0 (2n7t + arccos(—1/a),2(n + 1)t — arccos(—l/a)] , nez.

También es inmediato comprobar que la trayectoria es simétrica respecto de las rectas verticales x =
(2k + 1)w, con k € Z (cf. 1a Fig. (1.1) (abajo)). O

Ejercicio. Repetir el problema anterior suponiendo que el campo es puramente magnético (E = 0). Pro-
bar que la particula recorre una circunferencia con frecuencia constante w = eB/m, llamada frecuencia
de ciclotron.
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1.4 Movimiento de una particula en un potencial unidimensional.

En esta seccién estudiaremos el movimiento de una particula en una dimension, sometida a una fuerza
independiente del tiempo y la velocidad F(x). Una fuerza de este tipo es siempre conservativa, ya que
F(x) = —=V'(x) con

V(x):—/F(x) dx.

En este caso, la ley de conservacién de la energia (1.25) se reduce a la ecuacién

1
3 mx?+V(x)=E, (1.39)
siendo la constante E € R el valor de la energia de la particula. Reciprocamente, derivando la ec. (1.39)
respecto de ¢ se obtiene

X(m¥ — F(x)) =0.

Por tanto, si X # 0 la ec. (1.39) es equivalente a la ecuacion del movimiento de la particula mx = F(x).

e Las posiciones de equilibrio (o equilibrios) son los puntos x¢ € R tales que la ecuacién del movi-
miento posee la solucién constante x () = x¢. En tal caso X¥(¢) = 0 para todo ¢, por lo que sustituyendo
en la ecuacién del movimiento se obtiene

F(x(1)) = F(x0) = —V'(x0) = 0.

Por tanto los equilibrios son los puntos en que la fuerza que acttia sobre la particula es nula. Desde el
punto de vista matematico, las posiciones de equilibrio son los puntos criticos del potencial V(x), es
decir las soluciones de la ecuacién

V'(x) =0.

Noétese que, en virtud del feorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias, si xo es un equilibrio la #nica solucién de la ecuacién del movimiento que satisface las
condiciones iniciales x (f9) = Xxg, X(f9) = 0 es la solucion constante x () = x¢. En otras palabras, si en
un cierto instante la particula se halla en un equilibrio con velocidad nula permanece en dicho equilibrio
indefinidamente.

e De la ec. (1.39) se sigue inmediatamente que para una dada energia E el movimiento de la particula
solo puede tener lugar en la region definida por la desigualdad

Vix) < E,

que denominaremos region accesible (para esa energia E). En general, dicha region es una unidn de
intervalos cerrados disjuntos, algunos de los cuales pueden ser infinitos por la derecha o por la izquierda
(incluido el caso limite en que la regidn accesible es toda la recta real), o incluso reducirse a puntos
aislados. De particular interés son los puntos x; que limitan dichos intervalos, es decir las soluciones de
la ecuacién V(x) = E. Cuando la particula pasa por uno de dichos puntos su velocidad se anula, ya que

x)y=x; = x(t)=0 (1.40)

en virtud de la ley de conservacion de la energia (1.39). Diremos que el punto x; es un punto de retroceso
de la trayectoria si, ademads, verifica la condicién V' (x;) # 0, es decir si

Vxj)=E, V'(xi) #0.

En otras palabras, los puntos de retroceso son los extremos de los intervalos cerrados disjuntos en que se
subdivide la region accesible, excluyendo los equilibrios.
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V(x)

/\E N

. X
X1 X2 X3 X4 X5

Figura 1.2: Potencial unidimensional V' (x) con 5 puntos de retroceso x; para una cierta energia £. La
region accesible consta en este caso de los tres intervalos (—oo, x1], [x2, x3] ¥ [x4, X5].

e La ec. (1.39) —o, equivalentemente, la ecuacién del movimiento— es invariante bajo la traslacion
temporal t — t + tg, para todo 7o € R, ya que el tiempo ¢ no aparece explicitamente en ella. Por este
motivo, si x(t) es una solucion de (1.39) también lo serd x(t + to), para todo ty € R.

e Laec. (1.39) (asi como la ecuacién del movimiento) es también invariante bajo la inversion temporal

t — —t. Por tanto, si x(t) es una solucion de (1.39) también lo serd x(—t).

La ley de conservacion de la energia (1.39) permite hallar ficilmente la solucion general de la ecua-
cion del movimiento en forma implicita. En efecto, despejando x en (1.39) se obtiene

. dx _ E B
xza—i,/m(E V(x)). (1.41)

Cada una de estas dos ecuaciones (correspondientes a los dos signos delante del radical) es una ecuacién
diferencial de primer orden de variables separables, que se integra ficilmente separando variables:

g /—dx (1 — 10) (1.42)
—_— = _ 0 N .

2 )] JE-V(x)

con tg una constante arbitraria (que sin pérdida de generalidad se puede tomar igual a cero, en virtud del

penultimo comentario anterior). El comportamiento de las soluciones depende crucialmente de la regién
accesible, como estudiaremos con mds detalle a continuacién.

I) En efecto, consideremos en primer lugar el caso en que uno de los intervalos cerrados disjuntos en
que se subdivide la regién accesible es el intervalo acotado [xg, x1], de modo que

E =V(xo) = V(x1).
Supondremos ademads que los extremos de dicho intervalo son puntos de retroceso, es decir
Vi(xi) #0,  i=0.1

(cf. 1a Fig. 1.3). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que x(0) = x¢, de modo que x(0) = 0. En
tal caso x > 0 para ¢t > 0 suficientemente pequefio, ya que en caso contrario la particula entraria en la
regién prohibida a la izquierda de xg. Por ello debemos tomar el signo “+ en (1.42), obteniendo'?

m [* ds

121 a integral que aparece en la férmula siguiente es impropia en el limite inferior s = x¢. Sin embargo, al ser V’/(xg) % 0 por
hipdtesis, el integrando se comporta como (s — xo)_l/ 2 en las proximidades de s = xo, y la integral es por tanto convergente.
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Figura 1.3: Potencial unidimensional con dos puntos de retroceso consecutivos xg, X1 que delimitan un
intervalo accesible [xg, x1] (para una cierta energia F).

(cf. la Fig. 1.4). Por tanto la particula llegard al punto x; en un tiempo /2, donde por definicién

= 20(x;) = J_/ (1.44)

,/E V(s
Notese que, al ser

vm/2
vVE—-V(x)

la funcién 6 es mondtona creciente, y por tanto invertible, en el intervalo [xg, x1]. Por tanto la ley del
movimiento de la particula para 0 < ¢ < t/2 estd dada por

0’ (x) =

>0, X0 < Xx < X1,

T
x=0"'0t), O0<r<-.

2
Parat > t/2 (con ¢t — (t/2) suficientemente pequefo), la velocidad pasa a ser negativa, ya que de lo
contrario la particula alcanzaria la regién prohibida a la derecha de x;. Utilizando de nuevo la ec. (1.42),

esta vez con el signo “—”, y la condicion inicial x(z/2) = x; obtenemos

,___\/ﬁ/"d_szr_\/ﬁf"L
2 2 Jxy VE—=V(s) 2 Jxo VE—=V(s)

=7 —0(x). (1.45)

Y
=

Xo X1

Figura 1.4: Funcién 0(x) definida por la ec. (1.43).
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Figura 1.5: Movimiento de una particula en un potencial unidimensional entre dos puntos de retroceso
consecutivos xg, X1 que delimitan un intervalo accesible.

Por tanto, la particula alcanzara de nuevo el punto xg en el tiempo 7. Nétese que de la ec. (1.45) se sigue
que

T
x=0"1r—1), S SISt

Por tanto la ley del movimiento de la particula en el intervalo 0 < ¢t < 7, dada implicitamente por las
ecs. (1.43)-(1.45), puede expresarse por medio de la funcién inversa 6~ mediante las ecuaciones

671(), 0<tr<Z;
x(t) = (1.46)
0~z —1), I<tr<r.

(S]]

En particular, nétese que la funcion x (¢) es simétrica respecto del instante t = /2, ya que

T T (T T
x(——s)zx(—+s)=9 (——s), 0<s<—.
2 2 2 2

La solucién de las ecuaciones del movimiento valida para todo ¢ es la extension periddica con periodo
7 de la funcién x(¢) definida en [0, t] por la ecuacién (1.46) (cf. la Fig. 1.5). En otras palabras, si
kt <t < (k+ 1)T conk € 7Z entonces

x(t) =x(t—k1), (1.47)

donde el miembro derecho se calcula utilizando (1.46). En efecto, esta funcion es solucion de la ecuacion
del movimiento por la invariancia de dicha ecuacién bajo traslaciones temporales, y empalma de forma
suave en los puntos t = k7 (con k € Z) enque x = xo y X = 0 (cf. la Fig. 1.5). Por tanto en este caso
el movimiento es periodico, con periodo t dado por la ec. (1.44).

Ejercicio. Probar que la ley del movimiento x(¢) dada por las ecs. (1.46)-(1.47) es simétrica respecto de
t = 0, es decir que x(t) = x(—t).

Solucion. La funcién f(t) = x(—t) es solucién de la ecuacién del movimiento, por la invariancia de
dicha ecuacién bajo inversion temporal. En ¢t = 0, la solucién f(¢) satisface las mismas condiciones
iniciales que x(¢), ya que

f0)=x(0)=x0,  f'(0)=—-x"(0)=0.
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x(t)
\

4

> X >

X0 —loo Io

Figura 1.6: Izda.: potencial unidimensional con intervalo accesible semiinfinito por la derecha [xg, 00)
para una cierta energia E. Drcha.: ley del movimiento x (¢) (suponiendo que f«, es finito).

Por el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales de segundo orden, f(¢) = x(—t) =
x(t) para todo ¢.

II) Consideremos a continuacién el caso en que uno de los intervalos disjuntos en que se subdivide la
regién accesible es el intervalo semiinfinito por la derecha'® [xo, 00). Supondremos de nuevo que el
extremo de dicho intervalo es un punto de retroceso, es decir que V'(xg) # 0 (cf. la Fig. 1.6). Si la
particula se encuentra en el punto x¢ para ¢t = 0 entonces x(¢) > 0 para ¢t > 0, y la relacion entre el
tiempo ¢ y la posicion x estd dada por la ecuacién (1.43) para ¢t > 0. De hecho, la particula alcanza el
infinito (por la derecha) en el tiempo

foo = B(00) = T/ ds

2 Jxo \/E_V(S)’

que es finito o infinito segin que la integral del miembro derecho sea convergente o divergente. Por
ejemplo, si V(x) ~ —x? cona > 0 para x — o0 entonces f €s finito si @ > 2, e infinito si 0 < a < 2.
Teniendo en cuenta la definicion (1.43) de la funcién 6 (x), el movimiento de la particula para 0 < ¢ < fo
puede expresarse por la ecuacion

x=0"11), 0<t<to,
siendo x (foo) = o0. Por otra parte, para —f < ¢ < O se tiene
x =60"Y=1), —too <1 <0,

siendo de nuevo x(—tso) = o0. En efecto, la funcién anterior es solucién de la ecuacion del movimiento
(por la invariancia de dicha ecuacién bajo la inversién temporal ¢t +— —t), y satisface las condiciones
iniciales correctas en t = 0:

x(0) = 6710) = x¢, x(0)=0

(esta ultima es consecuencia de la primera, al ser x¢ un punto de retroceso). (Otra forma de llegar a la
misma conclusion es observar que si ¢ < 0 es suficientemente pequefio entonces x(¢) < 0 para que la
particula no entre en la regién prohibida a la izquierda de xg. Por tanto debemos tomar el signo “—"" en
la solucion general (1.41), lo que conduce inmediatamente a la ecuacion

r=— T/xLz—e(x) — x=60"1)

2 o VE—=V(s)

13E] caso en que la regi6n accesible contiene el intervalo semiinfinito por la izquierda (—oo, xo] se trata de forma anéloga.
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V(x)
A

E

Figura 1.7: Potencial unidimensional con £ > V/(x) para todo x (para una cierta energia E).

en virtud de la condicién inicial x(0) = x¢.) En otras palabras, en este caso la ley del movimiento es
x=071(|t]), oo <t Sloo.

Notese, en particular, que (como ya ocurria en el caso anterior) x () = x(—t).

III) Estudiemos, finalmente, el caso en que para una cierta energia £ la regién accesible es toda la recta
real. (Evidentemente, esto solo puede ocurrir si el potencial V' estd acotado superiormente.) Supondre-
mos, ademds, que £ > V(x) para todo x € R, de modo que no hay puntos de equilibrio con energia
E (cf. 1a Fig. 1.7). Si (por ejemplo) x(0) > 0, entonces x(¢) > 0 para todo ¢, dado que la velocidad no
puede anularse en este caso en virtud de la ley de conservacion de la energia. Por tanto debe tomarse el
signo “+” en (1.41) para todo ¢, lo que conduce a la relacién

m [* ds
' \/;/x(, VE—V(s) o).

donde 6(x) es la funcién definida en (1.43) con xo = x(0). La particula alcanza o0 en los instantes

+o0 d

T E = Ll ——

X0 v/ E — V(S)

x(t) x(t)
| |
: \ : | A |
[ | [ |
[ | [ [
[ | [ [
| | | |
| x | | X0 |
| 0 | | \ |
| / | | |

- o o) o '

| | | |
| | [ |
| | [ |
| | [ |

Figura 1.8: Ley del movimiento para el potencial de la Fig. 1.7 (y energia E) en los casos x(0) > 0
(izda.) o x(0) < 0 (drcha.), en el caso en que 74« es finito.
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(que, de nuevo, pueden ser finitos o infinitos segtin la integral correspondiente converja o diverja), y la
ley horaria del movimiento es por tanto

x=0"'(). oo <1 <o .
Andlogamente, si X(0) < 0 entonces
x =60"1(-1), —too <t < ~t—oo,
donde ahora x(—f4 o) = £o0 (cf. la Fig. 1.8).

Ejemplo 1.5. Consideremos el potencial

x2  x*

V(.X)Zk(?—él.a—z), k,a>0,

representado en la Fig. 1.9. Derivando respecto de x se obtiene

2
V/(x)=kx(1—x—2)=0 e x=0, +a.
a

Por tanto los equilibrios son en este caso los puntos x = 0 (minimo relativo de V) y x = £a (méximos
de V). La region accesible, y por tanto el tipo de trayectoria, depende del valor de la energia E de la
forma siguiente:

i) Si E < 0, laregién accesible es la unién de los dos intervalos semiinfinitos (—oo, —c] y [¢, 00), siendo
¢ latinica raiz positiva de la ecuacién V(x) = E. Por tanto en este caso la trayectoria es no acotada (por
la derecha si x(0) > ¢, por la izquierda si x (0) < —c).

ii) Si E = 0, la regién accesible es la unién de los intervalos semiinfinitos (— 0o, —v/2a] y [v/24a, 00)
junto con el origen, que como sabemos es uno de los equilibrios. En particular, si x(0) = 0 entonces
x(t) = 0 para todo ¢ (solucién de equilibrio), mientras que si |x(0)| = +/2 a la trayectoria es no acotada.

iii) Si0 < E < ka?/4 (donde ka?/4 = V(=a) es el valor maximo del potencial), la regién accesible es
la unidn de los tres intervalos (—oo, —cz], [—c1, c1] y [c2, 00), siendo ¢; < ¢; las dos raices positivas de
laecuacion V(x) = E. Por tanto en este caso la trayectoria de la particula es no acotada (por la izquierda
o la derecha) si |x(0)| = c», mientras que si |x(0)| < ¢ el movimiento es periddico, con amplitud c1.

iv) Si E > ka?/4, entonces V(x) < E para todo x, y por tanto la la regién accesible (y la trayectoria)
es toda la recta real.

Hemos dejado para el final el caso mds interesante, en que £ = ka?/4. Al ser V(x) < ka?/4 para
todo x la region accesible es toda la recta real, y por tanto podria parecer que la trayectoria de la particula
es también toda la recta real. Sin embargo esta conclusion es erronea, ya que la regidn accesible contiene
en este caso los dos equilibrios x = =a. Si (por ejemplo) la particula parte de un punto xo # +a en
t = 0 no puede alcanzar el punto £a en un tiempo finito. En efecto, si x(t9) = =a para un cierto
tiempo o € R, sustituyendo en la ec. (1.39) y teniendo en cuenta que V(+a) = ka?/4 = E se obtiene
Xx(t9) = 0. Pero, por el teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias de 2° orden, la znica solucién de la ecuacién del movimiento que cumple las condiciones
iniciales x(¢9) = Fay x(f9) = 0 es la solucién constante x () = =a para todo ¢. Por tanto en este caso
las posibles trayectorias de la particula son los intervalos abiertos (—oo, a), (—a,a) y (a, 00), junto con
los dos equilibrios F-a. En particular, si |x(0)| < a la trayectoria de la particula permanece en el intervalo
(—a,a) paratodo ¢t € R (y, por tanto, es acotada), pero no es periddica, sino que verifica x(+o00) = +a
si X(0) > 06 x(£o0) = Fa si x(0) < 0. (;Por qué no puede ser x(0) = 0?)

En este caso concreto, es posible integrar explicitamente la ecuacién del movimiento para £ =
ka?/4. En efecto, sustituyendo este valor de la energfa en la ec. (1.41) se obtiene

k

2ma?

x == (x%2 —d?).
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0.1

-0.2%

Figura 1.9: Potencial del Ejemplo 1.5 (linea azul) y energia E = ka?/4 (linea roja de trazo discontinuo).
Separando variables e integrando se obtiene
2k 2a X —a
ty—t=[ 55— dx=lo
m / x2 —q? & ‘x +a

donde sin pérdida de generalidad hemos tomado la constante de integracién igual a cero. Si en el instante
inicial la particula se halla en uno de los intervalo (—oo, —a) 6 (a, o0) entonces

xX—a k
:e:l:2a)t’ w = ,

X +a

X —d _X—Cl
x+a| x+a’
yportanto
1+e:i:2wt
X =da m = Fa COth((,()t).

La expresion anterior define, en realidad, varias soluciones. Por ejemplo, si inicialmente la particula se
haya en la regién x > a con velocidad positiva (resp. negativa) entonces debemos tomar el signo “—”
(resp. “+7) en dicha expresion, y la solucidn asociada estd por tanto definida para ¢t < 0 (resp. t >
0). Esta solucién corresponde a un movimiento que alcanza el infinito positivo (resp. llega del infinito
positivo) en un tiempo finito y tiende al punto x = a parat — —oo (resp. t — +00).

Andlogamente, si la particula se encuentra inicialmente en el intervalo (—a, a) entonces

X —d i a—Xx
x+a| x+a’
yportanto
l_e:|:2wt
= am = :Fatanh(a)t).

3

La solucién correspondiente al signo “+” (resp. *
y tiende a +a para t — Fo0 (resp. t — F00.)

Para visualizar los distintos tipos de trayectorias descritas por la particula y entender cualitativamente
sus propiedades, es ttil representar el momento p = x/m como funcién de la posicién para distintos
valores de la energia E, lo que se conoce como el mapa de fases del sistema. De la ley de conservacién
de la energia se sigue que la ecuacién de las trayectorias en el mapa de fases es

—”) tiene siempre velocidad positiva (resp. negativa),

p2

—+Vx)=E,
2m
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=\

Figura 1.10: Mapa de fases para el potencial del Ejemplo 1.5 (la linea roja es la trayectoria de energia
E = ka?/4).

que en este problema se reduce a

Las correspondientes trayectorias (que evidentemente son simétricas respecto de ambos ejes) se repre-
sentan en la Fig. 1.10. Nétese que la(s) trayectoria(s) de energia igual a la energia critica E = ka?/4
tiene(n) por ecuacién

mk mk
p=i,/2a—2\/x4—2a2x2+a4:i 5 (¥ —a?): (1.48)

se trata, por tanto, de dos pardbolas cuyo eje es la recta x = 0 que se cortan en los equilibrios (Fa, 0).
Estas trayectorias separan el mapa de fases en 5 regiones disjuntas, de forma que las trayectorias tienen
propiedades cualitativamente distintas (estdn o no acotadas, llegan o no a x = 00, etc.) segin la regién
en que estdn contenidas. Por esta motivo, las trayectorias (1.48) se denominan separatrices. O

1.4.1 Equilibrios. Periodo de las pequenas oscilaciones

Intuitivamente, un equilibrio x¢ es estable si cualquier pequefa perturbacion de las condiciones iniciales

x(0) = xg, X(0) = 0 conduce a una solucién x(¢) de la ecuacién del movimiento que permanece
préxima a xg (y con velocidad préxima a 0) en todo instante ¢ > 0. En el ejemplo anterior, es claro
que el equilibrio x = 0 es estable, mientras que los equilibrios x = =+a son ambos inestables. En

efecto, es evidente que si perturbamos ligeramente la condicién inicial x(0) = x(0) = 0 asociada al
primero de dichos equilibrios, es decir, consideramos movimientos de la particula con |x(0)| y [x(0)|
suficientemente pequenos, la energia serd ligeramente positiva pero mucho menor que el valor limite
ka?/4, y por tanto el movimiento de la particula serd periédico y con amplitud préxima a cero. Por
el contrario, una pequefia perturbacién del dato inicial x(0) = =+a, x(0) = 0 tal que (por ejemplo)
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x(0) = +a y |%(0)| > 0 corresponde a un movimiento de energia superior a la energfa critica ka?/4
por pequefio que sea |x(0)|, y por tanto x () — o0 parat — o0.

En general, un equilibrio es estable si 'y solo si es un minimo relativo del potencial. Para justificar
heuristicamente esta afirmacion, supongamos que xq es un punto critico del potencial, es decir V' (xg) =
0, y que el desarrollo en serie de Taylor de V' alrededor de x¢ es de la forma

V(x) = V(xo) + a(x — x0)" + O((x — xo)"+l) .
cona = V™ (xq)/n! # 0, de modo que
F(x) = —na(x —xo)" ! + O((x — x0)"),

Entonces V' tiene un minimo relativo en xg si y solo si n es par y a > 0. En tal caso F(x) tiene signo
opuesto a x — xo —es decir, apunta siempre hacia el equilibrio xo— en las proximidades de dicho
punto. Por el contrario, si n es par y a < 0 (en cuyo caso xo es un mdximo relativo del potencial) en
las proximidades de x¢ la fuerza F(x) apunta en direccién contraria a x¢. Por ultimo, si n es impar (es
decir, si xg es un punto de inflexion del potencial) entonces F(x) apunta en direccién contraria a xg si
a(x —xp) <0.

Supongamos que el equilibrio xq es estable y que n = 2 en la discusion anterior, o equivalentemente
(al sera = V" (x9)/2)

V/(X()) =0, V”(XO) > 0.

Si |x — xo| < 1 la ecuacién del movimiento es aproximadamente

P Fx) _ V'(x) _ V"(x0)
T om m

(x —xo0),

que puede escribirse como
E+0’%=0,

siendo

V//
E=x—Xx9, w (XO).

Como es sabido, la solucién general de esta ecuacién es
£ = Acos(wt + ),

cona € [0,21) y A = 0 constantes arbitrarias (con A < 1 para que esté justificada la hipétesis de que
|x —x0| = |€] < 1). Por tanto el movimiento de la particula cerca del equilibrio x¢ verifica

x(t) >~ xo + Acos(wt + «).

En otras palabras, la particula realiza pequeiias oscilaciones de amplitud A alrededor de xq, con periodo

27 m
T~ — =21 .
w V'"(x0)

Por ejemplo, el periodo de las pequefias oscilaciones de la particula del Ejemplo 1.5 alrededor del origen

€S
P (1.49)
T > ITT —_—. .
V %

Nétese, sin embargo, que esta aproximacion solo es correcta si la amplitud de las oscilaciones es pequeiia.
La férmula exacta para el periodo 7, védlida cualquiera que sea la amplitud, es la ec. (1.44).
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Ejemplo 1.6. En el Ejemplo 1.5, el periodo de las oscilaciones de amplitud 0 < A < a alrededor del
origen es

T—J—/ m

siendo L
E =V(A) = — (2a% 4% — 4%).
4a?

Sustituyendo este valor de E en la expresion anterior para t y operando se obtiene

A
1’—4\/7/ \/(1 , E;E(O,l).

2 (1-5 (1+s2))

Notese que cuando ¢ tiende a 1, es decir A tiende a a, el periodo ha de tender a infinito, ya que para
A = a la particula emplea un tiempo infinito en alcanzar los equilibrios x = =a. Si € es pequefio,
teniendo en cuenta que

—1/2 2
(1-5a+s) =1+ %(1 +52) + 0(e%)

y sustituyendo en la férmula para el periodo 7 se obtiene el desarrollo mas preciso
1 2 pl 2
d 1
f:4,/T(/ —S+8—/ lds+0(s4))
k\Jo V1—-52 4 Jo V/1—s2
m L ds &2 1 4
=4 —|:/ ——i——(Z/ /\/l—szds)+0(s):|
klJo V1—-s2 4 0 V1—s2
3
— 2n,/% (1 38t 0(84)) . (1.50)

En este caso, el valor exacto del periodo se puede expresar en este caso a través de la integral eliptica
completa de primera especie

/2
K(a) = / (1 — a sen? t)_l/2 dt
0

14F

s s s s s
0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 1.11: Periodo de las oscilaciones alrededor del origen para el potencial del Ejemplo 1.5 en funcién
del pardmetro ¢ = A/a (linea azul) frente a sus aproximaciones (1.49) (linea roja de trazo discontinuo)
y (1.50) (linea verde).
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sin més que efectuar el cambio de variable x = sent:

—4ﬁ | &2 —1/2K &2
TNk 2 -2 )"

Ejercicio. Hallar la dependencia en la amplitud del periodo de las oscilaciones alrededor de x = 0 de
una particula de masa m que se mueve sometida al potencial V(x) = k|x|",conk >0yn € N.

1.5 Dinamica de un sistema de particulas. Leyes de conservacion

1.5.1 Dinamica de un sistema de particulas

Estudiaremos en este apartado el movimiento de un sistema de N particulas, denotando por m; la masa
de la i-ésima particula y por r; sus coordenadas en un cierto sistema inercial. Sea F;; la fuerza que
ejerce la particula j sobre la particula i (en particular, F;; = 0),y Ffe) la fuerza externa que actda sobre
la particula 7. La segunda ley de Newton aplicada al movimiento de la i-ésima particula del sistema
afirma que

N
mit; =y Fj +FY,  i=1..,N, (1.51)
j=1

donde el sumatorio del miembro derecho representa la fuerza interna ejercida sobre la particula i por
las restantes particulas del sistema. Estas N ecuaciones vectoriales son en realidad un sistema de 3N

ecuaciones diferenciales de segundo orden en las incégnitas ry,...,ry. Por el teorema de existencia
y unicidad para este tipo de sistemas, si el miembro derecho de (1.51) es una funcién de clase C! en
las variables (ry,...,ry,...,F1,...,Fy) en un cierto abierto A C R®" para todo ¢ fijo entonces las

ecuaciones (1.51) tienen (localmente) una inica solucién que verifica cualquier condicidn inicial

ri(fo) =rio, ... ,ry(to) =rno,¥1(fo) = vVio, ... .En(fo) = VN0,

con (ri9, ... ,N0,V10, --- ,VN0) € A. En otras palabras, las trayectorias de las particulas del sis-
tema quedan determinadas por sus posiciones y velocidades en cualquier instante. En este sentido, la
Mecénica newtoniana es completamente determinista.

Sumando respecto de i la ec.(1.51) se obtiene

N N N
Yomiti= > Fij+ > FO. (1.52)

i=1 ij=1 i=1

Si se cumple (como supondremos en toda esta seccion) la tercera ley de Newton, las fuerzas internas
verifican la condicién
Fij +Fj; =0,

que sumada respecto de i, j proporciona inmediatamente

N N N
0= ZFij+ ZFjiZZZFij,

i,j=1 i,j=1 i,j=1

N
donde en el dltimo paso hemos tenido en cuenta que los indices de suma son mudos (i.e., > Fj; =
i,j=1

N
>~ F;j). Denotando por
ij=1
N

i=1
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la fuerza externa total que actia sobre el sistema, la ec. (1.52) se puede escribir en la forma mds concisa

N
> miE; =FO (1.53)

i=1

Definamos a continuacién el centro de masas del sistema como el punto de coordenadas

1 N
R = M Zmil‘i N (1.54)

i=1
siendo
N
M = Zmi
i=1
la masa total del sistema. En otras palabras, el centro de masas (que generalmente abreviaremos por
CM) es la media de las coordenadas de las particulas ponderadas por sus masas. En términos del CM, la

ec. (1.53) adopta la forma sencilla )
MR = F© (1.55)

Por tanto el centro de masas se mueve como una particula de masa M sobre la que actiia la fuerza externa
ejercida sobre el sistema. Notese, por tanto, que el movimiento del centro de masas es independiente de
las fuerzas internas del sistema. En particular, si la fuerza externa es nula entonces R =0, y por tanto
en ausencia de fuerzas externas el centro de masas se mueve con velocidad constante.

1.5.2 Leyes de conservacion

Consideremos en primer lugar el momento total del sistema, definido como la suma de los momentos de
cada una de las particulas que lo componen:

N
P= Zmii'i = MR. (1.56)
i=1

De esta igualdad se sigue que el momento total del sistema coincide con el momento de su centro de
masas considerado como una particula de masa M . La ec. (1.55) puede escribirse entonces en la forma

P=FO.
Vemos, por tanto, que en ausencia de fuerzas externas se conserva el momento del sistema.

Consideremos a continuacién el momento angular del sistema (respecto del origen de coordenadas),
definido como la suma de los momentos angulares de las N particulas que lo componen:

N
L=> mrxi. (1.57)
i=1
Si r} denota las coordenadas de la particula i respecto del centro de masas, es decir
r, =R+ r; , (1.58)
sustituyendo en la ecuacidn anterior se obtiene

N N N N
L=> mR+r)xR+¥)=MRxR+RxY mi|+ | > mirj | xR+ " mr} x¥ . (1.59)

i=1 i=1 i=1 i=1
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Por otra parte, de la ec. (1.58) y la definicién (1.54) del centro de masas se sigue facilmente que

N N N N N
Y miri=MR=Y"mR+> mrj=MR+ Y mr; = > mrj=0., (160)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
y por tanto el segundo y el tercer término del miembro derecho de (1.59) se anulan idénticamente. En
definitiva,

N
L=MRxR+) mr}x¥. (1.61)
i=1
En otras palabras, el momento angular del sistema es la suma del momento angular de su centro de
masas y el momento angular interno (iltimo término del miembro derecho de la ec. (1.61)) debido al
movimiento de las particulas del sistema alrededor del centro de masas.

Ejemplo 1.7. Supongamos que el sistema se desplaza como un todo con velocidad (no necesariamente
uniforme) v(¢), es decir
ri = v(t), i=1,...,N.

En este caso
|
R = I Zmil‘i =v(),
i=1
y por tanto el momento angular interno es nulo:

¥P=t,—-R=0, i=1,...,.N =— L=MRxR=MRxyv.

1

En virtud de la ec. (1.57), la derivada temporal del momento angular estd dada por

N N N
L=Zmirixi‘i=2rixF§e)+ ZI‘,‘XFU‘.
i=1 i=1 ij=1

De nuevo, es ficil ver que el dltimo término se anula si se cumple la tercera ley de Newton en sentido
fuerte, es decir si

Fji =—F;j ||ri—rj, i #7, (1.62)
ya que
N N N N N N
Z l‘iXFij = Z (l‘i—l’j)XFij+ Z r; XFij = Z r; XF,’J' = Z l’iXFji = — Z I‘iXFij.
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1
Por tanto en este caso se obtiene N
L= rxFY=NO, (1.63)

i=1

siendo por definicién N () ¢l par total de las fuerzas externas. En otras palabras, si se cumple la tercera
ley de Newton en sentido fuerte (1.62) la derivada temporal del momento angular es igual al par total
de las fuerzas externas. En particular (cuando se verifica (1.62)), si el par total de las fuerzas externas es
nulo el momento angular del sistema se conserva.

e El par total de las fuerzas externas no coincide en general con el par de la fuerza externa aplicada en
el centro de masas, ya que en general

N N
Zr,- nge) #RXZFI@.

i=1 i=1
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Estudiemos, a continuacion, la energia cinética del sistema

1 N
=2 Y mii?. (1.64)

i=1

Utilizando de nuevo la descomposicion (1.58) y la identidad (1.60) se obtiene facilmente:

N
1 . 1
T =3 MR? + 5 > omii? (1.65)
i=1

donde el dltimo término es la energia cinética del sistema debida a su movimiento respecto del centro de
masas. Por tanto la energia cinética del sistema es la suma de la energia cinética del centro de masas y
la energia cinética debida al movimiento respecto del centro de masas.

Aligual que en el caso de una particula tratado en la Seccién 1.3.2, si la fuerza que actiia sobre cada

particula del sistema es conservativa, es decir si existe una funcion escalar V(ry,...,ry) tal que
N
_p© o _
F; =F +;F,,_—a—ri, i=1,...,N, (1.66)

entonces se conserva la energia total del sistema
E=T+V.

En efecto, si las fuerzas que actian sobre el sistema son conservativas se verifica

N

—_Zm,r, r,+— Zr, -F; +ZaTr’:Z(F +gTV)r,_O
1 i 1

i=1 i=1 i=1 =1

Supongamos que existen ciertas funciones V;(r;), V;; (ri,rj) (coni # j,1 < i,j < N) tales que
Vij =Vijiy
aV; aV;;
FO=_"2  F;=-"2. #£j 1<ij<N. (1.67a)
! 3r,~ 31‘,‘

Entonces el sistema es conservativo, y el potencial (a menos de una constante) estd dado por

N
V=> Vi) + Y Vi), (1.67b)

i=1 1<i<j<N

En efecto, es inmediato comprobar que las ecuaciones (1.67) implican la relacién mds general (1.66):

F+_ ZFUJF_ > Jk(rf’rk)—ZFUJFZaVlk Zaa?i

i 1<j<k<N
k>z j<i
Vi Wi v
ovij ij _ ij\ _
—Zmz ;—ari—;(mﬁal)_o,
J>l Jj<i J#i
donde hemos utilizado que (por definicién) F;; =0y Vj; = V;;.
e Notese que, en virtud de la tercera ley de Newton,
Fji = AL L L)

= - ij — s
81‘.,' al'j I ar,-
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por lo que la funcién Vj; (r;, r;) ha de verificar el sistema de ecuaciones en derivadas parciales

Wy, i

=0.
31‘1' 81']'

Puede probarse que la solucién general de este sistema es una funcion arbitraria de la diferencia r; —r;,
y por tanto
V,-j(r,-,rj) = U,-j(r,- —rj) s con Uij = Uji . (1.68)

Sustituyendo en (1.67b) se obtiene la siguiente férmula mds explicita para el potencial V':

N
V=3 Vit + ) Ujri-r)). (1.69)

i=1 1<i<j<N

De hecho, en la mayor parte de los sistemas fisicos conservativos de interés el potencial es de la for-
ma (1.69). Obsérvese, por dltimo, que
aU; j aU; j 3Uij

- = ) i =r; —I;.
3l‘i 8l‘ij al’j J I
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Capitulo 2

Movimiento en un campo de fuerzas
central

2.1 Problema de dos cuerpos. Reduccion al problema equivalente de un
cuerpo

Estudiaremos en esta seccién el movimiento de dos particulas de masas m1 y m, no sometidas a fuerzas

externas. Si F1, denota la fuerza que ejerce la segunda particula sobre la primera, en virtud de la ter-

cera ley de Newton la primera particula ejerce sobre la segunda una fuerza —F,, y las ecuaciones del
movimiento del sistema son por tanto

mi¥y = F12(¢, 11,12, 11, 12)

. . 2.1
maiy = —F1a(t, 11, 12,11, 12)
Es conveniente reescribir estas ecuaciones en términos de las variables
1
R = — (mry + mary), r=ri—r;, (2.2)

M
(cf. Fig. 2.1) siendo M = m; + m, la masa total del sistema. Como vimos en la Seccién 1.5.1, al no

m
A 2

>
>

Figura 2.1: Coordenadas R y r en el problema de dos cuerpos.

haber fuerzas externas el centro de masas R se mueve sin aceleracion, es decir R = 0. En cuanto a la
coordenada relativa r, utilizando las ecs. (2.1) se obtiene inmediatamente la ec.

pur =Fqz,

siendo
mimsj
po= e 2.3)
my + my

35
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la llamada masa reducida del sistema. Si la fuerza entre las dos particulas satisface la condicion
Fio =F(f,r1 — 12,81 —12), 2.4

es decir, si F15 depende solo de las coordenadas y velocidades relativas de las particulas (y posiblemente
del tiempo), la ecuacién del movimiento de la coordenada r se convierte en

uit = F(, 1, F). 2.5)

En otras palabras, si la fuerza Fi5 es de la forma (2.4) la coordenada relativa r se mueve como una par-
ticula de masa u sometida a la fuerza F(z, r, r). En particular, en este caso la solucién de las ecuaciones
del movimiento (2.1) se reduce a la integracién de la ecuacién (2.5). Por tanto si Fy5 es de la forma (2.4)
el problema de dos cuerpos (2.1) es equivalente al problema de un cuerpo (2.5).

e Una vez resuelta la ec. (2.5), el movimiento de las coordenadas r; y rp se obtiene despejando estas
variables en la ec. (2.2), es decir

R 2 rR-"M
r; = —r, rh=R——r.
! M 2 M

Al ser R = 0, si trasladamos el origen de coordenadas al centro de masas el sistema de referencia
resultante, llamado sistema centro de masas, sigue siendo inercial. En dicho sistema las ecuaciones
anteriores se reducen a las mas sencillas

my mi
rh=—r rp =——T.
M M

En muchas aplicaciones, la masa m, es mucho mayor que m1. En tal caso, my/M >~ 0,ma/M >~ 1,y
por tanto (en el sistema centro de masas)

ry>r, r, >~0.

En otras palabras, en este caso la particula masiva estd aproximadamente fija en el origen (que coincide
con el CM), y la coordenada relativa r coincide aproximadamente con el radio vector de la particula
ligera.

2.2 Constantes del movimiento. Ley horaria y ecuacion de las trayecto-
rias. Orbitas acotadas

2.2.1 Constantes del movimiento

El ejemplo mds importante de una fuerza que satisface la condicion (2.4) es el de una fuerza central de

la forma v r
1—I2
Fi2 = f(|1’1 —1'2|) m

En tal caso, la ecuacion (2.5) se convierte en
. r
pr = f(r) - (2.6)
que es la ecuacién del movimiento de una particula de masa p sometida a la fuerza central
r
F(r) = /() . @.7)

Estudiaremos en esta secciéon como hallar la solucién general de la ec. (2.6) considerando r como el
vector de posicion de una particula de masa p, y analizaremos las propiedades cualitativas de sus trayec-
torias.
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Como se vio en la Seccién 1.3.2, la fuerza (2.7) es conservativa, ya que se cumple

v (r)
or

F(r) = — con V(r)= —/ f(r)dr.

Se conserva por tanto la energia total de la particula
1 .,
E = 3 urs 4+ V(r).

Ademas, al ser la fuerza (2.7) central se conserva también el momento angular L = ur X r, y el mo-
vimiento tiene lugar en el plano perpendicular a L que pasa por el origen de coordenadas' (centro de
la fuerza). Escojamos las coordenadas de modo que dicho plano sea el plano z = 0, e introduzcamos
coordenadas polares (r, #) mediante la ecuacion

r = r(cosf,senéb,0) (r>0, 0<6<2n).
Los vectores unitarios coordenados son
r
e, = (cosf,senf,0) = —, eg = (—senb,cosf,0),
r

y por tanto _ )
ér = 969 s ég = —Qer ,
de donde se siguen facilmente las férmulas (cf. el Ejemplo 1.1)
vy =T, vgzré; arzi"—réz, a9=ré+2fé.
Las ecuaciones del movimiento en coordenadas polares son por tanto
1

Hn (2.8)
ré +2r60 =0.

P—r0? =

2.2.2 Ley horaria y ecuacion de las trayectorias

Para determinar la trayectoria descrita por la particula (i.e., r como funcién de 6) y la ley horaria del
movimiento (i.e., ¥ y 6 como funciones de 7) resulta mas sencillo recurrir a las leyes de conservacién
de la energia y el momento angular, como veremos a continuacion. En efecto, el momento angular de la
particula estd dado por

L = ur x ¥ = pure, x (e, + rfeg) = ur2fe,
de modo que .
ur?0 = L, = const.

Si L, # 0, cambiando (si fuera preciso) la orientacién del eje z de modo que tenga el mismo sentido
que el momento angular L podemos conseguir que L, = |L|. Por tanto a partir de ahora supondremos,
sin pérdida de generalidad, que

L,=|L|=L, 2.9

de donde se sigue que )
ur?d =L =>0. (2.10)

IStricto sensu, esto solo es cierto si L # 0. Si L = 0, la trayectoria es una recta que pasa por el origen, que es un caso
particular (degenerado) de movimiento en un plano por el origen. En efecto, si r # 0 el vector velocidad es paralelo a r, y
en consecuencia vg = ré y vy = 1 senf ¢ son nulas. Por tanto o bien la particula permanece en el origen para todo ¢ (caso
degenerado de una recta por el origen), o bien los dngulos 6 y ¢ son constantes, y por lo tanto la trayectoria es una linea recta
que pasa por el origen.
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En particular, obsérvese que con este convenio para la eleccion del eje z se tiene
0()=0  Vi.

Noétese también que la segunda ecuacién del movimiento (2.8) no es méds que la derivada respecto de ¢
de la ecuacién (2.10) (dividida por r).

Una consecuencia inmediata de la conservacién del momento angular es la llamada ley de las areas,
formulada por primera vez por Kepler a principios del siglo XVII. En efecto, el area A(0) barrida por el
vector de posicion de la particula al moverse entre dos puntos de su trayectoria con coordenadas polares
(r(6o),00) y (r(9), 0) esta dada por

0
AB) = %/ r2 (o) do

fo

(cf. la Fig. 2.2). Como

da4 . 1 ,. L

—0=-r?0=— (2.11)
do 2 21

es constante, la particula barre al moverse dreas iguales en tiempos iguales (ley de las areas). Notese
que esta propiedad es valida para cualquier fuerza central f(¢,r,r)e,, mas general incluso que (2.7).

A=

rdo@

dé

Figura 2.2: Area infinitesimal barrida por el radio vector.

Utilizando la ley de conservaciéon del momento angular en la de la energia se obtiene inmediatamente

[ Lo oo, 1 55 1.5 2
E = Eur +V(r) = Elur + E;u” 0+ V(r) = E,ur + ur? + V(r). (2.12)
En otras palabras,
1
E’”'z +U(r)=E, (2.13)
donde el potencial efectivo U(r) esta dado por
L2
ur)=vr) + ——5, (2.14)
2ur?

y depende por tanto del momento angular. Nétese que la fuerza efectiva generada por el dltimo término

de (2.14) es
d ( L? d [ L? L? i pvg
—— | —)=— e = ——e = e = e
or \ 2ur? ar\2ur2 )" T 3 HITCr ro

que puede interpretarse como una fuieerza centrifuga. De nuevo, es facil ver que la primera ecuacién del
movimiento (2.8) es la derivada respecto de ¢ de (2.12) (dividida por 7). En otras palabras, las leyes
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de conservacion de la energia y del momento angular se obtienen al integrar una vez respecto de t las
ecuaciones del movimiento (2.8).

Las ecs. (2.10)-(2.13) proporcionan inmediatamente la ecuacién de la trayectoria y la ley horaria del
movimiento en forma implicita. En efecto, la ley horaria del movimiento se halla sin mds que integrar la
ec. (2.13) (después de separar variables) y utilizar la conservacién del momento angular:

t_i\/E/L Q_E/i (2.15)
“ V2 JE-uo) RS0 '

donde se entiende que en la segunda ecuacion ha de sustituirse el valor de r(¢) obtenido de la primera.
(Veremos mds adelante, sin embargo, que estas ecuaciones no son casi nunca la forma més sencilla de
calcular la ley horaria del movimiento.)

En cuanto a ecuacion de la trayectoria, de la ec. (2.13) se sigue que

L6220) + U = E,

donde hemos indicado con una prima la derivada respecto de 6. Sustituyendo en esta ecuacion el valor
de 9 en funcién de L obtenido de (2.10) se obtiene

L2 [/ 2

21
ecuacién que se simplifica considerablemente introduciendo la variable dependiente
1
u=-—.
r

En efecto, en términos de la variable u la ecuacidn anterior se reduce a

u? = i—’j (E-UQ1/u)), (2.16)

cuya integracién proporciona la ecuacién de la trayectoria’:

L 1/r du

=4 .
V2 VE = U(1/u)

En la prictica, para hallar la ecuacion de la trayectoria algunas veces es mds sencillo derivar la
ec. (2.16) respecto de 6, obteniendo asi una ecuacién de segundo orden que puede ser mas fécil de
integrar que (2.16). En efecto, procediendo de esta forma se obtiene

2u dU
A/ /
2uu BT

y por tanto, teniendo en cuenta la definicién de U (ec. (2.14)),

o p o dU (dV L? 3),

0 2.17)

L2 dr T L2z \ar I
es decir 0
u' +u= 12,3 f(1/u). (2.18)

La ecuacidn anterior se conoce como ecuacion de Binet. Esta ecuacidn, escrita en la forma,

2
F0) = " ),
ur

se usa frecuentemente para calcular la ley de fuerzas f(r) si se conoce la ecuacion de la trayectoria

r =r(0).

2Si L = 0la ecuacién (2.16) no es viélida. Sin embargo, en este caso de (2.10) se deduce que la trayectoria es la recta por el
origen 6 = const., de acuerdo con la ec. (2.17). Por tanto, esta dltima ecuacion es vilida también para L = 0.
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Ejemplo 2.1. Hallemos la ecuacién de las trayectorias de una particula de masa p que se mueve sometida

k
a la fuerza central F = —=er.
r

En este caso f(1/u) = ku?3, y por tanto la ecuacién de Binet se reduce a
k
W+ Cu=0, C 51+L—’;.
Las soluciones de esta ecuacién dependen del signo de la constante C. En efecto:
D C<0

En este —que solo puede ocurrir si k < 0, es decir si la fuerza es atractiva— la solucién general de la
ecuacion de Binet es

u=ae? +be? — r:(ae’"gﬁLbe_ye)_1 (a,b € R).

donde

y = VIC].

Es facil ver que si a y b son ambos positivos la solucion anterior se puede expresar en la forma
r = Asech(y (6 — 6p)) (4>0), (2.19)

si a 6 b se anula entonces

r = etr0=60) (2.20)
mientas que si a y b tienen signos opuestos se tiene’
r = Acsch(y (0 — 6p)) (A #0). (2.21)

Las trayectorias (2.19) son acotadas (r < A), mientras que las de tipo (2.20) y (2.21) no lo son (en el
primer caso r — oo para § — 00, mientras que en el segundo r — oo para 6 — 6p). También es facil
comprobar que cualquiera de estas tres trayectorias es de tipo espiral, ya que el angulo 6 puede tomar
valores arbitrariamente grandes en valor absoluto, y 7 no es una funcién periédica de 6 .

m Cc=0
En este caso k = —L?/u < 0, y la solucién de la ecuacién de Binet es por tanto
+bhl — ! (a,b e R) (2.22)
Uu=a r= a, . .
a+ bo

Si b # 0 estas trayectorias son no acotadas (r — oo para § — —a/b) y de tipo espiral, mientras que si
b = 0 la trayectoria es una circunferencia.

) ¢ >0

En este caso (que se verifica, en particular, si £ > 0) la ecuacion de la trayectoria es
1
U= cos(y(0 —bp)) <= r = Asec(y(f—b6p)) (A>0, 0<6y<2m). (2.23)

Estas trayectorias son no acotadas pero no son de tipo espiral, ya que (al ser r > 0) el dngulo 6 varia
entre Oy — % y 6o + %

O
3M4s concretamente, en cualquiera de los dos casos (2.19) o (2.21) los pardmetros A y 6y estan dados por
8o = log |b/al| ’ 4 send '
2y 2/|ab]
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Figura 2.3: Trayectorias de una particula en el campo central F = ke, /r3: de izquierda a derecha y de
arriba a abajo, r = sech(6/3), r = csch(6/3), r = 3, r = (6 — %)_1, r = sec(6/3). (El sentido de
recorrido indicado corresponde al caso en que L, > 0, y por tanto 6 > 0.

e Si C <0 (y, por tanto, k < 0), las trayectorias que acabamos de calcular se denominan genéricamente
espirales de Cotes.

Noétese que la energia de la particula puede obtenerse de la ec. (2.16), que utilizando la defini-
cién (2.14) de U se convierte en
L2
E=_ W +u?) + V(1/u). (2.24)
i
De esta ecuacidn se sigue inmediatamente que la velocidad esta dada por

L
v=—Vu?+u?. (2.25)

i

Ambas férmulas pueden también obtenerse directamente, teniendo en cuenta que

. . L2 u/2 1 L2
2 __ 22 202 _ 2,72 2y _ _ 2 2
vE =7+ 1907 =0°(r +r)—lu2r4(ﬁ+ﬁ)—ﬁ(u +u)-

En el Ejemplo 2.1 podemos tomar

V(r)=—/f(r)dr:_k/j_;=i

2r2°
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y por tanto
2

L? k L
E=_"—-@W?+u?)+-u*= -
21 2 2

Por ejemplo, para las trayectorias (2.19) se comprueba facilmente que

(u/2 + Cuz)

L?|C]
== o,
2uA?

mientras que para las de tipos (2.21) y (2.23) se tiene

L?|C]|
= >
2uA?

También es inmediato comprobar que la energia de las trayectorias (2.22) es
L?p?
E =
2p
mientras que las trayectorias (2.20) tienen energia £ = 0. Estos resultados concuerdan con el hecho de

que las trayectorias (2.19) son acotadas, mientras que (2.21) y (2.23) no lo son. En efecto, nétese que, al
Ser en este caso

’

lim V(r) =0,
r—>00
si la particula alcanza el infinito necesariamente ha de cumplirse que

2
E:E;woozo.

e En general, si se conoce la ecuacion de la trayectoria de la particula es posible hallar la ley horaria
del movimiento en forma implicita. En efecto, supongamos que la ecuacién de la trayectoria es r = r(6).
De la ley de conservacion del momento angular se deduce entonces que

[ = % / r2(0)d6 (2.26)

ecuacion que proporciona ¢t como funcién de 6. Invirtiendo esta relacién obtenemos 6(¢), mientras que
la coordenada radial estd dada por

r= r(@(t)) .

Ejemplo 2.2. Hallemos cudl es la fuerza central necesaria para que una particula describa la espiral
r = a@. Para ello basta introducir u = 1/(a#) en la ecuacién de Binet, obteniéndose asi

) Lz(,,+ ) L? 2+1 L? 2a3+a L? 2a5+a3

r) = ——(Uu )= -——— —_— —_ = —— —_— —_ = —_—— —_— —_— .
ur? par2 \ 63 0 pwar2 \ r3 " r pwad \ r> 3

El movimiento de la coordenada 6 se determina facilmente utilizando la ec. (2.26):

2 1/3
M 202 pna 3 3 3L 3
t=L 92d0 = (93 -9 — O0=("=r+9
L/a 3L( ) (WZ +°) ’

con 6y = 6(0) de donde se sigue que

3L 3
r=a9=a(mt+90)

La energia de esta trayectoria se calcula sin dificultad utilizando la ec. (2.24). En efecto,

V(r) L? / 2a° n a3 d L? a* n a?
r) = — - )dr=— =+ =
wa3 rd r3 2ua? \r* = r2
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a menos de una constante arbitraria que hemos tomado igual a cero para que
lim V(r) =0.
r—>00
Sustituyendo en la ec. (2.24) se obtiene

L? L? L?
E=—-W+u®)—-—@u*+u*) = W?-d’u*)=0.
2u 21 21
Por la ley de conservacion de la energia, la particula llega al infinito con velocidad nula. La velocidad de
la particula en cualquier punto de su trayectoria se puede calcular facilmente utilizando la ec. (2.25), o
también directamente:

) ) ) ) L
V2 =i +r20? =0%a* +r*) =a’0’(14+60%) = v=abfV1+02=—"Vr2+ad2.
ur
De esta ultima ecuacién también se sigue que, como ya sabiamos, v — 0 para r — oo. O

2.2.3 Orbitas acotadas

Como acabamos de ver en el apartado anterior, el movimiento de la coordenada radial r estd determinado
por la ley de conservacién de la energia (2.13)-(2.14). Formalmente, esta es la ecuacién del movimiento
de una particula de masa p sometida al potencial unidimensional U(r) (donde, a diferencia de lo visto
en el apartado 1.4, r solo puede tomar valores no negativos). Son por tanto validas muchas de las consi-
deraciones hechas en dicho apartado. Fundamentalmente, de la ec. (2.13) se deduce que el movimiento
solo puede tener lugar para valores de r que satisfacen la desigualdad

2
Ur)=V(r)+

<FE. (2.27)

2ur?

u(r)

Emin -

Figura 2.4: Potencial efectivo U(r) para el potencial de Kepler V(r) = —k/r (con k > 0).

Ejemplo 2.3. Para el potencial de Kepler
Viry=—-k/r, con k >0,

el potencial efectivo U(r) tiene el aspecto de la Fig. 2.4. En efecto, U(r) se comporta en este caso como
L?/(2ur?) parar — 0y como —k/r para r — oo, siendo

h
N

, kK L?
U(V)Zr—z—mzo — r =

e

g
[
S
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Por tanto U es decreciente para 0 < r < a y creciente para r > a, y alcanza su valor minimo en r = a.
La energia de la particula ha de ser mayor o igual que el valor minimo de U, dado por

-
~
IS
~
Il
|
Il

Emin s

De la Fig. 2.4 se sigue que las trayectorias de energia £ = 0 son no acotadas, ya que en este caso la
desigualdad (2.27) implica que r € [rg, o0), donde ro > 0 es la tnica raiz de la ecuacién U(r) =

Por tanto en este caso la particula “llega” del infinito, alcanza una distancia minima al origen igual a
ro (que es un punto de retroceso) y vuelve al infinito. Por el contrario, si Enin < E < 0 entonces
r1 < r < rp,siendo r; < rp las dos raices de la ecuacion U(r) = E (cf. la Fig. 2.4), que de nuevo son
puntos de retroceso. Por tanto en este caso la trayectoria es acotada. Por dltimo, si E = Ep;, entonces
la trayectoria es la circunferencia r = a (cf. la Fig. 2.4). O

De particular interés son las orbitas acotadas, en las que la coordenada radial se mueve entre dos
puntos de retroceso 0 < r; < rp. En este caso, los puntos de la trayectoria que estdn a la distancia
minima r; del origen reciben el nombre de periapsides (perigeos, perihelios o periastros si el centro
de la fuerza es respectivamente la Tierra, el Sol o un astro cualquiera), mientras que aquellos en que la
distancia al origen alcanza su valor maximo r, se denominan apoapsides (apogeos, afelios o apoastros,
si el centro de atraccién es la Tierra, el Sol o un astro). Ambos tipos de puntos reciben conjuntamente el
nombre de apsides (o puntos apsidales).

Como se vio en el apartado 1.4, el movimiento de la coordenada radial es en este caso periddico en
el tiempo, con periodo (dependiente de la energia en general)

r
rzm/
ri

dr
8 (2.28)
VE-=U(r)
Sin embargo, esto no quiere decir que el movimiento de la particula sea periodico. En efecto, cuando la

. do
coordenada radial varfa entre r; y r» disminuye ¥ = 1/r, y por tanto (al ser 6 = an 1 > 0) debemos
u

[T

tomar el signo en la ec. (2.17). Tomando (sin pérdida de generalidad) 6(r1) = O se obtiene

1/r L 1/r
= 01(r). (2.29)
1/n VE — U(l/u vy JE- U(l/u
En particular, cuando r = r, la coordenada 6 ha aumentado en
1/r; du
A912 = 91 (rz) = — (230)

i/r» VE—=U(/u)

Por el contrario, cuando r varia entre r, y 1 aumenta u, y por tanto hay que tomar el signo “+4” en la
ec. (2.17). En otras palabras,

1/r
0 = Al + du =2A015 — 01(r) = 0,2(r). (2.31)

J_ 1/r» VE —U(1/u)

Cuando la coordenada r vuelve de nuevo a tomar el valor r; la variacion de la coordenada angular 6 es

Af = 92(}’1) = 2A912 — 91(?‘1) = 2A912 .

El desplazamiento del periapside A6 es por tanto igual a

A — 212 (YN du
- ,/ (2.32)
1/rs JE —U(/u)
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Figura 2.5: Desplazamiento del peridpside en una 6rbita acotada (adaptado del libro de Goldstein, Poole
y Safko).

En general, A6 no es un miiltiplo de 27, y por tanto la particula no regresa al punto de partida cuando
la coordenada r vuelve a tomar el valor r; (cf. la Fig. (2.5)). La condicién necesaria y suficiente para
que el movimiento sea periddico es que tras n periodos completos de la coordenada r el incremento
de la coordenada 6, que evidentemente es igual a n A8, sea igual a un miltiplo entero 2my de 27. En
otras palabras, la trayectoria acotada con r1 < r < ry es periddica si 'y solo si el desplazamiento del
peridpside (2.32) es un miiltiplo racional de 27. Obsérvese también que, segun la discusion anterior, la
orbita acotada que hemos considerado corresponde a un movimiento periodico si y solo si es cerrada.

e Otra consecuencia importante de la discusién anterior es que la orbita es simétrica respecto de la linea
que une el centro con un dpside. En efecto, la érbita serd simétrica (por ejemplo) respecto de la linea que
une el centro con el apodpside si y solo si

02(r) — Ab12 = Ab12 — 61(r),

lo que se comprueba facilmente a partir de la ecuacién (2.31). De hecho, por un argumento totalmente
analogo se demuestra que el resultado anterior es valido también para trayectorias no acotadas, i.e.,
en este caso la trayectoria es simétrica respecto de la linea que une el origen de coordenadas con el
peridpside.

e Los tnicos potenciales centrales para los que todas las érbitas acotadas son cerradas son el arménico
V(r) = %krz) y el de Kepler (V(r) = k/r) (teorema de Bertrand).

Ejemplo 2.4. Para el potencial arménico V(r) = %krz, con k > 0, el potencial efectivo U(r) tiene
el aspecto de la Fig. 2.6. Por tanto en este caso todas las drbitas son acotadas. El desplazamiento del
peridpside de una cualquiera de estas 6rbitas estd dado por

202 [ln du 202 [U/n u du
Af = ‘/—/ _ | / ’
wo Jiyr \/}5_%uz_zk7 wo Jir \/—%u“—i—Euz—%

. . . 2 . .
siendo u1 > u» las dos raices de la ecuacion —%—M u*+ Eu?— % = 0. Efectuando el cambio de variable

s = u? la integral se puede expresar en la forma

ST ds
Af = ,
/Sz \/P(S)

WE  k E\? 2E2 kL2
p(s)=—s4+Ls——'u=—(s—M—) +M (1— )

donde

L? L?
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y §1 > §2 son las dos raices de la ecuaciéon p(s) = 0 (evidentemente, s; = uiz). Efectuando a continua-
cion el cambio de variable

E uE kL2\'/?
s_,u +M (1 ) sing, -

=S 1 - <p<=,
L2 12 LE?2 2

| 9

se obtiene finalmente

/2
Af = / dp = 7.
—7/2

Al ser A6 un mdltiplo racional de 27, fodas las 6rbitas son cerradas en este caso (en concordancia con
el teorema de Bertrand).

u(r)

Figura 2.6: Potencial efectivo U(r) para el potencial arménico V(r) = kr?/2 (con k > 0).

Ejercicio. Probar que todas las 6rbitas del potencial arménico V(r) = kr?/2 (con k > 0) son elipses
centradas en el origen de coordenadas, y calcular el periodo del movimiento.

Ejercicio. Si aplicamos la ecuacidn de Binet a una circunferencia de radio a centrada en el origen obte-
nemos que la fuerza ha de ser inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al origen:

L? 1
S =-=-.
ap r
(Es correcto este resultado?

Solucion. El resultado es claramente falso, ya que cualquier potencial V' cuyo correspondiente potencial
efectivo U tenga algin punto critico ro admite una 6rbita circular ¥ = rg con energia U(rg) (cf. la
ec. (2.13)). Por ejemplo, esto es lo que ocurre con el potencial arménico del ejercicio anterior, para
cualquier valor del momento angular L. Por tanto la ecuacién de Binet no es aplicable a 6rbitas circulares
centradas en el origen. Este resultado no es sorprendente, ya que para pasar de la ecuacién (2.16) —
equivalente a la ley de conservacion de la energia (2.13)— a la ecuacién de Binet es necesario dividir por
u’, 1o que no es licito si u = 1/r es constante.

2.3 El problema de Kepler. Movimiento planetario

2.3.1 El problema de Kepler

Estudiaremos en esta seccién el problema de Kepler, es decir el movimiento de dos cuerpos de masas
m1 y mp sometidos a su atraccién gravitatoria mutua

k(ry —r2)

F12=—F21=—|r el
1—TI2
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donde la constante k es igual a
k=Gmmy=GMu>0.

Por tanto en este caso

k k k
F(r):—r—zer — f(r):—r—z,V(r):—;,

y el problema equivalente de un cuerpo es

. r
ur = —k—,
r3
que suele escribirse también en la forma
. r
r=-GM— .
3

La ecuacién de las orbitas se determina facilmente a partir de la ecuacion de Binet, que para este potencial
es particularmente simple:
no . _ Bk

La solucidén general de esta ecuacion se puede expresar en la forma

_ bk
U= ﬁ(l + e cos(0 — 90)) ,
con e y g constantes de integracion; nétese que podemos suponer sin pérdida de generalidad que e >
0, ya que si e < 0 bastaria sustituir 8y por T + 6o en la ecuacién anterior. Ademads, escogiendo a
continuacion el eje x adecuadamente puede tomarse la constante 6y igual a 0. En tal caso la ecuacién de

las 6rbitas del problema de Kepler se reduce a

: L* (2.33)
r=——— o= —. .
1+ ecosf uk
El pardmetro e se puede relacionar con la energia de la 6rbita utilizando la ecuacion (2.24):
L? k? k?
E = Z(MQ +u?) —ku = 57[ 2sen? 0 + (1 4+ ecosh)? —2(1 + ecosf)]| = l;?(ez —1).
Por tanto (al ser e = 0)
1+ 2EL° (2.34)
e = . .
k2

e Las oOrbitas del problema de Kepler son secciones cénicas. En efecto, a partir de la ecuacion (2.33) se
obtiene

2

2x? = (1 —-e*x% +y? + 20ex = a?,

r=a—ex = x’+y?=a’>—2aex+e
que es una ecuacién de segundo grado en (x, y). El tipo de cénica depende del valor de 1 — e?:

e>1 = hipérbola

e=1 = parabola

0<e<1l = elipse
—

e=0 circunferencia .
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En términos de la energia (cf. 1a ec. (2.34)),

E >0 = hipérbola
E =0 = parabola
ik :
Y <E <0 = elipse
k2
E = —’;L? —> circunferencia,

donde —uk?/(2L?) es la minima energia que puede tener una particula de masa p que describe la 6rbi-
ta (2.33). Notese, en particular, que este resultado concuerda con la discusién cualitativa del ejemplo 2.3.
Obsérvese también que en el potencial de Kepler todas las orbitas acotadas son cerradas (y, por tanto,
periddicas), como afirmaba el teorema de Bertrand.

2.3.2 Movimiento planetario

El caso mas interesante es el de las érbitas elipticas (incluyendo, como caso particular, la circunferencia)
enque 0 <e <16 E < 0, pues es el que se da en el movimiento de los planetas alrededor del Sol.
Reescribamos en este caso la ecuacidn cartesiana de la 6rbita como

a?e? o?

2
-e)x+ ) +y2 =02+ =
1 —e?

1—e2 1—e2’

que es la ecuacién de una elipse con centro en el punto

( S o) (2.35)

y semiejes mayor y menor respectivamente dados por

o o
a=—-7-, b= ——. 2.36
| — o2 T—o2 (2.36)
Recordemos que la semidistancia focal ¢ y la excentricidad ¢ de una elipse de semiejes @ > b estan

dadas por
¢ =+~a%?-bh2, e=S. (2.37)
a

Utilizando las expresiones anteriores de a y b se obtiene facilmente

__“ / 2y % _ —
c—m 1—(1—e)—1_62—ea — e=c¢.

Por tanto la constante e que aparece al integrar la ecuacion de las orbitas es la excentricidad de la elipse,
y la ec. (2.34) relaciona la energia de la particula con la excentricidad de su 6rbita. Las ecuaciones
anteriores también determinan la posicién de los focos de la elipse, que por definicién son los dos puntos
en el semieje mayor (es decir, en el eje x) a distancia ¢ del centro. En efecto, de las ecs. (2.35)—(2.37) se
sigue que el centro de la elipse tiene coordenadas (—c, 0), y por tanto los focos son los puntos (—2c, 0)
y (0, 0). En particular, esto prueba que uno de los focos de la elipse esté en el origen de coordenadas, es
decir en el centro de atraccidn gravitatorio. Por tanto las drbitas acotadas en el movimiento planetario
son elipses, uno de cuyos focos es el Sol (primera ley de Kepler).

e De laec. (2.36) y de la expresion de la excentricidad en funcién de la energia se sigue que la energia

de una 6rbita eliptica es
k? k(1 —e? k
_K (1_e2):_w:__

E=—+ .
212 200 2a
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Vemos, por tanto, que la energia solo depende del semieje mayor de la érbita (es decir, es independiente
de la excentricidad).

e El periodo 7 de las drbitas elipticas en el movimiento planetario se determina facilmente utilizando la
ley de las dreas (2.11), teniendo en cuenta que el drea de la elipse es igual a wab:

L 2 /
2—r=nab=n\/5a3/2 == r=¥\/&a3/2=2n %a3/2. (2.38)
m

En funcién de la energia, el periodo estd dado por

T = nk\/E|E|_3/2.
2

Notese que en el movimiento planetario la férmula para el periodo puede expresarse en la forma

2ma3/? 21ta3/?

T = —_ ’
vGM — \/GMg

siendo M la masa del Sol. Por tanto, el periodo de los planetas solo depende del semieje mayor de sus
oOrbitas, y es proporcional a la potencia 3/2 de dicho semieje (tercera ley de Kepler).

e Denotemos por p y p’ respectivamente la distancia del perihelio y del afelio de la elipse al origen
de coordenadas. De la ecuacién de la drbita (2.33) se sigue facilmente que la particula se halla en el
perihelio (resp. en el afelio) para & = 0 (resp. 6 = 7), y por tanto

p= :a(l—e), p/:—a :Cl(1+€)
e

1+e 1-—

e También se calcula facilmente la velocidad en cualquier punto de la 6rbita, sin méds que aplicar la ley
de conservacién de la energia:

2 k(2 1 k2
vzz—(E—V(r)):_(___) :—(1+e2+2600s9).
W w\r a L?

Noétese que la velocidad es médxima en el perihelio (8 = 0) y es minima en el afelio (6 = 1), siendo sus
valores respectivamente

k k
vpzz(l—l—e), vp/zz(l—e).

En particular, el cociente

solo depende de la excentricidad. Es también interesante muchas veces expresar la velocidad v, en
términos de p, en lugar de L. Para ello basta tener en cuenta que

2

L
a=-—=p(l+e) = L= Vkup(l+te),

kp
k
vp = ,[— (1 +e).
P\ e

Ejemplo 2.5. ;Cudl es la distancia media de un planeta al Sol? Por definicién, dicha distancia es igual a

y por tanto

(r) = 1/0 r(t)de.

T
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Teniendo en cuenta que

do
dt = — = E 1”2 d@ s
e} L
la distancia buscada es
27 3 27 d@
(r)y = = r3dg = £ — .
L Jo tL Jo (1+ecosb)3

Utilizando las ecs. (2.33), (2.36) y (2.38) se obtiene

(1 . 82)3613/2 B a(l . 62)5/2

2 /o 2%

3
po® 1 k_l; (1—e?)3a3/? =

L  2n VL

y por tanto

1 2m dé
<r> _ a(l _e2)5/21(e) , I(e) = E/(; m :

La integral /(e) se puede calcular utilizando el teorema de los residuos, siendo su valor

e2+2

1=

En definitiva, la distancia media pedida es igual a
2
e
=14+ —)a.
n=(1+%)a

2.4 Dispersion en un campo de fuerzas central. Formula de Rutherford

2.4.1 Seccion eficaz diferencial de dispersion

En un experimento ideal de dispersion (scattering, en inglés), se lanza una particula de masa m; (pro-
yectil) contra un blanco de masa m». Se supone que el proyectil y el blanco forman un sistema aislado,
y que la fuerza F15 = —F5; es conservativa®, i.e.,

8V(r1 - 1’2)

Fi2(r1,r2) = — o
1

y tiende a cero si r = |r; — ra| — o0. En otras palabras, el potencial de interaccién V' es aproximada-
mente constante si r 3> 1, y por tanto podemos suponer sin pérdida de generalidad que

lim V(r) =0. (2.39)
r—>00

Se supone que el proyectil estd a una distancia muy grande del blanco para t — —oo, por lo que F1, ~ 0
y tanto el blanco como el proyectil se mueven con velocidad aproximadamente constante. En el sistema
del laboratorio el blanco estd (inicialmente) en reposo en el origen de coordenadas, mientras que el
proyectil se mueve con velocidad u; = ue;. Conforme ¢ aumenta el proyectil interacciona con el blanco
y es desviado por éste, hasta que para t — oo la separacion entre el proyectil y el blanco tiende a
infinito, F1, es de nuevo aproximadamente nula, y ambas particulas se mueven de nuevo con velocidades
aproximadamente constantes (cf. la Fig. 2.7).

Sea i el dngulo que forma la velocidad final v; del proyectil con la velocidad inicial u; (es decir, con
el eje x), que se denomina angulo de deflexion. Para una cierta velocidad inicial u, la velocidad final vy

4Como se demostré en la Seccién 1.5.2, si F1p = —F; se sigue que el potencial V solo puede depender de ry y 15 a través
der; —rp.
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\

Figura 2.7: Experimento ideal de dispersién de una particula de masa m; por un blanco de masa m;.

depende dnicamente de la posicién inicial (para t — —oo) del proyectil en un plano P, perpendicular
al eje x a distancia muy grande (idealmente infinita) del origen de coordenadas. Dicha posicién quedara
determinada por sus coordenadas polares, es decir por la distancia inicial b del proyectil al eje x, llamada
parametro de impacto, y por su dngulo azimutal ¢ alrededor de este eje. En particular, si el potencial
de interaccion es central el angulo ¥ solo puede depender del pardametro de impacto b. Reciprocamente,
de la velocidad final v; podemos inferir la posicién inicial del proyectil en el plano P, es decir el
pardmetro de impacto b y el dngulo azimutal ¢. En realidad, en un experimento de dispersion lo que
se observa no es la velocidad final vy sino solo su direccidn v1/v; = n. Dicha direccién es un vector
unitario adimensional, es decir un punto de la esfera unidad S?, determinado por el dngulo ¥ que
forma el vector vy con el eje x y por su dngulo azimutal 8 alrededor de este eje. De hecho, si la masa del
blanco es mucho mayor que la del proyectil entonces el blanco se mueve con velocidad aproximadamente
constante para todo ¢, y por tanto el sistema del laboratorio es un sistema inercial. En dicho sistema la
ley de conservacion de la energia aplicada en t = Foo implica que
%mu2 = %mv% —— V1 =1U.

Supongamos que la direccién n de la velocidad final del proyectil estd en un diferencial de dngulo
s6lido dS centrado en el vector unitario n. Sea dA(n) el drea de la region infinitesimal del plano P
correspondiente a las posiciones iniciales del proyectil que dan como resultado una velocidad v; cuya
direccién estd en dS' (cf. la Fig. 2.8). Por definicion, el cociente

Poo

Figura 2.8: Definicién de o (m).

dA(n)
ds

o) = (2.40)

se denomina seccion eficaz diferencial de dispersion (differential scattering cross section, en inglés)
para esa direccion n. Nétese, en particular, que o (n) tiene dimensiones de drea, al ser dS adimensional.
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Si se repite un nimero muy elevado de veces el experimento de dispersion, variando aleatoriamente
el parametro de impacto y el angulo azimutal® alrededor del eje x y manteniendo la velocidad de los
proyectiles igual a uey, la probabilidad de que la direccion de la velocidad final del proyectil esté en un
cierto dngulo sdlido dS(n) es proporcional al drea dA(n) correspondiente a dicho dngulo sélido. En la
prictica, en lugar de repetir el experimento aleatoriamente se lanza un haz de particulas de la misma
masa m y velocidad ue;, y se mide el nimero de particulas dispersadas en un determinado dngulo sélido.
Si denotamos por v el nimero de proyectiles por unidad de superficie transversal a la velocidad inicial
u1, entonces el nimero de particulas dN(n) dispersadas en el dngulo sélido dS centrado en n es igual al
ndmero de particulas del haz que atraviesan la superficie d4(n), es decir

dN(m) =vdA(m) =vom)dS,

y por tanto

_ 1dN(n)
- ds -

Como dN(n) es, en principio, medible en un experimento de dispersion, la ecuacidén anterior permi-

o(n) (2.41)

jdb
AN
U dA=2m bdb

Figura 2.9: Seccion eficaz de dispersion cuando la fuerza de interaccidn entre la particula y el blanco es
central.

te calcular experimentalmente o (n). Por otra parte, si se conoce el potencial V' (r) se puede calcular el
miembro derecho de la ecuacién (2.40), lo que proporciona un valor fedrico de la seccion eficaz dife-
rencial de dispersion o (n). La comparacién de este valor tedrico con el obtenido en un experimento de
dispersion permite entonces comprobar experimentalmente si el potencial de interaccidn coincide con la
funcién V(r).

Teniendo en cuenta que d4 = bdbd¢p y dS = seny dy dB, la ec. (2.40) se puede escribir en la
forma

bldb|d¢ = o (¢, B) seny|dyr|dp

donde el valor absoluto se introduce para tener en cuenta que db/dyr puede ser negativo (por ejemplo,
si el potencial es repulsivo). Cuando el potencial de interaccion es central los dngulos azimutales ¢ y
son iguales (ya que el movimiento tiene lugar en el plano determinado por la velocidad ue; y el vector
de posicién de la particula r; cuando parte del plano P), y dA4, y por tanto o, solo depende de .
Integrando la ecuacion anterior respecto de ¢p y 8 entre 0 y 27 se obtiene entonces

b
sen Y

2nb|db| =2no(Y)seny |dy| = o(¥) = ‘% . (2.42)

Por tanto el miimero de particulas dispersadas en la direccion (Y, ¥ + dyr) es igual a

2nv senyro(y)|dy].

3Si el potencial de interaccion tiene alcance finito (es decir, si V(r) = 0 para r suficientemente grande), se sobreentiende
que el pardmetro de impacto y el dngulo azimutal se escogen de forma que la particula sea dispersada.
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Se define la seccion eficaz total de dispersion mediante
o= [ omas.
S2

donde la integral estd extendida a la superficie de la esfera unidad S2 (es decir, a todas las posibles
direcciones de la velocidad final de las particulas dispersadas). Si o (n) no depende del dngulo azimutal
¢, al ser dS = sen i di dB la expresion anterior se reduce a

Otot = 27[/n0(1/f) seny dyr .
0

De la definicién (2.40) de seccién eficaz de dispersidn se sigue que oy €s el drea total en el plano Pso
(transversal a la direccién de la velocidad inicial u;) atravesada por los proyectiles que son dispersados.
En otras palabras, el nimero total de proyectiles dispersados por el blanco es igual a no. Para poten-
ciales con alcance infinito, es evidente que oy es infinita, ya que todo proyectil es dispersado en alguna
medida por el blanco.

2.4.2 Dispersion por un potencial central

Estudiaremos en esta subseccién la dispersién de una particula de masa m por un campo de fuerzas
central repulsivo con potencial V() (cf. la Fig. 2.10). Por lo visto anteriormemte, el problema estudiado
es equivalente al de la dispersion de una particula de masa m por un blanco de masa m, = oo situado en
el origen de coordenadas (centro de la fuerza), siendo la fuerza F;, igual a

aV(|ry —r2|)
81'1 '

Fio =—

X/
b 1)\

0
Figura 2.10: Dispersién de una particula por un potencial central repulsivo (O es el origen de coordena-
das, y A el periapside).

En la Fig. 2.10 se observa que los dngulos y y y’ son iguales, ya que la 6rbita es simétrica respecto
de la linea que une el centro de la fuerza con el peridpside A. Por tanto, el dngulo de deflexién estd dado
por

v=mn—-2y. (2.43)

Por otra parte, el 4ngulo y es la diferencia entre las coordenadas angulares del punto de la 6rbita con
x = —o0 (0 = m) y el peridpside A (8 = 7 — y). Si denotamos por r¢ la distancia del periapside A al
origen, de la ecuacién (2.17) (con el signo “—”, ya que en este caso s = 1/r disminuye al aumentar el
angulo ) se sigue que®

ds

1/ro
g :/0 \/ZL—";(E— V(1/5) —s2

En la mayor parte de los libros de texto se adopta el convenio de que el proyectil se mueva de izquierda a derecha en el
sistema del laboratorio, como se ha hecho en estas notas (cf. la Fig. (2.10)). En tal caso es evidente que L y 6 son negativos, y
por tanto no se cumple el convenio de la Seccién 2.2.2 (cf. la ec. (2.10)). Siguen siendo vélidas, sin embargo, todas las formulas
obtenidas en las secciones anteriores, sin mas que cambiar L por —L. De hecho, como las ecuaciones que utilizaremos en esta
seccion solo dependen de L2, no seré preciso realizar modificacién alguna.
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Notese que el peridpside es un punto de retroceso, y por tanto rg es la (inica) raiz de la ecuacién

L
E = 5 me (2.44)
mientras que la ley de conservacién del momento angular proporciona
L = (bey) x (mue;) =— L =mub=+~2mEb. (2.45)

Efectuando el cambio de variable x = bs en la ecuacion para y se obtiene por tanto la expresién mds
compacta

(2.46)

=
\/ 1 —x2— V(b/x)
donde xg = b/rg es laraiz positiva de la ecuacién

2 Vib/x)

1—x =0.

También es interesante observar que la integral (2.46) estd extendida a todos los valores de x tales que

1—x2_ V(b/x) <

Nota. Para un potencial central atractivo V(r) el angulo de deflexién estd dado por ¥ = 2y — 7w, donde
x se calcula de nuevo mediante la ec. (2.46). En efecto, de la Fig. 2.11 se sigue que en este caso

Y=mm—-2m—y) =2y—m.

Es importante observar que cuando el potencial es atractivo el valor de ¥ puede ser superior a T, ya que
las orbitas pueden rodear una o varias veces el origen. Cuando esto ocurre, el calculo de la seccidon eficaz
diferencial de dispersion se vuelve considerablemente més complicado. Este es el caso, por ejemplo, del
potencial —k /(2r?) con k < 0 (para ciertos valores del pardmetro de impacto). Por el contrario, para
el potencial kepleriano atractivo —k /r el dngulo de deflexion siempre estd comprendido entre 0 y 7, ya
que las orbitas de energia positiva son en este caso ramas de hipérbola.

Figura 2.11: Dispersion por un potencial central atractivo (O es el origen de coordenadas y A el peridp-
side).

Ejercicio. Calcular la distancia minima al origen alcanzada por las particulas dispersadas por un poten-
cial central repulsivo V(r).
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Solucion. La minima distancia al origen r¢ alcanzada por una particula con parametro de impacto b es
la coordenada del Unico punto de retroceso de su 6rbita, determinada por la ecuacién

L2 mu?b? 1
Ulro) =E < V(r)+ 5 = V(ro) + = —mu?.

2 = 2
mry 2r0 2

Si el potencial es repulsivo, es intuitivamente claro que el minimo valor de rq lo alcanzan las particulas
con parametro de impacto b = 0. Esto también se comprueba facilmente utilizando la férmula anterior,
ya que si d es el valor de ¢ correspondiente a b = 0 se tiene

1
V(d) = Emuz >V(rg) = d<rg,

al ser V' decreciente (repulsivo). Por tanto la minima distancia al origen para un potencial central repul-
sivo V(r) se determina por la ecuacion

V(d) = %muz . (2.47)

Dicha distancia depende solo de u —es decir, de la energia del haz dispersado—y, de nuevo por el caracter
repulsivo del potencial, disminuye al aumentar dicha energia.

Ejemplo 2.6. Hallemos la seccién eficaz de dispersién por el campo central f(r) = k/r3, conk > 0.
En este caso V(r) = k/(2r?), y por tanto el dngulo y esta dado por

/xo dx
= —=.
0 1—y2x2

donde

k k
= 4/1 = /1 4+ — =1/y.
4 \/ + 2b2E \/ + mu2b?’ Yo /v

Efectuando el cambio de variable yx = £ se obtiene

1Y at LN " ) (1 l)
1=—| ——=;C =n—=2y=n{l-—]).
yJo J1-§£2 2y Y

La seccidn eficaz de dispersion o () se calcula facilmente utilizando la férmula (2.42). En efecto, de la
ecuacion anterior para  se obtiene

T T e T T e yen

4

m W2o/(7° k)

10f

0.1
0.01f

0.001}

4

3r
2 n

z z
4 2

Figura 2.12: Seccién eficaz de dispersién por el potencial central V(r) = k/(2r?) (nétese que la escala
del eje vertical es logaritmica).
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y por tanto

|
= cscyr

2mu?

w2k (m—vy)cscy

C omu? Y2Q2n— )2

=2y 2n —y)(n — ) —2(n — ¥)°
Y2 (2n — )2

(cf. la Fig. 2.12). En este caso la distancia minima al origen se determina por la ecuacién

1, k [k
M (d) 2d? mu?’

(m—y)escy
Y22n—y)?

Nétese que para ¥ — 0 la seccion eficaz diferencial de dispersion es divergente, ya que

1 db?
o(y) = ECSCW ‘W

y por tanto

o(y) = (nd)?

ntd?
o(y) wio prER

mientras que para { — T se tiene
2

d
O—(vf) w:rn ; '
Ejercicio. Hallar o () para el potencial del ejemplo anterior utilizando la ecuacién de sus 6rbitas (cf. el
Ejemplo 2.1).

Ejemplo 2.7. Calculemos la seccién eficaz de dispersion de una particula de masa m por una esfera
impenetrable de radio a, fija en el origen de coordenadas.

Evidentemente, si b > a las particulas no son dispersadas, por lo que supondremos que b < a. En
tal caso el potencial estd dado formalmente por

00, r<a
V(r) =
, r>a,
y por tanto
00, x>b/a
V(b/x) =
0, x<b/a.
Al ser b < a, teniendo en cuenta que la distancia minima al origen es obviamente ro = a y que

V(b/x) = 0para0 < x < b/a, la ecuacion (2.46) proporciona
bla  4x

A= T

0 V1—x?

De la ec. (2.42) se sigue entonces que

=arcsen(b/a) = b =aseny =asen (g — %) =acos(y/2).

acos(y/2) a 2

o) =" e/ =

independiente de . Por tanto en este caso la seccidn total de dispersion estd dada por
2 T
a 2
0t0t=2n7[ seny dy = ma“,
0

de acuerdo con el hecho de que los proyectiles que viajan a distancia mayor que a del eje x no son
dispersados.
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AN
b [ F \

Figura 2.13: Dispersion de una particula por una esfera impenetrable de masa infinita.

Otro método: De la Fig. 2.13 se sigue que’

v =7n-28, b=asenﬂ:asen(g—%)=aCOS(W/2),

que es la ecuacion hallada anteriormente para b en funcién del dngulo de deflexion . O

2.4.3 Formula de Rutherford

Consideremos a continuacién la dispersion de una particula de masa m por un potencial kepleriano
repulsivo V(r) = k/r, con k > 0. Este es, por ejemplo, el potencial de interaccién entre dos cargas
puntuales g1 y ¢» del mismo signo, siendo en este caso k = g1¢g2/(4megp). La trayectoria seguida por la
particula se puede obtener a partir de la ecuacion (2.33), cambiando k por —k:

—B L? 2EL2
T T ecos(d—6o) p ¢ +

R > 1 )

mk mk?

donde la energia y el momento angular estdn dados en funcién de m y b por las ecs. (2.44) y (2.45).
Tomando 6y = 7 se obtiene la expresién més sencilla

B

"= ecosf —1

que es una (rama de) hipérbola cuyo eje es la recta y = 0. Como r = 0, el dangulo 8 en la ecuacién
anterior ha de variar entre — arc cos(1/e) y arc cos(1/¢). Por tanto las asintotas de la hipérbola forman
un angulo arc cos(1/e) con el eje x, que en este caso es la linea que une el origen con el peridpside (el
punto (B/(e — 1), O), correspondiente a @ = 0); cf. 1a Fig. 2.14. Por consiguiente

y = arccos(l/e) = é = cos y = cos (g — %) = sen(y/2),

de donde se sigue que
2EL?

e%4=m&wpy4=mﬂwn=7ﬁ7

7En efecto, al ser central el potencial la fuerza ejercida por la esfera cuando la particula choca contra ella esté dirigida segiin
la normal a dicha esfera en el punto en que tiene lugar la colisién. Por tanto la tinica componente de la velocidad del proyectil v
que cambia tras la colisién es la normal a la esfera. Ademds, por la ley de conservacién de la energia se conserva v = vf_ + vﬁ,

y por tanto vi. De esto se sigue que v cambia de signo tras la colision, lo cual es equivalente a la igualdad de los dngulos
formados por la velocidad del proyectil con la normal a la esfera antes y después de la colision.
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Figura 2.14: Trayectoria de una particula en el potencial kepleriano V(r) = k/r, con k > 0.

De las expresiones (2.44) y (2.45) se obtiene

2EL?  mPu*b? , k2 )
2 52 — b = 2 cot“(y¥/2).

Al ser cot(y/2) = 0 (yaque 0 < ¢ < m), de la expresion anterior se sigue finalmente la relacion

k
b =—= cot(y/2). (2.48)
mu
Sustituyendo esta expresion en la ec. (2.42) se llega facilmente a la expresion

k% cot(y/2) 1

k2
O'(l//) = W W 5 CSCZ(W/Q,) = W CSC4(¢'/2) , (249)

que es la famosa formula de Rutherford (cf. la Fig. 2.15). La distancia minima al origen alcanzada por
las particulas dispersadas por el potencial kepleriano repulsivo estd dada por la ecuacién (2.47), es decir

ko1, 2%k
o — 4=
d 2mu mu?

En funcién de esta distancia, la seccién eficaz diferencial de dispersion se expresa mediante la férmula

o(y) = T esct(y/2).
El comportamiento asintdtico de o () estd dado en este caso por
2 2

d
o) inW’ o(y) 16

Ejercicio. Deducir la relacién (2.48) utilizando las ecs. (2.43)-(2.46).

Solucion. En este caso

L2 Yo kx 2kx k> ( k )2
— X J— — — [ s

- —x2=1— 2 2=
E bE o mu2b o +
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Figura 2.15: Seccién eficaz de dispersion por el potencial V(r) = k/r, con k > 0 (la escala del eje

vertical es logaritmica).

por lo que es conveniente efectuar el cambio de variable

k k2
1+ ——5 &

X — =
mu2b m2u4b?

en la integral (2.46). Entonces

SRS I P

m2u4h2

y por tanto

L g B ¢

X = ——— = — —arcsenép,
g J1—-82 2

siendo &g el valor de & para x = 0:

fo = k/(mu?b)

RN
m2u4h?

(Nétese que el limite superior de la integral, correspondiente al valor x = xgp, no es mds que la raiz
positiva de la ecuacién 1 — £2 = 0.) Utilizando ahora la ec. (2.43) se obtiene

k? k?
Y =2arcsenfy — & =sen(y/2) — Pyl (1 + m) sen”(y//2)

k? k
m = tanz(lﬁ/Z) — b= W COt(W/Q.) s

al ser ¢ € [0, m].

Ejercicio. Probar que para el potencial kepleriano atractivo V(r) = —k/r, con k > 0, la seccion eficaz
diferencial de dispersion también estd dada por la férmula de Rutherford (2.49).

Solucion. En primer lugar, para el potencial kepleriano atractivo las 6rbitas de energfa positiva son ramas
de hipérbola (cf. la Seccién 2.3.1), y por tanto no rodean el origen. Por consiguiente podemos aplicar las
ecs. (2.42)-(2.46), teniendo en cuenta que, al ser el potencial atractivo, el dngulo de deflexion ¥ es igual
a2y — 1. De la ecuacién de la 6rbita (2.33) se sigue que este caso y = arccos(—1/e), y por tanto

1

—— =cosy = cos(E + K)z —sen(y/2) — 1 = sen(y/2),
e 2 2 e
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como antes. El resto del cilculo es idéntico, ya que la férmula para la excentricidad depende de k2, y por

tanto ) 41n
5 m“u*b

ef—1l=—— = b=

k2 mu?

cot(y/2).,

como en el caso repulsivo.

Ejemplo 2.8. ;Cuadl es la seccion total de dispersion hacia atrds O'é)bt) en la dispersion de una particula

por el potencial V(r) = k/r (con k > 0)?

Por definicién de seccion eficaz de dispersion, O't(ot? es el area de la region del plano P, de donde
proceden los proyectiles que son dispersados hacia atrds. Si un proyectil es dispersado hacia atrds, su
angulo de deflexién Y varfa entre 1t/2 y 1. De la ec. (2.48) se sigue entonces que el parametro de
impacto b de los proyectiles dispersados hacia atras estd comprendido entre k/mu? (correspondiente
ay = w/2)y 0 (correspondiente a Y = m). En otras palabras, son dispersados “hacia atras” los
proyectiles que parten a distancia menor o igual que k/mu? del eje x en el plano P. Por tanto la
seccion eficaz pedida serd igual al drea de una circunferencia de radio k /mu?, es decir a

(b) . :I'lfk2

tot — .
o m2u#

Evidentemente, el mismo resultado se obtiene utilizando la férmula de Rutherford:

tot /2 m2u? /2 sen3(lﬂ/2) m2ut /4 sen3 o
k> 1 /2 ntk?

m2u* sen?a | /4 T om2ut’

El resultado anterior fue de gran importancia en la historia de la Fisica. En efecto, a principios del
siglo XX se crefa que la carga positiva del nicleo atdmico estaba distribuida uniformemente (este es
el llamado “modelo del pudding de pasas” de J. J. Thomson). Para comprobar esta hipdtesis, Ernest
Rutherford ide6 un experimento que consistia en lanzar un haz de particulas « (niicleos de He™ ™) contra
una ldmina muy fina (para evitar colisiones multiples) de 4&tomos de oro. Al ser la masa de las particulas
o« mucho mayor que la de los electrones —que, segin el modelo de Thomson, se moverian en el fondo
uniforme de la carga positiva de los nicleos—, dichas particulas no deberian ser apenas dispersadas. En
1909 Hans Geiger y Ernest Marsden realizaron este experimento bajo la direccién de Ernest Rutherford,
y para su sorpresa hallaron que un nimero pequefio pero no nulo de particulas « eran dispersadas incluso
en dngulos préximos a 180°. Rutherford, Geiger y Marsden dedujeron correctamente que este hecho era
debido a las colisiones individuales de las particulas o con las cargas positivas de los nicleos de Au, que,
al contrario de lo predicho por el modelo de Thomson, deberian estar concentradas en una regién muy
pequeiia. De hecho, el valor tedrico hallado anteriormente para ot(obt) permite hallar una cota superior al
radio a del nicleo de Au. En efecto, si v es la densidad de particulas o del haz por unidad de superficie
transversal entonces el nimero de particulas « dispersadas hacia atrds estd dado por

k? 4N ®)
N® = vatg? I _ TV 2 = d= .
m2u? 4 14

Como la distancia d de maximo acercamiento de las particulas « al nicleo de Au ha de ser mayor o igual
que su radio a, de la férmula anterior obtenemos la acotacién

4N ()
a < .
TV




Capitulo 3

Formulaciones lagrangiana y
hamiltoniana de la Mecanica

3.1 Introduccion al calculo variacional

3.1.1 Problema fundamental del calculo de variaciones

El problema fundamental del calculo de variaciones (en su versién mds sencilla) es el de hallar los
extremos de una funcién de la forma

F[y]=/2f(x,y<x),y/(x>)dx ( d), G.1)

1 T dx
donde f : R3 — R es de clase C? y la funcién y : [x1, x2] — R debe cumplir las condiciones
y(x) =y,  y(x2) =y (3.2)
con y1, y2 fijos. Desde el punto de vista matemaético,
F:C?*([x1,x2]) > R
es una funcién cuyo dominio es el espacio C?([x1, x2]) de funciones escalares y : [x1, x2] — R de clase

C? (derivables dos veces con continuidad) en el intervalo [x1, x2] que satisfacen la condicién (3.2). En
otras palabras, a cada funcién y : [x1, x2] — R, que podemos identificar con su grafica

{(x,y(x)) x1<x < xz} C ]Rz,

la aplicacion F le asocia el nimero dado por el miembro derecho de (3.1). Una funcién de este tipo,
cuyo dominio es un conjunto de funciones, recibe el nombre de funcional. A la funcién f que aparece
en la ec. (3.1) se le denomina densidad del correspondiente funcional F.

Ejemplo 3.1. ;Cuadl es la curva plana de menor longitud que une dos puntos dados?

Denotemos dichos puntos por (x;, y;) (i = 1,2), y supongamos que x; # x» (lo que siempre es
posible escogiendo adecuadamente las coordenadas). Si nos restringimos, por sencillez, a curvas que
sean la grafica de funciones y : [x1, x2] — R entonces el problema propuesto es el de hallar el minimo

del funcional longitud
x2
W= [ 1y
x1

con la condicién (3.2).

61
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Ejemplo 3.2. Problema de la braquistocrona. Una particula de masas m se mueve en un plano vertical
a lo largo de una curva de extremos fijos (x1, y1) y (x2, ¥2), con x1 < xp e y1 > y». /Para qué curva es
minimo el tiempo que emplea la particula en recorrer la distancia entre ambos puntos?
Como la fuerza de reaccién de la curva sobre la particula es perpendicular a dicha curva, y por tanto
no realiza trabajo, se conserva la energia:
1

Emvz—i—mgy:E.

Si la curva es la grafica de una funcién y(x), el diferencial de tiempo a lo largo de dicha curva esta dado

por
ds V14 y'(x)?

di=— = .
Vo2 (E-mgy()

Por tanto el problema propuesto es el de hallar el minimo del funcional (proporcional al tiempo de

recorrido)
X2 1 / 2 E
oly] = / [ g, (yo = —) (33)
x1 \ Yo—y(x) mg

con la condicion (3.2). Nétese que de la conservacion de la energia se sigue que y < yo, y que yo = y1
si la particula estd inicialmente en reposo.

Ejemplo 3.3. Principio de Fermat. ;Cudl es la trayectoria seguida por un rayo luminoso al pasar de un
punto (x1, y1) a otro punto (x5, y2) en un medio 6ptico plano con indice de refraccioén n(x, y)?

Segin el principio de Fermat (en la aproximacion de la Optica geométrica), la trayectoria del rayo
luminoso que une los puntos (x1, y1) y (x2, y2) es la curva para la cual el tiempo empleado por la luz
en recorrer la distancia entre ambos puntos es minimo. Supongamos, de nuevo, que x; # X y que la
trayectoria es la grafica de una funcién y(x). Por definicién de indice de refraccion, la velocidad de la
Iuz en un punto (x, y) del medio esta dada por

v(x,y) = ——,
n(x,y)
siendo ¢ la velocidad de la luz en el vacio. Como
d d
dr = il =n(x,y)—s,
v(x,y) ¢

el problema propuesto es equivalente al de determinar el minimo del funcional (proporcional al tiempo

de recorrido)
x2
Ly] = f n(x,y(x))\/l + y/(x)? dx, (3.4)

1
de nuevo con la condicién (3.2). El funcional (3.4), que tiene dimensiones de longitud, se denomina
longitud optica. Obsérvese que si el indice de refraccion es constante £ es proporcional al funcional
longitud del primer ejemplo, y por tanto el camino seguido por la luz es la curva de menor longitud
que une los puntos (x1, y1) y (x2, y2). Nétese también que si el indice de refraccién es proporcional a
(yo — y)_l/ 2 ]a trayectoria seguida por la luz es la braquistécrona del ejemplo anterior.

3.1.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Para resolver el problema fundamental del cdlculo de variaciones formulado en la subseccion anterior
procederemos esencialmente del mismo modo que se hace en Andlisis real para determinar los extremos
de una funcién ordinaria R — R. La idea es que en ambos casos los extremos son los puntos (funcio-
nes en este caso) para los cuales se anula en primer orden la variacién sufrida por la funcién cuando
incrementamos infinitesimalmente su argumento.
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Mais precisamente, supongamos que y(x) es un extremo (maximo o minimo) del funcional (3.1) con
la condicién (3.2). Sea 1(x) una funcién cualquiera (de clase C?) que cumple

n(x1) = n(x2) =0, (3.5)

de modo que para todo ¢ € R la funcién y, = y + en satisface las condiciones (3.2). Las funciones
Ye(x) (con & € R) forman una familia uniparamétrica que contiene al extremo y(x) para ¢ = 0. Mas
informalmente, si € es pequefio podemos pensar en las funciones y.(x) como pequeiias variaciones del
extremo y(x). En cualquier caso, si restringimos el funcional F a estas funciones obtenemos una funcion
de una variable

X2

g(e) = Flysl = / £ (v (@) + en(x). ' (x) + o7/ () dx

X1

que tiene un extremo en ¢ = 0. Sabemos que una condicién necesaria (aunque en general no suficiente)
para que esto ocurra es que g’(0) = 0. Calculando la derivada g’(¢) se obtiene:

X2 a
€ = [ £l + o).y () + e ()

X2 T 0
-/ [%(w(x)+en(x),y/(x)+en(x>)n(x>+a—f,(x,yu)wn(x),y/(x)+en(x))n/(x)] ax

y por tanto

/ 2 rof / af / /
g'0) = ——(x, y(x). y' () n(x) + == (x, y(x). y'(x)) 1 (x) | dx.
x; Loy dy
Por consiguiente, si la funcién y(x) es un extremo del funcional F con las condiciones (3.2) debe satis-
facer o ras o

Z(x,y(x), v (x x) + ==
[ sy +
para cualguier funcién n(x) que cumpla (3.5). La ecuacion (3.6) se puede simplificar integrando por
partes el dltimo sumando, ya que

(x. y(x), ¥ (x)) n/(x)] dx =0 (3.6)

x2 9
f O ey (). y'(0) 7 () dx

L0y
X2 X2 8
- [T neog (@) ax

X1 1

X2 9
= [ a0 (o) ) ax.

1

e
= a—yl(x, y(x),y (X)) n(x)

donde se ha utilizado la condicién (3.5). Utilizando esta tltima ecuacién en (3.6) se obtiene finalmente

2 rof / d (of /
—(x, X)),y (x)) — — = (x,y(x),y (x x)dx =0. 3.7
[ [ - (@) [ 6)
Como dicha condicién ha de verificarse para cualquier funcién n que cumpla (3.5), el término entre
paréntesis ha de anularse idénticamente en el intervalo [x1, x2], es decir el extremo y(x) ha de satisfacer
la ecuacion de Euler-Lagrange

(b)) - ey w) =0 vieknl 69

e Es importante recordar que la ecuacion de Euler—Lagrange (3.8) es una condicién necesaria, pero en
general no suficiente, para que y(x) sea un extremo del funcional F. Hablando con maés precision, las
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soluciones de dicha ecuacién son los puntos criticos de F (del mismo modo que los puntos en que se
anula la derivada de una funcién R — R son los puntos criticos de dicha funcién). Por este motivo, a las
funciones y(x) que satisfacen la ec. (3.8) se les denomina extremales del funcional (3.1).

e Si (como estamos suponiendo) la funcién f es de clase C2, la ec. (3.8) se puede escribir en la forma
equivalente

Pf g, P L Pf o

dy’2 + dydy’ Y axdy’  dy
En particular, si se cumple la condicién
2 f
ay/2 7_é 0

la ecuacién anterior es una ecuacion diferencial ordinaria de 2° orden en la funcion incégnita y. Para
hallar los extremales del funcional F', se deben afiadir a dicha ecuacion las condiciones de contorno (3.2).

e Multiplicando el miembro izquierdo de la ecuacién de Euler—Lagrange (3.8) por y’ se obtiene
d daf af d af aof af d aof af
y/__/_y/_:_ y/_/ _ /__y//_/:_ y/—,—f + L
dx dy dy  dx dy dy dy dx dy dx

Por tanto, la ecuacién de Euler—Lagrange se puede escribir en la forma equivalente

d/ ,of aof

—|y' = - — =0. 39
dx (y ay’ f) + ox 39)

En particular, si f no depende explicitamente de x (es decir, si es funcién tnicamente de y e y’), se
conserva la funcién entre paréntesis en el miembro izquierdo de (3.9):

i) d
2 =0 = h=y - — f =const. (3.10)
0x ay’

Se dice en tal caso que la funcion / es una integral primera de la ecuacion de Euler—Lagrange (3.8),

ya que cuando & se conserva dicha ecuacion de segundo orden es equivalente a la ecuacioén de primer
orden (3.10).

e Del mismo modo, si f no depende de y de la ec. de Euler-Lagrange se sigue que se conserva la
derivada de f respecto de y':
af 0 af

5 = :} a—y/ = COnSt. (311)

Ejemplo 3.4. Los problemas enunciados en los Ejemplos 3.1-3.2 se resuelven facilmente utilizando la
ecuacion de Euler—Lagrange. En efecto, en el caso del funcional longitud la ec. (3.11) proporciona

of _ ¥

W' 1+ y72

Por tanto y(x) = ax + b, donde las constantes a y b han de elegirse de modo que se cumplan las
condiciones (3.2). En consecuencia, la curva de minima' longitud es la linea recta.
En cuanto al funcional (3.3), la ec. (3.10) proporciona

2
(_‘/y_ -1+ y’z)(yo =)V ==+ )72 (yg — y)71/? = const.
1+y/2

Elevando al cuadrado se obtiene

22 2k —
Y=+ Q= YO EY
Yo—y Yo—y

IStricto sensu, s6lo hemos probado que la linea recta es un extremal del funcional longitud.

=const. =—> )y’ = const..
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y por tanto
Yyo—Yy
X —Xx9==% —d
0 / 2k? —yo + y
con xq constante. Efectuando el cambio de variable
yo —y = 2k?sen’ 6

se obtiene

20 cos
x—xo = F4k> / 9 = / sen® 6 df = F2k> / (1—cos 26) df = Fk2 (26—sen 26).
COS

Las ecuaciones paramétricas de la curva buscada son por tanto
x = xo F k*(20 — sen26), y = yo —2k%sen? 0 = yo — k2 (1 — cos 20),

Estas son las ecuaciones de una cicloide descrita por una circunferencia de radio k, donde las constantes
X0 y k deben de nuevo determinarse imponiendo que se cumplan las condiciones (3.2).

Ejemplo 3.5. La ecuacién de Euler—Lagrange para el funcional (3.4) se escribe
i(n/(x’y) y’) — 1+ Intx.y) _
dx \ /1 + y”2 dy
Esta ecuacién se puede expresar en una forma mas compacta teniendo en cuenta que
d ds\ ' d _1/2 d
S (2 — =1 72 —
ds (dx) dx ( + ) dx

donde s es la longitud de arco a lo largo de la trayectoria del rayo luminoso. De esta forma obtenemos la

ecuacion
d dy an(x,y)
—|n(x,y)— )= ——"-"—.
ds ds dy

En particular, si el indice de refraccion no depende de la coordenada y la ecuacidn anterior proporciona

dy n?(x)y? , k
n(x) s 11,2 y o) k2

Por tanto en este caso la ecuacién de la trayectoria es

ny / dx

Yy =>Yo —
Vn?(x) — k2

En particular, si

n(x):n—o (ng >0, x>0)
X

entonces
_ 1 2 2 2 ”(2)
y—yozik/ dy=F - \n2 k22 = 2+ (y—yo)?=-2.
/nd — k2x2 k k
0

Por tanto las trayectorias de los rayos de luz son en este caso arcos de circunferencia con centro en el eje
Y. O
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Estudiaremos a continuacién una versién mds general del problema fundamental del cdlculo de va-
riaciones, en que el funcional F' depende de n funciones y1, ..., y, de una variable real x. Equivalen-
temente (y mds ventajosamente desde el punto de vista notacional), ' depende de una Unica funcién
vectorial y = (y1,...,¥n) : R &> R", Mds precisamente, consideremos el funcional

Fly] = / C F (e ¥,y () dx (3.12)

1

cuyo dominio son las funciones y : [x1, x2] — R” de clase C? en el intervalo [x1, x2] que satisfacen las
condiciones andlogas a (3.2):

y(x1) =y1. y(x2) =y2, (3.13)

para ciertos vectores fijos y1,y> € R”.
Al igual que antes, para determinar los extremos de dicho funcional efectuamos una variacién

Ye(x) = y(x) + en(x)

alrededor de un extremo y(x), donde la funcién vectorial = (71, . .. ,) ha de satisfacer

n(x1) =n(x2) =0 (3.14)

para que y. cumpla las condiciones (3.13) para todo . Restringiendo el funcional F a la variacién y,
obtenemos, como antes, la funcion de una variable

X2

g(e) = Flys] = / £ (0o (). Yo() dx

X1

cuya derivada en ¢ = 0 debe anularse. Calculando dicha derivada e integrando por partes teniendo en
cuenta las condiciones (3.14) se obtiene facilmente la expresion

» 2T d 9
¢'(0) = / | ;[a—i(x,y(xxy’(x))—m—fg(x,y(x),y’(x))] mi(x). (3.15)

Como esta expresion debe anularse cualesquiera que sean las funciones 7; que cumplan las condicio-
nes (3.14), concluimos que los extremos del funcional (3.12) deben satisfacer las n ecuaciones de Euler—
Lagrange

—— ——— =0, i=1,....n. (3.16)
De nuevo, dichas ecuaciones son sélo condiciones necesarias para que la funcion y(x) sea un extremo del

funcional F. Por este motivo a las soluciones de (3.16), que son los puntos criticos del funcional (3.12),
se les denomina de nuevo extremales de dicho funcional.

e Desarrollando las ecuaciones (3.16) se obtiene

0 f - 2f 2 f  Of
> > =

Vi Vi — =0, i=1,...,n.
ay;ay;. J dyjdy; 7 dxdy. Iy

j=1 Jj=1

Por tanto, si el hessiano de la funcién f respecto de las variables y; no se anula idénticamente, es decir

S1 )
0
det (%) 7_é 0,
ayiayj 1<i,j<n

las ecuaciones de Euler-Lagrange (3.16) son un sistema de n ecuaciones de 2° orden en las n funciones
yi (i =1,...,n), al que deben afiadirse las 2n condiciones de contorno (3.13).
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e ;Qué ocurre si f no depende de la variable independiente x? Multiplicando el miembro izquierdo de
la ec. de Euler—Lagrange (3.16) por y; y sumando en i se obtiene

n n
d af d af af
/ /
2 -2 2 — E A 2L —0.
— e dy; — Vi 3y ~ dx <i=1y’ dy; ) + dx
Por tanto, si f no depende explicitamente de x se conserva la funcion

h_Zyl__f

i=1

También es evidente que si f es independiente de la variable y; se conserva la derivada de f respecto
de y;:
af

= const.
dyi

(o5
~N

e Sillamamos
8y(x) = en(x)

a la variaciéon de la funcién y(x) (donde la funcién vectorial  cumple las condiciones (3.14)) entonces

SFy] zei

—| Flvd =g

e=0

es la variacién del funcional F a primer orden en . De la ec. (3.15) se deduce que podemos escribir
dicha variacion en la forma compacta

X2 8f ,
Pyl = [ 3 ¥0.¥ ) By dx. .17
x1
siendo por definicién
g _af  dof

Sy =9y " dx iy (3.18)

8
La funcién (vectorial, de n componentes) SL (x,y,Y’) se denomina derivada variacional de la densidad
y

f . En particular, con esta notacion las ecuaciones de Euler—Lagrange (3.16) del funcional (3.12) expresan
simplemente la anulacion de la derivada variacional de su densidad f:

0Fy] =0 — % =0. (3.19)

e Consideremos dos funcionales de la forma (3.12) con densidades f1 y f> que difieren en la derivada

total respecto de x de una funcioén g(x,y):

dg(x,y)  adg(x.,y) ,
+ y
ax ay

d d
fxyy) = filx,y,y) + —g(x.y), —g(x,y) =
dx dx

Entonces

2 dg(x,y)

Rhl-AN= [ %

dx = g(x1.y(x1)) — g(x2,¥(x2)) = g(x1.y1) — g(x2.y2),

1

en virtud de las condiciones (3.13) que deben satisfacer las funciones y(x). Por tanto los funcionales
Fy y F, difieren en una constante, y en consecuencia tienen los mismos extremales. Por consiguiente
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las ecuaciones de Euler-Lagrange de las densidades f1 y f> han de ser equivalentes, ya que tienen las
mismas soluciones. De hecho, dichas ecuaciones son idénticas, ya que

d dg  dg . §dg 9 dg d 9 (dg\ 9d dg d dg
dy; dx  dy; Sy;dx  dy; dx  dx dy; \ dx © dy; dx dx dy;

y por tanto (al ser la derivada variacional obviamente lineal)
8 _8h  8dg _8h
Sy Sy Sydx Sy

En otras palabras, dos densidades que difieren en una derivada total dan lugar a las mismas ecuaciones
de Euler—Lagrange.

Ejemplo 3.6. Hallemos la ecuacion de las trayectorias seguidas por la luz en un medio 6ptico de indice
de refraccion n(r).

Segin el principio de Fermat, la trayectoria del rayo luminoso que une dos puntos ry,r> € R3 ha
de minimizar el tiempo empleado por la luz en recorrer la distancia entre ambos puntos. Si u es un
pardmetro cualquiera a lo largo de dicha trayectoriay r = (x1, X2, X3) se tiene

ds
)
du ),

donde la prima indica derivada respecto de u. Por tanto la trayectoria buscada ha de minimizar el funcio-
nal longitud 6ptica (proporcional al tiempo de recorrido)

{r] = /uzn(r(u))\/r’z(u) du

con las condiciones

r(u;) =rp, r(uz) =ry;

nétese que en este ejemplo u juega el papel de x y r el de y. Las ecuaciones de Euler—Lagrange de este
funcional son por tanto

/
(L () ) v (1) Gy
du \ dx; 0x; du \ /y2 0x;

Teniendo en cuenta que
1 d d

12 @ - ds ’

las ecuaciones anteriores se pueden escribir en la forma mds geométrica siguiente:

d dr an
—\n—)=—.
ds ds ar

Por ejemplo, si el indice de refraccion depende sélo de r (es decir, si el medio 6ptico es esféricamente

simétrico) entonces
d dr on , r
rxn—|=rx—=n)rx—-=0,
r

ds ar

y por tanto la trayectoria del rayo luminoso estd contenida en un plano que pasa por el origen de
coordenadas.
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3.2 Principio de Hamilton en sistemas sin ligaduras

3.2.1 Principio de Hamilton para una particula

Consideremos, en primer lugar, el movimiento de una particula de masa m sometida a una fuerza irrota-
cional

av(t,r
F(t,r) = — ¢, r) . (3.20)
ar
Las ecuaciones de Newton son en este caso
.. 1% .
mx; = ——, i=1,2,3, (3.21)
0x;

donde de nuevo hemos denotado por x; alai-ésima componente del vector de posicion. Nos preguntamos
si las ecs. (3.21) son las ecuaciones de Euler—Lagrange de algtin funcional

%)
/ L(t,x(r), k() dt .
151

(Noétese, de nuevo, que en este caso ¢ juega el papel de x, rel de yy L el de f.) Aunque es facil
responder afirmativamente a esta pregunta simplemente por inspeccién, se puede proceder del siguiente
modo. Escribiendo las ecuaciones (3.21) en la forma

d v
— (mx; — =0, i=1,2,3,
dr ( l) + ax;
vemos que basta hallar una funcién L (¢, r, ) que verifique las ecuaciones
aL . aL 1% 123
. = mx;, =7 1 =1,2,5.
0x; ! 0x; 0x;
Integrando primero las tres ecuaciones para — se obtiene
Xi
L=-V+g(,r),
y sustituyendo a continuacién en las restantes ecuaciones queda
ad
=i, =123,
0x;
lo que determina la funcién g:
1
g = Emi‘z +h(t).
Por tanto la funcién mads sencilla con la propiedad buscada es
1
L=-mi*?=V(tr)=T-V(,r). (3.22)

2

La funcién L recibe el nombre de lagrangiano del sistema. Hemos probado por tanto el llamado prin-
cipio de Hamilton en su version mas sencilla:

La trayectoria seguida por una particula de masa m sometida a la fuerza (3.20) que se desplaza de un
punto r1 en el instante t1 a otro punto Ty en el instante t, es un extremal del funcional

S[r] = /ttz L(t.x(r), k(1)) dt (3.23)

1
con las condiciones
I’(Zl) =T, l‘(lz) =Tr.

El funcional (3.23) recibe el nombre de accion. Nétese que la accidn tiene dimensiones de energia x
tiempo, ya que L (al igual que 7" o V') tiene dimensiones de energia.
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3.2.2 Principio de Hamilton para un sistema de particulas

El principio de Hamilton se extiende sin dificultad a un sistema de N particulas, siempre que la fuerza

total F; que actie sobre cada particula sea irrotacional:
avit,ry,...,TN)

- or; ’

En otras palabras, es facil comprobar que las ecuaciones de Newton del sistema:

av(t,ri,...,ry)

Fi(f,r1,...,TN) = i=1,...,N. (3.24)

mit; = — or; , i=1,...,N,
son las ecuaciones de Euler—Lagrange de la accién
%3
S[rl,...,rN]:/ L(t.r1(2),....eN(t),F1(2),....EN (1)) dr, (3.25)
5]

siendo en este caso el lagrangiano

N
. . 1 .
L(t,ry,...,ry,F1,..., k) =T =V(t,ry,...,TN) = EZmiriz —V(,ry,...,ry). (3.26)
i=1
En efecto, agrupando las tres ecuaciones de Euler—Lagrange correspondientes a la coordenada r; se obtiene

JGOL 0L 4O WV A Y
At or; or; T dr or; or; T Y or; - Lo

que es la ecuacion del movimiento de la i -ésima particula.

Se verifica por tanto la siguiente versiéon mas general del principio de Hamilton:

La trayectoria seguida por un sistema de N particulas sometidas a la fuerza (3.24) es un extremal de la
accion (3.25) con las condiciones

ri(t)) =ri1,....ran(t1) =ry1, ri(tz) =ri2,....ry(t2) =rya2.

e El principio variacional de Hamilton se suele denominar también principio de minima accién, ya
que en la préactica totalidad de los casos de interés las trayectorias de un sistema mecénico resultan ser
minimos de la accion (al menos localmente).

e Del principio de Hamilton y de las leyes de conservacion de las ecuaciones de Euler—Lagrange discu-
tidas en la subseccién anterior se deduce que si el lagrangiano (3.26) no depende del tiempo se conserva
la funcién
N 9L N
e~ ] — VN _ _ —

Zr, i L—Zm,ri L=2T—(T-V)=T+YV,

i=1 =1
que no es otra cosa que la energia del sistema. Este resultado concuerda con el obtenido en la Sec-

cién 1.5.2, ya que L es independiente del tiempo si y sélo si el potencial V' no depende de ¢, en cuyo
caso la fuerza (3.24) que actda sobre el sistema es no sélo irrotacional sino, de hecho, conservativa.
e Del mismo modo, si el lagrangiano L no depende (por ejemplo) de la coordenada x de la particula i,
.. 0L aL
es decir si — = 0, entonces se conserva ——:
Xi Xi
oL L
— =0 =— — = const.
0x; X
Notese que este resultado no es mds que la ley de conservacion de la componente x del momento de la

particula i, ya que
oL oT )
— = =mX;.
ax; 0 '

Evidentemente, el mismo resultado es valido para las coordenadas y; o z;.
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3.2.3 Covariancia de la formulacién lagrangiana

Una de las grandes ventajas de la formulacién lagrangiana de la Mecénica es su covariancia bajo cambios
de coordenadas. Mas concretamente, consideremos de nuevo el movimiento de una particula de masa
m sometida a una fuerza irrotacional, cuyas ecuaciones del movimiento son los extremales de la ac-
cion (3.23). Si expresamos el lagrangiano L en un sistema de coordenadas curvilineas (q1,4¢2,43) = q,
es decir si

L(t’r9i‘) = Lq(t’ q’ (.I) ’

entonces la accion de una trayectoria cualquiera r(z) de la particula, que en las coordenadas ¢; estard
dada por la funcién q(¢), se puede expresar en la forma

1)
Sir] = /t La(t.q(0).q(0) dr

que a partir de ahora escribiremos abreviadamente como

15
S = / Lg(t,q,q)dr .
t

1

Por el principio de Hamilton, las ecuaciones de la trayectoria en el sistema de coordenadas curvilineas
(91, q2.q3) son las ecuaciones de Euler—Lagrange correspondientes al lagrangiano L4, es decir

doL, 0L4

dt 9g;  dg;

=0, i=1,2,3. 3.27)

Ejemplo 3.7. Ecuaciones del movimiento en coordenadas esféricas.
La energia cinética de una particula de masa m en coordenadas esféricas (7, 6, ) es
1 .
Emi‘2 = % (72 + 12602 + r?sen? 6 ¢?)
(cf. la ec. (1.4)). Por tanto el lagrangiano en dichas coordenadas (que llamaremos por sencillez L, en
lugar de L) estd dado por
L=T—-V(@r6,¢) = %(ﬂ 1262 £ r25en20¢2) — V(t,r,0,9).

Las ecuaciones del movimiento de la particula en coordenadas esféricas son por consiguiente

daL AL . 2 29000 OV

arar oy i mr® et 4+ 5 =0

doL dL d ,. 14

Eﬁ_@ =ma(r29)—mrzsen90059¢2+%=0, (3.28)
doL oL > 2 v

it 0 =0

TRV, m- (r“sen” 0 ¢) + P

Si el potencial V no depende de la coordenada azimutal ¢ entonces se conserva

oL
— = mrzsenzecp,
d¢

que es la componente z del momento angular. En efecto,

L =re, x m(fe, + réeg +rsenfgey) = mrzée¢ —mr?senfgey, e, =cosfe, —senfeg

— L,=L-e;=mr’sen’0¢.
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Si, ademads, el potencial tampoco depende de 6, entonces la fuerza es central (aunque no necesariamente
conservativa), y por lo tanto el movimiento tiene lugar en un plano que pasa por el origen. Para deducir
este resultado a partir de las ecuaciones de Euler—Lagrange (3.28), supongamos, por sencillez, que el
momento angular de la particula no es nulo, y tomemos el eje z de modo que parat = 0 los vectores r y
I sean perpendiculares a dicho eje. Entonces 6(0) = w/2,y

z=rcos =—> Z=rcosf—rfsenf —> Z(O)zOz—r(O)é(O) — 0(0)=0.

Por tanto x
0(0)=m/2, 60)=0 — 0() =7, Vi,

lo que demuestra que el movimiento tiene lugar en el plano 6 = 1 /2. En efecto, sustituyendo 6 = /2
en las ecuaciones del movimiento quedan sendas ecuaciones en r y ¢ tnicamente:

wvier)
ar

d
mi —mrg? + 5 (mr?¢) =0. (3.29)

Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias,
la solucién de las ecuaciones del movimiento que satisface las condiciones iniciales

0(0) = g 6(0) =0,
junto con

r(0) =ro, 7(0)=ro. ¢0)=¢o. ¢0)=a¢o (3.30)

es 6 = m/2, junto con la solucién (r(z), ¢(¢)) de (3.29)—(3.30). Nétese también que utilizando la con-
servacion de la componente z del momento angular las ecuaciones (3.29) se reducen a

2
14 n aV(,r) _0

mr?¢ = const. = £, mit — —
mr ar

Por tltimo, si el potencial V' no depende de ¢, es decir si V' es funcién sélo de (r, 8, ¢), se conserva
la funcién
JaL - 0L oL .
H =r'T+9£—i—gba—,—L=m(r'2+r292+r2sen20gb2)—L:2T—(T—V):T+V,
r @

que no es otra cosa que la energia del sistema.

Ejercicio. Comparar las ecuaciones (3.28) con la 2% ley de Newton escrita en coordenadas esféricas
(cf. las ecs. (1.5)).

Solucion. Basta tener en cuenta que

wo_av o rw
o or " r a0 rsenf dp -

3.2.4 Lagrangiano de una particula cargada en un campo electromagnético

Deduciremos a continuacién la formulacién lagrangiana de las ecuaciones del movimiento de una parti-
cula de masa m y carga e en un campo electromagnético de potenciales @(¢,r) y A(z,r). Como vimos
en el Capitulo 1, las ecuaciones del movimiento son

mi = —e 8;¢+8_A +erx (VxA).
or at
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Como?

A | A 09 . JA | a . dA
—E-FrX(VXA)——E-Fa(rA)—Er—a(rA—a,

podemos reescribir las ecuaciones del movimiento en la forma
d . 0 .
— (mr+eA)+e—(®—-1r-A)=0
dr ar

Estas ecuaciones son las ecuaciones de Euler-Lagrange de un lagrangiano L(z,r, ) si
aL aL

: J .
ﬁzmr+eA, a_e&(r-A—cD).

Integrando la segunda ecuacién obtenemos
L=e(r-A—®)+g(r),
y sustituyendo en la primera queda

g . 1
— = —= = — s
al_‘ mr g 2mr

a menos de una funcién arbitraria de . Hemos obtenido por tanto el siguiente resultado:

Las ecuaciones del movimiento de una particula de masa m y carga e en un campo electromagnético de
potenciales @(t,r) y A(t,r) son las ecuaciones de Euler—Lagrange del lagrangiano

L(t,r,F) = %mi’z—ap(t,r) +ef-A(t,r). (3.31)
Noétese que podemos escribir el lagrangiano anterior como
L=T-U,
donde el potencial U estd dado por
U(t,r, k) = e[@(t.r) —F-A(t,1)] (3.32)

y por tanto depende de la velocidad.

3.3 Sistemas con ligaduras

3.3.1 Movimiento de una particula sobre una superficie

El caso mds sencillo de sistema mecdanico con ligaduras es el de una particula de masa m sometida a
una fuerza externa irrotacional con potencial V (¢, r) cuyas coordenadas r satisfacen en cada instante la
ligadura (restriccién)

o, r)=0. (3.33)

En particular, si ¢ no depende de ¢ entonces la particula estd obligada a moverse en la superficie de
ecuacion ¢ (r) = 0. A pesar de que la fuerza externa es irrotacional, es preciso tener en cuenta la fuer-
za de reaccion FO (¢, r, F) que ejerce la superficie de ligadura (3.33) en cada instante, por lo que las
ecuaciones de Newton son en este caso

o % =FO@,r,r). (3.34)

0A
2Por definicién, r I es el vector definido por
r
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(Son estas ecuaciones del movimiento las ecuaciones de Euler—Lagrange de algtin funcional?
Para responder a esta pregunta, introduzcamos dos coordenadas independientes (q1,42) = qenla
superficie (3.33). Por ejemplo, si
pt.r) =1 —a(t)?, (3.35)

que es la ecuacion de una esfera de centro el origen y radio variable a(t) = 0, podemos utilizar las
coordenadas esféricas g1 = 0, g2 = ¢. De esta forma se puede especificar la posicion de la particula en
cada instante ¢ mediante el valor q(¢) que toman las coordenadas generalizadas ¢; en dicho instante.
Indicaremos (con un ligero abuso de notacién) la relacién entre las coordenadas generalizadas g; y las
coordenadas cartesianas r en la forma general

r=r(,q); (3.36)
por ejemplo, en el caso de la ligadura (3.35) la funcién r(z, q) = r(z, 0, ¢) esta dada por
r(t,0,¢9) = a(t)(senf cos ¢, sen 6 sen g, cos H) .

Nétese que las tres coordenadas cartesianas x; no son independientes, puesto que estdn ligadas por la
relaciéon (3.33), mientras que las dos coordenadas generalizadas ¢; si los son. Vamos a suponer que las
ligaduras son ideales, es decir que la fuerza de ligadura en cada instante t es perpendicular a la corres-
pondiente superficie instantdnea de ligadura ¢ (t,r) = 0. Para formular analiticamente esta condicion,
nétese que los dos vectores
Jr(z. q)
9qi

son tangentes a la superficie de ligadura en el punto de coordenadas q en cada instante ¢, y de hecho
forman una base de dicho plano tangente. Por tanto la ligadura es ideal si la fuerza de ligadura verifica
la condicion

’ i:172a

9
F“)-a—r=o, i=172. (3.37)
qi

Proyectando la ecuacion del movimiento (3.34) sobre el plano tangente a la superficie de ligadura se
obtienen entonces las dos ecuaciones

or dV odr
Fr—+——=0, i =1,2,
" 9qi T o aqi :
o0 equivalentemente
. or av )
mir—+ — =0, i=1,2. (3.38)
dgi ~ 9g;
Derivando la relacién (3.36) respecto de ¢, ¢; y §; se obtienen las identidades?
. or N or | . or or or 0°r N ?r . d or (3.39)
r—= — ~ . = ) - = = 1. 5. ’ °
T 0  Oq;° g 0dg  Oq0q dr B

y por tanto

.. or d(/. or . df or d/. or . or dad (1., Ja (1.,
r—=—\|r—|-r—|\—|=—7|t—/F—)|-T7—=—7—F[z")——(=zr"). (340
aq; dr aq; dr \ dg; dr aq; aq; dr 9g; \ 2 agi \ 2

Por consiguiente las ecuaciones (3.38) se pueden escribir en la forma

da (1 L\ o (1 .
S (Cmi2)- S(mir-v)=0, =12,
dr 36],‘ 2 aQi 2

3Utilizamos de nuevo la notacién

) Jar . .
%q—zaqjqj, i q—j:Z dq;
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o bien, teniendo en cuenta que V' no depende de ¢,

d o

dr 0g;
Estas son las dos ecuaciones de Euler—Lagrange del lagrangiano L. = T — V, donde se sobreentiende
que la energia cinética T y la potencial V han de expresarse en funcion de (t,q, q) utilizando la re-

lacion (3.36) y su derivada respecto de t (cf. la ec. (3.39)). El célculo anterior demuestra por tanto el
siguiente resultado fundamental:

d
T—V)—a—q(T—V)zo, i=1,2. (3.41)
1

El principio de Hamilton sigue siendo vdlido en este caso si la ligadura es ideal —i.e., si la fuerza de
ligadura F® satisface la condicién (3.37)— v el lagrangiano L = T — V se expresa en funcion de las
coordenadas generalizadas q; y sus derivadas. En otras palabras:

La trayectoria q(t) seguida por la particula entre dos puntos de coordenadas generalizadas q1 (en el
instante t1) y (2 (en el instante t) es un extremal de la accion

1)
Slq) = /t L(t.q(0). 4(0)) di

1

sujeta a las condiciones q(t1) = q1, q(t2) = qa, donde el lagrangiano L estd dado por

. . 1 (orq) | orq) .\
L(t.q.4) = T(t.q.q) = V(t.x(t.q) = 5 m + q) —V(.rr.q).
2 ot aq
Nota. A partir de ahora, escribiremos de forma abreviada (con un ligero abuso de notacién) V(z, q) en
lugar de V (¢, x(t. q)).

e Si la condicién de ligadura (3.33) es independiente de t —que es el caso mds comun en la practica—,
la fuerza de ligadura ha de ser perpendicular a la superficie de ligadura

¢(r) =0

en todo punto de la misma. Por otra parte, como las trayectorias de la particula estdn contenidas en la
superficie de ligadura su velocidad r es fangente a dicha superficie en cada instante. Por tanto la condicién
de ligadura ideal implica en este caso que*

FO(x@r), #()) -t(t) =0, Vi, (3.42)

y en consecuencia el trabajo W1, realizado por la fuerza de ligadura cuando la particula se desplaza
entre dos puntos cualesquierary = r(ty) yra = r(t2) es nulo:

t
Wia = / §.0 (r(2),1(2)) - () dr = 0. (3.43)
131

Reciprocamente, si la fuerza de ligadura cumple esta tltima condicion para toda trayectoria r(¢) entonces
se verifica la ec. (3.42), lo que implica que la fuerza de ligadura es perpendicular a la superficie en cada
punto (ya que cualquier vector tangente a dicha superficie puede considerarse como el vector velocidad
de una trayectoria de la particula). En resumen, hemos demostrado el siguiente resultado, que es un caso
particular del llamado principio de los trabajos virtuales:

Cuando la condicion de ligadura es independiente del tiempo, la ligadura es ideal —y, por tanto, se
verifica el principio de Hamilton— si y solo si la fuerza de ligadura no realiza trabajo a lo largo de
cualquier trayectoria de la particula.

e El principio de los trabajos virtuales se puede generalizar al caso en que la ligadura depende explicita-
mente de ¢ sustituyendo en su enunciado las trayectorias de la particula por los llamados desplazamientos
virtuales, que son por definicién curvas enteramente contenidas en la superficie de ligadura en un instante
fijo t cualquiera.

4Si la ligadura es independiente del tiempo, la fuerza de ligadura no puede depender explicitamente de t, y es por tanto
funcién dnicamente de r y ¥.
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3.3.2 Sistema de N particulas con ligaduras

Consideremos a continuacién el caso mds general de un sistema de N particulas sobre las que actia la
fuerza irrotacional (3.24), sujetas ademds a las / < 3N ligaduras independientes’

gi(t.r1,....tN) =0, i=1,...1. (3.44)

Este tipo de ligaduras, en las que no intervienen las velocidades de las particulas, se denominan holono-
mas. El vector
x=(r1,...,ry) € R3N
que representa el estado del sistema ha de moverse por tanto en cada instante ¢ sobre la superficie
de R3N —variedad, en lenguaje mas matemdtico— especificada por las ecuaciones (3.44). Como di-
cha variedad tiene dimensiéon 3N — [ = n, se pueden introducir en ella n coordenadas independientes
(g1,....9n) = q, en términos de las cuales las coordenadas cartesianas x se expresardan mediante una
cierta funcién x(z, q):
X =x(t,q).

En otras palabras, el estado del sistema en cada instante estd univocamente determinado por el valor
de las n coordenadas q; en dicho instante, que reciben el nombre de coordenadas generalizadas. Se
dice entonces que el sistema posee n grados de libertad. En particular, la trayectoria del sistema que-
da especificada por una curva q(z) en el espacio R” en que varian las coordenadas generalizadas ¢;,
Ilamado espacio de configuracion del sistema. Es importante notar que, mientras que las coordenadas
cartesianas X de las particulas no son independientes (ya que estan ligadas por las relaciones (3.44)), las
coordenadas generalizadas q si 1o son.

De nuevo, supondremos que las ligaduras son ideales, es decir que la fuerza de ligadura que actiia
sobre las particulas

FO@x% = (FP0,x%),... . FP@,x %) e R?
es ortogonal a la variedad de ligadura en cada instante. Matemdticamente, al ser los n vectores
Ix(t, q)
oqi

una base del espacio tangente a la variedad de ligadura en cada punto, la condicién anterior se expresa
mediante las relaciones

i=1,...,n,

9
F(€>-£:0, i=1.....n. (3.45)
i

Como en el caso de una particula visto en la subseccion anterior, cuando las ligaduras (3.44) son inde-
pendientes del tiempo la condicién anterior es equivalente al principio de los trabajos virtuales, segin el
cual las fuerzas de ligadura no realizan trabajo a lo largo de cualquier trayectoria del sistema, es decir

N
FOUx % k=Y FOUr, ...t dr... iy) 1 = 0.

i=1
En estas condiciones —es decir, si las ligaduras son ideales y las restante fuerzas que actdan sobre el
sistema son irrotacionales—, procediendo como en la subseccién anterior se puede demostrar que sigue
siendo vdlido el principio de Hamilton:
La trayectoria ((t) de un sistema de particulas sujeto a ligaduras holénomas ideales entre dos estados
qi (ent =t1) yqa (ent = t3) es un extremal de la accion

1)
Slq) = /t L(t.q(0). 4(0)) di

1

con las condiciones q(t1) = q1, q(t2) = qp, donde el lagrangiano L = T — V ha de expresarse en
términos de las coordenadas generalizadas q y sus derivadas.

SMatemdticamente, la independencia de las ligaduras (3.44) es equivalente a la condicién de que el rango de la matriz
jacobiana de la funcion ¢ = (¢1, ..., ¢;) respecto de las 3N variables x = (ry,...,ry) seaigual a/ en todo punto.
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Ejercicio. Demostrar en detalle el resultado anterior.

Demostracion. Las ecuaciones del movimiento del sistema se pueden escribir en forma vectorial como
sigue:

1%
(mifr,...omyEy) + o = F©
X

0x
Proyectando en la direccién del vector San y teniendo en cuenta (3.45) se obtiene
qi

. 0x BV 0x rj 14
ye = =0, i =1,...,n.
(mlrl mNrN) a aX aqj JZl J J 8q1 aql ! n

De las ecuaciones (3.40) (con r; en lugar de r) se sigue entonces que

i d 0 (1,)_ 9 (1 )]+ W AT b
mi| —— _——= —— = — = 1 = cee, .
j=1 PLdr 9g;\2 g i dg;  drdg;  9qi Y

Como V' no depende de q, las ecuaciones anteriores se pueden escribir en la forma

d oL 0L :
—— - — =0, i=1,...,n
dr 9g; aq;
Estas son, efectivamente, las ecuaciones de Euler—Lagrange del lagrangiano L =T — V. O

Por lo que acabamos de ver, para hallar las ecuaciones del movimiento de un sistema mecénico de
N particulas sujeto a [ ligaduras holénomas ideales (siendo las fuerzas restantes irrotacionales) basta
proceder de la forma siguiente:

1. Introducir n = 3N —[ coordenadas generalizadas independientes (g1, ..., ¢,) = q en la variedad
de las ligaduras (3.44).

2. Expresar la energia cinética

N
T = Zmii'iz

i=1

y la potencial V' en términos de (¢, q, q), obteniendo asi dos funciones T'(¢,q,q) y V (¢, q).

3. Las ecuaciones del movimiento del sistema en las coordenadas generalizadas g; son las ecuaciones
de Euler-Lagrange del lagrangiano

L(t’q’(D = T(t’q’q) - V(f»(l),

es decir

e Una de las ventajas de la formulacién lagrangiana en sistemas con ligaduras es que, como acabamos
de ver, no es necesario conocer las fuerzas de ligadura para hallar las ecuaciones del movimiento. De
hecho, una vez halladas estas ecuaciones las fuerzas de ligadura pueden calcularse mediante la férmula
) 1%

FO =

—_ mll’l + —
31‘,‘

que no es otra cosa que la segunda ley de Newton aplicada a la particula i.
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3.4 Leyes de conservacion

Consideremos a continuacion un sistema mecanico de lagrangiano L(¢,q, q), siendo q = (¢1,...,qn)
n coordenadas generalizadas. Llamaremos momento canonico conjugado de la coordenada ¢; a la
derivada parcial de L respecto de la correspondiente velocidad generalizada ¢;

aL
pi = e (3.46)
qi
La ecuacion de Euler-Lagrange de la coordenada ¢; es entonces
) aL
pi=o. (347)
qi

Diremos que la coordenada g; es ciclica (o ignorable) si L no depende de dicha coordenada, es decir si

oL

— =0.
9qi

De la ec. (3.47) se sigue entonces la siguiente ley de conservacion: si la coordenada q; es ciclica, se
conserva el momento canonico conjugado correspondiente a dicha coordenada.
Por otra parte, si L no depende de ¢ hemos visto en la Seccién 3.1.2 que se conserva la funcién

°. . AL
Y Gi———L. (3.48)
o %

que utilizando la definicién de los momentos conjugados p; podemos escribir como

n
Y pidi—L=H. (3.49)
i=1

La funcién H recibe el nombre de hamiltoniano del sistema. En muchos sistemas mecanicos la energia
cinética es una forma cuadrdtica en las velocidades generalizadas, es decir es de la forma

n
T = % Z aij(t.q)giqj .,  con ajj = aji,
i,j=1
y L = T — V(t,q). Un sistema mecanico de este tipo se denomina natural. La mayor parte de los
sistemas vistos hasta ahora —con la importante excepcién del lagrangiano de una particula cargada
en un campo electromagnético (3.31)— son naturales. En un sistema mecénico natural, los momentos
generalizados estan dados por

n
pi:Zaij(t,q)qj, i=1,...,n,
Jj=1

y el hamiltoniano del sistema es simplemente

n
H= ) ajt,@¢igj—L=2T—(T-V)=T+V.
i,j=1

Por tanto en un sistema mecdnico natural, el hamiltoniano es igual a la energia del sistema. En par-
ticular, en este tipo de sistemas la conservacion de H —que ocurrird si los coeficientes a;; y V' son
independientes de #— no es otra cosa que la ley de conservacién de la energia.



Leyes de conservacion 79

Ejemplo 3.8. Consideremos, en primer lugar, el lagrangiano de una particula de masa m en coordenadas
cartesianas r = (x1, X2, x3), dado por

1
L= 5mi~2 —V(,r).

En este caso
pi = o = mx;,
0x;
y por tanto el momento candénico conjugado de la coordenada x; es la componente i del momento lineal.
Consideremos a continuacion el lagrangiano de una particula de masa m en coordenadas esféri-
cas (r, 0, ¢), dado por

L= % (7% + 1202 + r? sen’ 0 02 —V(t.r0,9), (3.50)

para el cual
2

pr = mr, Do = mr20, Dy = mr sen®0¢ . (3.51)
En este caso la energia cinética (el término entre paréntesis) depende de r y de 6, por lo que p, y pg no
se conservan aunque V' sea independiente de r o 6. Sin embargo, si V' no depende de ¢ entonces L es
independiente de dicha coordenada, y por tanto en este caso se Conserva py:

1%

% =0 =— py = const.
Como sabemos, p, es la componente z del momento angular de la particula. Por otra parte, al ser la
energia cinética cuadréatica en las velocidades generalizadas el hamiltoniano del sistema coincide con la
energia T + V', como vimos en el Ejemplo 3.7. Por tanto, si L no depende de ¢t —o, lo que es lo mismo,
si el potencial V' es independiente del tiempo—, se conserva la energia.

Consideremos, por dltimo, el lagrangiano (3.31) de una particula de masa m y carga e que se mueve
en el seno de un campo electromagnético de potenciales @(¢,r) y A(z, r). El momento candnico conju-
gado correspondiente a la coordenada x; es ahora

oL )
pi = — =mx; +eAi(t,r).
0x;
Notese, por tanto, que en este caso el momento candnico y el lineal son en general distintos. En particular,
si L no depende de la coordenada x;, es decir si

00 A

= 0,
Bxi ax,-

se conserva p; pero no necesariamente m.x;. El hamiltoniano del sistema estd dado por

3
1
H=Zpi)'c,-—L=(m1"+eA)-1"—L=m1"2—|—el"-A—L=Emi'z—l—eq).

i=1

Por tanto en este caso H es la suma de la energia cinética y la electrostitica de la particula. Si L no
depende de t, es decir si

09  0A

B
entonces se conserva H. Aunque el sistema no es natural, podemos interpretar también en este caso H
como la energia total. En efecto, si A no depende de ¢ la fuerza eléctrica es conservativa (con potencial
ed(r)), y por tanto H es la suma de la energia cinética y la energia potencial de la fuerza eléctrica.
Pero esta es la energia total de la particula, ya que la fuerza magnética no realiza trabajo al ser siempre
perpendicular a la velocidad de la particula. O
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e Las leyes de conservacion que hemos estudiado en esta seccidén son todas ellas un caso particular del
llamado teorema de Nother:

Supongamos que la accion de un sistema mecdnico con lagrangiano L(t,q, q) es invariante bajo la
familia a un pardmetro de transformaciones

f=t+ebt(t,q) + O(?), 4 =q+e8q(t.q) + O(?),
es decir que
-~ . dq\ . .
L Z’q’ﬁ dt = L(t,q,q)dr.

Entonces se conserva la funcion

1(,q.q) = péq— Hér.
aL
donde p = E

Demostracion. Escribiendo la condicion de invariancia de la accién en la forma equivalente

~qud .
L ,— L(t,q,9),
(qd)dt (t,9.9)

derivando respecto de ¢ y haciendo € = 0 se obtiene

0 . . dq i dr
2 L(t,(],—(,l.)-i-L— ol
0¢ | o—o dr 0€ | =g dt
_8L8+8L8+8L8 dq L8 df_() (3.52)
oot aq 0q 0e|,—q d7 08 |pup dt T
Por otra parte,
dr d 0 dr d
— =14¢e—8t+ 0(? — — = —6t,
dr +8dt TOE) = 0e|,—p dt  dt
y
dqg (di\ldq [di\'/. d )
(= — == —4 0
di (dt) d (dt) (q+8dt 4+ 0E)
0 dq d d dr d
= — =94 — =9 —8t
¢ | g df a1 qaeaodt ar *1 q
Sustituyendo en la ec. (3.52) y utilizando las ecuaciones de Euler—Lagrange se obtiene:
aL d d d
0=—48t+ps —8q—pq— 8t + L6t
ot TP q+pdt 17Pdy, * de
d dL dL d d dH OdL
dq — Hét — ————(pq) )ét = —(pdqg — Hét —+ — )ét.
dt(pq ) - (dl ot dt(pq)) dt(pq )+(dt +8Z)

Es inmediato comprobar que el dltimo término es nulo en virtud de las ecuaciones de Euler—Lagrange:
dH .. oL dL . aL\. 9oL  OL
O

Ejemplo 3.9. Consideremos un sistema de N particulas sometidas a una fuerza irrotacional generada
por un potencial V(¢,ry,...,ry) invariante bajo rotaciones alrededor de un eje n. Si tomamos el eje z
en la direccién del vector n, el potencial V' verifica

V(t,F1,... FN) = V(. T1,....TN),
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siendo
cose —sene 0
ri = R(e)r;, R(¢) = [|sene cose O
0 0 1

Entonces el lagrangiano L = T — V del sistema es invariante bajo la transformacién
f=t, r; = R(e)r; ; I1<i<N, (3.53)

ya que la energia cinética es obviamente invariante bajo cualquier rotacién. Como f = ¢, también la
accion es invariante bajo la transformacién (3.53) ;Cudl es la cantidad conservada asociada a esta inva-
riancia de la accidon? Para responder a esta pregunta, desarrollamos (3.53) respecto de ¢ obteniendo

f=t, F =1 +eAr; + 0(?); 1<i<N, (3.54)
donde
0 —1 0
A=R©O)=[1 0 0
0 00
Como

Ar; = (—yi, x;,0) =e; X1 =nxr;,

podemos reescribir las ecuaciones (3.54) en forma vectorial como sigue:
f=t, Fp=ri+enxr + 0(3); 1<i<N.

Luego en este caso
§t =0, §r; =nxr; + 0(?); 1<i<N,

y la cantidad conservada asociada a la invariancia de la accion bajo rotaciones alrededor del eje n es por

tanto
N N N

oL .
1 :Za—,Sri—O-H=Zm,~r,--(nxri)=n-2m,-rixri =L-n,

r;

siendo L el momento angular total del sistema.

Ejercicio. Calcular la cantidad conservada (¢, q, ) asociada a la invariancia de la accién bajo las dila-
taciones espacio-temporales

f=2%, d=Ag (>0, acR). (3.55)

Solucion. Como en la formulacién del teorema de Nother el pardmetro ¢ = 0 corresponde a la trans-
formacién identidad, hacemos A = ef en las ecuaciones (3.55). Desarrollando a primer orden en ¢ se
obtiene entonces

i =e%t=t+eat+ 0(e?), q=¢c’q=q+eq+ O(e)?.
Por tanto
5t = at, 0q =q,

y la cantidad conservada asociada a la invariancia de la accidn bajo las transformaciones (3.55) estd dada
por

) JdL
1(t,q,9) :qa—,—atH.
q

Notese que la accién es invariante bajo las dilataciones (3.55) si el lagrangiano L verifica la condicién

- d -
L(t,q, d_?) df = L(A%, Aq. A'74q)A%dr = L(t,q, q) dr ,
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es decir si se transforma bajo dilataciones como
LAY, Aq AT %q) = A7%L(1.q.9) .

Supongamos, por ejemplo, que el sistema es natural. En tal caso la condicién anterior se escribe

1 " . 1. ., © .
ST Y @O A qid; — VAT AQ = SAT ) aii (. @)dig; — AV (L Q).
i,j=1 L,j=1

Igualando el coeficiente de ¢;¢; en ambos miembros se obtiene
A2, (A% Aq) = A%yt q) = ai; (A%t Aq) = A% %a;j(t,q)

y por tanto
VA%t Aq) = A7V (t,q).

Por ejemplo, si la matriz a;; es constante entonces & = 2, y por tanto
VA%t Aq) = A2V (1. q) .

Consideremos, por ejemplo, el caso de una particula de masa m que se mueve bajo el potencial
central V(r) = k/(2r?), con k # 0. En este ejemplo se conservan la energia 7 + V = E y la funcién

. ) der o, 5 1
I =mrr—2Ht =mrr—2Et = —|-mr“-—Et° | = -cm,
dr\2 2

con ¢ constante. Integrando respecto de ¢ se obtiene la ley del movimiento de la coordenada r:

1 1 1 2F
Em’"2=§m”§+§mct+Et2 == r=\/rg+ct+?t2,

donde ro = r(0). El movimiento de la coordenada angular 6 (en el plano del movimiento) se obtiene
facilmente integrando la ley de conservacion del momento angular:

L? [t dr L? ! dt

O0=6+— | =0+ — ,
m Jo r? m Jo r2 +ct + 2542

B0 = 6(0).

De hecho, esta integral se puede evaluar en términos de funciones trigonométricas, racionales o hiperbo-
licas, segiin el discriminante ¢2 — (8E rg /m) del polinomio que figura en el denominador sea positivo,
cero o negativo (ejercicio). Nétese, para finalizar, que la constante ¢ se puede expresar facilmente en
términos de las condiciones iniciales evaluando la constante del movimiento / en ¢t = O:

1
Ecmzlzmrf—Etz}t:():mror'o = ¢ = 2roip, Fo = 7(0).

3.5 Formulacion hamiltoniana de la Mecanica
3.5.1 Ecuaciones candnicas de Hamilton
Las ecuaciones de Lagrange de un sistema mecdanico:

————=0, (3.56)

aln cuando son mds versatiles que las ecuaciones de Newton, adolecen de dos inconvenientes. En primer
lugar, no estdn en forma normal, es decir las derivadas segundas §; no aparecen despejadas en funcién
de (¢, q, q). En segundo lugar, son ecuaciones de segundo orden, por lo que dos soluciones q1(¢) y q2(?)
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—es decir, dos trayectorias del sistema— pueden intersecarse en el espacio de configuracidon extendido
R x R" de las variables (z, q) sin violar el teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Ambos inconvenientes se resuelven si se consigue expresar las ecuaciones (3.56)
como un sistema normal de primer orden. Dado que dichas ecuaciones son de primer orden en los
momentos candnicos conjugados p;, la forma mds natural de conseguir este objetivo es utilizar como
variables dependientes q = (¢1,...,9n) YP = (P1,..., Pn), en términos de las cuales las ecuaciones
de Lagrange se escriben
dg _ . dp _

aL
=q, — =—(t,q,q). 3.57
o ¢ o 8q( q.9) (3.57)

El problema es que en el miembro derecho de estas ecuaciones aparece (, que ha de expresarse como
una funcion de (t, q, p) utilizando la relacion

oL )
p= a—.(r,q, q. (3.58)
q

Noétese que, por el teorema de la funcion inversa, para que esto sea posible (al menos localmente) debe
cumplirse la condicién

api 92L
det(ﬁ) =det( it ) £0. (3.59)
g, 1<i,j<n 94i 04 1<i,j<n

Por ejemplo, puede probarse que dicha condicién se cumple automaticamente para un sistema mecéanico
natural (cf. la Seccién 3.4).

Para resolver el problema de expresar el miembro derecho de las ecuaciones (3.57) en términos de
(z,q,p) es esencial estudiar como depende el lagrangiano L de estas variables. La diferencial de L,
considerada como funcién de las variables (¢, q, q), estd dada por

dL = dr + Ld + d'—aLdt—i-aLd + pdq (3.60)
= o 9q ‘17T 3¢ Y17 % 9q (1T P ‘
Teniendo en cuenta que
pdq=d(pq) —qdp.
de (3.60) se obtiene

. L L _
d(pq—L)de:—Wdt—a—qdq—i-qdp. (3.61)

Si en la férmula anterior sustituimos ¢ por su expresion en términos de las variables (z, q, p) el hamilto-
niano H se convierte en una funcién H (¢, q, p), cuya diferencial es el miembro derecho de (3.61). Las
derivadas parciales de H (, q, p) respecto de las variables (z, q, p) son entonces los coeficientes de dz,
dq y dp en (3.61), es decir:

0H 0L 0H 0L oH . (3.62)
o o’ aq oq  op ¥ '
Se sobreentiende que en el miembro derecho hay que expresar ¢ en funcién de p utilizando la rela-

cién (3.58). De las ecs. (3.62) se deduce que las ecuaciones de Lagrange (3.57) son equivalentes al
siguiente sistema de primer orden en las variables (q, p):

. O0H ) o0H
q=——(.q,p), p=—-——(@,q,p), (3.63)
op dq

donde ahora (q, p) son variables independientes y (q,p) sus derivadas respecto de ¢. Las ecuaciones
(3.63) son las llamadas ecuaciones canonicas de Hamilton.

Nota. En Matematicas, el paso de las coordenadas y velocidades generalizadas (q, q) a las variables ca-
noénicas (q, p), donde q y p estdn relacionadas a través de (3.58), recibe el nombre de transformacion
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de Legendre. Este tipo de transformaciones son muy usadas, entre otras dreas de la Fisica, en Termodi-
ndmica.

e Para escribir las ecuaciones candnicas de Hamilton de un sistema mecdnico con lagrangiano L(z, q, q)
se puede proceder de la siguiente forma:

1. Hallar los momentos canénicos conjugados
oL ) _
pi=a—.(t,q,q), i=1,...,n.
qi

2. Utilizar las ecuaciones anteriores para despejar las velocidades generalizadas ¢; en funcién de los
momentos candnicos p;:

Gi=q¢it.qp). i=1,...n. (3.64)

3. Calcular el hamiltoniano del sistema

H(t’q?p) = pq_L?
donde se han de utilizar las ecs. (3.64) para expresar ¢ en términos de (¢, q, p).

4. Las ecuaciones candnicas de Hamilton se obtiene entonces a partir de las derivadas parciales de H
mediante la ec. (3.63). De hecho, las primeras n ecuaciones de Hamilton

) oH

ql - )
pi

son en realidad las ecuaciones (3.64), por lo que s6lo es necesario hallar las » restantes ecuaciones

) oH 1
| — — 9 l - b b n
Di 24
e Recuérdese que en un sistema mecdnico natural
. 0L
qG—-L=T+V.
9q

Por tanto, el hamiltoniano de un sistema mecdnico natural es la energia T 4 V' expresada en términos de
las variables (t, q, p).

3.5.2 Leyes de conservacion

De las ecuaciones de Hamilton se sigue que si el Hamiltoniano H es independiente de alguna coordenada
g; se conserva el correspondiente momento conjugado p;:

JH
— =0 = p; = const.
dg;

Del mismo modo, si H es independiente del momento p; se conserva la coordenada ¢;:

oH

— =0 = ¢; = const.

api
En este ejemplo se observa ya la gran simetria entre las coordenadas generalizadas ¢; y sus momentos
Pi, que es de hecho una de las importantes ventajas de la formulacién hamiltoniana de la Mecénica.
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Por otra parte, de las ecuaciones de Hamilton se sigue que

dH _OH  OH . OH._OH  OH 0H OH OH _ OH
o0 aq YT p® T ar T oq op op 9q ot

Por tanto, si el hamiltoniano no depende explicitamente de ¢ entonces H se conserva:

o0H
W=O — H = const.

Noétese que, de la primera ecuacién (3.62):

OH 0L
ar ot

se sigue que H se conserva si L es independiente de ¢, que es la ley de conservacién ya deducida en la
formulacion lagrangiana.

e Una ventaja de la formulacién hamiltoniana de la Mecdnica sobre la lagrangiana consiste en el hecho
siguiente: si la coordenada q; es ciclica, es posible eliminar de las ecuaciones de Hamilton el grado de
libertad correspondiente a dicha coordenada y a su momento conjugado p;, reduciendo dichas ecuacio-
nes a un sistema de 2(n — 1) ecuaciones candnicas.
Supongamos, en efecto, que
0H
dg;
de modo que p;(t) = ¢ para todo ¢. Entonces es inmediato comprobar que las ecuaciones de Hamilton
de las restantes coordenadas y momentos son las ecuaciones canonicas del hamiltoniano

0,

H‘pizc = H(taqla"'aqi—l’qi+1s"°sq}'hpl’""pi—lacvpi-i-la"'apn)?
dependiente s6lo de las 2(n — 1) variables canénicas conjugadas (¢;, p;) con j # i. Enefecto, si j # i
se tiene

_0H
ap;j

qj

0 | )
pi=c N E <H|p,-=c) , pj = _%

Una vez resueltas dichas ecuaciones, el movimiento de la coordenada ciclica ¢; se determina sin mds que
integrar su correspondiente ecuacion de Hamilton

bpbi=c

_oH

(]i—a,

es decir
oH
CIi(t) = a_p_(tvql([)’ s ’Qi—l(t)vqi-‘rl(t)s EER CIn(t)7 Pl(t)’ CER] pi—l(t)v ¢, pi—i—l(t)’ R Pn(t)) dr.
l
Ejemplo 3.10. Hamiltoniano de una particula en coordenadas esféricas.
Como vimos en el Ejemplo 3.7, el lagrangiano de una particula de masa m en coordenadas esféricas
estd dado por la ec. (3.50), es decir

L = %(};2 + 1262 + r2sen® 0 ¢?) = V(t,r,0,¢).

Como la energia cinética es cuadritica en las velocidades generalizadas (7, 0, ¢), el hamiltoniano es
simplemente la energia total

T+V= %(f2+r2é2+r2sen29¢2)+ Vit.r.0.0),
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expresada en términos de los momentos canénicos (3.51):

pr = mr, Do =mr20, Do =mr?sen?0¢.
De estas ecuaciones se obtiene
. Dr : Po . Py
F=1 0 =22 =2 3.65
m mr? Y r2sen2 (3.65)
de donde se deduce la siguiente expresion para el hamiltoniano:
1 P2 s
H(t.r.0,9.pr.Po.Po) = =—| PE+ -2 + 55— |+ V(t.7.0,0). 3.66
( ¢ Pr-Po-Po) = 5 - (pr 2t 2?0 ( ?) (3.66)

Las ecuaciones de Hamilton son en este caso las tres ecuaciones (3.65), junto con las restantes tres
ecuaciones para las derivadas de los momentos:

, OH v 1 (, P
prz_W:_W+W(p9+sen29)’
. 0H 9V p(% cos 0
PO="%0 = 790 T mr2 sen3 6

. oH oV

o T 7

Como ya sabfamos, de la tltima de estas ecuaciones se deduce que p, se conserva si el potencial no

depende de ¢. Andlogamente, al ser
oH 9V

a o’
si V es independiente de ¢ se conserva H, que coincide con la energia del sistema.

Ejemplo 3.11. Hamiltoniano de una particula cargada en un campo electromagnético.
Como vimos en el Ejemplo 3.8, en este caso el lagrangiano (en coordenadas cartesianasr = (xp, x2, x3))
es

1
L= Em# —ed(t,r) +ei- AL, 1),
los momentos canénicos estdn dados por
pi = mx; +eA;(t,r), i=1,2,3,

y el hamiltoniano es

H = %mi‘2 +ed(t,r),
donde se entiende que hay que expresar las velocidades en términos de los momentos conjugados. Como
X = %(pi—eAi(t,r)), i=1,2,3, (3.67)
sustituyendo en la férmula para H se obtiene la expresion
H(t,r,p) = ﬁ (p— eA(t,r))2 +ed(t,r).

Las ecuaciones de Hamilton son las tres ecuaciones (3.67), junto con

OH 9d A
pi=— = e () + = (p—eAt. 1) ——(t.r),  i=123.
0x; 0x; m dx;
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El hamiltoniano anterior también se puede calcular facilmente en coordenadas esféricas (r, 0, ¢).
En efecto, sabemos que el lagrangiano es covariante bajo cambios de coordenadas, por lo que para
obtener el lagrangiano de una particula cargada en coordenadas esféricas basta expresar (3.31) en dichas
coordenadas. Como

r-A=(fe, + réeg +rsenfgey) - (Are, + Ageg + Agpey) =7 A, + réAg +rsenfpAy,,
sustituyendo en (3.31) se obtiene
L = %1(;"2 + r26% + r2 sen? 0¢?) —ed + e(i’Ar + réAg + r sen 9¢A¢,) .

Los momentos conjugados son ahora

pr = mr 4+ eAy, po = mr20 + erdy ., )2 =mrzsen29¢+ersen9A¢,
y por tanto
i 1 . 1 . 1
F=—(pr—eA;y), r = — (pg —erAy), rsenfgp = ———— (py —ersent Ay).
m mr mr sen 6

Sustituyendo en la definicién de H obtenemos finalmente
H=7Fp, +0pg+¢py— %(i’2 + 7202 + r?sen® 0¢%) + e® —e(F Ay +r0Ag + rsenfA,)

= % (’;2 + r262 + r2 sen? 0(/')2) +ed

(pg — erAg)2 4 (py —er sen@Aw)2

1
= _|:(Pr - eAr)Z + )
r

r2sen2 @

D .
m ]+e

3.5.3 Corchetes de Poisson

Llamaremos a partir de ahora espacio de las fases (o espacio fasico) al espacio R?” de las variables
canoénicas (q, p). Dado un punto cualquiera (qg, po) en dicho espacio fasico y un instante inicial #g, por
el teorema de existencia y unicidad de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden
(si el hamiltoniano H (¢, q, p) es de clase C? en las variables (q, p) para todo ¢) hay una iinica trayectoria
(q(?),p(?)) del sistema que pasa por dicho punto, es decir que verifica las condiciones q(f9) = qo,
p(to) = po). Consideremos una funcion cualquiera f(¢,q,p), y estudiemos como varia dicha funcién
cuando q y p evolucionan con el tiempo obedeciendo las ecuaciones de Hamilton (3.63) del hamiltoniano
H(t,q, p). Para ello, basta observar que

_8f+8f,+8f,_8f af 0H df oH

S = g T T o Taq e op 9q

Esto sugiere definir el llamado corchete de Poisson de dos funciones f(z,q,p) y g(¢, q, p) mediante la
expresion

af dg If 9 (9f g of 9
{fg}:_f_g__f_gEZ(_f_g_i_g) (3.68)
dq dp  dp dq  ‘{\dqi dpi  Ipi Iq;
Utilizando esta definicidn, la expresion anterior para f se escribe
. 0
f=2rim (3:69

en particular, si f no depende explicitamente de ¢ obtenemos la expresién mas sencilla

;=4 H}.
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Aplicando la expresién anterior a las coordenadas (q, p) en el espacio fasico obtenemos la siguiente
formulacién de las ecuaciones de Hamilton en términos del corchete de Poisson:

qi ={¢i.H},  pi={pi.H}, i=1...n.

Los corchetes de Poisson de las coordenadas y momentos candnicos entre si son particularmente senci-
llos:

1gi.q9;} = {pi.pj} =0, 1qi. pj} = bij , i,j=1...,n, (3.70)

donde §;; es la delta de Kronecker.
Las siguientes propiedades del corchete de Poisson se obtienen de forma inmediata a partir de su
definicion:

1. Antisimetria: {f,g} = —{g, f}. En particular, { f, '} = 0.

2. Bilinealidad: {Af+ug,h} = A{f, h}+u{g, h},donde A, u son constantes (0, mas generalmente,
funciones de #). (En virtud de la antisimetria, una propiedad analoga vale para el corchete { f, Ag +

phi.)
3. Regla de Leibniz: {fg,h} = f{g,h} + {f. h}g (y andlogamente para { f, gh}).

Por otra parte, un cdlculo largo pero sencillo demuestra que el corchete de Poisson verifica la llamada
identidad de Jacobi

{fighhy+ g hy, £} +{th fl.g} =0. (3.71)
Es inmediato probar (utilizando las propiedades elementales de las derivadas parciales) que
0 af g
e =1Ll 1nEl

Utilizando esta relacion y la identidad de Jacobi se demuestra una importante generalizacion de este
resultado, conocida como identidad de Jacobi—Poisson:

Sm =t 61
En efecto,
dyroy _ 7 %\ _ _
gtrer = g tra+ e = el + LR - e - g
_(af dg _{of g
el e ey = | e {15 ]

={f.g}+ {8}

De la identidad de Jacobi—Poisson se sigue inmediatamente el teorema de Jacobi-Poisson, de funda-
mental importancia a la hora de obtener integrales primeras de sistemas hamiltonianos: si f (¢, q,p) y
g(t, q,p) son dos integrales primeras de las ecuaciones de Hamilton (3.63), también lo es su corchete
de Poisson { f, g}.

Ejemplo 3.12. El hamiltoniano de una particula de masa m en coordenadas cartesianas es

p?
H=—+V(r),
2m
donde r = (x1, X2, x3) juega el papel de q. Hallaremos a continuacion el corchete de Poisson de dos

componentes cualesquiera del momento angular

L =rxp = (x2p3 — X3p2,X3P1 — X1P3, X1 P2 — X2 1)
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aplicando las distintas propiedades del corchete de Poisson que acabamos de enumerar y los corchetes
basicos (3.70). Por ejemplo,

{L1, Lo} = {x2p3 — X3p2,X3p1 — X1 3} = {X2P3,X3p1} — {X2P3, X1 p3} — {X3p2, X3p1} + {X3p2, X1 p3}
= —xp1 + p2x1 = L3.

Procediendo de esta forma se obtienen las importantes identidades
{Li,L;j} =Ly, (i, j, k) = permutacion ciclica de (1,2,3).

Supongamos que se conservan dos componentes cualesquiera del momento angular, por ejemplo L
yL5. Por el teorema de Jacobi—Poisson se conservara entonces la restante componente L3 = {Ly, L»}.
En otras palabras, si se conservan dos componentes cualesquiera del momento angular L se conserva
el vector L. Supongamos a continuacion que se conservan la proyeccién del momento lineal p (que en
este caso coincide con el canénico) a lo largo de una direccién n y el momento angular. Escogiendo
adecuadamente las coordenadas, podemos suponer que se conservan p; y L. Pero entonces la identidad

{p1. L2} = {p1.x3p1 —x1p3} = —{p1.x1p3} = p3

implica (por el teorema de Jacobi—Poisson) que también se conserva p3. Andlogamente, del corchete de
Poisson

{p1. L3} ={p1.x1p2 —x2p1} = {p1.x1p2} = —p2

se sigue que se conserva p,. Por tanto en este caso se conserva el momento lineal p. O

e Ya hemos visto en la subseccién anterior que en la formulacién hamiltoniana las variables canénicas
q y p tienen un estatus idéntico. Es por ello razonable el intentar simplificar las ecuaciones de Hamil-
ton (3.63) mediante cambios de variable generales de la forma

q=4q(.q,p), Pp=p(4qp). (3.73)
El problema es que, en general, una transformacidn de este tipo convierte el sistema (3.63) en un sistema
de primer orden que no es de tipo hamiltoniano, es decir de la forma

= — p=—0 (3.74)

para una cierta funcién H(t,q.p). Se dice por ello que la transformacién (3.73) es candnica si transfor-
ma las ecuaciones de Hamilton de cualquier hamiltoniano H (, ¢, p) en las ecuaciones canénicas de otro
hamiltoniano H (¢, q, p). Un importante resultado en Mecanica hamiltoniana afirma que la transforma-
cion (3.73) es candnica si las variables q y p son canénicamente conjugadas, es decir si sus corchetes
de Poisson estdn dados por

1Gi-q;} ={pi.pj} =0, {gi.pj}y =dij . i,j=1,...,n.

Se demuestra también que siempre es posible encontrar una transformacién canénica (3.73) que convierta
las ecuaciones de Hamilton (3.63) de cualquier hamiltoniano H (¢, q, p) en las ecuaciones de Hamilton
del hamiltoniano H = 0, es decir en el sistema trivial

Gg=0, p=0.

La solucion de este sistema es evidentemente
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con (o, Po vectores constantes. La solucion general de las ecuaciones de Hamilton originales se obtiene
entonces invirtiendo las ecuaciones

q(.9.p) = qo . p(Z.q.p) = po .

e Lasrelaciones de conmutacién fundamentales (3.70) permiten establecer una analogia muy clara entre
la Mecdnica cldsica y la cudntica. En efecto, en Mecdnica cudntica las variables dindmicas (g;, pj) se
reemplazan (en la imagen de Schrodinger) por los operadores autoadjuntos

9
0 =q;, Pj=—ih—
J J J aq]

cuya actuacion sobre una funcién ¥ (q) esta dada por

0
Q)@ =@,  (PA)(Q) = —if %(q).
J

Los operadores (Q;, P;) satisfacen relaciones de conmutacion totalmente andlogas a (3.70):

d
[0i.0j]=[Pi.Pi]=0, [0Qi.Pj]= ih[g,qi] = ih §ij . (3.75)
J

Cualquier otra funcién f(q,p) estd representada en Mecdnica cudntica por un operador autoadjunto
F(Q,P) tal que

F(q.p) = f(q.p).
Este es el llamado principio de correspondencia de Bohr. Es importante observar a este respecto que, al

ser en general el producto de operadores no conmutativo, el operador F determina la funcién f, pero no
a la inversa. Por ejemplo, es facil comprobar que

FI(Q.P) = PO?P # F>(0. P) = 1 (0P + P20?)

(de hecho, Fi — F, = A?), y sin embargo fi(q. p) = f2(q. p) = ¢*p*.

El conmutador [A, B] de dos operadores A y B tiene propiedades algebraicas andlogas al corchete
de Poisson. En efecto, es obviamente antisimétrico y lineal en cada uno de sus argumentos. Ademds, si
A, By C son tres operadores entonces es inmediato probar que

[AB,C] = A[B.C] +[A,C]B. (3.76)

Esta identidad es andloga a la regla de Leibniz satisfecha por el corchete de Poisson, con la tnica dife-
rencia de que el orden en que aparecen los operadores en (3.76) es esencial para su validez. Por dltimo,
es inmediato comprobar que el conmutador verifica también la identidad de Jacobi

[[A,B],C]+ [[B,C],A] + [[C, A], B] = 0.

Si F(Q,P) y G(Q,P) son dos operadores autoadjuntos que dependen polindmicamente de (Q,P) (y
no dependen explicitamente de %), aplicando repetidas veces la ecuacion (3.76) y utilizando al final las
relaciones (3.75) se puede expresar el conmutador [F, G| en la forma

[F,G] = itK

siendo K(Q, P) un polinomio independiente de 7. De la identidad de Jacobi (3.71) y la regla de Leibniz
satisfechas por el corchete de Poisson se sigue entonces que las correspondientes funciones clésicas

f =F(q.p), g =G(q.p) y k = K(q,p) satisfacen
{f.gy=k.
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En otras palabras, el conmutador en Mecénica cudntica determina el corchete de Poisson en Mecénica

clasica via la relacion .

IR

El paso contrario (de los corchete de Poisson en Mecdnica cldsica a los conmutadores en Mecdnica
cudntica) no es univoco en general, ya que como hemos visto distintos operadores autoadjuntos F(Q, P)
pueden dar lugar a la misma funcién f. Esto es 16gico, ya que la Mecénica clésica es el limite (cuando
7 — 0) de 1la Mecanica cuantica, por lo que ésta debe determinar a aquella. Lo contrario, sin embargo,
no tiene por qué ocurrir, ya que puede haber teorias distintas con el mismo limite para # — 0.
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Capitulo 4

Movimiento en un sistema de referencia no
inercial

4.1 Velocidad angular de un sistema de ejes respecto de otro

Estudiaremos en este capitulo la descripcion del movimiento de una particula en un sistema de referencia
no inercial. Consideremos, en primer lugar, dos sistemas de referencia S y S’ con el mismo origen de
coordenadas, y sean respectivamente e; y €; (i = 1,2, 3) los vectores unitarios en la direccion de los ejes
de ambos sistemas. Supondremos en este capitulo que el sistema S’ es inercial, y denotaremos por O(t)
la aplicacion lineal que relaciona los vectores €] (ejes fijos) con los vectores e; (ejes méviles):

ei(1) =0()e, i =1,2,3. 4.1

En lo que sigue identificaremos tacitamente el operador O(¢) con su matriz en la base {eg}, cuyas co-
lumnas son las coordenadas de los vectores e; (¢) en dicha base.

Dado que el operador O(t) transforma un sistema ortonormal de vectores positivamente orientado
en otro sistema de este tipo, dicho operador es un elemento del grupo ortogonal especial SO(3) de las
aplicaciones lineales M : R3 — R3 (o, equivalentemente, matrices 3 x 3 reales M) definido por las
condiciones

M™M=MM"=1, detM =1.

Un teorema probado por primera vez por Euler afirma que todo elemento M de SO(3) es una rotacion
alrededor de un cierto eje n. El teorema de Euler se demuestra muy facilmente. En efecto, tomando el
determinante de ambos miembros de la identidad

MM-1)=1-M"T
y teniendo en cuenta que
detM =detM" =1, det(1 — M) = det (1 — M)") = det(1 — M)

se obtiene
dettM —1) =det(1 — M) = —det(M —1) = det(M —1)=0.

Por tanto A = 1 es un autovalor de la matriz M, de donde se sigue que existe un vector no nulo n € R3
tal que Mn = n.

En particular, si el eje de rotacién n coincide con el vector €} y el dngulo de rotacién (medido en
sentido antihorario) es 6, la matriz M estd dada por

cosf —senf O
M = [senf cosf O] = R3(0).
0 0 1

93
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Un célculo directo demuestra que

dRj
Z2(0) =
d9()

S = O
S O =
(=R )

por tanto, si ¢ € R3 es un vector arbitrario se tiene

d

dR
T R3(0)c = (1—93(0)c=—cze/1 + 1€, = €5 xec.

6=0

En general, si R,(6) denota la matriz de rotacién alrededor del eje n en un dngulo 6 entonces se tiene

d dR
T QZOR,,(H)C = d_Qn(O)c =nxc.
Simbdlicamente, podemos escribir
dR
5 9“ (0) = nx, 4.2)

entendiendo que ambos miembros son iguales cuando se aplican a cualquier vector ¢ € R3. Otra forma
de interpretar el resultado anterior es que para 6 pequefio se tiene (al ser R,(0) = 1)

Ra(B)c =c+6nxc+ 0(6?).

Ejercicio. Probar que R,(0)r = cosfr+ (1 —cosf)(n-r)n+senfn xr.

Sea ahora O(t) € SO(3) paratodo ¢, y supongamos que O es de clase C! (es decir, que los elementos
de matriz de O son funciones derivables con continuidad). Nos planteamos entonces el problema de
calcular la derivada O(t) en todo instante 7. Para ello derivamos respecto de ¢ la identidad

oo =1,

obteniendo
0= 0000 + 000N = 00N +[00)0)]".

Por tanto
00" = R2(1),

donde £2(t) es una matriz antisimétrica de orden 3. Como O(t)" = O(¢)™!), de esta relacién se sigue
que
O(t) =20)0(). 4.3)

La matriz antisimétrica §2(¢) puede escribirse como

. 0 —w3(f)  w2(1)
Q)= | ws() 0 —w1 (1)
—wa(t)  w1(7) 0

para ciertos nimeros reales w; (¢). Es entonces inmediato comprobar que si ¢ € R3 se tiene
@) =w()xc,

donde w (1) € R3 es el vector de componentes w; (¢). De la ec. (4.3) y la identidad anterior (con O(t)c
en lugar de c¢) se deduce finalmente que

O(t)e = w(t) x O(t)c, VieR. (4.4)
El vector w (1) € R3, que en general depende del tiempo, estd determinado por la relacién

wt)x =20)=00)00)T = 0@)0@)™ !,
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0, equivalentemente,

d _
w(tg)x = —|  O0@)O(to)". (4.5)
dt t=to
Aplicando (4.4) a la ec. (4.1) que relaciona los ejes méviles e; = e; (¢) con los fijos e obtenemos la
importante férmula

¢ (1) =w() x O(t)e;, = w(r) x (1), (4.6)

donde €; (1) denota la derivada del vector e; (¢) respecto del sistema inercial (fijo) S’. El vector @ (¢) se
denomina velocidad angular instantanea del sistema de ejes méviles {ei} respecto del sistema de ejes
fijos {e}}.

Ejemplo 4.1. Si O(¢) es una rotacién alrededor de un eje fijo n en un angulo variable con el tiempo «(?)
entonces

w() =a()n.
En efecto, utilizando la ecuacién (4.5) se obtiene
O(1) = Ra(a¢(t)) = O(0)O(to) ™" = Ra(et(1)) Ru((t0)) ™" = Ra(ar(t) — a(to)) .

y por tanto, en virtud de la ec. (4.2),

an(O)zo'z(tO)nx =  w(ty) = a(to)n.

wo)x = | Ralolt) — alio)) = 6(0)

dr t=to

4.2 Derivadas temporales en los sistemas fijo y movil

Para estudiar la relacién entre el sistema inercial S’ (sistema fijo) y el no inercial S (sistema mévil),
consideremos como se expresa la derivada temporal de un vector variable cualquiera A(¢) en cada uno
de estos sistemas. Desarrollemos, para ello, el vector A(¢) en el sistema movil {ei}:

3
A) =D AiD) e

i=1

dt dr
de los sistemas fijo y mévil, respectivamente. Derivando la relacion anterior en el sistema fijo y utilizando

esta ultima notacion se obtiene la identidad

Para evitar confusiones, denotaremos a partir de ahora por (—) y (—) la derivada temporal respecto
f m

dA(t)
&

S 40 (%) @7
' dr )i’ '

i=1

3
) = A,-(z)e,- +
£ =

donde hemos tenido en cuenta que las funciones A; (¢) son escalares, y por lo tanto su derivada respecto
de ¢ es la misma en ambos sistemas. Utilizando la ec. (4.6), que en la notacién que acabamos de introducir

se escribe
de,- _ )
(g)f =w()xe;, 4.8)
la ec. (4.7) se convierte en
dA (1) 3.,
(T)f = ZAi([)ei +0)(t) XA(I). (49)

i=1
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. . . dA
Por otra parte, en el sistema modvil los vectores e; se consideran constantes, por lo que (5 estd dado

m
simplemente por

3
dA(?) .
—2) =) Ai)e.
da ),
i=1
Comparando esta expresidn con la anterior se obtiene la importante relacion

dA()\ _ (dA@)
( = )f _( = )m +w(t) x At) . (4.10)

La expresion anterior es valida para cualquier vector A(t) funcion del tiempo; en particular, si la aplica-
mos a la velocidad angular instantdnea @ (¢) obtenemos

do(1)\ _ (do@)) _ .
(_dt )f_( 4 )m — 6. @.11)

4.3 Dinamica en un sistema de referencia no inercial

Consideremos a continuacién el caso mas general en que el origen de S estd desplazado respecto del de
S’ en un vector R(7) dependiente de 7. Si r es el vector de posicién de una particula en el sistema no
inercial S, su vector de posicién en el sistema inercial S’ estard dado por

r=R+r.

Derivando esta relacion respecto del sistema fijo (inercial) obtenemos

(dr’) Va4 (dr) N
— ) = — ® Xr,
dr ), dr )

V= d—R 4.12
:(df)f @12

es la velocidad del origen de S medida en el sistema inercial S’. Denotando por V¢ y v, la velocidad de
la particula en los sistemas fijo y mévil, respectivamente, es decir

(dr’) (dr) 4.13)
Vi= | — s Vm = | — s .
de J; " \de )

podemos reescribir la expresion anterior en la forma mas compacta

donde

Vi=Vp+V+wxr. 4.14)

Derivando de nuevo la relacién anterior en el sistema fijo obtenemos

dvy dv dvp, .
= + +® XV +®Xr+ X (Vv +® Xr)
f f m

dr dr dr
= dv + dvim 420 XVy+® Xr+ o X (@ XT)
= a } ar - m :

Teniendo en cuenta que

de
dr J;

d2r B dvp, d?r .
a2 )~ dr /) a2 ) "
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son respectivamente la aceleracion de la particula en los sistemas fijo y mévil, y llamando

dv d’R
dr J; dr? J;
a la aceleracion del origen del sistema mévil S respecto del fijo S/, obtenemos finalmente la importante

relacion
ar=an+A+20 XV +®w X (@ XT)+@ Xr. 4.15)

Teniendo en cuenta esta relacion, si la particula estd sometida a una fuerza F (medida en el sistema
inercial S"), la ecuacién del movimiento de dicha particula en el sistema mévil S es

man = F—mA —2mw X vy —mw X (0w Xr) —meo xr =F + F;. (4.16)

Por tanto en el sistema mdvil la segunda ley de Newton ha de ser modificada afadiendo a la fuerza real
F la fuerza ficticia
Fi = —mA —2mw X vy —mw X (0 XT) —me Xr. “4.17)

Es importante notar que esta fuerza ficticia es de tipo inercial, al ser proporcional a la masa de la particula.

El primer término de la fuerza ficticia F; es debido a la aceleracion del origen del sistema no inercial
S, y por tanto desaparece si dicho punto se mueve con velocidad constante respecto del sistema inercial
S’. Los restantes términos de F; se deben a la rotacion de los ejes del sistema moévil. Mientras que
el dltimo de dichos términos desaparece si la velocidad angular @ es constante, el segundo y el tercer
término han de ser tenidos en cuenta aun cuando w sea constante. El término —m X (w xr) es la llamada
fuerza centrifuga, ya que es un vector contenido en el plano determinado por @ y r, perpendicular a @
y dirigido “hacia fuera” del eje determinado por el vector @ (cf. la Fig. 4.1). El término —2m® X vy, es la

—w XV
® I
A

v —@ XV
®Xr
Q—>
—@ X (@ XT1) v ,(:)\ v
w () E <
r
—® XV v

LV—CQ)XV

Figura 4.1: Fuerzas centrifuga (izquierda) y de Coriolis (derecha).

denominada fuerza de Coriolis, que depende de la velocidad de la particula (véase de nuevo la Fig. 4.1).

4.4 Movimiento con respecto a la superficie terrestre

Aplicaremos en esta seccién la ecuacién del movimiento (4.16) obtenida en la seccién anterior para
estudiar la dindmica de una particula que se mueve cerca de la superficie terrestre. Despreciaremos el
movimiento de la Tierra alrededor del Sol, y supondremos que la Tierra gira alrededor de su eje norte-sur
con velocidad angular constante de médulo

27 rad 27 rad _5 -1
w = — ~ ~ 7,29212-107 rads
1 dia sidéreo 86164 s
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Figura 4.2: Sistema de ejes terrestre.

en sentido oeste-este.

Escojamos un sistema de ejes terrestre en la forma indicada en la Fig. 4.2. Mas precisamente, el
origen de coordenadas O del sistema movil S estd en un punto de la superficie terrestre de latitud A y
longitud @, el vector e3 (eje z) lleva la direccion del vector R que une el centro de la Tierra con el punto
0, el vector e; (eje x) es tangente al meridiano que pasa por O (en direccion sur), y el vector e; (eje y)
es entonces tangente al paralelo que pasa por O (en direccién este). Como ejes fijos tomamos un sistema
de ejes con origen O’ en el centro de la Tierra, siendo el vector €5 un vector unitario en la direccién
sur-norte, de modo que la velocidad angular de la Tierra es

0 = wey.

Noétese que los vectores €; son (por este orden) los vectores ey, e, y €, del sistema de coordenadas

esféricas, siendo 6 = T — A:

e; = senAcosge] + senisenge, —cosAes,
e; = —senge] + cosge, ,
e3 = cos A cos pe] + cos A sen e, + sen e .

De las ecuaciones anteriores (o simplemente de la Fig. 4.2) se deduce que en el sistema terrestre la
velocidad angular de la Tierra estd dada por

® = w(—cos ey + sendez). (4.18)

Escribamos a continuacién las ecuaciones del movimiento (4.16) en el sistema de ejes terrestre para
una particula de masa m que se mueve en las proximidades del punto O. Supondremos, por el momento,
que la tnica fuerza que actia sobre dicha particula es la atraccién de la gravedad terrestre mggp, donde

GM |,
20 :_rTr

y r' = R+ res el vector de posicién de la particula en el sistema fijo. Si la particula permanece préxima
al punto O, podemos sustituir el vector ¥’ por R, y por tanto tomar

GM GM
g0 = _F = —F €3 = —go€3,
siendo oM
g0 = —— ~ 9,80665 ms 2.

R2
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Escribiendo, por sencillez,
Vm == l.. ) am = i: ’

las ecuaciones del movimiento de la particula en el sistema de ejes terrestre son
Fr=gp—A—20 XIr—® X (w Xr).

Esta expresion se puede simplificar teniendo en cuenta que en este caso

dR dR
V=|—]| = — +w xR=w xR,
dr J; dr J,

ya que R = Rej es constante en el sistema de ejes terrestre. Por la misma razén (teniendo en cuenta
ademds que @ es constante),

A:(ﬂ) =wXxV=wX(®wxR).
dr J;

En consecuencia, las ecuaciones del movimiento de la particula se reducen a
Fr=g— 20 Xr—o X (0 Xr). (4.19a)
donde el vector constante
g=go—® X (® xXR) (4.19b)

es la gravedad efectiva en el punto O (es decir, la aceleracién experimentada por una particula instan-
tadneamente en reposo en el punto O de la superficie terrestre). Evidentemente, si ademas de la gravedad
actiia una fuerza externa F la ecuacién del movimiento de la particula es

F=—+g-20XFr—wXx(w Xr). (4.20)
m

Ejercicio. Demostrar que en un punto de la superficie terrestre de latitud A la plomada se desvia de la
vertical en un angulo §(1) dado por tan §(1) = w? R sen A cos A/(go —w? R cos? 1), siendo R el radio de
la Tierray go = GM/R? el valor real de la aceleracién de la gravedad en la superficie terrestre. Hallar
la latitud A para la que 6(A) es maximo y el valor maximo de §(A).

Solucion. Por definicion, la direccién de la plomada es la direccién de la que pende una masa en reposo
suspendida de un hilo, es decir la direcciéon opuesta a la tensién T del hilo. Para hallar dicha direccién
basta observar que la ecuacion del movimiento de la masa del péndulo se obtiene sustituyendo F = T/m
en la ec. (4.20), es decir

.. . T
r=g—2wxr—wx(wxr)—|—%.

Cuando la masa estd en reposo r = ¥ = 0, y por tanto
T
—=—-g+4+wXxX(®wXr) >~ —g, 4.21)
m

donde hemos despreciado el término @ X (@ x r) al ser
lw X (@ X1)| < 0?*r < |0 x (@ XR)| = w?R cos A

excepto en las proximidades de los polos (A = +m/2). De la ec. (4.21) se sigue que la direccién de
la plomada coincide aproximadamente con la de la gravedad efectiva g. Teniendo en cuenta que go =

—goe3y
® X (@ xR) = (w-R)w —w?R = w?R sen A(—cos Ae; + sen Ae3) — w? Res

= —w?Rcos A(sen Ae; + cos Aez)
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Y
)

(1)

g

Figura 4.3: Gravedad efectiva g (en el hemisferio norte).

se obtiene

2
R
g = go (ysenAcos Ae; — (1 —y cos® A)e3) , y = @~ 3452661073
80

El vector g tiene una componente

2

g1 = ygosenAcosA = sen 21

en la direccion del vector e; (cf. la Fig. 4.3). Por tanto g se desvia de la vertical (direccién del eje z)
hacia el sur en el hemisferio norte (A > 0) y hacia el norte en el hemisferio sur (A < 0). El angulo §(1)
formado por el vector g con la vertical tiene tangente

g1 _ ysenicosA y sen2A

tand(A) = =— = — )
@) lgs] 1—ycos2A  2—y—ycos2h

La derivada respecto de A de la funcién tan §(1)/(2y) esta dada por
(2—y —ycos2X)cos2A —ysen®21  (2—y)cos2A —y
(2—7y —ycos21)? T 2—y—ycos21)?’

La desviacion §(A) serd maxima por tanto cuando

COSZ)L=L,
2—y

y la desviacién maxima &p,ax estd dada por

)/2
yWl-e57 Yy sgni _ ysgnl

Z—y—% VR-y)2—y2 2Jl-y

tan $max = sgn A

~1,72932-10 3 sgn A,

es decir
Smax = 5,94495" sgn A .

Teniendo en cuenta que y es del orden de 1073, el valor de la latitud Ayax para el que 8(1) es maximo

se puede calcular de forma aproximada poniendo Ay = + (% — 8) y desarrollando cos 2A,,x a primer
orden en &:

T |4 |4

2 max = (——2): 2e~2e=-—t~ L

€0S 2Amax = COS 2 € sen 2¢ e o, 52

4

4

= e~ 1 ~863165-107*rad = 2,96734'. O
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La ecuacién del movimiento (4.19) es exacta. De hecho, dicha ecuacién es un sistema (inhomogéneo)
de ecuaciones lineales en las componentes del vector r con coeficientes constantes. Como se vera en el
curso de Métodos Matemadticos I, este tipo de sistemas en principio se pueden resolver exactamente (por
ejemplo, escribiéndolos como un sistema de primer orden en (r, 1) y utilizando la exponencial matricial).
En la préctica, es preferible simplificar primero la ec. (4.19) teniendo en cuenta el orden de magnitud
de sus distintos sumandos. Mds precisamente, el segundo término de (4.19b) es a lo sumo de orden
¥ ~ 1073 respecto del primero, mientras que el dltimo término de (4.19a) es a lo sumo de orden yr/R
respecto del primer término de dicha ecuacion. Por tanto, si 7 < R la ecuacién del movimiento se puede
aproximar por

F=gy—2w Xr. 4.22)

Integrando una vez respecto de ¢ obtenemos
r=gol —2w Xr+c,

donde c¢ es un vector constante en el sistema de ejes terrestre. Aunque el sistema anterior se puede resolver
exactamente (se trata de un sistema lineal inhomogéneo de primer orden con coeficientes constantes),
resulta ventajoso en la practica aprovechar el hecho de que si la velocidad || no es muy grande el primer
término del miembro derecho de (4.22) es mucho mayor que el segundo, ya que

80  134483-10° ms~!.
w

Esto permite hallar una solucién aproximada de (4.22), escrita como una ecuacién de primer orden en la
velocidad:
V=go—2w XV, (4.23)

desarrollando v en potencias de w:
V(1) = vi(t) + ov2(1) + 0(0?),
con
vil)=vg = v1(0)=vy, v2(0)=0.
Sustituyendo en (4.23) se obtiene
Vi + wvy =go — 2w X V] + 0(0)2),
de donde, igualando a cero por separado los términos O(1) y O(w), se sigue que
Vi =2go, wvVy = —2@ X V7.
Resolviendo este sistema primero respecto de vi y a continuacion respecto de v, se obtiene facilmente
Vi = 8ot + vo, wvy = 20 XVg—2tw Xg — wvVy=-2tw xvo—tzco X g0 .
Por tanto
V>V 4+ wvy =vVy+ 8ot —2tw xvo—zzwxgo,
e integrando respecto de ¢ queda finalmente
2, t3
r:r0+vot+go?—twxvo—?wxgo. 4.24)

Ejercicio. Una particula se lanza verticalmente desde un punto de la superficie terrestre de latitud A norte
- . . 4

hasta alcanzar una altura /1. Demostrar que la particula toca tierra en un punto situado 3 +/ 8h3/go w cos A

al oeste del punto inicial. (Considérense solamente alturas s pequefas y despréciese la resistencia del

aire.)
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Aplicando la ec. (4.24), con
ro =0, vp=uv9e3 = —@ XVg= wvp(cosre; —senles) X €3 = —wvgCOSA €;

y, andlogamente,
—w X gy = wgpcosiey,

se obtiene (aproximadamente)
0 wgo
r = vof €3 — %t2e3 + (—a)vocos)tt2 + Tgt3cosk)e2.

Por tanto la ley horaria de la trayectoria es

t
x=0, y = wvg cos A 2 gi—l , zzvot—@tz.
3U0 2
La particula toma tierra en el instante top > 0 en que z = 0, es decir
2v
fo = —0,
go

y el valor de la coordenada y en dicho instante es por tanto

4 v
y(to) = —= —20 cosA <0.
3 g5

Vemos, pues, que la particula se desvia al oeste, tanto en el hemisferio norte como en el sur, siendo la
desviaciéon méaxima en el ecuador (A = 0). Para expresar la desviacion hallada en funcién de la altura
maxima & alcanzada por la particula, basta tener en cuenta que dicha altura se obtiene imponiendo que
z=0:
. Vo
I=v9—got =0 = t=— = z=h= .
8o 2g0

4 4 8h3
y(to) = __w2 (2goh)*/? cosh = —= wcos A [ — .
380 3 80

h=100m, A =40°24" (latitud de Madrid) =  y(t9) = —6,68758 cm.

2
Yo

Por tanto

A titulo de ejemplo,

Supongamos, a continuacion, que la particula se suelta sin velocidad a una altura 4. En este caso
ro = he3 s Vo = 0,

y sustituyendo en (4.24) se obtiene

w
=—g0t3cos)t, c=h-5242,

x=0, y >

Por tanto la particula toca Tierra en el instante

2h
o= +/—,
go

y su desviacién en la direccion del eje y es

8h3
y(ty) = d COSA [ —.
3 V' go

Notese que en este caso y(fp) = 0, y por tanto la desviacion es hacia el este. O
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mgo este‘

Figura 4.4: Péndulo de Foucault.

4.5 El péndulo de Foucault

En 1851, J.B.L. Foucault demostré experimentalmente la rotacién de la Tierra utilizando el péndulo que
hoy lleva su nombre, representado en la Fig. 4.4. Se estudian las pequefias oscilaciones, y se supone por
tanto que la longitud / del péndulo es muy grande frente a x, y, z. En este caso la fuerza total que actda
sobre la masa del péndulo es

mgo + T,

donde la tensién T del hilo del péndulo estd dada por

les—r r
T=T ——=Tles—-].
|les —r]| )
La ecuacion (aproximada) del movimiento es por tanto

. T r .
r=g0+—(e3——)—2wxr,
m

[
donde
(31 (5] €3
wXF=w|—cosA 0 send|=ow[—ysenle; + (Asenl + Zcosd)ey — ycosAes],
X y z
y por tanto
. Tx .
X=——+2wysenli
Im
. Ty . .
V=—7-= 2w(x senA 4 Zcos ) (4.25)
m
T
F=—go+ _(1 — E) + 2wy cos A .
m [

Nétese que z < /x2 + y2, yaque

1
2424+ @-D*=1? = l—z=,/2-x2-)2 =I—E(x2+y2)+ O((x* +y3)?/13)
= z=0(>+y)/1).
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Podemos por tanto despreciar en las ecs. (4.25) las cantidades z, Z y Z frente a x, y y sus derivadas. En
particular, de la dltima de estas ecuaciones se sigue que

T .
— >~ go—2wycosi.
m

Sustituyendo en las dos primeras ecuaciones de (4.25) y despreciando términos de segundo orden en x,
¥ vy sus derivadas se llega finalmente al siguiente sistema en las coordenadas (x, y):

¥ +a?x =2wysenl
(4.26)

j+a’y = —2wxseni,
donde
o=,/

es la frecuencia natural del péndulo.
Las ecuaciones anteriores se resuelven facilmente introduciendo la variable compleja

u=x+iy,
en términos de la cual adoptan la forma sencilla
i+ 2121+ o?u =0, con 2 =wsenA. 4.27)

Se trata de una ecuacién lineal homogénea de segundo orden con coeficientes constantes y polinomio
caracterfstico
p(s) =52 +2iR2s + a2,

cuyas raices son los nimeros complejos

s = —iR+iV0R2+a2.

A todos los efectos pricticos, puede despreciarse el término 22 en el radical frente a @2, ya que

22 - w?l _ [
a2 T go  1,84422-109m’
Por tanto
s+~ —iR2tia,

y la solucién general de (4.27) estd dada en excelente aproximacién por

u = e 182t (clei"” + e ) (4.28)

con c1, ¢ constantes complejas. Hallemos, por ejemplo, la solucién de las ecs. (4.26) que verifica las
condiciones iniciales
x(0)=x0>0, y@0)=0, x(0)=y@0) =0; (4.29)

en otras palabras, la masa del péndulo se suelta sin velocidad a una distancia x¢ de la vertical en el plano
Oxz. Si no existiera la rotacién de la Tierra, las ecuaciones del movimiento (4.26) con las condiciones
iniciales (4.29) tendrian la solucién

x = xpcos(at), y=0.

En otras palabras, el péndulo oscilaria con frecuencia « y amplitud x¢ alrededor de la vertical en el
plano Oxz. Cuando w # 0, la solucién (4.28) que verifica las condiciones (4.29) se calcula facilmente
teniendo en cuenta que

u(0) = x(0) +iy(0) = xo,  u(0) = %(0) +iy(0) = 0. (4.30)
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Imponiendo estas condiciones se obtiene

c1 4+ ¢c2 = Xxop,

2
ia(c; —c2)—i82(c1 + ¢3) =ia(c1 —¢c2) —iR2x0=0 — c1—cr=—x92>0,
o

cuya solucién aproximada es
1
Cl1 =Cr = =Xp.
2
Por tanto la solucién de la ec. (4.27) buscada es aproximadamente
i

u = xge ! cos(at). 4.31)

Tomando la parte real y la imaginaria se obtiene la solucion de las ecuaciones (4.26) con las condiciones
iniciales (4.30):

x = Reu = xgcos(£2¢) cos(at), y = Imu = —xg sen(§2¢) cos(at). 4.32)

Si utilizamos coordenadas polares (r, 6) en el plano Oxy las ecuaciones anteriores proporcionan

T

r = |u|] = xo| cos(at)]|, 0 =argu = —2t — ) (1 — sgncos(at)), (4.33)
donde el ultimo término en la ecuacién de 8 se debe a que 8 = —§2¢ — 1 cuando cos(a?) es negativo,
ya que entonces r = —xg cos(a?). En cualquier caso, de (4.32) se sigue que la proyeccién del vector r

sobre el plano Oxy esta dada por
X0 cos(at)[cos(.Qt)el — sen(.Qt)ez] = xg cos(at)n(t),

siendo

n(t) = cos(§2¢)e; —sen(§2t)e; = R3(—£2t)e; .

Por tanto el plano del péndulo, que esta determinada por los vectores e3 y n(t), forma un dngulo de —$2t
con el plano O xz. De esta tltima observacion se deduce que en el hemisferio norte, el plano del péndulo
gira en sentido horario, es decir, este-sur (yaque 6 = —2 = —w sen A < 0) con velocidad angular

2 =wsenl.

En el hemisferio sur la rotacion del plano del péndulo es en sentido antihorario (ya que sen A < 0), y en
el ecuador (A = 0) no se observa. El periodo de la rotacién del plano del péndulo estd dado por

27 27 .
T = — = — c¢scA = csc A dias sidéreos .
2 w

Por ejemplo, a una latitud de 30° el periodo es de 2 dias sidéreos, mientras que en Madrid (A = 40° 24")
dicho periodo es de 1,54292 dias sidéreos. Obsérvese, por tltimo, que (con las aproximaciones realiza-
das) el movimiento de la masa del péndulo no es exactamente periddico a menos que la razén «/§2 sea
un nimero racional (cf. 1a Fig. 4.5).
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Y/%o

5 X/%0

Figura 4.5: Proyeccion sobre el plano Oxy de la trayectoria seguida por la masa del péndulo si /2 = 5.



Capitulo 5

El solido rigido

5.1 Momento angular y energia cinética de un sdlido rigido

5.1.1 Grados de libertad

Un sélido rigido es un sistema de particulas de masa mq (@ = 1,..., N) tal que la distancia entre
dos particulas cualesquiera del sistema |r, — rg| es constante. En otras palabras, un sélido rigido es
un sistema mecdnico de N particulas sujeto a las N(N — 1)/2 ligaduras holénomas independientes del
tiempo (jno todas ellas independientes!)

(rg —rﬁg)2 = lyg = const., I<a<B<N. 5.D
e Supondremos en lo que sigue que se cumple la tercera ley de Newton en sentido fuerte, es decir que
la fuerza de ligadura Fog que ejerce la particula 8 sobre la « satisface
Fop = —Fgo || re —1p.

Es facil ver que en tal caso las ligaduras (5.1) son ideales, es decir se cumple el principio de los trabajos
virtuales. En efecto, el trabajo realizado por las fuerzas de ligadura en un desplazamiento infinitesimal

drg (@ = 1,..., N) de las particulas del sistema estd dado por!
1 1
D Fop -drg = 3 > (Fop -dry + Fgg -drg) = 5 > Fop - (dry —drg). (5.2)
a#B a#B aFp

Por otra parte, derivando las ecuaciones de ligadura se obtiene
(rg —rg) - (dre —drg) =0, I<a<B <N,
de donde se sigue (al ser Fyg paralela al vector rq —rg) que
Fopg - (drg —drg) =0, I<a<pB<N.
Vemos por tanto que todos los sumandos en la tltima suma de (5.2) se anulan, y en consecuencia el
trabajo realizado por las fuerzas de ligadura es efectivamente cero.

o Un sélido rigido genérico (es decir, que contiene tres particulas no colineales en un instante cualquiera)
tiene 6 grados de libertad.

En efecto, si se conoce la posicién de tres particulas no colineales P, Q y R del sélido se puede
determinar la de cualquier otra particula del sélido, ya que su distancia a las otras tres es constante.’

YEn lo que sigue, las sumas sobre indices griegos o, B, v, .. .se supondran extendidas de 1 a N, mientras que los indices de
suma latinos i, j, k, ...tomaran los valores de 1,2, 3.

2Estrictamente hablando, las distancias de un punto A a los tres puntos P, Q y R determinan la posicién de A salvo por una
reflexion respecto del plano P QR. En otras palabras, si A no estd en el plano P QR para determinar completarﬂgnte la os@n
de dicho punto es necesario conocer, ademads de las tres distancias AP, AQ y AR, el signo del producto triple PA- (PQ X PR).
Pero, por continuidad, este signo también es constante.

107



108 EL SOLIDO RIGIDO

Para determinar la posicion de la particula P necesitamos 3 coordenadas (por ejemplo, sus coordenadas
cartesianas). A continuacién podemos fijar el plano PQR mediante 2 coordenadas, por ejemplo las
coordenadas esféricas del vector unitario

_ POx7R
=50~ PR

perpendicular a dicho plano. Por dltimo, para fijar la posicion de las particulas Q y R en el plano ABC
basta una coordenada, por ejemplo el dngulo que forma la recta PQ con una recta fija en dicho plano.
En efecto, la posicién de la particula R estd determinada a partir de estos datos y sus distancias a los
puntos Py O, ya que el signo del dngulo formado por los vectores P—Q> y PR estd fijado por el sentido
del vector n.

e Siempre es posible construir un sistema de ejes méviles respecto del cual todas las particulas que
componen el sélido estan fijas (en reposo). Un sistema de este_ti)po se obtiene, por ejemplo, tomando
como origen el punto P, el eje X en la direccién del vector PQ, el eje y en la direccién de la recta
del plano P QR perpendicular a_lf’Q, Eientada de forma que la coordenada y del punto R sea positiva,
y el eje z en la direccién de PQ x PR. En este sistema de ejes los puntos P, Q y R estan fijos por
construcciéon. Como cualquier otro punto del sélido estd determinado por sus distancias a P, Q y R,
de esto se sigue que las coordenadas de cualquier punto del sélido respecto del sistema de ejes que
acabamos de definir son constantes. Evidentemente, hay infinitos sistemas de ejes con esta propiedad,
obtenidos a partir del que acabamos de construir desplazando el origen en una distancia constante (es
decir, situdndolo en cualquier punto fijo en el s6lido, como por ejemplo el CM) y aplicando a los ejes una
rotacion constante. Un sistema de ejes (movil) cualquiera respecto del cual las particulas que componen
el sdlido estin en reposo se denomina sistema de ejes del cuerpo (body axes en inglés).

e En la practica, para fijar la posicién de un sélido rigido se suelen utilizar las tres coordenadas carte-
sianas de un punto fijo en el s6lido —usualmente su centro de masas C— junto con la orientacién de
un sistema de ejes del cuerpo con origen en C respecto de un sistema inercial (sistema de ejes fijos).
Dicha orientacién —o, equivalentemente, la matriz O(¢) € SO(3) que relaciona los ejes del sistema fijo
(inercial) con los ejes del cuerpo— se puede determinar mediante tres coordenadas independientes. Por
ejemplo, basta dar el eje de rotacién n (dos grados de libertad, ya que |n| = 1) y el dngulo de rotacién
6 € [0, t] que caracterizan la rotacién O(¢). En la préctica, la forma mds extendida de determinar la
matriz O(t) es a través de tres angulos (los llamados dngulos de Euler), que definiremos mas adelante.

e Las consideraciones anteriores son mads intuitivas si las aplicamos a la version continua de un sélido
rigido, que consiste en una distribucién continua de masa de densidad p(r) en un volumen B C R3 cuya
forma no varia con el tiempo. Para determinar el estado del sistema basta especificar como se pasa de
su posicion inicial B(0) a su posicion final B(z). Para ello necesitamos una traslacién X(z) que lleve un
punto cualquiera C(0) fijo en B(0) (por ejemplo, su centro de masas) a su posicién C(¢) en el instante ¢,
junto con una rotacién O(t) alrededor de un eje que pase por C(¢) que lleve B(0) + X(¢) a B(¢). Dicha
rotacién, a su vez, queda determinada por el sistema de ejes del cuerpo e;(t) = O(t)e;, i = 1,2,3
(siendo €] el i-ésimo vector unitario del sistema inercial), que estd fijo en el sélido. Por tanto para fijar la
posicién del sélido en cada instante ¢ podemos utilizar las tres coordenadas cartesianas del deslazamiento
X(?), junto con los tres pardmetros necesarios para especificar la rotacién O(¢). Como en el caso discreto,
esto implica que un sélido rigido continuo posee 6 grados de libertad.

Ejercicio. ;Cuantos grados de libertad posee un rofor (sélido rigido cuyas particulas estdn en una recta)?

5.1.2 Momento angular y energia cinética

Calculemos a continuacién el momento angular del sélido respecto de un sistema inercial cualquiera, al
que continuaremos denominando (como en el capitulo anterior) sistema de ejes fijos. Sea de nuevo R(r)
el vector que une el origen O’ del sistema fijo con el centro de masas del sélido, que a partir de ahora
tomaremos como origen del sistema de ejes del cuerpo. Si llamamos ry y rj, a las coordenadas de la
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particula o del sélido respecto del sistema de ejes del cuerpo con origen en el CM (el sistema mévil del
capitulo anterior) y del sistema fijo, respectivamente, se tiene

r, =R+ry.

Como en este caso I, = 0 (ya que en el sistema del cuerpo las particulas que constituyen el sélido se
hallan en reposo), la ec. (4.14) se convierte en

vV, =V+wxry, (5.3)

donde w es la velocidad angular de los ejes del cuerpo respecto de los ejes fijos, y hemos utilizado la

notacion
, (dr{x ) (dR)
VO{ = N V - - .
dr J; dr J;

e Notese que el vector o (t) marca la direccion del eje instantdneo de rotacion del sélido alrededor de
su CM en el instante t.

En efecto, la variacién del vector de posicién respecto del CM de cualquier particula del sélido, ry,
medida en el sistema fijo es

(dﬁ) =Tq+ @) Xry =0(t) XTgy. 5.4

Por tanto las particulas del sélido giran instantdneamente con velocidad angular w(¢) alrededor del eje

paralelo al vector n(¢) = w(t)/w(t) que pasa por el CM.

El momento lineal del sélido estd dado por

P=ZmaV&=ZmaV+wamara=MV, (5.5)
o o o

donde

M=Zma
o

es la masa del sélido, y hemos utilizado la identidad

3 tare = 0 (5.6)

(ya que el miembro izquierdo es el vector de posicion del CM respecto del propio CM). Nétese que la
expresion (5.5) coincide con la ec. (1.56) obtenida en el Capitulo 1.

Hallemos a continuacién el momento angular del sistema respecto del origen O’ del sistema fijo,
dado por

_ / ’
L—E Mgy X Vg, .
a

Sustituyendo la férmula deducida anteriormente para v,, y utilizando la identidad (5.6) obtenemos fécil-
mente

L:Zma(R+ra)x(V+wxra):MRxV-i—Rx(wamara)—i—(Zmara)><V
o o o

—i—Zmarax(w xra)=MRxV+Zmarax(wxra). 6.7
o

o

Noétese que esta expresion es esencialmente la ec. (1.61) obtenida anteriormente, en virtud de la ec. (5.4).
El primer término de (5.7) es simplemente el momento angular de un particula situada en el CM y de
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masa igual a la del sélido. Para interpretar el segundo término, nétese en primer lugar que el momento
angular del sé6lido respecto de un punto cualquiera P es por definicién

Lp =) ma(r, — O'P)xv,,
o

donde rj, — O’ P es el vector de posicién de la particula o respecto del punto P. Aplicando la férmula
para v,,, la identidad (5.6) y la definicién del momento angular respecto del centro de masas Ly se
obtiene

Loy = Zm“r“ XV, = Zmara X (@ X ry). (5.8)
o o

En definitiva,
L=MRxV+Loy., Lou=) meryx (@ xrg). (5.9)

o

e Es importante advertir que, aunque Loy es el momento del sistema respecto del centro de masas, estd
calculado en el sistema fijo S’, ya que las velocidades de las particulas en (5.8) estédn referidas a dicho
sistema.

Procediendo del mismo modo podemos calcular la energia cinética del sélido (respecto del sistema
inercial)
1
T = 3 Z M Ve .
o
Sustituyendo de nuevo la férmula para v,, y utilizando la identidad (5.6) se obtiene la expresion

MV? + Ty, (5.10)

1 2 1 1 2 1
TZE%:ma(V+w X Iq) =5MV2+§;ma(wxra) =3

que coincide con (1.65) en virtud de (5.4). El primer término es la energia de traslacion del CM, mientras
que el segundo es la energia rotacional del s6lido alrededor del CM

1
Tt = 5 ;m(,(w X rg)” . (5.11)

Utilizando las identidades vectoriales
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c, (axb)? =a’b?—(a-b)?,

las ecuaciones (5.9) y (5.11) se pueden escribir en la forma alternativa
1
2 2.2 2
tow = malrdo — @ rar]. =3 Ymafo’ri =@ w?]. 612

de donde se deduce la importante identidad

1
Tt = 5 ®-Lewm . (5.13)

Notese que en todas las expresiones anteriores los vectores Loy y @, y por tanto la energia rotacional
Trot, sOn en general funciones del tiempo.
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5.2 Tensor de inercia

5.2.1 Definicion y propiedades elementales

Las expresiones obtenidas en la seccion anterior para el momento angular respecto del CM y la energia
rotacional de un sdlido rigido se pueden simplificar considerablemente mediante la introduccién del
llamado tensor de inercia. Dado que la energia rotacional se expresa en términos de Loy mediante la
ec. (5.13), basta restringirnos al momento angular. La observacién fundamental es que la ec. (5.12) para
Lcwm indica claramente que, aunque en general Loy no es paralelo a la velocidad angular @, es una
funcion lineal de dicho vector. En otras palabras, podemos escribir

Loy = lo (5.14)

donde / : R3 — R3 es una aplicacién lineal o, equivalentemente, una matriz 3 x 3 cuyos elementos de
matriz calcularemos a continuacion. Para ello basta notar que, si x4; (i = 1,2, 3) denota las componentes
del vector ry, la componente i de Ly estd dada por

Lem,i = i E mar E Mo Xqi E WjXqj = Wj E mar E wj E Mo XgiXaj
§ wJSIJE Moy E ij Mo XgiXoj —E w]§ ma ij oe x()llx(xj)

Se tiene por tanto

Lowi = Y Lijo; (5.15a)
J
donde el elemento de matriz /;; estd dado por

Lij =Y ma(8ijr2 — XaiXaj) (5.15b)
o

La aplicacion lineal / cuyos elementos de matriz estdn dados por (5.15b) se denomina tensor de inercia
del sélido®. Es importante observar que, aunque tanto Lcy como @ en general dependen de ¢, los ele-
mentos de matriz (5.15b) del tensor de inercia son constantes en el sistema de ejes del cuerpo. En efecto,
en el sistema de ejes del cuerpo las coordenadas cartesianas xq; (i = 1,2, 3) de las particulas del sélido
no dependen del tiempo. En otras palabras, en el sistema de ejes del cuerpo el tensor de inercia es una
matriz constante caracteristica del soélido, que solo depende de la eleccidn inicial de dichos ejes.

e De la expresion (5.15b) se sigue inmediatamente que el tensor de inercia es simétrico:
I,‘j:I]‘i, i,j=1,...,N.
Los elementos de matriz diagonales del tensor de inercia estdn dados por

Lii =Y ma(x2 +x2). =123,
o

con (i, j, k) distintos entre si. En otras palabras,
Lii = Zma R

donde dy; es la distancia de la particula « al eje i. Por tanto el elemento de matriz /;; es el llamado
momento de inercia del solido respecto del eje e;. Los elemento extradiagonales de / estan dados
simplemente por

IU‘I—ZmaxaiXaj, l<i#j<3
o

3La denominacién es debida a que en general una aplicacién lineal es un tensor una vez covariante y otra contravariante,
aunque en coordenadas cartesianas ortogonales no hay distincion entre indices covariantes y contravariantes.
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es decir son los productos de inercia del sélido (con signo negativo). En el caso de un sélido continuo
B de densidad p(r), hay que reemplazar las expresiones anteriores por sus andlogas continuas:

1ij =f p(r) (8;r* — xix;) v,  i,j =1,2,3, (5.16)
B

0, mas detalladamente,
L =/ p(r) (x7 +x3) &r. i =1,2.3,
B

(con (i, j, k) distintos entre si) junto con
I;j :-/ p(r)x;x; dr, 1<i#j<3.
B

e En virtud de la identidad (5.13), la energia rotacional del s6lido se expresa en términos de la velocidad
angular @ y del tensor de inercia I mediante la férmula

1
T =50 (I0). (5.17)

En otras palabras, T es una forma cuadrdtica en las componentes de @, cuya matriz estd dada de nuevo
por las expresiones (5.15b). Como T;o¢ = 0 para todo w, dicha forma cuadratica —o, equivalentemente,
el tensor de inercia I— es semidefinida positiva. Nétese también que, utilizando la notacién matricial
habitual, podemos escribir la expresién anterior en la forma

1
Y}OtZElewa

si interpretamos w como el vector columna cuyo i -ésima componente es @; € I como la matriz real 3 x 3
con elementos de matriz (/;;).
La energia rotacional del sélido se puede expresar también en la forma

1 2
Trot=5w n-/n,

donde n = w/w es la direccion del eje instantdneo de rotacién alrededor del CM. Si (por ejemplo)
n = ej se tiene
n-/n=e; 'Zlilei =Ii1.
i

Por tanto, en general, n- I'n es el momento de inercia del s6lido respecto del eje instantdneo de rotacidn,
que denotaremos por I,. Se obtiene de esta forma la conocida férmula

Tior = 3 Iy,

5.2.2 Teorema de Steiner

Veamos a continuacién como varia el tensor de inercia cuando lo calculamos respecto de un punto cual-
quiera P fijo en el cuerpo que no necesariamente coincida con el CM. Si denotamos por Ty, el vector de
posicién de la particula o respecto del punto P, el tensor de inercia I ¥) tomando P como origen estd
dado por

I =" m (872 — Faifaj) - (5.18)
o

Teniendo en cuenta que

Iy =TIy +a,
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donde a = P—C), y sustituyendo en la expresién anterior para / (P) se obtiene
P
1P = 3 a8 e + 802 = Cra + ) (g + )] = Iy + M@y — aa)
o
+ 25;;a- Zmara —a; Zmaxaj —aj Zmaxai .
o o o
Los tdltimos tres términos se anulan en virtud de la identidad (5.6), por lo que finalmente queda

Ii(jP) = Il] + M(a28,-j —a,-aj), (519)

identidad conocida como teorema de Steiner. Nétese que el segundo sumando de (5.19) , al ser invariante
bajo el cambio a > —a, coincide con el tensor de inercia respecto del CM de una particula de masa M
situada en el nuevo origen P.

Si un punto P fijo en el solido esté fijo en algin sistema inercial, es posible (y de @)10 suﬁ ser
muy ventajoso) situar el origen O’ de dicho sistema en P. En tal caso el vector R = O’'C = PC es
constante en el sistema de ejes del cuerpo, ya que sus extremos P y C estan ambos fijos en el sdlido.
Por tanto en este caso la velocidad del CM en el sistema fijo se puede expresar en la forma

V=wxR,

yeén consecuencia

V,=® xR+ ® X1y =wx(ry +R).

El momento angular L del sélido respecto de P = O’ estd dado por

Zmar& XV, = Zma(ra +R) x (@ x (ro + R)),
o o

es decir se obtiene reemplazando ry por ry + R en la expresion (5.9) de Lom. En otras palabras,
L=7w,
donde I’ se obtiene a partir de I reemplazando ry por r, + R. La aplicacién lineal I’ no es otra cosa

que (5.18) con a = R, es decir el tensor de inercia del s6lido respecto del origen O’ = P del sistema de
ejes fijos. En definitiva, se tiene

L=1Iw, I'=1® (5.20)

Del mismo modo,
T:lZmav’zzlZma(wx(ra—i-R))z:lw-I'w. (5.21)
2 & T2 2

Noétese que I’ se puede calcular a partir de I aplicando el teorema de Steiner (5.19), es decir
Ij; = Lij + M(R*8;; — X; X)),

donde X; (i = 1,2,3) son las componentes del vector R. Obsérvese también que, al igual que 7, la
matriz I’ es constante (independiente del tiempo) si las coordenadas de los vectores se calculan respecto
del sistema de ejes del cuerpo. A partir de ahora normalmente omitiremos la prima cuando quede claro
por el contexto respecto de qué punto se calcula el tensor de inercia.
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5.2.3 Ejes principales de inercia

Veamos a continuacién cémo cambian las componentes del tensor de inercia (5.15b) (respecto del centro
de masas, o en general de cualquier punto P fijo en el sélido) cuando efectuamos una rotacién de los ejes
del sistema del cuerpo. Mds concretamente, sea

&= aje;. Q=123 (5.22)
J

un segundo triedro positivamente orientado fijo en el cuerpo. Entonces la matriz de cambio de base
A = (aij)1<i,j<3

es una matriz ortogonal propia constante (es decir, A € SO(3) es independiente de ¢). Como es bien
sabido, la transformacién de las coordenadas (o, en general, de las componentes de cualquier vector)

estd dada por
Xi = E aijij;
J

en efecto,

E )NCjéj = E )NC]' E aij€ = E ajjx;j€ = E Xi€; - Xi = E al-.,-j,- .
J J i i,j i J

Si denotamos por x al vector columna cuyas componentes son las coordenadas x;, y andlogamente

X = (X;), entonces podemos escribir la relacién anterior en la forma matricial

x = AXx.

Utilizando esta notacién, y denotando por I la matriz del tensor de inercia respecto del sistema de ejes
e;, se tiene
Lem=1o=I140 = ALcy = Lom=A""146=1&

Por tanto la matriz del tensor de inercia en el nuevo sistema de ejes estd dada por
[=A"'14=4"1A4,

ya que la matriz A es ortogonal. Nétese que la energia rotacional en el nuevo sistema de ejes del cuerpo

estd dada por
1

1.
Tiot = = ol To=-0AT[Aw =
2 2
lo que concuerda con la expresién que acabamos de obtener para la matriz 1.
Es bien conocido que una matriz simétrica real se puede diagonalizar mediante una transformacion
ortogonal propia®. En otras palabras, es posible escoger la matriz A € SO(3) de forma que en el nuevo

sistema de ejes del cuerpo (5.22) se tenga

1 -
T I®,

siendo Iy, I e I3 los autovalores del tensor de inercia /. Equivalentemente, es posible encontrar un
nuevo sistema de ejes del cuerpo cada uno de cuyos vectores €; sea un autovector de la aplicacion lineal
I con autovalor [;:

1¢; = I;¢;, i=1,2,3. (5.23)

Los vectores €; que satisfacen las relaciones (5.23) se denominan ejes principales de inercia del sélido,
y sus correspondientes autovalores /; son los momentos principales de inercia. Como es bien sabido,

“4Esencialmente, esto se debe a que: i) toda matriz simétrica real es diagonalizable; ii) sus autovalores son todos reales, y
iii) dos autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales entre si.
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los autovalores de la matriz (/;;), es decir los momentos principales de inercia, son las raices de la
ecuacion secular
det (Iij — )LSij) =0.

Notese que los ejes principales de inercia, es decir los autovectores de la matriz (/;;), solo estdn univo-
camente determinados (salvo un signo) si todos los autovalores del tensor de inercia son distintos ente si
(es decir, son raices simples de la ecuacién secular).

e Si el sistema de ejes del cuerpo e; es un sistema de ejes principales de inercia, las expresiones (5.14)
y (5.17) adoptan la forma més sencilla

1
Lo =) liviei,  To=5) Lo}, (5.24)
j i

1

En particular, si el sélido gira alrededor del 7 -ésimo eje principal entonces
1 2
Lem = liw, Tior = Elia) .

Si el origen del sistema de ejes fijo es también un punto fijo en el sélido, expresiones andlogas a las
anteriores son vélidas para L y T sin més que reemplazar I por el tensor de inercia I’ respecto del punto
o'

e Atendiendo a la multiplicidad de los autovalores de su tensor de inercia, los sélidos rigidos se pueden
clasificar en las tres categorias siguientes:

1. Trompo asimétrico: I; # I sii # j
2. Trompo (axialmente) simétrico: 11 = I, # I3

3. Trompo esféricamente simétrico. Iy = I, = I3.

Ejemplo 5.1. Estudiaremos en este ejemplo las implicaciones que determinadas simetrias de un sélido
continuo B tienen en relacidn con su tensor de inercia.

1) Si B y p son invariantes bajo la reflexion x; +— —x;, entonces
lij =0, Vj#i.

En efecto, supongamos que (por ejemplo) B es invariante bajo la reflexién de la coordenada x; y
p(—x1, x2,x3) = p(x1, X2, x3). En tal caso, si efectuamos el cambio de variable

/ / /

en la integral que proporciona la componente /1, del tensor de inercia (con j # 1) obtenemos

—I; = /Bp(r)xlxj' d’r = _/B/ p(—x’l,xé,xg)x/lx]’- 3 = —/Bp(x/l,x/z,xg)x/lx} 3 = Iy
= I;; =0, j#1.
2) Si By p son invariantes bajo la permutacion x; — Xxj, entonces
liiv =1,  Lig=1Ix (k#i]).
En efecto, si (por ejemplo) B es invariante bajo x1 — x2 y p(x2, x1,x3) = p(x1, X2, x3) efectuando el

cambio de variable

/ / /
X1 = Xy, X2 = X1, X3 = X3
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en la integral de /71 obtenemos

I = / p(r)(x2+x3)d3r _/B p(xz,xl,x3)(x1 +x3 )d3 = /l;p(xlvxz’XS)(xl +x3 )dsr, = Ir.

Andlogamente,

3 I oINS W 334 ro L IN W 330
—113 2/ p(r)x1x3d r:/ p(x5, x7, x3)x5x35d 2/ p(x7, x5, x3)x5x3d°r = —1I53.
B B’ B

Observaciones andlogas pueden hacerse acerca de las coordenadas del centro de masas. Por ejemplo,
si B y p son invariantes bajo la reflexién x; — —x; entonces la coordenada i del centro de masas se
anula, ya que (tomando, por sencillez,i = 1)

X1 = / p(r)x; d®r = —/ p(—x7, x5, x5)x] ' = —/ p(x], x5, x3)x] er =X,
B B’ B
= X;=0.

Ejemplo 5.2. Supongamos que el sélido es un solido homogéneo (p = const.) de revolucion alrededor
del eje e3. En coordenadas cilindricas (r, ¢, z), el s6lido estd dado por una ecuacion de la forma

r<f(z), z1<z<z2, 0<¢<2m.

Por simetria, el centro de masas del sélido es un punto del eje z, que podemos tomar como el origen de
coordenadas. La simetria alrededor del eje z implica la invariancia del sélido bajo las transformaciones

X1 = —X1, X2 = —Xp, X1 = X2.

Por tanto
I = I, Iij=0 (#]),

y las tinicas componentes del tensor de inercia que es preciso calcular son /1 e I33. Dichas componentes

estan dadas por
z2 f(z) 2m
[11=122=p/ dZ/ dr/ rd(p-(Z2+rzsen2<p)
Z

=JU(/Z Zf'@)dZ+~—-/‘ fHz)dz,

f(@) 27
I33-p/ dz/ dr/ rd(pr——/ f4(2) dz,

que en general es distinto de /7;. Esto prueba que el tensor de inercia del s6lido es diagonal, con mo-
mentos principales /1 = I, en general distintos de /3. M4s precisamente, se verifica la relacion

1 22
L1 =1, = —13+7r,o/ 22f%(z)dz.
2 21
Por tanto un sélido de revolucién es en general un trompo axialmente simétrico. Nétese, ademads, que en
este caso el eje de simetria es un eje principal de inercia, y también lo es cualquier eje perpendicular a éI.
Por ejemplo, en el caso de un cilindro de radio a y altura & podemos tomar f(z) =a,z; = —h/2y
Zo = h/2, ya que por simetria el centro de masas del cilindro es equidistante de sus bases. Por tanto

T 1
Iy = = pa*h = - Md?,
3 2,061 5 a
1 h/2 1 h/2 1 1
I =12=—I3+rcpa2/ zzdz:—Maz-l—ZrcpaZ/ zzdz:—Ma2+—npa2h3
2 —h/2 4 0 4 12

Noétese, en particular, que el cilindro es un trompo esféricamente simétrico si & = /3 a.
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5.3 Ecuaciones del movimiento de un sélido rigido

5.3.1 Ecuaciones del movimiento de un sélido rigido en un sistema inercial

Dado que (en general) un sélido rigido tiene 6 grados de libertad, es de esperar que se necesiten 6 ecuacio-
nes diferenciales para determinar su movimiento. Las tres primeras de estas ecuaciones son obviamente
las ecuaciones del movimiento del centro de masas del sdlido, que, como vimos en el Capitulo 1, son

simplemente
2
M aR =F. (5.25)
dr? J;

F=ZFa
o

denota la suma de las fuerzas externas que actian sobre las particulas del sélido (recuérdese que, en
virtud de la tercera ley de Newton, la suma de las fuerzas internas es nula). Las restantes tres ecuaciones
son las ecuaciones del movimiento del momento angular del sélido, es decir

dL
(E)f =N. (5.26)

De nuevo, en el miembro derecho N denota el par total de las fuerzas externas que actian sobre cada
particula del sélido:
/
N = Z r, X Fg,
o

ya que las fuerzas internas no contribuyen a la suma si se cumple la tercera ley de Newton en sentido
fuerte.

En la ecuacién (5.26) tanto el momento angular como el par total de las fuerzas externas estdn cal-
culados respecto del origen O’ del sistema fijo. De hecho, dicha ecuacion también es vdlida si susti-
tuimos L por Loy y N por el par de las fuerzas externas respecto del CM. En efecto, de la relacién
L = MR xV + Lcy y de la ecuacién del movimiento del CM se sigue que

dL dL
( ) :( CM) —|—RXF=N=Z(R+1'0¢)XF0¢=RXF+NCM’
f f a

En el miembro derecho

dr dr
y por tanto
dLcm
= Nom, 5.27
( ” )f cM (5.27)
siendo
Nem = Zra x Fy (5.28)
o

el par de las fuerzas externas respecto del CM.

e En general, si la fuerza total que actiia sobre el sistema es nula el par N no depende del punto respecto
del cudl se calcula. En efecto, siF = ), Fo = 0 se tiene

Z(ra-i—a)xFa:ZraxFa—i—axF:ZraxFa.
o o o

Ejercicio. Probar que la condicién para que un sélido rigido esté en equilibrio en un sistema inercial es
que F =N =0.
En general, el sélido estd en equilibrio en un sistema inercial —es decir v, = 0 para todo r— si y solo
siV=w =0, yaque’

v, =V+oxry.

SEstrictamente hablando, este resultado solo es valido si el sélido rigido no es lineal (ejercicio).
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Supongamos, en primer lugar, que el sélido estd en equilibrio. Entonces V = w = 0, y por tanto
L = MR xV 4+ Iw = 0. Sustituyendo en las ecuaciones del movimiento (5.25)-(5.26) se obtiene
inmediatamente F = N = 0. El reciproco de esta afirmacidn es el siguiente: si F = N = 0, e inicial-
mente V = w = 0, entonces el sdlido estd en equilibrio. En efecto, si F = N = 0 las ecuaciones del
movimiento implican que V y L son constantes en el sistema fijo. Si inicialmente V(0) = 0, entonces
V() = 0y R(¢#) = R(0) para todo ¢. Esto implicaque L = Lcyy + MR XV = Loy = [w. Por otra
parte, de la relacion L = / @ se obtiene

Li=zlijd)j+zjijwj=o’ i =1,2,3,
J J

donde las componentes de los vectores L y @ y del tensor de inercia estdn calculadas en el sistema de
ejes fijos. Si el tensor de inercia es invertible (es decir, si el sélido no es lineal), estas ecuaciones son
equivalentes a la ecuacién vectorial

o =—(I"o
que es un sistema lineal de ecuaciones diferenciales de primer orden en las componentes de la velocidad

angular @. Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones de este tipo de sistemas, la solucién con
la condicion inicial @ (0) = 0 es w(¢) = 0 para todo ¢. O

e Un caso particular que se presenta frecuentemente en la practica es aquél en que la fuerza F,, que actia
sobre cada particula del sélido es de la forma

Fa:Aaf, 0[21,...,N, (5.29)

donde f no depende de o y Ay, es un pardmetro caracteristico de la particula. Por ejemplo, este es el caso
de la fuerza gravitatoria terrestre si la extension del s6lido es pequefia en comparacion con su distancia
al centro de la Tierra, de modo que el campo gravitatorio es aproximadamente uniforme en el sélido
(Aq = mqy, £ = @), y de lafuerza eléctrica en un campo eléctrico uniforme (Ao = ey, f = E). En tal caso

F=Y Fo=f) do=4f, N=() harj)xf.
o o o

y llamando
1 1 1
X = Z Ea )Lar:x = Z Ea A(x(R + ra) =R + Z Ea kara (530)

se tiene por tanto
N=XxF. (5.31)

En otras palabras, para calcular el par total de las fuerzas externas podemos suponer que dichas fuerzas
se aplican en el punto X, que obviamente esté fijo en el s6lido en virtud de la ec. (5.30). En particular,
para calcular el par total de las fuerzas gravitatorias que actiian sobre un sélido puede suponerse que
dichas fuerzas estdn aplicadas en su centro de masas.

Andlogamente, el par de las fuerzas externas respecto del CM estéd dado por

Nem = (Zkara) xf=Xcm xF,
o

siendo ahora |
Xcom = Z;Aara =X—R.

En particular, el momento respecto del CM de las fuerzas gravitatorias (suponiendo la extensién del
s6lido despreciable frente a su distancia al centro de la Tierra) F, = mqg es nulo, ya que en este caso
X =R
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Nétese, también, que en este caso la fuerza F es claramente conservativa, con potencial

V:—f-ZAara = —Af-X=-F-X;
o

en otras palabras, también a los efectos de calcular la energia potencial podemos considerar en este caso
que la fuerza externa constante F actda en el punto X. En particular, la energia potencial de un sélido
rigido en el campo gravitatorio terrestre esta dada por

V =—-Mg-R.

5.3.2 Ecuaciones de Euler

Dado que la relacién entre el momento angular y la velocidad angular es particularmente sencilla en
un sistema de ejes principales de inercia fijo en el cuerpo, resulta muy util formular la ecuacién del
movimiento del momento angular en este sistema. Supondremos, para ello, que el punto respecto del
cual se calculan L y N es, o bien el CM, o bien un punto fijo simultineamente en el sélido y en el sistema
de ejes fijo, que tomaremos como origen O’ de este dltimo sistema. En ambos casos,

()
—~) =N
dr ),

L=]w,

con I constante en el sistema de ejes del cuerpo, ya que el punto respecto del cual se calculan L e I estd
fijo en dicho sistema. Desarrollando la derivada temporal de L en la ecuacion (5.26) se obtiene entonces
la férmula

L+wxL= N,

donde el punto denota derivacion respecto del sistema de ejes del cuerpo. Utilizando la relacién entre L
y @,y teniendo en cuenta que /;; es constante en el sistema de ejes del cuerpo, se llega inmediatamente
a la ecuacién

lo +wx(Iw) =N.

Si los ejes del cuerpo son ejes principales de inercia, la i-ésima componente de esta relacion es

Livi + Y eipmImojom = Ni, i =123,
I,m
o bien
Liwi — (Ij — Iy)wjor = N; , i=1,2,3, (5.32a)
donde
(i, j, k) = permutacion ciclica de (1,2, 3). (5.32b)

Las ecuaciones (5.32), es decir el sistema

Loy — (12 — I3)wawz = Ny,
Ly — (I3 — I1)wiws = N, (5.33)
Iswsz — (I1 — I2)wiwa = N3,

se conocen como ecuaciones de Euler. Recuérdese que estas ecuaciones son vélidas si N e / se calculan,
o bien respecto del CM, o bien respecto de un punto fijo simultdneamente en el sélido y en el sistema
inercial. Ademds, las cantidades w; y N; que aparecen en dichas ecuaciones son las componentes de los
vectores @ y N en un sistema de ejes principales de inercia (en general no inercial).
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e Si el par total de las fuerzas externas es nulo y el origen O’ del sistema inercial es un punto fijo en
el solido, se conservan L 'y T'. La conservacion de L es inmediata a partir de la ecuacién del movimien-
to (5.26), mientras que la de T se deduce derivando la relacién (5.21) en el sistema de ejes del cuerpo
(lo cual es correcto, ya que T es un escalar). En efecto, al ser I una matriz simétrica

Tzw-ld)z—w-(wx(lw))zo.

Andlogamente, si Ny es nulo se conservan el momento angular Ly y 1a energia rotacional Trof, ya que
en este caso Tyt = %w -(lw).

5.4 Movimiento inercial de un trompo simétrico

Estudiaremos en esta seccién el movimiento de rotacién de un sélido axialmente simétrico cuando se
anula el par total de las fuerzas externas o bien respecto del CM, o bien respecto de un punto fijo simul-
taneamente en el sélido y en el sistema de ejes fijos. Esto ocurrird evidentemente (en ambos casos) si el
s6lido es libre, es decir si sobre él no actian fuerzas externas. Mds generalmente, como vimos al final de
la Seccién 5.3.1, el par Ncy es nulo si la tinica fuerza externa que actia sobre el sélido es la gravedad
terrestre (suponiendo la extension del sélido despreciable frente a la distancia de sus puntos al centro de
la Tierra). Antes de empezar nuestro estudio, es conveniente hacer una observacion relacionada con la
velocidad angular @:

o La velocidad angular es aditiva. En otras palabras, sean Sp, S1 y S» tres sistemas de referencia con el
mismo origen. Si en un cierto instante ¢ el sistema de ejes S; tiene velocidad angular @ respecto de Sy,
y a su vez Sy tiene velocidad angular w, respecto de Si, entonces la velocidad angular de S» respecto
de Sy es

w=w] +w>. (5.34)

En efecto, sea v; la velocidad respecto del sistema de ejes S; de una particula cualquiera que en el
instante ¢ se halla en un punto r del espacio. Como los tres ejes tienen el mismo origen, utilizando la
férmula general (4.10) obtenemos

Vo =V] +®1 Xr, Vi = V2 +wy Xr, Vo =V +®XTr.
Como r es arbitrario, combinando estas tres féormulas se obtiene inmediatamente la relacién (5.34). O

Nota. En el resto de esta seccidon denotaremos por L e / el momento angular y el tensor de inercia
respecto de O’ o del CM, segtin sea N = 0 0 Ney = 0 (en el primer caso, se supone que O’ es un punto
simultdneamente fijo en el s6lido y en el sistema de ejes fijos).

Supongamos, para fijar ideas, que el eje de simetria del sélido es el eje e3. Sustituyendo N = 0 (o
Ncm = 0) e I1 = I, en las ecuaciones de Euler (5.33) se obtiene el sistema mas sencillo
Loy — (11 — I3)ww3 =0,
Iay — (I3 — I1)wiwz =0, (5.35)
Iz303 =0,

de donde se deduce inmediatamente (suponiendo que /3 # 0, es decir que el s6lido no es lineal) que
w3 = const.

Llamando I ]
Q=2""14,,
I

las dos primeras ecuaciones se escriben

a')1=—.(2a)2, C(.)2=.Qa)1
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0, utilizando notacién compleja,
w1 +iwy =12(w1 +iws).

La solucidn de esta ecuacién lineal de primer orden es
N . it
w1 + 1wy = (w10 +iwz0)e™" , (5.36)

con w;jo = w; (0) (i = 1,2) constantes reales. De (5.36) se sigue que

2 2 s 12 2 2 _ 2
w1+w2=|w1+1a)2| = Wi + W39 = Wy

es constante. En otras palabras, el médulo de la proyeccion de la velocidad angular sobre el plano per-
pendicular a e3 es constante, y por tanto también lo son el médulo w de la velocidad angular y el 4ngulo
o que forman los vectores @ y e3. En términos de este dngulo se tiene

w3 = WCOS , wo = wseno , w1 + 1wy :wsenae‘(9’+ﬂ), (5.37)

siendo B el angulo que forma el vector wip€e; + wzp€z con el eje e; (que podria tomarse igual a cero
escogiendo adecuadamente el origen de tiempos). En otras palabras®, en el sistema de ejes del cuerpo el

Figura 5.1: Precesion del vector w alrededor del eje fijo es.

vector @ gira alrededor del eje e3 con velocidad angular constante §2 (cf. la Fig. 5.1). Esta velocidad
angular es positiva para I3 > I (s6lido “achatado”), mientras que es negativa para I3 < [I; (sélido
“alargado”). Geométricamente, desde el punto de vista del sistema de ejes fijo en el cuerpo el vector @ se
mueve trazando un cono de eje e3 y semidngulo o con velocidad angular constante §2. El cono trazado
por @ en su rotacién alrededor del vector e3 se llama cono del cuerpo (mds correctamente, cono fijo en
el cuerpo). El movimiento del momento angular L respecto del sistema del cuerpo se determina también
facilmente teniendo en cuenta la relacién (5.24), que podemos escribir como sigue:

L3 = Izwz = Izw coso = const. , Li+ily, = I1(w) +iwp) = Lo senq el (@1+h) (5.38)

En otras palabras, el vector L estd en el plano formado por los vectores e3 y @, siendo L3, L% + L% y L
constantes en el sistema del cuerpo. Notese que la constancia de L se sigue también de su constancia en

5Supondremos a partir de ahora que @ y « no se anulan. Si @ # 0 pero @ = 0, @ = we3 es constante —tanto en el
sistema de ejes del cuerpo como en el sistema fijo, ya que la derivada temporal de @ coincide en ambos sistemas en virtud de la
ec. (4.11)— y por tanto el sélido gira con velocidad angular constante alrededor de su eje de simetria. Dicho eje estd también
fijo en el espacio, al ser en este caso €3 = @ /w con @ constante.
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el sistema de ejes fijo (ya que L es constante en dicho sistema, al ser N = 0), y el caracter coplanario de
los vectores e3, @ y L se podria haber probado directamente observando que

e3-(w XL) = (12—11)6()1602 =0.

Una consecuencia inmediata de las observaciones anteriores es que (siempre desde el punto de vista del
sistema de ejes del cuerpo) el momento angular L rota con velocidad angular constante §2 respecto del
eje e3. El dngulo 6 formado por los vectores L y e3 se puede calcular facilmente observando que

[12 ;2 .
Ly+ L3 L1 +ily| I

Ls -~ Izwcosa I3

tan 0 = tano ;

nétese, en particular, que 6 > o para un sélido alargado.

Desde el punto de vista del sistema de ejes fijos, el vector L es constante al ser nulo por hipétesis el
par de las fuerzas externas. La direccién de L, que es por tanto constante en el sistema fijo, se denomina
direccion invariante y se suele tomar como eje e:

e; = %
Los vectores @ y e3 giran ambos alrededor de L ya que, como acabamos de ver, el dngulo formado por
los vectores @ y e3 con el momento angular y el médulo de dichos vectores son constantes. Ademas,
la velocidad angular §2,, con la que giran @ y e3 alrededor de L es la misma, ya que estos tres vectores
estan en el mismo plano. Geométricamente, desde el punto de vista del sistema fijo el vector @ describe
al moverse un cono de eje Ly semidngulo |6 — «|, con una cierta velocidad angular que denotaremos
§2,. Este cono se denomina cono del espacio (mds precisamente, cono fijo en el espacio, o simplemente
cono fijo). Nétese que el cono del cuerpo y el del espacio son tangentes en todo instante a lo largo de la
generatriz paralela a w (cf. la Fig. 5.2). La situacién es totalmente andloga para el vector e3, ya que L, @
y e3 estdn en el mismo plano.

X3

Cono fijo

X2

Figura 5.2: Cono fijo y cono del cuerpo (en el caso I > I3).

Para calcular la velocidad angular §2, basta tener en cuenta que, al ser @ coplanario con los vectores
L y e3, podemos expresarlo en la forma

L
w=az+be3, (5.39)

Veremos a continuacién que el coeficiente a es igual a la velocidad angular §2,, de rotacién del eje de
simetria e3 del s6lido alrededor de L, mientras que b = —§2. Consideremos, en efecto, un tercer sistema
de ejes e/ (i = 1,2,3) formado por los vectores

"o e3 X L 1

/! /!
&) = ——— | =e xe”.
2 |e3XI| 1 2 3

/!
e3 = €3,
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La velocidad angular @’ de los ejes {e'}1<;<3 respecto de los ejes fijos {e;}1<;<3 es paralela al vector
¢, = L/L, ya que los vectores €}, €] y €; = ez estdn en el mismo plano. Como este plano es el
determinado por los vectores @ y L, la velocidad angular @’ es igual a §2,,€’. Por otra parte, la velocidad
angular " del sistema de ejes del cuerpo {e; }1<;<3 respecto del los ejes {e]}1<i<3 es igual a —$2es,
ya que €5 = e3, L'y €] son coplanarios, y hemos visto que L gira con velocidad angular §2 alrededor de
e3. Por la aditividad de las velocidades angulares, la velocidad angular de los ejes del cuerpo {e; }1<i<3
respecto del sistema de ejes fijos {e} }1<;<3, que por definici6n es igual a w, estd dada por

e La ecuacidn anterior, junto con el razonamiento que conduce a su demostracion, pone de manifiesto
que el movimiento del sélido puede describirse como la composicion de una precesién de su eje de
simetria e3 alrededor de la direccién invariante (i.e., la direccién de L) con velocidad angular §2;, y una
rotacion del sélido alrededor de su eje de simetria con velocidad angular —£2.

De la Fig. 5.3 se sigue que
wsenao = 2psend ,

y por tanto

sen o L L
=wsenq —— = — (5.40)

Teniendo en cuenta las ecs. (5.38) se obtiene

2 72
3

w 1
2, = o \/Ilzsenza+l3zcosza =a)\/1 + Tl cos2a .
1

En particular, 2, < w para un sélido alargado, mientras que £2, > ® para un s6lido achatado.

L
A

Figura 5.3: Vectores L, w y e3 en el movimiento inercial de un sélido rigido simétrico alrededor del eje
e3 (en el caso en que 17 > I3).

Ejercicio. Deducir la ec. (5.40) directamente a partir de (5.39).

Solucion. Multiplicando (5.39) por e3 se obtiene

L w3l I3 —1 JEYO) L
PN B L NN SN Rt DO .- B S
L I I

como antes.
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5.5 Angulos de Euler

Las ecuaciones de Euler deducidas en la Seccioén 5.3.2 tienen dos importantes desventajas, a saber:
1) estan escritas en términos de las componentes de la velocidad angular @ (¢) en el sistema de ejes del
cuerpo, cuyo movimiento no se conoce a priori, y ii) en el mejor de los casos, permiten calcular la velo-
cidad angular, pero no proporcionan directamente la orientacién del sistema de ejes del cuerpo respecto
del sistema de ejes fijos en funcién del tiempo. Para evitar ambos inconvenientes, en esta seccién vamos
a describir una forma muy util de caracterizar dicha orientacidn (o, en general, la orientacion relativa
de dos sistemas de ejes) en términos de tres dngulos apropiados. Una vez obtenida esta caracterizacion,
expresaremos la velocidad angular @ en funcién de estos dngulos, lo que, en virtud de las ecuaciones de
Euler, conduce a un sistema de segundo orden en dichos dngulos. Resolviendo este sistema se obtendra
finalmente la orientacion de los ejes fijos en el sélido en cada instante, lo que determina el movimiento
rotacional del sélido.

Para ello, veremos primero como llevar los ejes fijos €] a los ejes del cuerpo e; mediante tres rota-
ciones sucesivas. En primer lugar, efectuemos una rotacién de dngulo ¢ € [0,2x) alrededor del eje x3,
hasta llevar el eje x] a la direccién del vector e} x e3. Si llamamos e} a los nuevos ejes asi obtenidos,
entonces

/! /.
ei = Reg(d)) ei ’
nétese, en particular, que
e =ej.
En notacién matricial, si X" = (x], x5, x5) y X" = (x{, x5, x§) denotan respectivamente las coordenadas
de un mismo vector respecto de los ejes €, y e/ (consideradas como vectores columna) se tiene

cos¢ —seng O

X = R3(¢p)x”, R3(¢) = |sen¢p cos¢p O
0 0 1

Como el nueve eje x|, denominado linea de nodos, es perpendicular a los ejes x3 y x5, mediante una
rotacién de dngulo 6 € [0, ] alrededor de x| podemos llevar el eje x4 al eje x3. Denotando por €;” a los
ejes asi obtenidos se tiene
" /7.
el = Re/l/ (9) el N

en particular,

e =el, ey =e;3.

En términos de las coordenadas,

1 0 0
X' = R1(0)X", Ri(0)=|0 cosf —senf
0 senf cosf

Los nuevo ejes x|” = x| y x5’ estdn en el plano perpendicular a e3, por lo que podemos hacerlos coincidir

con los ejes x1 y x5 del sistema del cuerpo mediante una rotacién de dngulo ¢ € [0,27) alrededor de
X3, sin variar este dltimo eje. Por tanto,

s
€ = Re3 (1/,) €
que en términos de las coordenadas se escribe
n
X" = R3(¥)x.

En definitiva,

x' = R($,0,¥)x, (5.41)
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siendo

R(¢.0,v) = R3(¢)R1(0)R3(V)

cosycosg —cosOsenysengg —senycos¢ —cosbcosyrsend  senb sen¢
= | cosyrsen¢ + cosfsenycos¢p —senyysen¢ + cosb cosycos¢p —sen6cose
sen 6 sen Y sen 6 cos ¥ cos 6

Nétese que

x = R3(¥) "' R1(6) ' R3(#) "X = Ra(—¥) Ri(=0) R3(—¢) X' = R(=y. —0. —¢) X .
Los angulos
¢ €[0,27), 6 €0, ], ¥ € [0,27), (5.42)

que como hemos visto caracterizan completamente la orientacion del sistema de ejes del cuerpo respecto
del sistema de ejes fijos, reciben el nombre de angulos de Euler. Nétese que estos dngulos tienen la
siguiente interpretacion geométrica (cf. la Fig. 5.4):

¢ = 4angulo entre €l eje x| y la linea de nodos
6 = éangulo entre €l eje x5 y el eje x3

Y = angulo entre la linea de nodos y el eje x1.

xlll xs = x3

’”

’
XX

(a)

rrr

x{ = x]

(b)

Figura 5.4: Angulos de Euler.

En virtud del resultado sobre la aditividad de las velocidades angulares probado al principio de la
Seccion 5.4, 1a velocidad angular @ (¢) se expresa en funcién de los dngulos de Euler mediante la formula

©=¢e;+0e] +1es. (5.43)

Es de interés expresar la velocidad angular en el sistema de ejes del cuerpo, ya que son las componentes
de w en este sistema las que intervienen en las ecuaciones de Euler. Para ello, nétese en primer lugar que

e/ =€ = Re;(¥) 'e; = Res(—¥)e; = cos e —senire; .

Por otra parte,

e, =¢; = Re/{(—Q)eg" = senfe) + cosfe; = senfe) + cosBes = sen ORe, (—y)ez + cos Hes

= sen f(sen yre; + cos yrey) + cos fes . (5.44)
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Utilizando las dos férmulas anteriores en la ecuacion (5.43) se obtiene finalmente la siguiente expresion
para las componentes @; de @ en el sistema de ejes del cuerpo:

w1 = ¢senBseny + 6 cos
wy = ésen@cosw —ésenw, (5.45)
w3 =Y + ¢cosh.

5.6 El trompo de Lagrange
En esta seccion estudiaremos el movimiento del denominado trompo de Lagrange, que consiste en

un sélido axisimétrico con un punto fijo sometido Unicamente a la gravedad terrestre (cf. la Fig. 5.5).
Tomando el origen de coordenadas del sistema de ejes fijos en dicho punto, la energia cinética del trompo

Linea de nodos

Figura 5.5: Trompo de Lagrange.

€s
1 1 1

donde I; (i = 1,2, 3) es el i-ésimo momento principal de inercia del trompo respecto del origen, y el eje
x3 se toma en la direccion de su eje de simetria. Utilizando las expresiones (5.45) para las componentes
de w se obtiene facilmente

1 . . 1 . .
T = 511(02 + ¢? sen? 0) + 513(10 + ¢ cos )2,

La energia potencial del trompo es el potencial de la fuerza externa F = —M ge’j aplicada en el CM, es
decir
V =MgXj.

Por simetria, el CM del trompo esté en el eje de simetria x3, a una distancia / del origen. Por tanto
V =Mglcosb,

y el lagrangiano del sistema estd dado por

1 . . 1 . .
L=T-V= 511(92 + ¢? sen? 0) + 5 + ¢cosH)? — Mgl cosh. (5.46)
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Los momentos canénicos asociados a las coordenadas generalizadas (6, ¢, ) son

oL .
:—210,
Peo Y: 1
oL 23 . .
p¢:£:hsen 0¢+ I3c0s0( + pcosh), (5.47)
oL . .
=—=1 + 0s0).
Py - 3(Y + ¢ cosb)

Al ser L independiente de los dngulos ¢ y ¥ y del tiempo ¢, se conservan los momentos pg y py Yy el
hamiltoniano, que es igual a la energia T' 4 V al ser L cuadrético en las velocidades generalizadas:

1 .. 1.
H=T+V=511(02+¢zsen29)+513(w+¢0059)2+Mglc059:E. (5.48)

La existencia de estas tres leyes de conservacion permite expresar el movimiento de la coordenada 6
mediante una integral, lo que a su vez determina el movimiento de los otros dos angulos utilizando la
conservacion de pg y py .

e En virtud de la tercera ecuacion (5.45), el momento candnico py es igual a I3w3, es decir a la com-
ponente del momento angular L en la direccion del eje e3, que denotaremos por L3. Andlogamente, de
las ecuaciones (5.44) y (5.45) se sigue que

L-e;= L% =senO(Lyseny + Lycosy) + cosOL3 = I1 senB(wq seny + wp cos ¥) + 3wz cos
= I1sen? 8¢ + I3cos O(y + ¢ cosh) = Do -

Por otra parte, el par de la fuerza gravitatoria esta dirigido en la direccion de la linea de nodos, y por tanto

es perpendicular a los vectores e3 y 5. Aplicando las ecuaciones del movimiento del momento angular

en el sistema fijo con Nj = N - ¢ = 0 se deduce inmediatamente que L’ se conserva. La conservacion
de L3 = Isw3 se deduce teniendo en cuenta que7

4L e dby . (e N+L-( )= N3 +e3- (LX)
—(L-e3)=e3-[— =) =e3- (0 x e3) = e3-(Lxw
” 3 s\ ) a ) = 3 3+e3

= €3 (L xw) = (11 — 12)w1w2 =0.
Para obtener la ecuacién del movimiento del dngulo 6, basta sustituir las relaciones
. . . p_vf 2 P _
Y+ ¢cosf = 7. Iy sen“ 0 ¢ = py — py cos (5.49)
3
en la ec. (5.48), lo que conduce a una ecuacién de primer orden en 6 de variables separadas:

p2
+ Mglcosf = E — ﬁ . (5.50)
3

(p¢ — py cos )2
211 sen? 6

1 .
—1,6%
) 107 +

Formalmente, esta es la ecuacién del movimiento de una particula de masa unidad y energia

2
1 p
e=—(E- ¥ (5.51)
17 215

en el potencial unidimensional efectivo®

(a — b cos 0)?

v = 2sen? 0

+ ccosf, 0<0<m, (5.52a)
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u)
- 0
5 Ve
Figura 5.6: Potencial efectivo U(6).
siendo Mol
a=2 p=0r =8 (5.52b)
I I I

(cf. 1a Fig. 5.6). El potencial anterior es singular para 8§ = 0 o § = 7. Sin embargo, de la ley de
conservacion de py se sigue que si en algin instante & = 0 (respectivamente § = 1) entonces a = b
(resp. a = —b). Probaremos mas adelante que en tal caso U es, de hecho, regularen 6 = 0 (resp. 6 = m),
y que ademas U’(0) = 0 (resp. U'(w) = 0).
Supondremos, por el momento, que
a# =xb,

y por tanto que 6 # 0, 7. En términos de la variable u = cos 6 € (—1, 1), la ley de conservacién de la
energia se expresa en la forma
w? = f(u), (5.53a)

donde f(u) es el polinomio de grado 3 dado por
fu) =2(e —cu)(1 —u?) — (a — bu)?. (5.53b)

Formalmente, la ecuacion anterior se puede utilizar para expresar el movimiento de la coordenada 6
mediante una integral:

du cos 6 du

cos O
fmh= i/ Jra) = V2(e —cu)(1 —u?) — (a — bu)?

En la practica, esta expresiéon no es de mucha utilidad, ya que para evaluar la integral es necesario
utilizar funciones elipticas. Sin embargo, la ec. (5.53) proporciona una sencilla descripcidn cualitativa
del movimiento que estudiaremos a continuacion.

En primer lugar, como a # =+b los puntos u = =1 no son raices de f. Al ser ¢ > 0, el polinomio
f(u) es positivo para ¥ — o0 y negativo para u — —oo. Por otra parte, dicho polinomio ha de tener
o bien una o bien tres raices reales (contando multiplicidades), alguna de las cuales ha de pertenecer al
intervalo fisico (—1, 1). En efecto, en caso contrario f no cambiaria de signo en dicho intervalo y por
tanto seria negativa en él, al ser f(£1) < 0. Ademas, en (—1, 1) ha de haber dos raices de f (contando
multiplicidades), pues si hubiera un nimero impar de raices f(—1)y f(1) tendrian signos opuestos. Esto
implica que f tiene necesariamente tres raices reales, estando dos de ellas (contando multiplicidades) en
el intervalo (—1, 1) y la restante en (1, 0o). Por tanto la grafica de f tiene el aspecto representado en la
Fig. 5.7.

7 Alternativamente, de la tercera ecuacién de Euler (5.33) con N3 = 0 se deduce que w3, y por tanto L3 = I3ws3, es
constante en el sistema del cuerpo. Como L3 es un escalar, ha de ser también constante en el sistema de ejes fijo.
8Para que el 4ngulo 6 pueda variar entre 71/2 y 7 el trompo debe ser en realidad un giréscopo, no una peonza.
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S )

N u

—i Uz 231 1

Figura 5.7: Polinomio f(u) (caso genérico).

Si llamamos u; < u; a las raices de f en (—1, 1), el movimiento tiene lugar en la regién u,; <
u < uq, o equivalentemente #; < 8 < 6,, siendo 6; = arc cos u;. En otras palabras, el eje del trompo
oscila entre los angulos 0, y 65, efectuando un movimiento denominado nutacion (del latin “nutatio”,
cabeceo). Si
sen?f0¢ =a—bcosh =a—bu

no cambia de signo cuando cos 6 varia entre 11 y U5, la trayectoria trazada por eje del trompo en la esfera
unidad es semejante a la de la Fig. 5.8 (izda.), mientras que si @ — bu cambia de signo en el intervalo
(u2,u1) entonces dicha trayectoria es andloga a la mostrada en la Fig. 5.8 (centro).

Figura 5.8: Trayectoria trazada por el eje del trompo de Lagrange en la esfera unidad.

e Consideremos a continuacion el caso limite en que @ —bu se anula en uno de los extremos del intervalo
[uz,u1], que por el momento denotaremos por 1o, y mantiene por tanto el mismo signo para los demds
valores de u. En tal caso, llamando uy = cos 0y se tiene (al ser ¢ uno de los puntos de retroceso)

a=buy = fu)=2>e—cu)(1—u?) —b>u—up)?, fuo) =0 = &= cuy,

Yy por tanto
f) = @ —ug)[2c® — 1) — b*(u —uo)].
Al ser
f(uo) = 2c(ug —1) <0

(yaque ug = cosfp < 1 yc > 0), ug es entonces igual a la raiz mayor uy, y por tanto 6y = 67 . La
velocidad de precesion

¢ = b(uo —u)

verifica por tanto b¢p > O para 6; < @ < 6>y ¢ = 0 para 6 = 6. En otras palabras, la trayectoria del
eje del trompo presenta una ciispide en 8 = 67 (cf. 1a Fig. 5.8, drcha.). Nétese, por ltimo, que el caso en
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que ¢ se anula para § = 01 se produce precisamente cuando el trompo se lanza en la forma habitual, es
decir cuando inicialmente 6(0) = ¢(0) = 0, ya que en tal caso (llamando de nuevo ug = cos 6y # *1
al valor inicial de u)

$0)=0 = a—bug=0, 60)=0 = 1u(0) = f(ug) = —senbyH(0) = 0.

Veamos a continuacién bajo qué condiciones es posible que el trompo tenga precesion pero no nuta-
cion, es decir que las ecuaciones del movimiento tengan una solucién constante 8 = 6. (Por el momento,
seguiremos suponiendo que a # +b y por tanto 0 < 6y < 7.) En este caso la ecuacién (5.53a) ha de
tener una solucién de equilibrio u = ug, y por tanto

fuo) = f'(ug) =0. (5.54)
Noétese que si 0 es constante también lo serd la velocidad de precesion

a—buo

¢ =

T =2,

(recuérdese que 6y # 0, 7, y por tanto u # =%1). Utilizando las condiciones (5.54) se obtiene

— bup)?
2(e — cup) = —(a u;)) =(1- u%).Qz,
I —ug

y por tanto
% £/ (o) = —2ug(s — cug) — c(1 —ud) + b(a — bug) = —(1 — u%)(uo.Qg —bS2, +¢).
En consecuencia, la velocidad de precesion 2, ha de verificar la ecuacion cuadratica
Uo7 — b2y +¢=0.
Esta ecuacion tiene soluciones reales si y solo si su discriminante es no negativo, es decir si
b? —dcug =0,

o0 equivalentemente
pi = I%w% > 4M gl cos by . (5.55)

Nétese que la condicién anterior se cumple automdticamente si 6p = 7/2. Si se verifica (5.55), en
general existirdn dos frecuencias de precesién dadas por’

b2 ~ 21 cos by

! N b 4 I 4MglI; cos 0
Qp,izz_(b:t b2—4CM0>:2—<1:|: l—ﬂ)— 303 (li\/l— gl11 CosUp
Uo Uo >

2 2
I5w3

Si la frecuencia w3 es muy grande frente al término (M gl 1, cos ) 1/2 /I3, el radical se puede aproximar
por

2M gl cos By
= 1?w? ’
3Ws3
y por tanto
13603 Mgl
Qp 4 = ——F, . .
’ 11 cos 6y ’ JEYOR!

En la practica, el rozamiento hace que w3 disminuya lentamente hasta que la condicién (5.55) deja de
cumplirse, momento en el cual el trompo comienza a cabecear.

9Si 6y = 1/2 la velocidad de precesién es Qp=c/b=Mgl/(I3w3).

)
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Figura 5.9: Potencial efectivo U(f) paraa = b = 2./c (izda.) ya = b < 2./c (izda.).

e Estudiemos a continuacion cémo es el movimiento del trompo cuando @ = b (el caso en que a = —b
se trata de forma andloga). En tal caso, el potencial efectivo U(6) estd dado por

U(Q)zf (1 —cos 0)?

2
> e 4+ ccosf = % tan®(0/2) + c cos 6 . (5.56)

Desarrollando U hasta orden dos en 6 alrededor de 6 = 0 se obtiene

2 2
U(9)=c+97 (%—c)+0(94);

por tanto, si a? > 4c, es decir si
Py = o3 > 4Mglly (5.57)

entonces la solucion constante 8 = 0 es un equilibrio estable. Es facil ver que en este caso la derivada de
U es positiva para 0 < 6 < T, y por tanto el potencial tiene el aspecto de la Fig. 5.9 (izda.). En efecto,

U') = g tan(60/2) sec?(6/2) — 2¢ sen(0/2) cos(0/2)

2
= 2ctan(6/2) sec?(6/2) (Z— — cos4(9/2)) >0, 0<fO<m.
c
Lo mismo ocurre si a2 = 4c, es decir si
w3 = 4Mgll;,

pues en este caso
U'(6) = 2ctan(8/2) sec*(6/2) (1 — cos*(6/2))

se anula para @ = 0y es positivo para 0 < 6 < 7. Por el contrario, si a? < 4c, es decir si
Fw? < 4Mgll (5.58)

entonces 6 = 0 es un equilibrio inestable. En este caso, la derivada de U se anula para

1/4
a2 1/4 1202
cos(0/2) = (E) = ﬁ ,

que es de hecho un equilibrio estable, y el potencial tiene el aspecto de la Fig. 5.9 (drcha.). En la prictica,
el rozamiento hace que disminuya la frecuencia w3 hasta que se verifica la condicién (5.58), momento
en el cual el trompo empieza a cabecear (“trompo dormido”™).
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Capitulo 6

Relatividad especial

6.1 Principios de la Relatividad especial

Como vimos en el Capitulo 1, las leyes de la Mecdnica tienen la misma forma en todos los sistemas
inerciales. En particular, la segunda ley de Newton

ma = F(¢,r, 1)

se convierte en
ma =F ', r V), con F'(',r,v')=F(,r,r),

bajo la transformacién de Galileo

t'=t, Xy =x1—vt, xXh = x2, X5 = Xx3. 6.1)
Dicha transformacion relaciona las coordenadas espacio-temporales (Z, x1, X2, x3) de un suceso cual-
quiera en un sistema de referencia inercial (SRI) S con sus andlogas (¢’, x], x5,x3) en otro sistema
inercial S’ (con ejes paralelos a los de S) que se mueve respecto de S con velocidad constante ve;. Una
forma equivalente de enunciar este principio de relatividad de Galileo es la afirmacioén de que ningiin
experimento mecdnico permite distinguir entre dos sistemas de referencia inerciales. En otras palabras,
todos los sistemas inerciales son equivalentes desde el punto de vista de la Mecanica newtoniana.

A finales del siglo XIX, se plante6 la cuestion de si el principio de relatividad de Galileo se aplicaba
también a las ecuaciones de Maxwell, que gobiernan los fendmenos electromagnéticos —en particular,
la propagacion de las ondas electromagnéticas, incluida la luz. Dicho de otro modo ;es posible dis-
tinguir entre dos sistemas inerciales mediante algin fenémeno de tipo electromagnético (en particular,
luminoso)? Para responder a esta pregunta, recuérdese que en el vacio los potenciales electromagnéticos
Ao = ®/cyA = (A1, A2, A3) obedecen la ecuacién de ondas'

1924, 024,
=5 -> o2 =0, p=0...3, (6.2)
i=1 1
donde
1
Cc =

v/ EoM0

es una constante universal (dependiente de las propiedades electromagnéticas del vacio). ;Como se trans-
forma la ecuacién (6.2) bajo la transformacién de Galileo (6.1)? Para responder a esta pregunta, supon-
dremos que los potenciales se transforman linealmente, es decir que

3
A ) =Y Ay AT, p=0,...3.

v=0

'Supondremos a partir de ahora que los potenciales electromagnéticos verifican el gauge de Lorentz (1.36).

133
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(Esta suposicién es muy natural, ya que la ecuacién de ondas (6.2) es lineal en las componentes del
potencial electromagnético.) En tal caso, las componentes A;L verificardn también la ecuacién (6.2), es

decir s
182A;L 947,
=53 -> o7 =0, u=0...3
1

i=1

Teniendo en cuenta que

0 0 0 d 0 193
= v—-, _— =, 1 =1,2,5,
ot ot 0x} dx;  0x]

se obtiene inmediatamente

124, (0 v\ P4, _23:82A;L 20 4],
c? 9t'? c2 ) oxp?

_Z —0 n=0,...3
/2 2 / / 9 9 9 9

= 0x; c? 0t'0x]

que 1o es una ecuacioén de ondas en las coordenadas (', x}, x5, x3) para ningdn valor® de v # 0.
El hecho de que la ecuacién (6.2) no sea invariante bajo transformaciones de Galileo plantea las

siguientes tres posibilidades, que solo pueden decidirse mediante el experimento:

1. Existe un sistema de referencia inercial privilegiado, en el que son validas las ecs. (6.2) (o, equiva-
lentemente, las ecuaciones de Maxwell) y las ondas electromagnéticas se propagan con velocidad
¢ = 1//eoo . Por tanto, el principio de relatividad (es decir, la equivalencia de todos los sistemas
inerciales) es valido para la Mecdnica pero no para el Electromagnetismo.

2. El principio de relatividad es valido tanto para la Mecédnica como para el Electromagnetismo, pero
las ecuaciones de Maxwell no son correctas.

3. El principio de relatividad es vélido tanto para la Mecédnica como para el Electromagnetismo, pero
la formulacién newtoniana de la Mecénica no es correcta.

A finales del siglo XIX se pensaba que la hipdtesis correcta era la primera. La explicacion tedrica
que se aducia era que las ondas electromagnéticas se propagan en un medio material denominado éter
que llena el espacio, y por tanto las ecs. (6.2) —o, equivalentemente, las ecuaciones de Maxwell— solo
son validas en un sistema inercial que esté en reposo respecto del éter. Se pensaba, ademads, que este
sistema inercial coincidia con el de las estrellas lejanas, lo que permitia identificar dicho sistema inercial
privilegiado con el “espacio absoluto” de Newton. Si esto fuera cierto, seria en principio posible detec-
tar experimentalmente el movimiento de un sistema inercial respecto del éter (“movimiento absoluto”)
estudiando la propagacién de las ondas electromagnética respecto de dicho sistema.

En 1887, Michelson y Morley realizaron un experimento muy sensible para detectar la velocidad de
la Tierra respecto del éter o, equivalentemente, respecto de las estrellas lejanas (que, a su vez, estan apro-
ximadamente en reposo respecto del Sol). El experimento se basa en estudiar la trayectoria de un rayo
Iuminoso que se divide mediante un espejo semiplateado en dos rayos perpendiculares (cf. la Fig. 6.1), de
modo que el tiempo empleado por cada uno de estos rayos en volver al espejo es distinto si el dispositivo
estd en movimiento respecto del éter. Aunque el efecto es muy pequeiio (del orden de v2/c? ~ 1078,
siendo v la velocidad de la Tierra respecto del éter, aproximadamente igual a su velocidad respecto del
Sol), es posible observarlo estudiando las franjas de interferencia producidas al recombinarse ambos
rayos. Aunque el experimento se repitid numerosas veces, siempre se obtuvo un resultado negativo, es
decir no se detect6 velocidad alguna de la Tierra respecto del éter. Este resultado es totalmente inespera-
do y ciertamente sorprendente, ya que, aun admitiendo que en algin punto de su érbita alrededor del Sol
la velocidad de la Tierra pudiera coincidir con la del éter, dicha velocidad varia a lo largo de la 6rbita.

Durante casi dos décadas el experimento de Michelson—Morley permanecié sin una explicacién que
fuera a la vez consistente con otros fendmenos observados (como, por ejemplo, la aberracion de la luz o

ZN6tese, sin embargo, que para v < c¢ la ecuacién de ondas es aproximadamente invariante.
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Figura 6.1: Experimento de Michelson—Morley.

la velocidad de la luz en medios materiales en movimiento). Finalmente, en 1905 Einstein observé que
el resultado negativo de dicho experimento (asi como el de los demds fenémenos citados anteriormente)
puede explicarse en base a los dos postulados fundamentales siguientes:

1. Las leyes de la Fisica son las mismas en cualquier sistema de referencia inercial (principio de
relatividad).

2. La velocidad de las ondas electromagnéticas en el vacio es la constante universal ¢ = 1/ /o fig.

Los postulados anteriores constituyen la base de la teoria especial de la Relatividad®. El primer
postulado es evidentemente una extension del principio de relatividad galileano a rodas las leyes de la
Fisica (incluyendo el Electromagnetismo), y no solo a la Mecanica. Por otra parte, combindndolo con el
segundo se llega inmediatamente la siguiente conclusion:

La velocidad de las ondas electromagnéticas en el vacio es igual a ¢ en cualquier sistema inercial.

Por supuesto, este principio explica satisfactoriamente el resultado negativo del experimento de Michelson—
Morley, ya que si es cierto los dos rayos luminosos en dicho experimento viajan a la misma velocidad
(¢). Sin embargo, es profundamente anti-intuitivo desde el punto de vista de la Mecanica newtoniana, ya
que viola la familiar ley de adicion de velocidades

i":i'—vel

que se deduce directamente derivando la ec. (6.1). Por consiguiente, la transformacién de Galileo (6.1)
no puede ser correcta. A esta misma conclusion se llega observando que la ecuacién de ondas (6.2) para
los potenciales electromagnéticos —que es equivalente a las ecuaciones de Maxwell— no es invariante
bajo la transformacién (6.1), en contradiccién con los postulados 1y 2.

3La teoria general extiende el primer postulado —es decir el principio de relatividad— a sistemas de referencia no inerciales,
y desarrolla una teorfa de la gravitacién universal (basada en la geometria del espacio-tiempo) compatible con los postulados
de la Relatividad especial.
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6.2 Transformaciones de Lorentz

6.2.1 Deduccion de las ecuaciones de la transformacion

Como acabamos de ver, la transformacién de Galileo (6.1) no es compatible con los postulados de la
teorfa especial de la Relatividad. En esta seccién deduciremos, aplicando dichos postulados junto con la
homogeneidad e isotropia del espacio-tiempo®, las ecuaciones correctas que relacionan las coordenadas
espacio-temporales (7,r) y (¢/,r’) de un mismo suceso en dos sistemas inerciales distintos S y S’. Su-
pondremos, como en la seccién anterior, que los ejes de ambos sistemas son paralelos, y que la velocidad
del origen O’ de S’ respecto de S es® v = ve;. Escogiendo adecuadamente el origen de tiempos, siempre
podemos conseguir que O y O’ coincidan en t = ¢’ = 0, es decir que

X, =0, VYu=0,..3 = x =0, Yu=20,...,3, (6.3)
donde hemos introducido la notacion
Xo =ct, Xg =ct'.

A partir de ahora siempre supondremos que se cumple la condicién (6.3), salvo indicacién expresa en
contrario.

i) En primer lugar, utilizando la homogeneidad del espacio-tiempo se puede demostrar que la trans-

formacién que relaciona las coordenadas x;, con las x,, es lineal, es decir

x;:ZAM,,(v)xv, uw=0,..,3,
v

donde los coeficientes A, (v) dependen solo de la velocidad relativa de ambos sistemas.

En efecto, consideremos un reloj que se mueve con velocidad constante respecto de S, y por tanto (por el
primer postulado de la RE) respecto de S”. Si x; (t) y x;(t') (i = 1,2,3) son las coordenadas espaciales de dicho
reloj en los sistemas S y S’ entonces

d?x;  d%x] )
dt_2:dt’2 :0, l:1,2,3.

Por otra parte, por la homogeneidad del tiempo y del espacio el tiempo t medido por el reloj en movimiento
uniforme ha de verificar

T dr
— = const. , — = const.

dt dr’

De esto se deduce facilmente que
d?x;  d%x]
a2

y por tanto, llamando xo = ct, x(/, =ct/,

=0, i=1,2,3,

d2x d?x!
M: M:O, l=0,,3

dr? dr?
Pero entonces
dx’ 3.0x dx d%x’ 3.0 0%2x dx, dx 92%x!
_M:Z M_v, M: Z o V_UZO > —M=07 VV,UZO,,,,,3,
dr ot ox, dr dr? =, 0x,0xs dr dt 9x,0x4

al serdx,/dt (u =0,...,3) arbitrario.

4El espacio-tiempo ha de ser homogéneo, es decir todos sus puntos deben ser equivalentes. Andlogamente, el espacio debe
ser isdtropo, lo que significa que todas las direcciones espaciales han de ser equivalentes.

SEn todo este capitulo, v denotard normalmente la componente de la velocidad relativa de los sistemas S y S’ en la direccién
del vector eq, pudiendo ser por tanto positiva o negativa. El médulo de la velocidad es entonces igual a |v|.
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ii) En segundo lugar, es facil comprobar que las coordenadas transversales a la velocidad v son
iguales en ambos sistemas, es decir

En efecto (por ejemplo), al ser la transformacion x,, — x/; lineal se tendrd
/
Xy = Za,u(v)xu )
"

donde el indice de suma varia de 0 a 3 (en general, a partir de ahora los indices griegos variaran entre 0
y 3y los latinos irdn de 1 a 3). Como x, = 0 implica x} = 0 (ya que los ejes de S y S’ son paralelos),
todos los coeficientes a,, se anulan excepto ay, y por tanto

x5 = az(v)x; .
Notese que, por la isotropia del espacio, el coeficiente a, solo pueden depender de |v|, es decir
az(v) = az(-v).
Por el principio de relatividad, la velocidad de O respecto de O’ ha de ser —veq, y por tanto
X2 = az(—v)xy = az(—v)az()xz = a3(V)xa = ax(v) = £1.
Por continuidad (ya que a»(0) = 1) debemos tomar a,(v) = 1, lo que conduce a la igualdad de x5 y x5.

Un argumento andlogo se aplica a x3.

iii) Teniendo en cuenta que el sistema S’ se mueve con velocidad ve; respecto de S, la coordenada
xi debe anularse cuando x; — vt = 0, y por tanto

Xy =y@)(x1 —vi), (6.4)
donde y es una funcién par de v. Por el principio de relatividad, debe cumplirse también la relacién
x1 = y()(x] +vt'). (6.5)

Hasta el momento, solo hemos aplicado el principio de relatividad (primer postulado) y la homoge-
neidad e isotropia del espacio-tiempo. Por ejemplo, si en este momento supusiéramos que ¢’ = ¢ (es
decir, que el tiempo es absoluto) de las ecs. (6.4) y (6.5) se obtendria inmediatamente

x1 =y —v) +yvr = (1-y*@)x1 +y)(y@) -1t =0 = y@) =1,

lo que conduce a la transformacion de Galileo (6.1). Sabemos, sin embargo, que esta ecuacidn es inco-
rrecta, lo que implica que ¢’ # ¢, en contradiccion con uno de los axiomas fundamentales de la Mecénica
newtoniana. Para encontrar la relacion correcta entre ¢ y ¢’ debemos aplicar el segundo postulado de
Einstein, segtn el cual la ecuacién x1 —ct = 0 (ecuacion del propagacién de una onda electromagnética
en la direccidn del eje x1) debe implicar xi — ¢t = 0. Sustituyendo estas relaciones en (6.4) y (6.5)
obtenemos
ct' =y)(c—v)t, ct = y()(c+v)'.
Multiplicando ambas ecuaciones y cancelando un factor comiin ¢¢’ se llega facilmente a la relacion

1

A =P2)NE =) = ) = ———

-5
c

De nuevo debemos tomar, por continuidad, el signo “+”, es decir

1

V(v)=—*l_z_§~

(6.6)
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Sustituyendo en la ec. (6.5) y despejando ¢ se obtiene facilmente la ley de transformacién del tiempo:

x1 = Y2)(xi—vt)+yt’ = ¢ =y) [t+(y(v)_2—1) );—1] — ' =y(@) (t—%) .

Reuniendo las ecuaciones que acabamos de deducir se llega finalmente a las siguientes férmulas que
relacionan las coordenadas x,, y x;, en ambos sistemas inerciales:

t = y(v)(l — %) , xp =y@)(x1 —vi), x,/c = X, (k =2,3). 6.7)

La transformacion (6.6)-(6.7) entre las coordenadas x, y xltb, que sustituyen a la transformacién de
Galileo (6.1), se denomina transformacioén de Lorentz (en la direccion del eje x1).

e De la ec. (6.6) para la funcién y(v) se sigue inmediatamente que el mddulo de la velocidad relativa
entre dos sistemas inerciales es estrictamente menor que la velocidad c¢ de las ondas EM en el vacio. En
particular, la velocidad de cualquier particula material (con masa no nula) ha de ser inferior a c, ya que
un conjunto de tales particulas define en cierto modo un sistema inercial. De hecho, es facil probar que
la velocidad de transmision de cualquier seiial fisica no puede ser superior a c, entendiendo por “sefial”
fisica el intercambio de informacion. En efecto, supongamos que se envia una sefial de un punto P a otro
punto Q auna velocidad ¥ > ¢ medida en un sistema inercial S. Escojamos los ejes de S de modo que
P y Q estén en el eje x; con una separacion espacial Ax; > 0, y sea At > 0 el tiempo empleado por
la sefial en alcanzar Q medido en S (cf. la Fig. 6.2). En virtud de (6.6)-(6.7), el tiempo correspondiente

Cly fprmmmmm e e e e e e o
ICAf /
cly p==---- :

Figura 6.2: Transmisién de una sefial de P a Q con velocidad u > ¢ respecto de un sistema inercial S.

medido en el sistema S’ es igual a
A
At = y(v) (At — %) = y(v)At(l — %) .
c c

Si escogemos
2
—<v<c
u

entonces At’ < 0; en otras palabras, segin S’ la sefial se recibe en Q antes de ser emitida en P, lo que
viola el principio de causalidad (1a causa debe siempre preceder al efecto).

6.2.2 Ley de adicion de velocidades relativista

Aunque acabamos de demostrar que los dos postulados de la Relatividad especial conducen a las las
ecs. (6.6)-(6.7) de la transformacion de Lorentz, debemos comprobar que esta transformacion respeta
dichos postulados. En cuanto al primer postulado, si una particula se mueve con velocidad constante u
respecto del sistema S, es decir si

dx; (1)
dr

= y; = const., i=1,2,3,
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para todo ¢, utilizando las ecuaciones de la transformacién de Lorentz y la identidad

dx;

d _ e

dr’/ dr’

dr

se obtiene inmediatamente
deg _wi—v Ay M (k = 2,3)
de’ 1_M’ de’ (1 L) T
c2 Vv c?

Por tanto, en el sistema S’ la particula se mueve también con velocidad constante w’, siendo

;o Uiy —0
ul—

r Uk
uv’ U = ULv

En otras palabras, se verifica la primera ley de Newton. La expresion de u en funcién de u’ se puede ob-
tener despejando u; en funcién de u; de las ecuaciones anteriores, o, mas sencillamente (por el principio
de relatividad), cambiando v por —v en dichas ecuaciones:

(k =2,3).

/ /
ul—i—v _ Uy
uiv’ Uk = v
1+ L7 1+ —L°
+— Y1+ —;
c c

La ecuacion anterior es la ley de adicion de velocidades relativista, que reemplaza a su analogo galile-
lano u = u’ + ve;. De la ec. (6.8) se obtiene facilmente

w v\?
(1+C%) W? —c?) =uf +

Uy = k =2,3). (6.8)

vzu/lz u? — 2

1
Y2 (v) c? y2(v)
En particular, si |u’| = ¢ entonces |u| = ¢, y por tanto se verifica el segundo postulado de la Relatividad
especial. De la ecuacién anterior se deduce también que si [u’| < ¢ entonces |u| < c. En otras palabras,
la adicion de dos velocidades menores en médulo que la velocidad de la luz produce como resultado una
velocidad menor que c.

(M/22 + u%Z) + U2 o 02 _

6.2.3 Intervalo

En relacién con el segundo postulado, consideremos la ecuacion de propagacién de una sefial luminosa
(en general, de una onda electromagnética) emitida desde el origen de S en el instante ¢t = 0, es decir

22 —r?* =0.
Segiin el segundo postulado, la ecuacion del frente de ondas en el sistema S’ deberia ser
CZI/Z _ r/2 =0,

dado que 1 = Oy r = 0 implica que ' = 0 y r' = 0. De hecho, aplicando la transformacién de
Lorentz (6.6)-(6.7) a la expresién c¢?t’> — r'? se obtiene facilmente

2
vX
c2t”? —r'? = y%(v) (Cl - _1) —y?(v)(x1 —v1)® = xj —x3
¢

2
= y2(v)(c? —vH)? — yz(v)(l — U—z)xf — x% — x% =22 —r2.
c
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En otras palabras, la forma cuadrdtica c*t*> —r? es invariante bajo la transformacion de Lorentz (6.6)-
(6.7). En general, dados dos sucesos de coordenadas espacio-temporales x,, y x;, + Ax, (con xg = ct),
el (cuadrado del) intervalo entre ambos se define por

3 3
As? = 2 A% — Z Ax}? = Ax§ — Z Ax? = Axi — AX?. (6.9)
i=1 i=1

Nétese que, a pesar de lo que la notacién utilizada sugiere, As? puede ser negativo. Como la trans-
formacién de Lorentz (6.6)-(6.7) es lineal, las diferencias Ax, se transforman igual que las propias
coordenadas x,,, y por tanto el intervalo entre dos sucesos es invariante bajo transformaciones de Lo-

rentz:
As? = Axd — AX? = Ax} — AX?. (6.10)

Por tanto el intervalo entre dos sucesos es una caracteristica intrinseca de la relacién entre ambos, in-
dependientemente de las coordenadas que utilicemos para describirlos. Por definicién, el intervalo As?
entre dos sucesos es temporal si As? > 0, de tipo luz si As?> = 0, y espacial si As?> < 0 (cf. la
Fig. (6.3)).

ct

X1 = —ct X1 =ct

)}

Y

X1

Figura 6.3: En la figura se muestran 5 sucesos P, Q;, Q; (i = 1,2), donde se ha tomado x, = x3 =0
por sencillez. Los intervalos Q; —P son temporales, siendo los restantes intervalos Q; — P espaciales. El
suceso Q; estd en el futurode P (1(Q1)—1(P) > 0), mientras que Q; estd en su pasado (1(Q2)—1(P) <
0). El suceso Q) no puede haber influido en P, ni el suceso Q) puede haber sido influido por P.

o Si dos sucesos estdn separados por un intervalo temporal, existe un sistema de referencia inercial en
el cual ambos sucesos ocurren en el mismo lugar.

En efecto, escojamos los ejes de S de forma que
Axy = Ax3 =0,
y consideremos un sistema inercial S’ que se mueve con velocidad ve; respecto de S. Como
Axh, = Axy =0, Ax] = y(Ax1 — vAr),
para conseguir que Ax’ = 0 basta tomar

_Ax1
A
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lo cual es posible al ser

A
_ | Axq] <1

\/ As? + Ax%

El lapso de tiempo At’ entre ambos sucesos medido en el sistema S’ (en el que dichos sucesos coinciden
espacialmente) se denomina lapso de tiempo propio, y se suele indicar por At. De la invariancia del
intervalo se sigue que, en cualquier otro sistema de referencia inercial .S,

lv|  |Axy
AX()

c

As Ax2
As? = PA2 — AX? = PA? = PATP = At=— = Ar 11— ==,
c Axg
donde hemos utilizado que At = At’ y At tienen el mismo signo (véase la ec. (6.11)). Nétese que el
lapso de tiempo coordenado At es siempre mayor o igual que el de tiempo propio, y solo coincide con
este dltimo en un sistema de referencia inercial en que ambos sucesos ocurren en el mismo lugar.

o Sidos sucesos estdn separados por un intervalo espacial, es posible encontrar un sistema de referencia
inercial en el cual ambos sucesos son simultaneos.
En efecto (suponiendo de nuevo que Ax, = Axz = 0), al ser

;o vAX]
At _)/(At— 2 )

se puede conseguir que At’ se anule sin mas que tomar

c? At cAxg

Axl N AX]

lo que es factible dado que

A
_ | Axol <1

\ Axg — As?

V—As? = |Ax]|

coincide con la distancia entre ambos sucesos en el sistema de referencia en que son simultdneos, deno-
minada distancia propia. Como

lv] | Axo
Axl

Cc

Notese también que en este caso

|Ax| = \/ Ax2 — As? = V—As2,

la distancia propia es siempre menor o igual que la distancia espacial |Ax| en cualquier sistema de
referencia inercial.

e Por ultimo, si dos sucesos estdn separados por un intervalo de tipo luz entonces
As? = A2 — Ax? =0,
y por tanto ambos sucesos estdn en la trayectoria de un rayo de luz.

e Consideremos dos sucesos separados por un intervalo espacial, como Py Q) en la Fig. 6.3. Como
acabamos de ver, aunque en el sistema inercial S el suceso Q) precede a P, en algin sistema inercial P
y Q) son simultdneos. En otras palabras, el concepto de simultaneidad no es absoluto, sino que depende
del sistema de referencia inercial utilizado. Este fendmeno se denomina relatividad de la simultanei-
dad, y es una de las diferencias més radicales entre la teoria especial de la Relatividad y la concepcion
newtoniana del tiempo.

e Es importante darse cuenta de que la relatividad de la simultaneidad no viola el principio de causa-
lidad, ya que se aplica a sucesos separados por un intervalo espacial, entre los cuales no puede haber
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transmisién de informacién (pues una hipotética sefial entre ambos deberia viajar a una velocidad su-
perior a c), y por tanto no pueden ser causa y efecto uno del otro. Por el contrario, si dos sucesos P
y Q estan separados por un intervalo femporal y P precede a Q en un sistema inercial S, entonces P
precede a Q en cualquier otro sistema inercial S’ relacionado con S mediante la transformacién de Lo-
rentz (6.6)-(6.7). En efecto, las diferencias de tiempo coordenado A¢ y At’ entre ambos sucesos estdn
relacionadas por®

At = yAt(l———), 6.11)

donde el término entre paréntesis es siempre mayor que cero si el cuadrado del intervalo es positivo.

6.2.4 Propiedades de las transformaciones de Lorentz

Six = (x0,x) e y = (y0,Y) son las coordenadas de dos sucesos, de la invariancia del intervalo y de la
forma cuadrética x% — x2 se sigue que

(o —x0)> — (y —x)> = y§ —¥* + x§ — x> — 2(x0y0 — Xy)
= (o —x0)> = (v =x)? = y¢ —¥? + x¢ —x? = 2(xpy5 — Xy
= y§ —y* + x5 — x> = 2(xpyy — Xy,

y por tanto
XoYo — Xy = xqyo — Xy . (6.12)
En otras palabras, la forma bilineal
Xy =X0Yo—XYy, (6.13)
denominada producto de Minkowski, es también invariante bajo transformaciones de Lorentz. Notese
que, segun esta definicion,

x-x =x?=x3—x%, As? = (Ax)?. (6.14)

Por definicién, se denomina espacio de Minkowski al espacio vectorial R* (el espacio-tiempo) dotado
del producto de Minkowski (6.13). Nétese que, como la forma cuadrética (6.14) asociada a esta forma
bilineal (esencialmente, el cuadrado del intervalo) no es definida positiva, la ec. (6.13) no define un
verdadero producto escalar en el espacio de Minkowski, aunque puede utilizarse para dotar a este espacio
de una estructura geométrica muy ttil a la hora estudiar sus propiedades.

e Sean S y S’ dos sistemas de referencia inerciales arbitrarios cuyos origenes coinciden en t = ¢/ =
0, y denotemos por v la velocidad del origen de S’ respecto de S. Para encontrar la relacion entre
las coordenadas espacio-temporales x y x” de un mismo suceso respectivamente en S y S’, podemos
proceder de la forma siguiente. En primer lugar, consideremos un sistema inercial S en reposo respecto
de S, cuyo eje x| esté en la direccién de v. En tal caso

x” = R1x y

siendo Rp una rotacién de las coordenadas espaciales (es decir, x; = xo y X5 = RX, con R € SO(3)).
En segundo lugar, sea S”” un nuevo sistema de referencia inercial que se mueve con velocidad v = ve
(v = |v]) respecto de S”, con ejes paralelos a los de este tltimo sistema y cuyo origen coincide con el
de este ent” = " = 0. Entonces se verifica

x/// — L(U).X”,

donde L(v) es la transformacion de Lorentz (6.6)-(6.7) (sustituyendo x por x” y x” por x””). Por dltimo,
como S’y §””” se mueven con la misma velocidad v respecto de S, y sus origenes coinciden inicialmente,
las coordenadas espacio-temporales x’ y x”” estardn relacionadas simplemente por una rotacion, es decir

x = sz/// )

50bsérvese que si el intervalo entre dos sucesos es temporal entonces At # 0 en cualquier sistema de referencia inercial.
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Combinando estas ecuaciones se obtiene finalmente
x' = RyL(v)R1x = A(v)x.. (6.15)

La transformacién A(v), que recibe el nombre de transformacion (general) de Lorentz, es la transfor-
macién mas general que relaciona las coordenadas de un mismo suceso en dos sistemas inerciales cuyos
origenes espacio-temporales coinciden. Si no se hace esta tltima suposicidn, se obtiene la transforma-
cion de Poincaré

x'=A(w)x +a,

con a € R* constante.
La transformacion de Lorentz (6.6)-(6.7) puede escribirse en forma matricial como

x" = L(v)x, (6.16)
donde L(v) es la matriz 4 x 4 dada por

y() By 0

L(v) = —ﬂ(vo))/(v) ng) L B = g 6.17)

0

00

1 0

0 0 0 1

Utilizando notacién matricial, el producto de Minkowski entre dos cuadrivectores x, y € R* se escribe
x-y=xGy,

donde en el miembro derecho x, y se consideran vectores columna y G es la matriz diagonal

La invariancia del producto de Minkowski se expresa entonces mediante la relacién
x'y = (L(v)x)TG(L(v)y) = xT(L(v)TGL(v))y = xTGy , X,y € R*,

o0 equivalentemente
L(w)'GL(v) =G. (6.18)

Por otra parte, las rotaciones también dejan invariante el producto de Minkowski —ya que no cambian
el tiempo y dejan invariante el producto escalar de las componentes espaciales de los cuadrivectores—,
es decir

R'GR=G (6.19)

para toda rotacién R. Si A(v) = Ry L(v)R; es una transformacién general de Lorentz, de las ecs. (6.18)-
(6.19) se sigue inmediatamente que
AW)'GA(W) =G (6.20)

En otras palabras, el producto de Minkowski, y por tanto el cuadrado del intervalo, son invariantes bajo
transformaciones generales de Lorentz. Matemdticamente, las matrices que satisfacen la relacién (6.20)
forman un grupo denominado grupo de Lorentz, de extraordinaria importancia en Fisica. Se demues-
tra que las transformaciones generales de Lorentz (6.15) que acabamos de definir forman un subgrupo
del grupo de Lorentz denominado ortdcrono propio, definido por (6.18) junto con las dos condiciones
adicionales det A(v) = 1y Ago(v) > 0.



144 RELATIVIDAD ESPECIAL

e Consideremos, de nuevo, la transformacién de Lorentz en la direccién del eje (6.6)-(6.7), que en inglés
se denomina boost de Lorentz. Dado que B(v) € (—1, 1), existe un tinico ¢ € R tal que

B(v) =tanh¢.
En términos de este parametro ¢, denominado rapidez, y(v) estd dado por

1 1
V1-B)? N \/l—tanhzqﬁ

y(v) = =cosh¢,

y por tanto la matriz L(v) adopta la siguiente expresion sencilla:

cosh¢ —senh¢

0
Lv) = —senh¢ cosh¢ (1) 621)
0

0 0
0 0

- o O O

Supongamos que efectuamos sucesivamente dos boosts de Lorentz de velocidades vy = ctanh¢; y
vy = ctanh ¢,. Utilizando las férmulas de adicién satisfechas por cosh y senh se prueba inmediatamente
que la transformacién resultante es otro boost de Lorentz, de rapidez ¢ + ¢». La velocidad de este boost
es por tanto
tanh ¢1 + tanh ¢, v1 + vz
v = ctanh(¢) + ¢2) = ¢ ¢ ¢ =

1 + tanh ¢ tanh¢gpp vivy
1+ 3

Se obtiene asi de nuevo la ley de adicion de dos velocidades paralelas vie; y voes (cf. la ec. (6.8)).

6.3 Consecuencias fisicas de las transformaciones de Lorentz

Las ecuaciones (6.6)-(6.7) tienen importantes consecuencias fisicas, que pasamos a discutir a continua-
cién.

6.3.1 Dilatacion del tiempo

Sean, de nuevo, S y S’ dos sistemas de referencia con los ejes paralelos’ que se mueven con velocidad
relativa vep, y consideremos un reloj fijo en el origen de S’. Como x” = 0 en todo instante, cuando dicho
reloj marca un tiempo ¢’ el tiempo ¢ registrado en S esta dado por

/ t/
‘= y(v)(l' + ”—’;1) ) = e s 1 (6.22)
C

v2
T2
En otras palabras, el reloj fijo en el origen de S’ arrasa en relacion con los relojes de S. Para velocidades
v pequefas en comparacion con la velocidad de la luz ¢ la diferencia t —t’ es muy pequefia, dado que

2

v

t=t(14+— +0@*/chH).
2¢2

Sin embargo, para velocidades préximas a las de la luz dicha diferencia puede ser muy grande, y de

hecho tiende a infinito para v — c. Por ejemplo, si v = 3¢ /5 entonces ¢ = 5t'/4. Es importante darse

cuenta de los siguientes extremos:

7 A partir de ahora, supondremos técitamente que los origenes de los sistemas de referencia S y S’ coincidenent = ¢’ = 0.
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e FEl efecto que acabamos de describir, denominado dilatacién del tiempo, es simétrico entre ambos
sistemas de referencia, como no podia ser menos en virtud del primer postulado de Einstein. En
otras palabras, si colocamos un reloj en el origen de S la relacién entre el tiempo ¢ marcado por
dicho reloj y el correspondiente tiempo ¢’ registrado por los relojes de S’ es

"=y, (6.23)
ya que ahora x = 0 para todo .

e La aparente contradiccién entre las ecuaciones (6.22) y (6.23) se resuelve teniendo en cuenta que
en dichas ecuaciones tanto ¢ como ¢’ denotan tiempos distintos. Lo esencial es que en ambos casos
hay una clara asimetria entre el tiempo propio medido por un #nico reloj (en reposo en un de-
terminado sistema inercial) y el tiempo coordenado registrado por los relojes —jnecesariamente
mds de uno!, ya que los “tics” de un reloj fijo en un sistema inercial ocurren en lugares distintos
en el otro— de otro sistema inercial respecto del cual dicho reloj estd en movimiento. Seria inco-
rrecto afirmar que el tiempo transcurre més lentamente en S que en S’, o viceversa, ya que fodos
los sistemas inerciales son equivalentes, y no existe el movimiento (o el reposo) absoluto. Si es
correcto decir que el tiempo propio de un reloj avanza mds lentamente que el tiempo coordenado
medido por los relojes de un sistema inercial en movimiento respecto de dicho reloj.

ct ct
\

Figura 6.4: Diagrama de Minkowski ilustrando la dilatacién del tiempo. El suceso P, que corresponde a
un “tic” del reloj fijo en el origen de su sistema propio S’, tiene coordenadas (ctg, 0) en dicho sistema.
La curva en azul es la hipérbola c2t? — x% =212 — x/lz = cztg, es decir el lugar de todos los sucesos
(en el plano x, = x3 = 0) separados del origen @ = O’ por un intervalo cty. En particular, el punto de
interseccion de dicha hipérbola con el eje ct tiene coordenada temporal ctg en S, de donde se sigue que

t(P) es mayor que f.

e La dilatacién del tiempo se comprueba a diario en experimentos que miden la vida media de una
particula. En efecto, si dicha vida media es igual a Aty en un sistema de referencia inercial en que
la particula estd en reposo (es decir, en el emphsistema propio de la particula), su vida media en el
sistema del laboratorio serd

At = y(v) Aty (6.24)

siendo v la velocidad de la particula respecto de este tltimo sistema. La vida media Azg se puede
calcular muchas veces de forma tedrica mediante técnicas de teoria cuantica de campos, lo que
permite comprobar la validez de (6.24) midiendo v y Af. Todos los (extremadamente numerosos)
experimentos realizados hasta la fecha han confirmado la validez de la ec. (6.24). Por ejemplo, los
muones presentes en los rayos césmicos pueden alcanzar una velocidad

v =10,999¢
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cuando entran en la atmosfera terrestre. Para este valor de v, la vida media medida en el sistema
de referencia de la Tierra (aproximadamente inercial) es igual a

. Aty - Aty
J1I-(1-10"3)2  2.1073

En el caso concreto de los muones,

At = +/500 Aty =~ 22,3663 Aty .

Atg~15-10"°s = Ar~335-10""s.
Noétese que la distancia recorrida por el muén en el tiempo Af es igual a
vAt ~ 10Km,
mientras que la distancia recorrida a esa misma velocidad durante el tiempo Azg es de apenas

vAtyg ~ 450m.

Ejemplo 6.1. Paradoja de los dos gemelos. Supongamos que un viajero parte del origen O de S con
velocidad ve; y, después de un cierto tiempo Az/2 (medido en §) invierte su velocidad, llegando de
nuevo a O en un tiempo At (cf. la Fig. 6.5). {Cuadl es el tiempo transcurrido segtn el viajero? En la

ct ct
A A
At i1 7Y ST pp———
—v
At
—~[-""""- P
’ c(t +dr)p------
v
cthb-------
ctit------
> X1 > x|

Figura 6.5: Linea de universo del viajero en la paradoja de los dos gemelos (izda.) y linea de universo de
una particula material utilizada en la definicién de tiempo propio (drcha).

primera parte del viaje (hasta llegar al suceso denotado por P en la Fig. 6.5), el sistema de referencia del
viajero es un sistema inercial S’ que se mueve con velocidad constante ve; respecto de S. Por tanto el
tiempo que asigna el viajero al suceso P es
, At
t =
2y(v)

(cf. laec. (6.22)). En la segunda parte del viaje (a partir de P), el sistema de referencia del viajero es otro
sistema inercial S” cuya velocidad respecto de S es —ve;. El tiempo transcurrido en S es (por simetria)
de nuevo At /2, mientras que para el viajero el lapso de tiempo correspondiente serd

A AL 4
2y(-v)  2y(v)’
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Por tanto, la duracién del viaje segin el viajero es igual a

At + At = Ar ,
()
que puede ser considerablemente menor que At si v/c¢ es préximo a 1. Este resultado puede parecer
paradéjico, ya que cabria pensar que desde el punto de vista del viajero es el observador en O el que se
ha movido con velocidad Fve;, y por tanto la duracién del viaje medida por dicho viajero deberia ser
y(v)At > At. La falacia consiste en suponer que la relacion entre el observador en O vy el viajero es
simétrica, lo cual estd muy lejos de ser cierto. En efecto, mientras que el sistema de referencia en que
dicho observador estd en reposo es un sistema inercial, el viajero no esti en reposo respecto de ningtin
sistema inercial durante fodo el transcurso de su viaje, debido al cambio del sentido de la velocidad en
‘P. En otras palabras, mientras que el observador no ha estado sometido a aceleracion alguna, el viajero
ha tenido que sentir una aceleracién (al menos) al cambiar de direccion. O

Supongamos, mds generalmente, que una particula material sigue una trayectoria
r=r(t), nH<t<smh,

respecto de un sistema inercial S. Llamaremos tiempo propio de la particula al lapso de tiempo medido
por un observador que viaje con dicha particula (es decir, respecto del cual la particula esté en reposo en
todo instante). Como dicho observador no define en general un sistema inercial —a menos que v(¢) =
r(¢) sea constante—, para calcular dicho tiempo propio subdividimos la trayectoria de la particula en el
espacio de Minkowski, llamada linea de universo, en pequefios arcos aproximadamente rectos. En cada
uno de estos arcos, en que el tiempo coordenado de S varia entre ¢ y ¢ + dt, la velocidad de la particula
es aproximadamente constante e igual a v(¢). Por tanto el lapso de tiempo propio dr empleado por la
particula en recorrer dicho arco es igual al lapso de tiempo coordenado medido por un sistema inercial
S’ que se mueve con velocidad v(¢) respecto de S, es decir

(6.25)

“Sumando” todos estos tiempos infinitesimales dtr (es decir, integrando respecto de ¢) obtenemos la
siguiente expresion para el lapso de tiempo propio At:

(6.26)

Noétese que At es invariante bajo transformaciones de Lorentz por su propia definicién. Esto también
puede comprobarse analiticamente, ya que en virtud de la ec. (6.25) se tiene

1 ds?
dr? = —(2d* —dr?) = .
C C

De nuevo, At es siempre menor o igual que At =t —t1, y At = At si y solo si v(¢) = 0 para todo
t € [t1, t2], es decir si la particula estd en reposo respecto de S. Es también importante observar que el
lapso de tiempo propio At depende en general de la trayectoria seguida por la particula, y no solo de
los sucesos inicial y final de dicha trayectoria (t,- , r(t,-)), i = 1,2 (cf. la Fig. 6.6).

6.3.2 Contraccion de Lorentz-Fitzgerald

Sean, una vez mas, S y S’ dos sistemas de referencia con los ejes paralelos que se mueven con velocidad
relativa vep. Consideremos una regla en reposo en S’, que podemos suponer determinada por dos marcas
situadas en los puntos xj y x] + /o del eje x7, con /p > 0. La distancia /o es por tanto la longitud de la
regla en su sistema propio S’, llamada longitud en reposo. Para determinar la longitud de dicha regla
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cly

cty

Figura 6.6: Lineas de universo que conectan dos suceso Py Q.

en el sistema S, es preciso medir las coordenadas x; y x; + [ de sus extremos en un mismo instante t.
Utilizando las ecs. (6.6)-(6.7) de la transformacién de Lorentz se obtiene

)
Axy =1y = y(v)(Ax; —vAr) = y(v)Ax1 = y(v)l = [ = 0 < ly .

En el sistema S la regla aparece por tanto contraida en un factor 1/y(v) = /1 — Z—; , fenémeno cono-
cido como contraccion de Lorentz-Fitzgerald.

e Notese que esta contraccion solo se produce en la direccion de la velocidad relativa entre el sistema
inercial S y el sistema S’ (sistema en que la regla estd en reposo), ya que en las direcciones transversales
X = x;, (k =2,3).

e De nuevo, es necesario subrayar que este fenémeno es absolutamente simétrico entre ambos sistemas
de referencia. En otras palabras, las reglas en reposo en S aparecen contraidas por el mismo factor 1/y(v)
(en la direccién x7) respecto del sistema S”.

e La asimetria estd en este caso entre el sistema de referencia inercial en que la regla estd en repo-
so y cualquier otro sistema inercial. En efecto, en el sistema propio de dicha regla su longitud puede
determinarse directamente (compardndola, por ejemplo, con una regla patrén), sin necesidad de medir
simultdneamente las coordenadas espaciales de sus dos extremos. Mds precisamente, en el sistema propio
de la regla las lineas de universo de sus dos extremos son las rectas verticales

(t',0,0,0), (t',1p,0,0),

donde hemos supuesto por sencillez, que x] = 0. En otro sistema inercial S dichas lineas de universo se
transforman en

(r@) 1 y@r0,0). (vt + 28). y)o + v1).0,0).

Segtn el observador en S, cuando un observador en el sistema propio de dicha regla mide la distancia
entre sus extremos lo estd haciendo en tiempos distintos t = y(v)t’y t + At, separados por un incremento

_ vl '

At
c2
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Figura 6.7: Diagrama de Minkowski ilustrando la contraccién de Lorentz-Fitzgerald, donde se ha tomado
como sistema propio de la regla el sistema S. La zona sombreada estd formada por las lineas de universo
de los puntos de la regla en su sistema propio. En el sistema S’, los sucesos O y P representan dos
posiciones simultdneas de los extremos de la regla. Por tanto, la distancia espacial de O a P medida en
S’ es la longitud / de la regla en dicho sistema. Los puntos de la hipérbola a la derecha de la figura, de
ecuacién ct? — x% =ct"? — x/12 = —12, son los sucesos separados del origen de coordenadas espacio-
temporales O por un mismo intervalo As? = —/ g. En particular, la interseccién de dicha hipérbola con
el eje x| estd a distancia /o del origen respecto del sistema S’, mayor que la distancia espacial / de O
a P. Por tanto / ha de ser menor que /o, como ya habifamos probado utilizando las ecuaciones de la

transformacién de Lorentz.

En el incremento de tiempo At el extremo derecho de la regla se ha movido, segin S, en

2
VAL = 2 y()lp .

Por tanto segun el observador en S en el instante ¢ = y(v)t’ los extremos de la regla estdn situados en
los puntos de coordenadas

2
x1 = y(v)vt’, x1 + Axy = y(v)(lp + vt’) — :_2 y(v)l,

y la longitud de la regla medida en S est4 dada por

v? v? lo
I=Ax1=yWlo— Syl =yWh(l1-—)=—=.
c c y(v)
Vemos, en particular, que la contraccién de Lorentz—Fitzgerald estd estrechamente relacionada con la
relatividad de la simultaneidad.

6.3.3 Efecto Doppler relativista

Es bien conocido que si una fuente que emite ondas sonoras de frecuencia vg se mueve hacia nosotros
percibimos dichas ondas con una frecuencia mayor que vg, mientras que cuando la fuente se aleja de
nosotros la frecuencia de las ondas parece menor que vg. Un fendémeno semejante ocurre con la luz y,
en general, las ondas electromagnéticas. Para estudiarlo, sin embargo, debemos usar las ecuaciones de la
transformacién de Lorentz®, ya que las ondas electromagnéticas se propagan con velocidad c.

8En comparacion, la velocidad del sonido en el aire es ~ 1,13509 - 10~%¢, por lo que el efecto Doppler en ondas sonoras
puede tratarse en muy buena aproximacion utilizando las leyes de la Mecdnica newtoniana.



150 RELATIVIDAD ESPECIAL

Consideremos, en general, una onda plana de frecuencia @ = 27v. La ecuacién de dicha onda (en
un cierto sistema de referencia inercial S) sera de la forma

¢(t.r) = f(ot —k-r1),

donde ¢ es la magnitud que se propaga (por ejemplo, uno de los potenciales electromagnéticos en el
caso de las ondas EM), f es una funcion periédica de periodo 27 y k es el llamado vector de ondas. Los
frentes de onda son los lugares geométricos en que el argumento de f —llamado fase de la onda—, y
por tanto ¢, es constante. Su ecuacién

wt —K-r = const.

es la ecuacion de un plano perpendicular al vector k en cada instante. La velocidad u = uk/|k| con
que se mueve uno cualquiera de estos frentes de onda, llamada velocidad de fase, se calcula sin més que
derivar implicitamente en la ecuacién anterior:

w—-k-u=w—-ukl=0 — u=|%.

El periodo temporal de las ondas es
2w 1
T = — = —,
) %
mientras que su periodo espacial es la longitud de ondas

27 u

A_:—:
k| v

La fase de la onda es evidentemente igual al producto k - x de los cuadrivectores x = (xg,X) y

k = (f,k) = (ko k).
C

Dicha fase ha de ser invariante bajo transformaciones de Lorentz, es decir ha de ser la misma en cualquier
sistema inercial, por serlo la intensidad de la onda. De esto se sigue que e/ cuadrivector de onda k se
transforma igual que las coordenadas bajo una transformacion de Lorentz. En otras palabras, si S’ es
otro sistema inercial y x’ = A(v)x entonces

kK = Ak . 6.27)

La demostracion de este resultado, basada en la invariancia del producto de Minkowski bajo transforma-
ciones de Lorentz, es muy sencilla:

k-x=k -x'=k'-(A)x) = (AW) %) -x, VxeR* = k=A@W .

Supongamos ahora que los ejes de S’ son paralelos a los de S y su velocidad respecto de este sistema
es vey, de modo que A(v) es el boost de Lorentz L (v) dado por la ec. (6.17). Si en el sistema S’ se emite
una onda con frecuencia propia @’ = wq y vector de ondas

k' = —|K'|(cosa’,0,sena’) ,
podemos hallar facilmente la frecuencia w y el vector de ondas
k = —|k|(cos, 0, sen )

en el sistema S (cf. la Fig 6.8) mediante la férmula kX’ = L(v)k. En primer lugar,

kg = % = y(ko—ﬁkl) = y(% —}-,B|k|cosoz) = %(1 + gcosa),
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> X1

Figura 6.8: Efecto Doppler relativista.

y por tanto
wo
w = o . (6.28)
y (l + —cos oz)
u
La relacién entre los dngulos o y o’ también se calcula facilmente utilizando las ecuaciones
/ po UV ,
1=V kl_T = —y|K| COSOl+C—2 , ky = ks = —|Kk|sena,
de donde se sigue que
K, t
tane/ = -3 = b . (6.29)
k1 Uv
y (1 + — sec oz)
c
Para ondas electromagnéticas u = ¢, y por tanto las férmulas anteriores se convierten en
wo ana tan o 6.30)
w=—--", ang = ——. .
y (1 + Bcosa) y(1 + Bsecw)
Al ser la velocidad de las ondas EM en el vacio invariante,
2ne 2ne
A= Ao = € (6.31)
w wo
y por tanto
A=yl + Bcosa)iy. (6.32)

En el caso particularmente importante en que &’ = 0 (es decir, la onda electromagnética se propaga en
la direccién del movimiento relativo entre el observador S y la fuente S”), de las féormulas anteriores se
deduce que v =0y
1+ B

Vemos, por tanto, que si la fuente se aleja del observador, es decir si § > 0, entonces A > ¢, y por
tanto el observador en S percibe un corrimiento hacia el rojo en la longitud de onda de la radiacién
electromagnética emitida por la fuente S’. Por el contrario, si la fuente se acerca al observador entonces
B < 0, lo cual implica que A < A¢. Por tanto en este dltimo caso el observador en S percibe un
corrimiento al azul de la luz (o, en general, la radiacién electromagnética) emitida por S. También es
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interesante notar que si « = /2 (es decir, cuando el frente de ondas es transversal a la direccion de la
velocidad relativa de S’ y ) de la ec. (6.32) se sigue que

A= )//\() > )k(),

Por tanto en este caso el observador en S percibe un corrimiento hacia el rojo (independientemente del
signo de v), a diferencia de lo que ocurre cldsicamente (en el limite v — 0). Este es el llamado efecto
Doppler transversal, que como hemos visto no tiene un analogo clésico.

6.4 Cuadrivelocidad y cuadrimomento. Energia cinética relativista

En Mecénica newtoniana, la velocidad y el momento de una particula de masa m estan relacionadas por
la ecuacién

p=mv, (6.34)
y la ley del movimiento de la particula es la segunda ley de Newton

dp

— =F 6.35

” (6.35)

Las relaciones anteriores son incompatibles con los postulados de la Relatividad especial. Por ejemplo,
si m y F son ambas constantes la ecuacion anterior implica que

v(t) = v(0) + %l ,

por lo que (el médulo de) la velocidad de la particula serd superior a ¢ para |¢| suficientemente grande.
Est4 claro, por tanto, que las ecs. (6.34)-(6.35) no pueden ser validas (al menos para velocidades compa-
rables a las de la luz), y surge por tanto la cuestién de cudles han de ser las ecuaciones correctas que las
sustituyan. Un principio de fundamental importancia que nos debe guiar a la hora de hallar estas nuevas
ecuaciones es el principio de relatividad, segin el cual dichas ecuaciones han de tener la misma forma en
todos los sistemas de referencia inerciales. En otras palabras, dichas ecuaciones han de ser covariantes
Lorentz, es decir han de mantener su forma al aplicarles cualquier transformacién de Lorentz. En general,
la forma maés sencilla de conseguir que una ecuacién sea covariante Lorentz es que dicha ecuacién sea
una relacion entre escalares (como el producto de Minkowski x - y, el intervalo al cuadrado x2=ux-x,
etc.), vectores (como las coordenadas espacio-temporales x) o, en general, tensores, bajo transformacio-
nes de Lorentz. El problema aqui es que v, p y F son vectores de R3, covariantes solo bajo rotaciones.
Ademds, mientras que en Mecdnica newtoniana el tiempo ¢ es un escalar (esencialmente invariante bajo
cambios de coordenadas), segtin la teoria especial de la Relatividad ¢ depende en realidad del sistema de
referencia escogido. De hecho, la propia definicion de la velocidad en Mecéanica newtoniana

dx
vV=—,
dr
adolece de todos los problemas que acabamos de sefialar. La generalizacién més sencilla de esta defini-
cioén que es claramente un vector bajo transformaciones de Lorentz es el cuadrivector
dx
dr’
donde  es el tiempo propio de la particula, relacionado con el tiempo ¢ en cualquier sistema de referencia
inercial mediante

X = (x1,x2,x3),

u

(6.36)

t = —. (6.37)

En efecto, bajo una transformacién de Lorentz cualquiera x’ = Ax se tiene

dx’ = Adx,
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mientras que dt es un escalar (dt = dt’), por lo que

, dx! dx! dx
u —m—— — = —_—,
dt’ dr dr

es decir
u' = Au.

En otras palabras, la cuadrivelocidad u € R* es un vector bajo transformaciones de Lorentz, ya que se
transforma de la misma forma que las coordenadas al pasar de un SRI a otro. Denotemos

u = (ug,u), con u = (uq,Up,uU3) € R3.

Las coordenadas espaciales de la cuadrivelocidad en un sistema de referencia inercial cualquiera estdn

dadas por

dx dx dr ) (6.38)
1i=——=—— = V. .
dar  drdr TV

En particular, si la velocidad de la particula es mucho menor que ¢ entonces y(v) ~ 1y u >~ v. En
cuanto a la coordenada temporal ug,

dxgo dr
= — = _— = 6.39
uo == =¢q; cy(v), (6.39)
y por tanto
u =y (c,v). (6.40)

De las ecuaciones anteriores se sigue inmediatamente la importante relacién
u? =c?. (6.41)
Esta identidad también se puede deducir directamente de la definicién de u, observando que
dx? = c?dr? — dx? = ¢?2de?.
Una vez definida la cuadrivelocidad, es muy natural definir el cnadrimomento p mediante
p =mu, (6.42)

donde m > 0 es la masa de la particula. Por lo visto anteriormente —cf. las ecs. (6.40)-(6.41)—, las
componentes del cuadrimomento estdn dadas por

p=my@)(c,V), (6.43)
y su cuadrado es
p2 = m2c?. (6.44)
En particular,
pi =my)v;, =123, (6.45)

por lo que para velocidades pequefias en comparacion con ¢ se tiene
pi ~ mv; (v<Ko).
A partir de ahora, denotaremos por p al vector

p = (p1, p2, p3) = my(v)v, (6.46)

que solo coincide con el momento no relativista mv en el limite v — 0. Por otra parte, la componente
temporal de p estd dada por

po = mcy(v),
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de donde se sigue que pg = mc >0y

v="P (6.47)
Po
Utilizando la identidad (6.44), escrita en la forma
po =p> +m?c?, (6.48)
se obtiene (teniendo en cuenta que pg > 0)
v— i (6.49)

/p? + m2c2
También se puede utilizar la ec. (6.48) para despejar y(v) en funcién de p:
1
yw) = 2% = = \/p2 + m2e2. (6.50)
mc  mc

Si v <« ¢, desarrollando cpg en potencias de v/c y reteniendo solamente el primero término no
constante se obtiene

2\ —1/2 2 1

cpo = mc?| 1 — v =mc?( 1+ v + 0W*/c?) = me? + —mv? + 0(v*/c?), (6.51)
c? 2¢2 2

2

que, salvo por el término constante mc~, es en primera aproximacion la energia cinética no relativista.
La ecuacidn anterior sugiere definir la energia cinética relativista 7 mediante

T =cpy—mc? = mcz(y(v) — 1) , (6.52)

y por tanto

1
o=~ (mc?2 +7T). (6.53)

6.5 Conservacion del cuadrimomento. Energia relativista

La primera ley de Newton establece la conservacion del (tri)ymomento p de una particula no someti-
da a fuerzas externas. La generalizacion mds natural de este principio que es covariante Lorentz es la
conservacion del cuadrimomento para una particula relativista que se mueve en ausencia de fuerzas:

p = const. ,
o0 equivalentemente
cpo = me? + T = const., pi = my(v)v; = const..

Estas ecuaciones se reducen a la conservacién de la energia cinética y el momento no relativistas pa-
ra v < c¢. Como en el caso newtoniano, en virtud de la ec. (6.47) ambas leyes de conservacién son
equivalentes a la constancia de las componentes v; de la velocidad ordinaria (en cualquier SRI).

Consideremos a continuacion la colisién de N particulas de masas m, (n = 1, ..., N) sobre las que
no actdan fuerzas externas. El cunadrimomento total P se define por

N
P =3 py=(P.P). (6.54)

n=1
siendo pj, el cuadrimomento de la particula . Por tanto

N

N N N
Py = Z Pno=C¢C Z mupy(Vn) , P= Z pn = Z Mpy(Vn)Vp . (6.55)
n=1 n=1 n=1

n=1
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Segtin la Mecdnica newtoniana, incluso si la colision no es eldstica se ha de conservar el momento lineal
total del sistema, que tiende a P en el limite en que las velocidades v, de las particulas son pequefias en
comparacion con c. Esto hace plausible postular la conservacién de P, es decir

donde P;y Pr denotan respectivamente el cuadrimomento total antes y después de la colision. Sin embar-
go, la ecuacién anterior no es covariante Lorentz, ya que solo depende de fres de las componentes de un
cuadrivector. La ecuacion covariante Lorentz mas sencilla que se deduce de la anterior es evidentemente
la conservacion del cuadrimomento total P, es decir

P, = P;. (6.56)

Esta ley de conservacion del momento relativista se ha comprobado experimentalmente en mdltiples
situaciones para velocidades arbitrariamente préximas a ¢, muy especialmente en el andlisis de las coli-
siones en aceleradores de particulas.

La conservacion de la componente cero del cuadrimomento puede expresarse en la forma

Y mac® + To)i = D (mac® + Ty)s
n n

o0 equivalentemente
(Mc* +T); = (Mc*>+ T,

M:Zmn, T:ZTn
n n

respectivamente la masa total y la energia cinética total del sistema. Es importante observar en este
punto que en Mecdnica relativista el nimero de particulas antes y después de la colisién no tiene por qué
ser el mismo, ya que, como veremos mas adelante, pueden crearse o destruirse particulas si se dan las
condiciones apropiadas. Por este motivo, a partir de ahora se entenderd que las sumas en n que aparecen
en expresiones como las anteriores estan extendidas a todas las particulas del sistema, sin especificar
explicitamente su nimero N; (antes de la colisién) o N (tras la colision).

siendo

En Mecénica newtoniana se conserva la masa total M, y por tanto la conservacién de Py es equiva-
lente a la de la energia cinética del sistema:

T, =T;.

Segtin lo que acabamos de ver, sin embargo, en Mecénica relativista solo es necesaria la conservacion
de Py, es decir de Mc? + T, no de cada sumando por separado. En particular, puede haber procesos
en que disminuya (resp. aumente) la masa total del sistema, siempre y cuando esta disminucion (resp.
aumento) esté compensada por un aumento (resp. disminucion) correspondiente de su energia cinética.
Mas cuantitativamente, si denotamos AM = My — M; y AT = T; — T;, la conservacion de Py puede
escribirse en la forma

A(Mc?) = —AT . (6.57)

En otras palabras, la energia cinética puede convertirse en masa, y viceversa, siendo el factor de con-
version energia/masa el cuadrado de la velocidad de las ondas EM en el vacio. Esta es una de las
predicciones mds importantes de la teoria especial de la Relatividad, que hasta el momento se ha visto
corroborada experimentalmente sin ninguna excepcion.

En virtud de la discusién anterior, es practicamente obligado interpretar la cantidad

cPy = Zcpn,o = Z(mnc2 +Tp) = Mc*+T
n n
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como la energia total E del sistema (en ausencia de fuerzas externas). En el caso de una particula, la
energia total es
E=mc*>+T= cpo , (6.58)

y el cuadrimomento p puede por tanto expresarse en la forma
p= (E/c,p) = (E/c,m)/(v)v). (6.59)

En virtud de las ecs. (6.50) y (6.61), la energia relativista se expresa en funcién de la velocidad mediante
la férmula
E =mc?y(v). (6.60)
En particular, cuando v = 0 la particula posee una energia en reposo
Eg = me? .

Notese también que de las ecs. (6.48) y (6.58) se sigue la importante relacion

E = c/p? + m2c? (6.61)

entre la energia y el momento relativista. Escribiendo esta relacién en la forma

2 p’
E = 1+ ——
mc + 22
y desarrollando en potencias de p? se obtiene
2
E =me® + ;’—m + O(Ipl*/(m*c?)) .

Nétese que de las ecs. (6.47) y (6.61) se sigue la siguiente relacion entre la velocidad, la energia y el
momento de la particula:

c’p
5

Una formulacién alternativa de los resultados anteriores consiste en definir una masa dependiente de la velocidad

m(v) = my(v) = ————
,/1—3—2’

en términos de la cual el momento y la energia relativista son simplemente

vV =

(6.62)

p=m(v)v, E =m(v)c?.

La férmula para la energia cinética
T = (m(v) — m)c2 ,

sin embargo, no se reduce a la expresion cldsica reemplazando m por m(v). Nosotros no utilizaremos esta masa
variable en estas notas.

6.6 Particulas de masa nula. Efecto Compton

Como acabamos de ver, el cuadrimomento p de una particula de masa m esta dado por

p=(E/c.p).

y su cuadrado es
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Estas relaciones tienen sentido también si la masa de la particula es nula, es decir si m = 0. En tal caso
(al ser E > 0) la ecuacién anterior se escribe

E =c|p|. (6.63)

y por tanto
r = (pl.p). (6.64)

De la ecuacién (6.60) se sigue inmediatamente que el mddulo de la velocidad de una particula de masa
nula es igual a ¢, ya que en caso contrario E y p serian idénticamente nulos. A esta conclusiéon también
se llega facilmente a partir de la ec. (6.62). De esta tltima ecuacién se sigue también que la velocidad y
el momento tienen la misma direccién y sentido, como en el caso m > 0.

La tinica particula conocida® de masa nula es el fotén, que no es otra cosa que el cuanto de energia
del campo electromagnético (i.e., la particula que “transporta” la energia y el momento de dicho cam-
po). Segtin la Mecdnica cudntica, la relacion entre la energia de un fotén y la frecuencia w de la onda
electromagnética asociada estd dada por la célebre ecuacion de Planck

E:hwzhv:h—c, (6.65)
A
donde
h = 6,62606957 - 1073 J s

es la constante de Planck. De las relaciones

k
w = clk|, vV=c— (6.66)
1N

y de la ecs. (6.63) y (6.65) se sigue que el vector de onda de la onda asociada al foton estd dado por
oV op wp P

= — = — — = hk.
cc clp E h P

Como, en virtud de la ec. (6.65),
E E
c ch c

el cuadrimomento de un fotén y el cuadrivector de ondas de la onda electromagnética asociada estdn
relacionados por la célebre expresion de de Broglie

p = hk. (6.67)

6.6.1 Efecto Compton

Consideremos a continuacion el llamado efecto Compton, que consiste en la dispersién de un fotén por un
electrén. En el SRI en que el electron estd en reposo (que suele coincidir con el sistema del laboratorio)
los momentos iniciales del fotén y el electrén son respectivamente

E E
py: (_’lpl,O,O) :_(1’15050)7 pe:(mc’o’o’o)'
C C

Tomemos los ejes de forma que la colisién tenga lugar en el plano x3 = 0, y llamemos 6 al dngulo
formado por el momento del fotén con el eje x;. Entonces los momentos tras la colisién estdn dados por

/

E 1
py = — (1,cos6,sen6,0), po = —(mc?y(v), E' cos 0, —E’ sen6,0)
c c

9Por razones de tipo tedrico, se cree que deberfa existir una particula analoga para el campo gravitatorio llamada gravitén.
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siendo m la masa del electrén y v su velocidad. En efecto, la conservacién de P, que inicialmente es
nulo, requiere que el momento del electrén forme un angulo —6 con ele eje x; y tenga igual médulo que
el del electrén dispersado. Por la ley de conservacién del momento,

Py + Pe =D, + P
o0 equivalentemente

pe + (py — py) = pe.
Elevando al cuadrado, y teniendo en cuenta que

2 2 2 2 2.2
py=py, =0,  pg=p;=m
se obtiene la relacién
pe(py — P)) = pypy, .
en la que hemos eliminado el momento p,, del electrén dispersado. Sustituyendo las expresiones halladas
anteriormente para py, p;, y Pe S€ obtiene:

EE’

m(E —E') = 5
c

1 1
(1—cosf) — mcz(ﬁ—f) =1—cosf,

y teniendo en cuenta (6.65) se llega finalmente a la célebre ecuacion de Compton

h
A=A =—(1—cosh). (6.68)
mc

6.7 Colisiones relativistas

La conservacién del cuadrimomento de un sistema de particulas sobre las que no actdan fuerzas externas
permite estudiar de forma sencilla las colisiones en el marco de la teoria especial de la Relatividad. En
efecto, como vimos en la seccidn anterior, en ausencia de fuerzas externas el cuadrimomento total P del
sistema es constante, por lo que en particular el momento P; inmediatamente antes de la colisién ha de
coincidir con el momento P tras la colision:

P = P;. (6.69)

Esta ley de conservacion es equivalente a la conservacion de la energia relativista

Po=Y pno= Y y(n)muc (6.70)

junto con la conservacion del momento

P=) pn=) yn)mnvn. (6.71)

6.7.1 Sistema centro de momentos

La relacién (6.69) es valida en cualquier sistema de referencia inercial. En el anélisis de las colisiones
de un sistema de particulas ultrarelativistas (es decir, que se mueven a velocidades comparables a ¢) hay,
sin embargo, un SRI particularmente 1til denominado sistema centro de momentos (CM). Este sistema,
andlogo al sistema centro de masas en Mecanica newtoniana, es aquél en que las componentes espaciales
del momento total del sistema son nulas, es decir aquél en que se verifica

P=0.
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Para demostrar la existencia de tal SRI, basta comprobar que el cuadrimomento total P de un sistema de
particulas es de tipo temporal, es decir, P? > 0 (cf. la discusién de la pag. 140). A su vez, este hecho
es consecuencia del siguiente resultado general, que probaremos a continuacion: la suma P = ) py
de un nimero cualquiera de cuadrivectores p;, de tipo temporal y orientados hacia el futuro (es decir,
Pn,0 > 0) es también un vector de tipo tiempo orientado hacia el futuro. En efecto, al ser p, un vector
de tipo tiempo orientado hacia el futuro se tiene

Pr="rho—Pr>0 = |pnol=pno>Ipal.

Por tanto, si py, es otro vector de este tipo se tiene

Pn - Pm < [PullPm| < Pn,oPm,o

y en consecuencia
Pn*Pm = Pn,0Pm,0 —Pn Pm > 0.

Entonces
Po=) pno>0,
n

y, por lo que acabamos de ver,

2
P = an :ZPn'Pm:ZP5+ZPn'Pm>O-
n n,m n

n#m

e De hecho, es ficil ver que el resultado anterior se extiende al caso en que algunas de las particulas del
sistema (pero no todas) tengan masa nula, es decir es védlido con tal que p,% > (O paratodony p,% >0
para algtn k (siendo, como antes, p, o > 0 para todo n).

6.7.2 Energia umbral

Consideremos un proceso del tipo
a+b—a+b+c,

en que dos particulas a y b chocan, produciéndose una tercera particula ¢ como resultado de la colision.
En el sistema del laboratorio una de las particulas (por ejemplo, la b) es el blanco, es decir pp, = 0,
y la otra (el proyectil) tiene un momento p, # 0. ;Cudl es la energia umbral de la particula a, es
decir la energia minima que debe tener dicha particula para que sea posible la creacion de la particula ¢ ?
Evidentemente, la conservacion de la energia relativista requiere que

E
c_g +mp = may(vg) +mpy(vy) +mey(ve)

donde las primas indican las velocidades tras la colision en el sistema del laboratorio. Al ser y(v}) = 1,
de esta relacion se sigue que
Es = (mg + mc)cz.

Sin embargo, para que se alcance la igualdad en la desigualdad anterior es necesario que y(v),) =
y(vy) = y(vp) = 1, es decir que v; = v, = v, = 0. Esto es, sin embargo, imposible, ya que en
virtud de la conservacién del momento p, + p}) + p,. = pa # 0, por lo que las velocidades de las
tres particulas tras la colisién no pueden ser todas nulas. Por tanto, la energia umbral es mayor que
(mg +mc)c 2,

Veamos a continuacién como se calcula la energia umbral E,;, en el caso mas general

at+b—>c+-+cen, (6.72)
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en el que se admite la produccién de un nimero arbitrario de particulas adicionales c;, todas ellas de
masa no nula. Para ello, analizaremos la colisién en el sistema centro de momentos (CM), en que el
cuadrimomento total (antes o después de la colisidn) estd dado por

E
P="M1000).
C

Calculando la energia Ecy en el sistema CM después de la colision se obtiene

Ecm = Zm,-)/(v,-)c2 > Zmic2 = Mc2.
i i

Nétese que en este caso se puede dar la igualdad si todas las particulas estdn en reposo en el sistema CM
—es decir si todas ellas se mueven con la misma velocidad v en el sistema del laboratorio—, lo cual es
evidentemente posible si ninguna de ellas tiene masa nula. Por tanto el valor minimo de la energia en el
sistema CM es simplemente M c¢2:

Ecm = Mc? .

Para encontrar la energia umbral de la particula a en el sistema del laboratorio, basta utilizar la ley
de conservacién del cuadrimomento y la invariancia del producto de Minkowski, que proporcionan la

relacion )

E
Péy = % = P? = (pa+ pp)? = 2(m2 +m}) +2pa- pp, (6.73)

siendo Pp el cuadrimomento inicial en el sistema del laboratorio y p,, pp los momentos de las particulas
a y b antes de la colision en el sistema del laboratorio:

E
Pa = (Ta,pa), pp = mpc(1,0,0,0).
Sustituyendo en la ec. (6.73) y operando se obtiene

E2
% = cz(mg + mi) +2E,my .

Por tanto la energia de la particula a en el sistema del laboratorio estd dada por

2 2
c E
E; = — | =M 2 —m? ).
a 2mb<c4 a b

En particular, reemplazando Ecyy por su valor minimo Mc? se obtiene la férmula
- 2 2 2
Emin = %(M —mj —mjg). (6.74)
Nétese que el resultado anterior es vélido también si la particula a (el proyectil) tiene masa nula.

Ejercicio. Un protén choca contra otro protén en reposo (en el sistema del laboratorio), produciéndose
como resultado de la colision un par protén-antiprotén (p + p — p + p + p + p). ;(Cudl es la minima
energia cinética del protén incidente para que este proceso sea posible?

Dado que la masa de una particula es igual a la de su antiparticula, podemos aplicar la ecuacién
anterior con
Mg =mp =m, M =4m,
siendo m =~ 938,272046 MeV /c? la masa del protén. Sustituyendo en dicha férmula se obtiene
2
Emin = — (16m? — 2m?) = Tmc? .
2m

Por tanto la minima energia cinética del protén incidente es

Tiin = Emin — mc? = 6me? ~ 5,63 GeV..
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Ejercicio. Demostrar que un fotén aislado no puede desintegrarse en un par electron-positrén (y -
e~ 4 e™). Probar que, sin embargo, si es posible el proceso y + N — N + e~ + e™ (donde N es un

nticleo pesado), siendo la energia umbral del fotén en este caso aproximadamente igual a 2m.c?.

En primer lugar, veamos que el proceso y — e~ + e™ es imposible, independientemente de la
energia del fotén. En efecto, si analizamos este proceso en el sistema centro de momentos del par e - e™
entonces el momento final P es nulo, por lo que también habria de serlo el momento del fotén. Pero
esto es imposible, ya que para una particula de masa nula p = 0 implica que £ = c|p| = 0, es
decir la particula no tendria energia ni momento. (Segun la teoria especial de la Relatividad, la energia
de cualquier particula ha de ser estrictamente positiva, incluso si la masa es nula.) En segundo lugar,
consideremos el proceso

y+N-—>N+e +et

mediado por un nicleo pesado. Utilizando la férmula (6.74) con

mg =0, mp = my, M =2m, +mpy
se obtiene
c? 2 2 2 Me 2
Emin = [@me + my)* —my ] =2mec” [ 1+ ~ 2mec”,
2mpy my

yaque me, K my.

6.8 Dinamica relativista

En Mecénica newtoniana, el movimiento de una particula material estd regido por la segunda ley de
Newton
d_
dt
vdlida en cualquier SRI. Desde el punto de vista de la teoria especial de la Relatividad, la generalizacion
mds natural de la ecuacién anterior es

(6.75)

dp
o f. (6.76)
donde
f = (fo.f) eR* (6.77)

es un cuadrivector denominado cuadrifuerza, que depende en general de las coordenadas espacio-
temporales y de la velocidad de la particula. En efecto, esta ecuacién es covariante Lorentz, ya que
p es un vector bajo transformaciones de Lorentz y el tiempo propio 7 es un escalar. Ademads, veremos a
continuacion que la ecuacion (6.76) se reduce esencialmente a la segunda ley de Newton para velocidades
pequefias en comparacion con c.

Por analogia con la Mecédnica newtoniana, definimos la fuerza relativista F de modo que se cumpla
la segunda ley de Newton (6.75) cuando p es el momento relativista. Como

dp dpdr 1 dp f
d  dedt  yw)dr y@)’

la relacion entre la cuadrifuerza y la fuerza relativista es
F=—. (6.78)

Notese que la ec. (6.75) se puede escribir

d a(_"v
5 (r@mv) = d—t( . %) =F. (6.79)
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Evidentemente, para una dada fuerza F (por ejemplo, para F constante) la ecuacién anterior tiende a su
homoéloga newtoniana para velocidades mucho menores que c.

Veamos a continuaciéon que la componente temporal de la cuadrifuerza esta en realidad determinada
por las componentes espaciales. Para ello basta derivar la identidad

respecto de 7, obteniendo
p-f=0. (6.80)

En otras palabras, el cuadrimomento y la cuadrifuerza son ortogonales (en el sentido del producto de
Minkowski) en fodo instante. Aplicando la definicién del producto de Minkowski se obtiene la relacién

f- f-
—_p: V:MF.V,

fo= — (6.81)
Po c c
donde hemos tenido en cuenta la ec. (6.47). Por tanto
F-v
f= )/(v)(—c , F) : (6.82)
En Mecanica newtoniana,
dT
F-v=—, (6.83)
dr
siendo
1,
T = —-—mv
2

la energia cinética de la particula. El andlogo relativista de esta ecuacién lo proporciona la componente
temporal de la ecuacién del movimiento (6.76), es decir

dro

dr = Jo.
En efecto, en virtud de (6.81) se tiene
dpo dpo dt dpo y(v)
_— —— — = _— = = — F . s
a0 " drar YWy Th=moE
de donde se obtiene la identidad d
- =F.v. 6.84
" (cpo) v (6.84)

Esta ecuacién es el andlogo relativista de la ec (6.83), ya que
cpo = me? + T

es la energia relativista en ausencia de fuerzas.
Supongamos, a continuacién, que en un cierto sistema de referencia inercial S la fuerza relativista F
deriva de un potencial V(r) independiente del tiempo, es decir

B aV(r)

F =
or

(6.85)

Este es el caso, por ejemplo, de una fuerza constante independiente del tiempo (jen un determinado
SRI!), con V' = —F - r una funcién lineal de las coordenadas espaciales. Si se cumple la ec. (6.85),

dr av dr_ dv
dt or dr  dt’
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y la ecuacién (6.84) se puede escribir en la forma

d
E(cpo + V(r)) =0. (6.86)

En otras palabras, si en un cierto sistema de referencia inercial la fuerza relativista deriva de un potencial
independiente del tiempo se conserva la energia total relativista

E =cpo+V(E)=mc?+T + V() =me?y(v) + V(r). (6.87)

e El ejemplo mas importante de fuerza relativista es la fuerza de Lorentz

F=g(E+vxB). (6.88)

En efecto, se comprueba experimentalmente que la ecuacién del movimiento de una particula de carga ¢
en un campo eléctrico E y magnético B es exactamente (para velocidades arbitrariamente proximas a c) la
ec. (6.75) con la fuerza de Lorentz (6.88). Ademas, si los campos E y B se transforman adecuadamente
bajo una transformacién de Lorentz, la ecuacién del movimiento (6.75)-(6.88) es vélida en cualquier
sistema de referencia inercial.

6.9 Movimiento hiperboélico
El ejemplo mas sencillo de fuerza relativista es el de una fuerza constante!'®

F = ma,

con a € R3 un vector constante con dimensiones de aceleracién. Veremos a continuacién que en este
caso, al igual que en Mecénica relativista, la ecuacién del movimiento de la particula puede resolverse
exactamente. Supongamos, por sencillez, que la particula estd en reposo en el origen de coordenadas
parat = 0, es decir

r(0) =p(0) =0.
Integrando la ecuacién del movimiento
d
P _ ma
dt
con la condicidn inicial p(0) = 0 queda
p = mat.

Sustituyendo en la ecuacién (6.49) se obtiene

o
="

mcat

cp . aft
dr /p? + m2c2  m2c? + m2a2t? \/1 n “252 :
c

Noétese que, independientemente de la magnitud de la fuerza F (es decir, de la aceleracién constante a),
de la ecuacidn anterior se sigue que v < ¢ para todo 7. Integrando dicha ecuacidn respecto del tiempo y
teniendo en cuenta que r(0) = O se obtiene la ley horaria del movimiento:

\4

(6.89)

! d 2 242
r=a| 22 S ) @i ) (6.90)
22 a2 +—
0 ,/1+ac—§ ¢

1013 afirmacién de que la fuerza que actda sobre la particula es constante no es invariante Lorentz, sino que depende del
sistema de referencia inercial considerado. En otras palabras, aunque F sea constante en un determinado sistema de referencia
inercial S no lo serd, en general, en otro sistema inercial S’ en movimiento respecto del primero. Puede probarse, sin embargo,
que si F es constante en un un sistema inercial S también lo es en cualquier otro sistema inercial S’ cuyo origen se mueve
(respecto de S) en la direccion de F, y ademds en tal caso F' = F.
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Noétese que para a|t| < c las ecuaciones (6.89) y (6.90) se convierten aproximadamente en sus andlogas

en Mecanica newtoniana .
v=ar, r:zazz. (6.91)

Por el contrario, para t — 400 la velocidad v tiende a +ca/a y, por tanto, su médulo tiende a ¢ (cf. la
Fig. 6.9), mientras que r ~ c|t|a/a.

Figura 6.9: Componente en la direcciéon de a de la velocidad de una particula relativista de masa m
sometida a una fuerza constante ma en funcion del tiempo (curva en azul). En rojo se han representado
las dos asintotas v; = =c.

Si escogemos los ejes de modo que a = aeq, la ley horaria del movimiento (6.90) se reduce a

c? a2t2 +c2 2, o
Xy = — c = (x+—) —xf=—., x1=0.
' I+ o2 1 ' 07 42 !

Esta es la ecuacién de una (rama de) hipérbola equildtera (cf. la Fig. 6.10) que tiene por centro el punto
(0, —c?/a), por eje el eje x1 y por asintotas las rectas

c2
X1+ — = =+xp.
a
Nétese que en Mecdnica newtoniana la linea de universo de la particula es la pardbola

a 2
X1 = —X
20270

(cf. laec. (6.91)).
De la ec. (6.89) se sigue inmediatamente que

—-1/2 t ds
) — T:/—zz’
O 1+ %5

donde hemos tomado, por sencillez 7(0) = 0. Efectuando el cambio de variable as/c = senhz en la
integral se obtiene facilmente

dt 1 a’t?
dt y

T+ —

c
T = —arcsenh(at/c), (6.92)
a
Por tanto el tiempo coordenado ¢ se expresa en funcién del tiempo propio T mediante
¢
t = — senh(at/c). (6.93)
a
Notese, en particular, que para T > ¢/a se tiene

C
t ~ ge‘”/c (> c/a),
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Figura 6.10: Linea de universo de una particula relativista de masa m sometida a una fuerza constante
ma en la direccion del eje x; (en azul), junto con su andloga en Mecédnica newtoniana (en rojo). Se
han representado en verde las rectas x; = —ca—z =+ X0, asintoticas a la linea de universo de la particula
relativista.

i.e., el tiempo coordenado aumenta exponencialmente con el propio.

También puede resultar de interés calcular f(v) y y(v) en funcién del tiempo propio t. En primer
lugar (tomando, como antes, a = ae) el pardmetro S(v) se obtiene facilmente a partir de las ecuacio-
nes (6.89) y (6.93):

= tanh(at/c). (6.94)

B(v) = Vi _ senh(at/c)
¢ \/1 + senh?(at/c)

En cuanto al pardmetro y(v), se puede obtener de la ecuacion anterior o mas sencillamente teniendo en
cuenta que es igual a la derivada del tiempo coordenado ¢ respecto del tiempo propio:

y(v) = a = cosh(at/c). (6.95)
dr

En virtud de la ecuacidn (6.52), la energia cinética de la particula estd dada por
T = mcz()/(v) — 1) = mcz(cosh(ar/c) — 1) . (6.96)

Esta es la energia que es necesario suministrar a la particula para mantener su aceleracién constante (igual
a a) desde el instante inicial (t = 0) hasta un tiempo propio t. Por la ley de conservacién de la energia
relativista (6.87), esta energia ha de ser igual al trabajo F - r = ma - r (ya que F es constante) realizado
por la fuerza F durante ese lapso de tiempo propio. Este hecho se comprueba facilmente utilizando las

ecs. (6.90) y (6.93):
ma-r = mcz( 1+ ﬁ _ 1) = mc?(cosh(at/c) —1). (6.97)
\ c

De nuevo, para tiempos propios 7 3> ¢/a esta energia aumenta exponencialmente con t:

T ~ mc?e4%/¢ (t > c/a).
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