Tema 3 — Analisis de Sistemas
LTI en el dominio transformado



Introduccion

* http://video.google.es/videoplay?
docid=6726953938324261715



Filtros Ideales

Filtros Paso Bajo (Low Pass Filters)

) 1 < O<w, <m . . )
H, (e'")= o} = —T<W<T < > h, [n]=—sinc| —n
g 0 resto T T

Filtros Paso Alto (High Pass Filters)

O<ow, <m

H, (e")=1-H,(e"") «———— hy[n]=o[n]-h,[n]

Son filtros no causales y con respuesta impulsional infinita.



Filtros realizables

N M N M
Zaky[n—k]= Zbkx[n—k] =Zakz‘kY(z) = Ebkz"‘X(z)
=0 =0 =0 =0
k - M -k a 1
bz bz (1-z,z7)
Y(2) 2 z" & SN-M 2 k=0 k
H(z)= X(z) - T M a
Zak - akZN_k Zak e "I a-piz™
=0 =0 =0 k=0
Ejemplo: (1-z71)° _ 1-2z7"'+z7

H(z) = —
(2) A+1zH)A+3z7") 1+5z7+3z277

yinl+2 yln-11+2 yln-2]= x[n]-2x{n-1] + x[n - 2]
yinl=x[n]-2x[n-1]+x[n-2]-2 y[n-1] -3 y[n- 2]




Filtros definidos por ecuaciones en
diferencias de coeficientes constantes

Una ecuacion en diferencias no define de forma unica la respuesta al impulso
del sistema. Por ejemplo,

N N M

Zaky[n—k]= b x[n-k] - Zakh[n—k]=2bk5[n—k]

N

N
sea h'[n]= ZAkPZ donde Eamp;’” =0,A €R, p; = p;, entonces
=1

I‘;ﬁ z)akh'[n—k]=0 y Zoak(h[n—khh'[n—k]):Zobké[n_k]

Es decir, hay N coeficientes indeterminados A, , que pueden ser fijados por medio

m=0

de condiciones iniciales y[-1], y[-2],..., YI-N1] si es causal 6 YI1l, y[2],..., YIN]
Si es anticausal.



Respuesta al impulso de un
sistema racional

Expansion en fracciones parciales

|

< k
b,z N M-=N N
H(z) =" ZBZ - Z — ——h[n]= ZBké[n—kHZAkp,fu[n]
akz b2 \=0 " 2N - -~ /
FIR IR
sb6lo si M>N Polos en Polos
- el origen fuera del
_ o h N M -1 origen
Ejemplo: h[n]=a"(uln]-uln-M - ]) P, =¢0,_",0 (M +1)
M 1- a (M+1) — X ; .y : o7
H(z)= Y a"z" = z, =@’ ae’" . ael
(@) ; l1-az™ -k QZL#/
Dy =/é
> <
_ 2k =}j



Respuesta de un sistema racional

Y(z) = H(z)X(z)T f\g; g ((3 ‘

El sistema esta No se producen
Inicialmente en  cancelaciones

reposo. polo-cero. Polos del Polos de la
Sistema , entrada
Y Y
Respuesta Respuesta
natural forzada
N L
ylnl= Z A puln]+ Z Q,qruln]
=1 =1
Respuesta Régimen

transitoria  permanente



Respuesta transitoria y régimen
permanente

H(z)= 1

1-0.5z7"

1 -1

Ejemplo: yln]=0.5y[n-1]+ x[n]

x[n]=10 cos(% n)u[n]

X(z)=10

NG
1-2z7" 4272

1--Lz _ 1
Y(2) = H(z)X (2) = 10— 2 __ 63  11894-13015;

1-1z71-V2z" 427 1-4z7 1-42z7"+27

Entrada ansitorio y permanente Entrada y Salida




Estabilidad vy causalidad

0

h 00 L
N . n ] Tﬂ T TTL hfé
3 it} = 3 jintz "], <= s
l ;u 5 % 4 2 nu 2 4 6 é;{///////L j//%
7 elz)
h[n] es estable sila ROC de H(z)
incluye al circulo unidad. % %%
e _
Y Im{z}
/




Estabilidad

Ejemplo: yln]l-yln-1] = x[n]

x[n] = u[n] » La sefal de entrada esta acotada
1 3B, : Vn|x[n] < B,
H(z) = I ‘Z‘ >1
1
Y(z)=H(2)X(z2) = e
-2
yln] = (n+1)uln] > Pero la salida, no

-3B, :Vn yln]| < B,



Estabilidad y Causalidad

Ejemplo: ylnl-(a+b)yln-1]+abyln-2] = x[n]

H(Z)=(' 1

1—az‘1)(1—bz‘1) a<l<b

Im{z}

o

El sistema es causal
pero no estable

El sistema no es ni
causal ni estable

 Im{z}

2|-1

3 . Re{z}

J

N\
| |
B &
—~—
N
—
oy

o)
(gv]
——
N
——

El sistema es estable
pero no causal



Cancelaciones polo-cero

Ejemplo:  y[nl-3 y[n-1]+ y[n-2] = x[n]-5x[n -1]+ 6x[n - 2]
1-527"+627  1-5:7+6z7  (1-3z71-227)

0 e R e e
_ 1-3z7" _a yZz
p1-1z7 0 1-1z7

Cancelacion polo-cero

h[n]=o[n]-2(2)" " uln-1]

1
2
El sistema es estable debido a la cancelacion polo-cero

pero en una implementacion real no tienen por qué
cancelarse exactamente.



Test de estabilidad de Schur-Cohn

Notacién
Polinomio de orden m: A (z) = 2 a™z™ al™ =1
Polinomio inverso o reciproco: Km(z) =z "A (z7') = 2 a™ z™"
=0
Test 1. A, (z) = A(z)
2.m=N
H(z)=B(Z) 4. mientrasm = 0
A(z) - mientras ~ A(z) tiene todas sus raices
4.1. Calcular A, (z) dentro del circulo unidad si
42. K =a™ y SOlo si
K .
43.A (2)= A(2)-K,A,(2) | YmE{2,.,N}:|K,|<1
1- K
e— 44 m=m-1




Test de estabilidad de Schur-Cohn

1
7 -1

7 1"
12 2

Ejemplo: H(z) =

2

A(z)=1-1z"-1z7"

A(z)=-t-Z77+27

K, = a§2) = _%
Az(z)_KzAz(Z) -1
Z) = =1-2Z
A(z) K .
A(2)=-%+2"
K, =a"=-1 K,|>1 El sistema no es estable



Estabilidad de un sistema de
IE’P 2° orden

2,2, =0 a, =—(p, + p,)

H(z) = 2
1+a,z”" +a,z” p,, P, = a - 44, 4‘12 a, = p,p,
4

K, =a,
a
_ 1
K, = "
+d,
: 2
Polos complejos a -4a,<0 — =7

2
Polos reales dobles a; —4a, =




Invertibilidad

S| n] h[n] | hnl*h[n]=6[n]
e L
H(e’”)H . (e'”) =1
H(z)H,(z)=1
(1-zz" (1-pz”
H(z) = by %0 H.(z) = ZO k=0
o (1- pkz_l) 0 (1—ZkZ_1

Es decir, los polos de un sistema son los ceros de su sistema inverso, y
los ceros de un sistema son los polos de su inverso. La ROC del
sistema inverso debe solaparse con la del sistema H(z)

Un sistema LTI es estable y causal y tiene un sistema inverso estable y
causal sii todos los polos y ceros de H(z) estan dentro del circulo unidad




Invertibilidad

1-bz™

Ejemplo:  H(z) = b,a<1
1-az™
h[n] = a"u[n]-ba"'u[n-1]
1-az™
H.(z)=
(2) 1-bz™!

,Im{z}

h[n]=b"u[n]-ab"'u[n-1]

7 )
/ . L Rels

Z
7 Re{z}

h[n] = -b"u[-n-1]+ ab"'u[-n - 2]




Respuesta en frecuencia de un
sistema LTI

x\n| y{n] = h[n]# x[n]

— H(ef‘“) B
vle| - Hle®|xler)  [vle]=[Hlerfxle”]|

LY(ej“’) = LH(ej“’) + LX(ej“’)

Ejemplo: H(e’”)=e '™ (H(e’”)=-wn, — h[n]l=06[n-n,]

LH(ejw)z —@, — Wy —— yln] -‘H(ejwo)‘s[n—nO]COS(a)O(n—nO)—¢O)

x[n] = s[n]cos wyn donde n, =T(w)‘a)=a)0
Retardo de grupo

(W) = grd{H(ej“’)} = —%arg{H(ej“’)}

\\\\\\\\
55555555
aaaaaaaaaaa




Efectos del retardo de grupo

Ejemplo:

Entrada Sistema Salida



Efectos del retardo de grupo

Dispersion at Work
Input pulse
JIEperse wodim Cutput pulse
il
L] I J t t
A transmitted pulse broadens, as shown here, because >
the different wavelengths travel at different speeds.
80 %
A EA
'|II | \ 1
I\ / [
' \ ll| l.llll f]f II'II
!
/A VA VAR ¢
- _,-/ \N_
light >
strength
60 %
ﬂ JIﬂ_\\_/f/_\\ /-\.
/ i ".\
- - >

Applet: http://cnyack.homestead.com/files/afilt/afilt-phasegroup.htm



Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

Respuesta de amplitud

M . .

Yot [[a-ze )
H(ej"’)= =0 _ Y0 k=0

N

gake*‘“" DTTa-pe™)
=0 R

> | [A-z.e77”)A -2z’

e = () &

0

(1- p,e”)(1- pe’

Ganancia del filtro en dBs

201og,,|H (e™)| = 201og10 22010&0‘1 z,e”"| - 22010&0\1 e



Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

Respuesta de fase

Valor principal
b M . N : l .

810 S 20-5e)- 3 20 pie ) - kel + 2w
CIO =0 =0

LH(e')=1,

donde

. H jow = A
T < ARG{H(eJ‘”)} _ arctan 22(% .w) <7 \’\/\/
Hy(e™™)

r(w)EN Sin restriccion

. . i . /I
arg H(e'") = ARG{H ()] + 27 () S

donde
r(w)EN Es tal que arg H(e’”) es continua




Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

Retardo de grupo
grd{H(eja’)} ﬁiarg{l Ze jw} - iiarg{l— Pke'j“’} = ¥
dw ~ dw I}

0, | ~Re] zk el & |pf -Relpe ]
21+‘zk‘ —2Rezk J“’} =01+‘pk‘2—2Re<pke'1‘“}

Propiedades

grd|{H(e’)| = —%arg{H(ej“’)} _ —%ARG{H(eW)} _ —%LH(e””)

salvo en las discontinuidades

arg{H(ej‘” )} - arg{H(ejO)} = —j’grd{H(e” )}d¢



Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

* Applet:

* http://www.eas.asu.edu/~dsp/grad/anand/|
ava/FregResp/FregResp.html

* http://www.thole.org/manfred/polezero/en
idx.html



Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

H(e'”)=1-ze " =1-re’e™”
z,=0.9




Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

H(e)=1-z,7" =1-re’’e™”

‘H(ej‘”)‘2 =1+r°-2rcos(w-0) ARG{H(ej“’)} = arctan

rsin(w-0)

1-rcos(w-0)

“lr=0.9

[
pird
pir2
3pid ||
pi r —
.

eeeeeeeeeee

eeeeeeeeeee

> —rcos(w—0)
e

grd{H(ej“’)} I

“r=09

eeeeeeeeeee

eeeeeeeeeee



Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

H(z)=1-rel?z =2~ %0

Z

Im{z}

> ‘H(Z)‘ = ‘Z

_Zo‘

- |H(e'")| = |H(2)

21 =

_Zo‘



Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

H(z)=Z_Z0 » LH(z)=£L(z-2,)- 2Lz —— LH(e'")=/4(e’" -2))-w

.........
444444444444
Frecuencia



Respuesta en frecuencia de un

1111111111

Para |z,| =1 hay una discontinuidad
en la fase

Im{z}

I




Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo polo

ey ! 1

1-z,e’” 1-re’’e™”




Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo polo

1 1

H(e’”) = _ = —
1-z,e’” 1-re’’e™”
SNE: 1
H(e™) =—
14r°=2rcos(w-0)
ARG{H(ej“’ )} - _arctan 3@ =9)
1-rcos(w-0)
2 T S
- r-—rcos(w-_0) T e
grd|H ()] = - 2 T
He")

Los valores obtenidos son
los opuestos a los obtenidos
con un solo cero.

..........
77777777777777777777
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

eeeeeeeeeee




Respuesta en frecuencia de un
sistema de segundo orden

1 1

H(e) = |

1-z,/”|1-zje| 1-2rcosfe™ +rie />




Respuesta en frecuencia de un
sistema de segundo orden [IR

‘H(e”")‘2 = . .
1+r*=2rcos(w—-0) \ 1+r” —2rcos(w + 0)

ARG{H (e’” )} — _arctan— sinf@=-0) __ arctan — sin(+6)
1-rcos(w-0) 1-rcos(w + 6)
r’ —rcos(w-6) r’ —rcos(w + 0)

rdiH(e’”)( = - -
g { ( )} 1+r°-2rcos(w—-0) 1+r’-2rcos(w+0)

Los valores obtenidos son
los opuestos a los obtenidos
con dos ceros.




Respuesta en frecuencia de un
sistema de segundo orden

2
4

H(2) = *
‘z — onz — zo‘

' Im{z}

z, Z
5 Re{z}

1

jo *
-z, - z,|

‘H(ejw)‘ = ‘ej‘”

‘z‘=1



Respuesta en frecuencia de un
sistema racionz

0.05634(1+2z7)(1-1.0166z"" +z7°)
(1-0.683z7")(1-1.4461z"" +0.7957z%)

Ejemplo: H(z) =

_____

? 0
K
-4
$m z-plane |
Unit circle e 2k
) v H\\\ |
/ : |
| / 1Y 41 | heiaiine ]
\ 0 w ™ Iv
! | 2 z
- \,;-— - |' Re Radian fregquency (o
\

Radian frequency (w)















Relacion entre fase y magnitud para
sistemas definidos por una ED

En general, no hay ninguna relacion entre magnitud y fase para un sistema LTI.
Sin embargo, si el sistema esta definido por una ED, una vez especificada una
de ellas, la otra queda determinada dentro de un numero reducido de opciones.

. 2 *
H(e') =H(@H'(2)|,_,. =C(2)],_.[1]
M
i (1-z2z7") A b 2 U(l—lkz N(1-z,2)
by %0 C(z)=|—| =52
H(z)= % ) TTa= pz™)d- pi)
0 | "(]__pkz 1 LL_ pk pk
HM > L\t Si uno esta dentro del circulo
(1-22) Polos  p,, (Pk unidad, el otro debe estar
. b. 11 k L \-1 fuera. Los polos de un
H (ZL) == Ceros Zk’(zk) sistema estable y causal
dy (1- p;(" z) estan automaticamente
0 Y, determinados, pero no asi los

ceros.



Relacion entre fase y magnitud para
sistemas definidos por una ED

(1-zHY1+2z H1-2)(1+22)
(1-0.8¢’*z7)(1-0.8¢7z™)(1-0.8¢’*2)(1- 0.8¢ /% 2)
_ 20-zH)(A+1z7)20-2)(1+12)

(1-0.8¢’z7)(1-0.8¢77z™")(1-0.8¢’*2)(1- 0.8¢ /7 2)

Ejemplo:  C(z) =

H, (z) ,Im{z} C(z) Im{z} H,(z) ,Im{z}
X
- C}ie{z} - G | Re{z} g}je{z}
X
H(z)=— 4=7)0+227) Ho()= 21 zH1+1z7)

(1-0.8¢"7z7)(1-0.8¢7%z") (1-0.8¢""z7")(1-0.8¢ 7z



Sistemas paso-todo

Ejemplo:

 Im{z}
Z —-d

Hap(Z)= P Zl=i* p1=a

l-az™ a o
SEnd

by (o) - £l et
1-—ae™” 1—ae™” 1—ae™”
i —jw (]-_ae_] )* —jw (1_ae—JCU)*
) -[en G20 jonfoce Ty




Sistemas paso-todo

Sistema paso todo de respuesta real

M -1 M -1 * 1
T Z -4, 1%Z2 -C Z -
Hap(z)=A fl _kl * _kl akER’CkEC
tl-az %t1-cz 1-cz
2M_+ M, polosy ceros Zz, =i p,=q, Z, =é,f D. =Ck,CZ
k
Joy| —
H, (") =A
on & r, sin(w-0,)
Im{z} LHap(ef“’)=Z — - 2arctan —* £
~ 1-r, cos(w-06,)

O o in(ew-6
§\ Re{z} + Z 2w - 2arctan —~ sin(w -6,
- 1

T

-  cos(a-
\| o | s gf)"))

— 2arctan
1-r, cos(w+6,)



Sistemas paso-todo

dB

- Iz

raig =
.

Radisn frequency (w)
(s}

Ralinns

%

h

e T ——

A inr
2
Radian frequency (w)
{b)
20 - -
i
i!
15 H H
||
" i
o il
g w4 1
i il
1!
IR
s 11
5\
Fl \
” LY
i 1 el 1
0 - - im 2w
2 2

Radian frequency ()
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L i

r

a Iw 2o

Radian frequency (w)
(a)

] L

Y — . -
[t ar " 3ar 2m
2 Radian frequency (w)
[:)]
207
15
s
g1
ke
(1=
o L
o a ™ 3w 2
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Radian frequency (iw)
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Sistemas paso-todo

. Mr
grdH  (e’”)|= Z
=1

1-r,

1— rkz M, 1— rkz
+ +
6 - joo? Z 6 - jool? ~j6y ,-jo|?
1-re’e =1| L-ne’™e 1-re e
N _

- J

Y

>0

Sistema causal y estable =>|r,| <1

H (e/®)=A
o (€7) Y l1-aqll1-c 1-c

e l-a, r5l-c 1- J

arg{H (e )}

==arg{Hap(ej0)} fgrd{H (em)}

~
>0

j0
=A=/H_ (e")=0

<0

>0




Istemas paso-todo

,Im{z}

j L —J
z. ==-3 z =3%¢’* 57"
O r c 4t o4
A —jz
Re{Z} 1 p _iej4 ie 4
O— —> p ro 3 C 5 > 5
Retardo de grupo Fase Valor principal de la fase
14 T T T T T T 0 T T T T T T
— Polo real — Polo real — Paolo real i
— Polos complejos 2t —— Polos complejos | —— Polos complejos
12 - — Total 5 —— Total —— Total
! \
E -
1S i
A0k i
Azt i
A4t i
A6t i
Ast i
3t
20 L | | | | | | | | | |
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0

Frecuencia Frecuencia Frecuencia



Sistemas de fase minima

Un sistema es de fase minima si todos sus polos y ceros estan en el interior
del circulo unidad.

Descomposicion de un sistema LTI causal y estable
H(Z) = Hmin (Z)Hap (Z)

Supongamos que H(z) tiene un cero fuera del circulo unidad en Z = Ci ; C‘ <1
I
H(z)=H,(2)(z" -¢) = H,(2)1-cz”)
I - ~ /\1_$Z J
y iz} , Imi{z} Imlz} Ho(z)  Hy,(2)

LV R [0 ret /| 2 Rets
NN VAN VA




Sistemas de fase minima

(1_ Zoz_l)(l_ le_l) T Zozl(z_1 - 261)(2_1 - Zl_l)

Ejemplo:
(1 3 I —1)(1 3, —1) 9( -1 2 —J'ST”) -1 2 J'ST”)
H(Z): —56 Z —56 Z =2Z —ge Z —§e
1-1z7 1-1z7"




Sistemas de fase minima

Compensacion de la respuesta frecuencial

Al e 2 foy |24,

Caso Particular: H (ej‘”) es de fase minima, causal y estable
Se puede disefiar un sistema causal y estable tal que x_ [n]= x[n]

Caso General:

Se puede compensar la amplitud pero no la fase.

Hd (ejw) = Hdmin(ejw)Hap(ejw) - Hc(ejw) = Hc;rlnin(ejw)
X (e")=H, ()X (e")



Sistemas de fase minima

Ejemplo:
H,(2)= (-5 2 A= e "2 -5z )U-5e "2
A Im{z}

Oﬁ N Ri{Z}
ol

H,(z)=(1-2e"z1-2e ¥z )8z 25z - 2e/¥) =
(Z—l _%e—jgﬂ)(z—l _%ejgn)

(1-iez)(1-te 2

Hd (z) = %(1_%ejgﬂz_l)(l—%e_jgﬂz_l)[l_ %ejéﬂz—l)(l_ %e—jénz—l)




Ejemplo:

Amplitud (dB)

25

201

— Hd
— Hmin
— Hap

Frecuencia

Retardo de grupo

Sistemas de fase minima

Fase

Hd

Hmin ||

Hap

— Hd
— Hmin
— Hap

0 1 2 3
Frecuencia

Frecuencia




Propiedades de los sistemas de

fase minima

Fase (phase-lag) minima
4 . ; ; ; - H(Z)=Hmin(Z)Hap(Z)
arg(H(z)} = arg{H ;,(z)} +argiH(2)}
<0
phase —lag{H (z)}=—-arg{H (z)}

Luego,
phase —lag{H _. (z)} < phase —lag{H (z)}

Hay gue tener cuidado con que H i, (ejo) = E h[n]>0 porque

h[n] y —h[n] tienen los mismos polos y ceros pero un desfase de 7



Propiedades de los sistemas de
fase minima

Retardo de grupo minimo
' ' ' ' ' H(Z)=Hmin(Z)Hap(Z)
grd{H(z)} = grd{H,,,(2)} + grd{H,, ()}
> ()
Luego, grd{H,,,(2)} < grd{H (z)}

Frecuencia



Propiedades de los sistemas de

fase minima

H,(z)=(1-2e""z7)1-2e ¥z )(1-2e""27)1-2e""27)
Retardo de enercua minimo

- ) = [H ()
Ejemplo: ‘H(e =\H_. (e
1 ¥ 1 ¥ 1 Q 1o 1
5 o o0 © T 5 ol = e
o , : o o , o , , o RS
e e - B e |- L] e LI S S o
= G : = o ! = C;\ : = o !
E - E T E e E .
= 4 Q. = A Q. = A a5t 1= A o
1 ] 1 1 ] 1 1 ] 1 1 ] 1
Real Part Real Part Real Part Real Part
5 5 5 5
4 35 4 3139 4 334 1 4 35
2. 2.89
— 3 2.5 — 3 — 3 — 3 258
= 251 3 519 = 51 = 2.4
= 7 1 197 = 2 1.5 = 2 1.56 = 7 19 1
CALLT ) T Lt T
(et & b & O & (et &
-2 0 2 4 b -2 0 2 4 ) -2 0 2 4 b 2 0 2 4 )

HOJ =] 0]



Propiedades de los sistemas de
fase minima

Retardo de energia minimo

E\h[n]\z - E\hmm[n]\z bero E\h[k]f < E\hmm[k]f
n=-o0 n=-o0 k=-o0 k=—0
Ejemplo: 40 , : .Energia E.C”mu'ada. —
25: _

20+

181




Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Sistemas de fase lineal

/‘H(ej”)‘ =1
LH(")=-wa |o|<xm

H(e'*)=e'* ‘a)‘ <7 —> < grd{H(e’")} =«

hin]=sinc(n-a) a&R

Kh[n]=(5[n—05] a7

En general, un sistema de fase lineal es tal que H(e’”) = ‘H(ej“’)‘e'j“’“ .
h[n] es simétrica respecto a @ si 2a es un entero, es decir, h[2a —n] = h[n]

Si «a es entero, entonces existe un sistema de fase 0 que es una version
desplazada de h[n]



Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Ejemplo:

(ejw) ~ joa ‘a)‘ < w, ) - h[ o, o,
H =1 0 < > hln]=—+sinc—(n-a)
W, < ‘a)‘ <7

wec=0.4, alpha=5 we=0.4, alpha=4.25
014 . . . 0.14 . ‘ 0.14 ‘ : .
D+ P
0.1z} - - . 01z} 1 01z} r > 1
01t : 1 01t K , 01f o . g
0.08F [ & 8 0.08 . 0.08F . .
3 006 4 n 1 3 00t 1 3 0ot 1
= i 2 : ) z k 8
£ omf ; : E £ oot 1 £ oo} ] 1
0o2h ’ T T N 1 ooz} T T i ooz} T T i
il b, g 3 il \
4
0 5 10 15
r

0 0 O
I | T ] i

0025 -0.02¢° o -0.02¢

0.04 . . : -0.04 . . ‘ -0.04




Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Sistemas de fase lineal generalizada

H(e')=|H(e'")e" . H(e’”) = A(e’)e /P : A(e’”)ER
Fase lineal Fase lineal generalizada (GLP)
Ejemplo: H,(e’”) e o<,
: el”) = . -
' 0 w, S‘C{)‘<J‘L’ ‘H(ej )‘=‘A(ej )‘
joy _ _ jw
. () < 1 sin(“# ) o LH(e") =B -wa+ LA()
’ M +1 sin(éa)) of <7
jw grd{H(e’*)} =

H3(ejw) =

o] <

T

S



Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Si Vow: E h[n]sin(w(n-a)+ ) =0 , entonces el sistema es GLP

Ssi BE{0,m},2aE€Z,h[2a —n]=h[n] | entonces el sistema es GLP y
A(e’) es par
Si BE{S,F},2a€Z, h[2a —n] = -h[n] | entonces el sistema es GLP y

A(e’) es impar

Un sistema de fase 0 tiene todos sus polos y ceros en pares reciprocos conjugados.

Un sistema de fase lineal generalizada es un sistema de fase cero con polos o ceros
adicionales en z = 0,+1,%©



Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Sistemas de fase lineal generalizada causales

Si Vw: E h[n]sin(w(n-a)+ B) =0 , entonces el sistema es GLP
n=0

. hiM -n] Osn=<=M
Si h[n] es FIR, causal y h[n] = , entonces
0 resto

el sistema es GLP y A(e’) es real y par. H(e’”) = A(efw)e-fwzé’

. —hM -n] O0=n=<M
Si h[n] es FIR, causal yh[n] = , entonces
0 resto

el sistema es GLP y A(e’”) es real e impar. H(e’”) = A(e’)e™/“*™?



Sistemas de fase lineal FIR de tipo |

h[M -n] O=<sn=M
hln] = M =2m
resto
. M _ L Mg |
H(e'") = E h[nle ™" = h[%]e™* + (h[n]e'”"” +h[M - n]e—ja)(M—n)) _
n=0 n=0

i oM oM (M M i
_ h[%]e—jwl‘ﬁ + E h[n]e—sz(eJa)(g—n) + e—JCU(z—n)) _ ejwz(h[];[] + E 2h[n]cos(a)(% _ n))
n=0 n=0

M1 , .
— e'jwjg[h[l‘g] + 2 2h[ % - k]cos(a)k) = A(e’”)e’"?
=0

H(z) = ih[n]z'” = ih[M —nlz™" = ih[k]z"‘M =z "H(z")

Si H(z,) =0, entonces H(z,')=0



Sistemas de f
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo Il

h[M - O<n=M
h[”]={ [ "] " M=2m+1 g

resto

H(ejw) _ e—ja)l\f; 2h[% — k]cos(a)(k — %))

FIR Tipo Il

iCentro de simetria 1r _‘_,.--G:>--.N_\

T T ! ; ! ! ! ! ! ! !
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H(z)=z"H(z") 2==L, H(-1)=-H(-1) = H(-1) =0



Sistemas de fase lineal FIR de tipo Il

M =2m %

—h[M -n] O<sn=<M
h[n] =
0 resto

05

051

ky

H(e'”) = je‘ijgZ 2h[2L — k]sin( wk)
=0

FIR Tipo Il
T
Centro de simet 1 E— z
=
o E
=
g
o
b=

N S S S T T N N NN N
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo IV

—h[M -n] O=sn=M
h[n]={

0

resto

M=2m+1

M-1

H(e'") = je‘f‘“AfZ
=0

FIR Tipa IV

Imaginary Part

2h[M=L — k]sin(w(k - 1))

05

05

Magnitude (dB)

g

ky

- I 1 I 1 I 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 089

MNormalized Frequency (x7 rad/sample)

1

K | | | | | | | | |
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 089
MNormalized Frequency (xa rad/sample)

1



Descomposicion de un sistema FIR

H(z) =k H ..(z2)H, (z) H_,,(2) H_ (z)=H_, (Z_l)Z_Mi
| ﬁ M. es el nimero de
2 | Y cerosde H_. (2)
@@ P
"l | Haw (@) = [H o (€7 =
R o B e R (1)

H‘Zmin



Descomposicion de un sistema FIR

Ejemplo:
h[n]=0.756[n]+1.16[n-1]-0.36[n-2]+0.36[n-3]-0.96[n -4]-0.76[n - 5]

+0[n-6]
+0.756[n-7]+1.16[n-8]-0.36[n-9]+ 0.36[n-10]-0.96[n-11]-0.76[n-12]
H_ (2)=[1+0.54122"") [1-0.9242¢%'27"| [1-0.9242¢7'7 |

min

h . [n]=06[n]+0.75748[n-1]+0.97115[n - 2]+ 0.46226[n - 3]

min

H,.(z) =0.9242%0.5412)|1+1.847927")(1-1.0821e/*" ;| (1-1.0821e /!5~

[n] =0.46226[n]+0.97116[n-1]+0.75746[n - 2]+ 6[n - 3]

rnax

H . (Z) (1+e]O .1852 1)(1+e j0.1852 1)(1 6108512 1)(1+e ]08512 1) (1+e]2 .8118 1)(1+e J2.8118Z—1

~ 0.75
0.924220.5412




Descomposicion de un sistema FIR

Amplitud (dB)
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Resumen

* Filtros definidos por un sistema racional
* Propiedades (estabilidad, causalidad, invertibilidad)

* Retardo de grupo

* Respuestas tipo: 1 cero, 1 polo, 2 polos
* Relacion magnitud-fase

* Sistemas paso-todo

* Sistemas de fase minima

* Sistemas de fase lineal generalizada
— Filtros FIR




Tema 3 — Analisis de Sistemas
LTI en el dominio transformado

Oppenheim Il (Cap. 5), Proakis (Cap. 4)

Probl Opp: 5.1, 5.6, 5.28, 5.29, 5.30, 5.33, 5.71
Probl Pro: 4.83*, 4.84, 4.92, 4.93



Introduccion

* http://video.google.es/videoplay?
docid=6726953938324261715



Filtros ideales
Filtros Paso Bajo (Low Pass Filters)

. 1 < O<w, <m w . w
H, ()= |a)| P _grcw<m — s h,[n]=—-sinc| —n
i 0 resto TT T

Filtros Paso Alto (High Pass Filters)

O<w, <m

H, (e*)=1-H,(e’") +—— hy,[n]=6[n]-h,[n]

Son filtros no causales y con respuesta impulsional infinita.



Filtros realizables

N M N M

Zak}’[n ~k]= Zbkx[n -kl —>Zakz_kY(Z) _ Zbkz_kx(z)

M M M M
Ebkz"k N EbkzM’k EbkzM'k H(l_ZkZ_l)
Y #“ _Z = _ ,N-M =0 _ﬁ =
H(Z)—X(Z)—N =X =z N P
Zakz"‘ ZakzN‘k ZakzN'k 0 H(l— p.z™)
=0 =0 =0 =
Ejemplo: _152 1, 2
H(z) = 1-z7) _1-27"+z

- A+1izHa+2z™) - 1+5z7" 4327

AR  y[n]+ 5 yln-1]+3 yln-2]=x[n]-2x{n-1]+ x[n - 2]
yln]=x[n]-2x{n-1]+ x[n-2]-3 y[n-1]-3 y[n-2]

Ejercicio: Implementar este filtro y compararlo con la salida de la funcion filter de
MATLAB



Filtros definidos por ecuaciones en
diferencias de coeficientes constantes

Una ecuacion en diferencias no define de forma Unica la respuesta al impulso
del sistema. Por ejemplo,

2akY[n -k]= 2bkx[n -k] ——— éakh[n -k]= ébka[n —k]

N N
sea h'[n]= EAkp}f donde Eampk_m =0,A,€R, p, = p;, entonces
=1 m=0

I“g ;akh'[n—k]=0 y ;ak(h[n—khh'[n—k]):;bka[n_k]

Es decir, hay N coeficientes indeterminados 4, , que pueden ser fijados por medio

de condiciones iniciales y[-1l, y[-2],..., Y[-N1 si es causal 6 y[1l, y[2],...,y[N]
si es anticausal.

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Pag 37, Opp Il. Ejercicio: Comprobar que la suma justo a la derecha es
efectivamente 0.

Probl Opp: 5.2, 5.7
Probl Pro: 4.45, 4.46, 4.91



Respuesta al impulso de un
sistema racional

Expansion en fracciones parciales

H(Z)_;bz_ M-N

ZB Z_k le—k —»h[n]=MgNBk(S[n—k]+iAkpfu[n]
k =0 =1
I ~ N\ J

akz g g
FIR IR
sblo si M=N Polos en Polos
el origen fuera del
: h n M -1 origen
Ejemplo: h[n]=a"(uln]-u[ln-M -1]) P, = Y{O: O 41)
M M+1 —(M +1) >
n_-n 1 a J2E 27 1 jziirM
H(Z)=ZCIZ = 1 aeM yenry € M+1
n= 1-az”
|_>{ pk

Bibliografia: Oppenheim 5.2 , Proakis 3.6

Probl Opp: 5.3*, 5.4
Probl Pro: 4.47, 4.48


Lara Benito Concepción



Respuesta de un sistema racional

Y(2) = H(2)X (2) T f\g g ((j)) ,

El sistema esta  No se producen

inicialmente en  cancelaciones

reposo. polo-cero. Polos del Polos de la
\Sistema \entrzi;:la )

Respuesta Respuesta
natural forzada

yln]= Z A, pyuln]+ 2 Q.qiuln]

Respuesta Régimen
transitoria ~ permanente

Bibliografia: Oppenheim 5.2 , Proakis 3.6

No todas las X se pueden expresar como un cociente. Pero supongamos que
ésta si. Si el sistema no estuviese inicialmente en reposo deberia usarse la TZ
unilateral.



Respuesta transitoria y regimen
permanente

1
H@) =1705,7

Ejemplo: y[n]=0.5y[n-1]+ x[n]
1 -1
X(z)=10— 2~
1-2z7" + 27
1 1-52" 63  11894-13.0157"
1-1z'1-2z" 422 1-1z7 1-2z7" + 272
yln]=-1.907(0.5)"u[n] +13.56 cos(Z n - 28.7° )u[n]

x[n]=10 cos(% n)u[n]

Y(z)=H(z)X(z)=10

Bibliografia: Proakis 3.6, 4.4
Aqui se ve muy bien la respuesta transitoria y la permanente.

Probl Opp: 5.34
Probl Pro: 4.29 (*** AQUI ME QUEDO), 4.31, 4.43



Estabilidad vy causalidad
kilh[nﬂ <o

k20|h[n]| - kZJh[n]Z"

|

h[n] es estable si la ROC de H(z)
incluye al circulo unidad.

N—

gt <%

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Para que un filtro definido por una ED sea causal y estable tiene que ser que
todos los polos estén dentro del circulo unidad. Si no fuese causal por ejemplo,
h[n]=a*delta[n+1]+delta[n] (H(z)=az+1), entonces tendria un polo en el infinito.

Probl Opp: 5.5% 5.8, 5.9% 5.10, 5.11
Probl Pro: 4.99, 4.104


Lara Benito Concepción


Lara Benito Concepción



Estabilidad

Ejemplo: YInl-yln-1] = x[n]

x[n] = u[n] » La sefal de entrada esta acotada
3B, :Vn|x[n] < B,
H(z)= |z| >1

1-z7"

Y(z)=H(2)X(2) =

ylnl=(n+Duln] —+ Pperolasalida, no

—-EIBy :Vn |y[n]| <B,

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6



Estabilidad y Causalidad

Im{z}

Ejemplo: ylnl-(a+b)yln-1]+abyln-2]= x[n]
1
l—az‘l)(l—bz'l)

H(z)=( a<1l<b

Im{z} Im{z}
/ //%/é

O
Y2

El sistema no es ni El sistema es causal El sistema es estable
causal ni estable pero no estable pero no causal

\\\\\\\

\

.

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Probl Pro: 4.88

11



Cancelaciones polo-cero

Ejemplo:  y[nl=3 yln=1]+ y[n-2] = x[n]-5x[n-1] + 6x{n - 2]
1-52"+627  1-52"+627  [1-327"J1-277]

SRS eI v (R v R vl TR
_1-327 347
_1—%[1_ 1-1z7

Cancelacion polo-cero

h[n]=8[n]-3(2)" " uln-1]

El sistema es estable debido a la cancelacién polo-cero
pero en una implementacion real no tienen por qué
cancelarse exactamente.

Bibliografia: Proakis 3.6

12



Test de estabilidad de Schur-Cohn

Notacién

m
Polinomio de orden m: A (z) = 2 amz™*
=0

(m) _
a,”’ =1

m—kZ

~ m
Polinomio inverso o reciproco: A (z)=z"A (z7) = 2 a™z7*
=0

1-K:

Test 1. Ay (2) = A(z)
B B(Z) 2.m=N
H(z)= E 4. mientras m = 0
4.1. CaIcuIarZ\m(z)
42. K, =a™ N
| | 4.3. Am—l(Z) — Am(z)_KmAm(Z)
=S 4.4 m=m-1

Bibliografia: Proakis 3.6

Proakis pp 217

Ejercicio: Implementar este algoritmo

A(z) tiene todas sus raices
dentro del circulo unidad si
y solo si

VmeE{1,2,..,N}:|K,|<1

13



Test de estabilidad de Schur-Cohn

Ejemplo: H(z)= .

P
-1z -%z

A2)=1-3z7"-4z"

Z\Z(z)=—%—%z'1+z‘2
Ko -af? ==
A(2)-KA(2) a
A(2) -K? 2
Zl(z)=—§+z‘1
K, =a"=-1 K,|>1 El sistema no es estable

Bibliografia: Proakis 3.6



~, Estabilidad de un sistema de
I‘E’P 2° orden

2,2,=0 a, =-(p, +p,)
H(z) = [q2 -
1+ a,z” Ty CI2 P, D, = —&+ 9 4a2 a=p,p,
Estabilidad |K;|<1

15\
K, =a, 1

q

1
1+a, o o

Polos complejos al -4a, <0 — =7
P
Polos reales dobles a; —4a, =0

15

. 2
Polos reales simples a; -4a, >0 ——— |

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Las condiciones de estabilidad que hemos dado definen una region en el plano
de coeficientes (a_1, a_2, ver figura) que tiene forma de triangulo. Es sistema es
estable si y solo si el punto (a_1, a_2) esté dentro de este triangulo, que se
conoce como triangulo de estabilidad.

Las caracteristicas del two-pole system dependen de la situaciéon de sus polos,
0, equivalentemente, de la situacién del punto (a_1,a_2) en el triAngulo de
estabilidad. Los polos pueden ser reales o complejos conjugados, dependiendo
del valor del discriminante A=al”2-4a_2. La parabola a_2=a_1"2/4 divide el
triangulo de estabilidad en dos regiones (ver figura). La regién por debajo de la
pardbola (a_172>4a_2) corresponde a polos reales distintos. Los puntos que
estan en la parabola (a_1"2=4a_2) proporcionan dos polos reales iguales. Por
ultimo, los punos por encima de la parabola resultan en polos complejos
conjugados.

15



Invertibilidad

hln] h[n]*h[n] = é[n]

Hi(ej‘”) ——
H(e’")H (') =1

H(z)H.(z)=1

1-2,2") Ta-p)
H(z)=b—°1;‘l— — Hi(z)=&]f_;4‘[—

b 11(1—ka'1 by H(l_ZkZ_l

Es decir, los polos de un sistema son los ceros de su sistema inverso, y
los ceros de un sistema son los polos de su inverso. La ROC del
sistema inverso debe solaparse con la del sistema H(z)

| H(ej“’)

Un sistema LTI es estable y causal y tiene un sistema inverso estable y
causal sii todos los polos y ceros de H(z) estan dentro del circulo unidad

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Probl Opp: 5.31, 5.32, 5.36, 5.59, 5.72, 5.73, 5.74, 5.75
Probl Pro: 4.90

16



Invertibilidad

Im{z}

-1
Ejemplo:  H(z) = bz b,a<1
1-az
h[n]l=a u[n] —ba"u[n-1]
—az™!
1-bz!
Im{z}

/
’

— N
h[n]=b"u[n]-ab™'u[n-1] h[n] = -b"u[-n-1]+ab"'u[-n - 2]

Hi(2) =

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Los dos pueden ser sistemas inversos porque los dos solapan con la ROC
original. El problema del segundo sistema inverso es que no es estable.
Ejercicio: comprobar que los dos son sistemas inversos.

17



Respuesta en frecuencia de un
sistema LTI

x| y[n] = h[n]* x[n]

— H(ej“’) SN
vler)=Hle|xlen]  [rle”)

LY(ej’”) = LH(ej‘”) + LX(ej'”)

-l e

Ejemplo: H(e'”)=e ™ £H(e’)=-wn, — h[n]=06[n-n,]

AH(ej“’)z—qu—a)nO —_— y[n] ]

H(e'™ )‘s[n -n,]cos(w,(n-n,) - ¢,)

x[n] = s[n]coswyn donde n, = r(a))‘wwo
\ Retardo de grupo
\{W) 7(w) = grd {H (e’ )} .4 arg{H (e’ )}
e sen dw

1 2 3 ¥ g g 7

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

S[n] una sefal de banda estrecha. Arg(.) es la fase continua de H(e"jw). Cuanto
mas se aleje el retardo de grupo de una constante menos lineal es la fase del
filtro.

Probl Opp: 5.21, 5.22, 5.25, 5.27, 5.47
Probl Pro: 4.41*, 4.42, 4.57, 4.59*, 4.89

18



Efectos del retardo de grupo

Ejemplo:

Entrada Sistema Salida

Bibliografia: Oppenheim 5.1, 5.3

19



Efectos del retardo de grupo

Dispersion at Work

Input pulse
UI3persne medium Cutput pulse
e
0 T bl i

A transmitted pulse broadens, as shown here, because
the different wavelengths travel at different speeds.

80 % A

AN N

"'\. .’: ‘.:\ /A
\ff t\ ’4{ \ .

| i g h' ’ » S\ .
strength
\ 60 %
ﬂ / \u/_\\_,f/ \"\.

/ \\\ t

Applet: http://cnyack.homestead.com/files/afilt/afilt-phasegroup.htm

Bibliografia: Oppenheim 5.1, 5.3

El pulso se ensancha porque las diferentes frecuencias viajan a diferentes
velocidades.



Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

Respuesta de amplitud

M
zb e Ik H(I_ z.e ')
H(e'") =

N
Za e Ik a‘) H(l p.e’)

11@ z,e ) (1-z;e’”)

[He™)| = He)H () = ( )
u(l p.e jw)(l pkejw)

Ganancia del filtro en dBs

2010g,|H (e')| =

2010;_;,10 22010&0‘1 z, e 22010;;,10\1 pee|

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4
Probl Pro: 4.54, 4.79, 4.87, 4.106, 4.107, 4.108

El k=0 es k=1.

21



Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

Respuesta de fase

Valor principal
b\ & o o |
= |+ 2 L(A-ze")- 2 L(1-pe’") = ARG{H(e]‘”)} + 27r ()
ao =0 =0

LH('")=1

donde

) jo H .
T < ARG{H(e’“’)} = arctanLejw) =7 \’\/\/
He(e™) "

r(@)EN  Sin restriccion

arg H(e™) = ARG{H (')} + 27 (w) F\/\%

donde i
r(w)EN Estal que arg H(e’) es continua ‘ .

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4
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Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

Retardo de grupo

grd{H(ej"’)} = i%arg{l— zke'j‘“} —ﬁ%arg{l— pke‘f‘”} = Iw?
=0 =0
~ M |zk —Re[zke‘j’”} ~ N |pk —Re{pke'j‘”}
B ; 1+|z,| - 2Re{zke'j‘”} Z) 1+|p,[ —2Re[pke’j’”J

Propiedades

i [

grd{H(e™)| = —%arg{H(ej‘“)} _ —j—wARG{H(ej“’)} _ —C;iwAH(ej‘”)

salvo en las discontinuidades

arg{H(ej“’)} - arg{H(ejo)} = —j’grd{H(e”’ )}d¢

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Ejercicio: calculo de esta derivada
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Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

* Applet:

* http://www.eas.asu.edu/~dsp/grad/anand/j
ava/FreqResp/FreqgResp.html

* http://www.thole.org/manfred/polezero/en_
idx.html



Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

H(e’”)=1-z7" =1-ree™
z,=0.9

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Ejercicio: Repetir estas graficas
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Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

H(e)=1-z,e7" =1-re/’e’
rsin(w - 6) r’ —rcos(w-6)
2

[He™)[ =1+r*~2rcos(w-0) | ARG|H(e™)] = arctan grd{H (e’ =

1-rcos(w-0)

“lr=09 SLEr=09

L NUUE N R R

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.61*



Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

H(z)=1-re’z' =2"%

- |H(z)|=

|z -z,

g

—— |H(e")| =|H(2)

. Im{z}

33333

jo
e’ - zo‘

‘z‘:l

r=0.9

Z 15 [
V0 Re(zd Lo
Z »

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

27



Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

275 s JH(2)=L(z-2)-L2 —— LH(e")=L(e" -2,)~

H(z)=

2l r=0.9

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4
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Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

\\\\\\\\\

Para |zo| =1 hay una discontinuidad —
en la fase ’ / \

s / \
. Im{z) o \

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.50



Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo polo

1 1

0 _-jo

H(e'") = _ =
1-z,e™” 1-re'’e

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Opp: 5.60
Probl Pro: 4.65, 4.66*
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Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo polo

; 1 1
H(e™) = e = o e
1-z4e 1-re’’e
. 1
‘H(ejw)2= - /‘/\\
1+r° -2rcos(w-0) / \
ARG{H (e’ )} =- arctanM \
1-rcos(w - 0) 4 AN
2 1 +
o r°—rcos(w-6 T e ©
grd{H(e™)] = _r-reos@=-6) e
i) IR '
A / }
Los valores obtenidos son T \ ‘ \
los opuestos a los obtenidos ) | : /\
con un solo cero. ﬂ AW

Fecwenca 43 2 a4 0 1 2 3 4
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.62
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Respuesta en frecuencia de un
sistema de segundo orden

1 1
1-ze7”|[1-2ze7| T 1-2rcosfe " +rie

H(e)= |

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Opp: 5.26
Probl Pro: 4.56, 4.60, 4.67, 4.68*
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Respuesta en frecuencia de un
sistema de segundo orden IIR

‘H(e"‘")‘2 = . :
1+r?=2rcos(w-6) \ 1+r? - 2r cos(w + 6)

ARG|H (€)= -arctan—30@=0)__ 1 iy _rSin(©+6)
1-rcos(w-0) 1-rcos(w+0)
r’ —rcos(w-6) r2 —rcos(w + )

rd{H(e’*){ = - -
9 { ( )} 14+r? =2rcos(w-0) 1+r°-2rcos(w+6)

Los valores obtenidos son
los opuestos a los obtenidos
con dos ceros.

Samples

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4



Respuesta en frecuencia de un
sistema de segundo orden

o
|H(2)| = :
|z - ZOHZ - zo‘

1

‘H(ej“’)‘ =— —
‘e"” - ZOHe"" - zo‘

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4
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Respuesta en frecuencia de un
sistema racione -

0.05634(1+z™")(1-1.0166z" + z7%)
(1-0.683z7")(1-1.4461z7" +0.795727%)

Ejemplo: H(z) =

Radian frequency (w)

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.49, 4.51*, 4.53, 4.63, 4.64
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Relacion entre fase y magnitud para
sistemas definidos por una ED

En general, no hay ninguna relacién entre magnitud y fase para un sistema LTI.
Sin embargo, si el sistema esta definido por una ED, una vez especificada una
de ellas, la otra queda determinada dentro de un nimero reducido de opciones.

") -

M

-1 \
(1-2zz
H )—b—H

% H(l pz™)

Z=€J”

ej()

H(l 7,z )(1-2.2)
c()- ( )

H(l Pz )(1 pkz)

-1 Si uno esta dentro del circulo

fuera. Los polos de un

H(l ZkZ) > Polos Pk,(PZ) unidad, el otro debe estar
H'(+ )—

(1_0 H(l pkz)

Bibliografia: Oppenheim 5.4

* |—1
Ceros  z,, (Zk ) sistema estable y causal
estan automaticamente
determinados, pero no asi los
Cceros.
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Relacion entre fase y magnitud para
sistemas definidos por una ED
(1-zHA+2zHA-2)(1+22)
(1-0.8¢’7z71)(1-0.8¢ /% z1)(1-0.8¢"%2)(1-0.8¢ '%2)

| | _ 20-zH(A+1z7H2(1-2)(1+12)
= (1-0.8¢""z7")(1-0.8¢77%27)(1-0.8¢’ 2)(1-0.8¢ /% 2)

Ejemplo:  C(z) =

H,(z) ,Im{z} C(z) ,Im{z} H,(z) ,Im{z}

{ 3 Re{z} E i;; Re{z} < 2? Re{z}
X

(lflz’l)(1+ 22‘1)_ _ H,(2) = 20-z)(1+1z™)
(1-0.8¢’4z7")(1-0.8¢"4z™")

H1(Z) =

(1-0.8¢'iz7)(1-0.8¢V 2 )

Bibliografia: Oppenheim 5.4

Ejercicio: Calcular la respuesta de fase y de amplitud
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Sistemas paso-todo

Ejemplo:

. ,Im{z}
z'-a

H,(2)=

-1 T "

z NI

H ()€ =0 _gwl-ae” ., (0-aey
® 1-ae™ 1-ae™® 1-ae™”
; o (M=ae Y| Ll =ae Y
‘Hap(e]w)‘ =|e Jw—_jw =‘e ]w‘—_]w =1
1-ae 1-ae

Bibliografia: Oppenheim 5.5

Ejercicio: Calcular la fase y el retardo de grupo
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Sistemas paso-todo

Sistema paso todo de respuesta real

-c

H,(2) = AT k a,ER,¢, EC

1 ak 1 CkZ 1 Ck
M+ M, poosyceos £, = =0 %=k p=6uc]
‘Hap(ej“’)‘ )\
M, . _
Im{z} LHap(ejw)=Z — - 2arctan ri sin(w - 6,)
=1 1-r1, cos(w-6,)

O K in(w -
/\ Re{z} + 2 2w 2arctan sin(@-6,)
—O0— kj > ~ 1-r1, cos(w-6,)
O

r,sin(w +6,)
1-r, cos(w+6,)

— 2arctan

Bibliografia: Oppenheim 5.5
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Sistemas paso-todo

Bibliografia: Oppenheim 5.5

T
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Sistemas paso-todo

] M
grd, (e")}= >

|

2
1-r;

1-r G 1-r -
k k
—_— |+ +
j6r o] Z j6r i) ~j6y - jo|?
1-re'™e -| l-ne e 1-ne e
AN M/

>0

Sistema causal y estable = |rk| <1

I
>0

H,, (e') = AUl a,pyl-c l- % A=/H,(e")=0

arg{H o€’ )}

l-a +11-c 1-c,

LarglH, (") fgrd[H (e*)]dp

Bibliografia: Oppenheim 5.5

Usos: Compensadores de fase; convertir filtros paso bajo en paso banda o paso

alto; filtros de fase minima

Probls Opp: 5.13, 5.24*

<0

>0
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Sistemas paso-todo

Im{z}

iz _jx
z,=-3 z,=5%¢e/% 57"
@) r c 4 4
i _iz
o Re{z} 1 p =4eli 4p7i
k/ ] pr ’ C ’ ’
Retardo de grupo Fase Valor principal de la fase
14 0
— Polo real — Polo real 3 — Polo real
—— Polos complajos 2 — Polos complejos —— Polos complejos
12 — Total —— Total —— Total
4 2
10 5
s
8 -8
-10 0
6 -12
Rl
4 -14
-16 -2
2
-18
3
0 2 , , , , , ,
-3 2 - 0 1 2 3 3 2 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
Frecuencia Frecuencia Frecuencia

Bibliografia: Oppenheim 5.5
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Sistemas de fase minima

Un sistema es de fase minima si todos sus polos y ceros estan en el interior
del circulo unidad.

Descomposicion de un sistema LTI causal y estable
H(Z) = Hmin (Z)Hap (Z)

Supongamos que H(z) tiene un cero fuera del circulo unidad en Z = Ci ;lel <1
-1 *
H(z)= Hy(2)(z" =€) = B~z ) T
-Cz
- J
 Im{z} . Im{z} Im{z}  H_ (2) H,(2)

O O
Re{z} ( O) Re{z}i X\ Re{z}

Bibliografia: Oppenheim 5.5
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Sistemas de fase minima

Ejemplo:

Bibliografia: Oppenheim 5.6

Probl Opp: 5.54
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Sistemas de fase minima

Compensacion de la respuesta frecuencial

x.[n]

)

ﬂ Hd(ejw)

Caso Particular: H,(e’”) es de fase minima, causal y estable
Se puede disefiar un sistema causal y estable tal que x[n]= x[n]

Caso General:

Se puede compensar la amplitud pero no la fase.

Hd (ejw) = Hdmin (ejw)Hap(ejw) - Hg(ejw) = Hd_;in(ejw)
X (e’)=H, ()X (')

Bibliografia: Oppenheim 5.6

Probl Opp: 5.37
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Sistemas de fase minima

Ejemplo:
H,(z)=(1-2e 7z 1-2e ¥z ) 1-5/ 212" 27
, Im{z}
0,0
4 Re{z}
o)

i4

H, (2) = (1_%ej%nz-1)(l_%e—j§nz-1 % P _%e—jén)(z_l _%ejgﬂ _

(2 —te)(z" —2e)

H,(z2)=2(01- %e’%”z'l)(l— %e"%”z'l)kl— %e’%”z'l)(l— %e"%ﬂz‘l)

- .
(1-4e5"z7)(1-2e5"27)

Bibliografia: Oppenheim 5.6

Este es un sistema FIR, estable y causal
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Sistemas de fase minima

25 4
Ejemplo: = b , = b
20 — e 1 — Hap
15 0
2
10
g
2 o 4
ER i
El &
5 -6
<
-8
s 1 10
10 b 12
5 , . , . 4
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3 4
Frecuencia Frecuencia
— Hd
—— Hmir
10 — Hap
&
5
0l ,
-3 2 1 o 1 2 3

Bibliografia: Oppenheim 5.6

Ejercicio: Repetir estas graficas

Ejercicio: Disefar el sistema de compensacién y estudiar su estabilidad,
causalidad, etc. Dibujar su respuesta de amplitud, fase y respuesta al impulso.
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Propiedades de los sistemas de
fase minima

Fase (phase-lag) minima
H(Z) = Hmin (Z)Hap (Z)

arg{H (2)} = arg{H,,,,(2)} +arg{H,,,(2)}
<0
phase —lag{H (z)} = —arg{H (z)}

Luego,
phase —lag{H . (z)} < phase —lag{H (z)}

Hay que tener cuidado con que H ., (ejo) = E h{n]>0 porque

h[n] y —h[n] tienen los mismos polos y ceros pero un desfase de 7

Bibliografia: Oppenheim 5.6
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Propiedades de los sistemas de

Retardo de grupo minimo

eeeeeeeeeee

Bibliografia: Oppenheim 5.6

fase minima

H(Z) = Hmin (Z)Hap (Z)
grd{H (2)} = grd{H ,;,(2)} + grd{H, (2)}
>0
Luego, grd{H,,,(2)} < grd{H (2)}
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Propiedades de los sistemas de
fase minima

H,(2)=(1-2e "z )1-2e "z 1-3e/ "z )1-2e "2z 7)

, ;. 4 4
Retardo de energia minimo
. ; joy| _ jo
Ejemplo: ‘H(e )| = ‘Hmin (e )‘
£ ! = 1 = 1 ot
5 5 s T
o o o Jo
: 0 : 0 ot
& & = [T
£ £ E R
=1 = = -
A 0 1 A 0 1 1 0 1 1 0 1
Real Part Real Part Real Part Real Part
5 5 5 5
4 35 4 339 4 339 4 35
2 289
%3 258 251 ES 219 %3 21 ES 251 258
22 : 171 E2 15 22 156 { 2 2 14 1
1 1 081 1 08t 1
i i i f
0 0 0 0
30 2 4 270 2 4 370 2 4 0 2 4

In[0]| <|h,,;,[0]

Bibliografia: Oppenheim 5.6

Todos estos sistemas tienen la misma respuesta en amplitud

Probl Opp: 5.39, 5.61, 5.62, 5.63



Propiedades de los sistemas de
fase minima

Retardo de energia minimo

o o n

Sl = S lnl’ pero S[AKI = 3y, [k
K=—o0

n=-o0 n=-0 k=—00

Ejemplo:

Bibliografia: Oppenheim 5.6

La energia de hmin es la misma que las de h por el Tma. de Parseval.

Probl Opp: 5.17*, 5.18, 5.65, 5.66, 5.67
Probl Pro: 4.85, 4.94, 4.98, 4.101*, 4.102, 4.103*
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Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Sistemas de fase lineal

/‘H(ej‘") -1

LH(")=-wa  |oj<x

HeM)=e ™ of<x —— < grdtH(E")} =
h[n]=sinc(n-a) «a&ER

\h[n]=5[n—0!] ac’Z

En general, un sistema de fase lineal es tal que H(e’”) = ‘H(ej“’)‘e‘j“’” :
h[n] es simétrica respecto a @ si 2 es un entero, es decir, h[2c —n] = h[n]

Si o es entero, entonces existe un sistema de fase 0 que es una versioén
desplazada de h[n]

Bibliografia: Oppenheim 5.7

Para sistemas causales no se puede conseguir fase 0 (par). Pero nos gustaria
gue por lo menos sea una fase lineal que tiene un retardo de grupo constante.

Probl Opp: 5.35, 5.49
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Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Ejemplo:

H joy _ e /™ |CU| <@, w, .
(e’)= <« h[n]="sinc>*(n-a)
0 w slo<n

We=0.4, alpha=5 We=0.4, alpha=4.5

o Wwe=04. alpha=4 25
. - 012 5. 01 & f
e hY o1 1 A o1 A kY
. : , . ) ¥ 0 e
,0'/ i 3 oo 3 o ’( 3
0.0 4 0.02
: 00 - - o A o0 - -

1]

Bibliografia: Oppenheim 5.7
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Sistemas lineales de fase lineal

generalizada
Sistemas de fase lineal generalizada

H(e') =[H(e™ e ™ H(e!) = A(e!)e ) : A(e’)ER
Fase lineal Fase lineal generalizada (GLP)
Ejemplo. H (ejw) _ -joa |a)| < CUC ' ‘
T 0w slol<a [H (™) =|AE™)
. LH(e)= B -wa+ LA
H,(e/) = — sinl 5" | et et |w|(<:r)
: M +1 sin(%a})
o grd{H(e’*)} =«
H3(ej = J_ |a)| <JT

N

Bibliografia: Oppenheim 5.7

H1 es un filtro paso bajo con retardo. H2 es un moving average de tamafio My
retardado M/2 para que sea causal. Diferenciador de tiempo continuo
implementado en tiempo discreto. El retardo de grupo es constante pero para
ello hay que obviar las discontinuidades introducidas por la fase de A(eNjw)



Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Si Vow: E h[n]sin(w(n-a)+ ) =0 , entonces el sistema es GLP

Si BE{0,1},2a€Z,h[2a —n] = h[n] | entonces el sistema es GLP y
A(e’) es par
Si BEZ,¥},2a€Z, h[2a —n] = -h[n] | entonces el sistema es GLP y
A(e’) es impar
Un sistema de fase 0 tiene todos sus polos y ceros en pares reciprocos conjugados.

Un sistema de fase lineal generalizada es un sistema de fase cero con polos o ceros
adicionales en z = 0,1, %

Bibliografia: Oppenheim 5.7
La segunda condicion es la que habiamos impuesto a los sistemas de fase lineal

Probl Opp: 5.15*, 5.16, 5.20, 5.50, 5.51, 5.69
Probl Pro: 4.100*



Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Sistemas de fase lineal generalizada causales

Si Vo: E h[n]sin(w(n-a)+ B)=0 , entonces el sistema es GLP
n=0

) h[M -n] O=sn=M
Si h[n] es FIR, causaly h[n]= , entonces
0 resto

M

oy

el sistema es GLP y A(e’”) es real y par. H(e’) = A(e’)e”’

. —hM-n] O=sn=M
Si h[n] es FIR, causal yh[n] = , entonces
0 resto

el sistema es GLP y A(e’”) es real e impar. H(e'”) = A(e’*)e "+

Bibliografia: Oppenheim 5.7

Existen sistemas IIR que son causales y GLP, pero no se pueden expresar
como un cociente de polinomios, y por lo tanto, no se pueden implementar como
una ecuacion en diferencias

Probl Opp: 5.40, 5.41, 5.42, 5.43, 5.44, 5.48, 5.53
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo |

hIM -n] O=sn=M
h[n]={ M =2m

0 resto

M
2

-

(h[nle™" + h[M —nJe™"™-" | =

=0

M -
H(e™) ="y hinJe”™ = h[}1e™""* +
n=0

]

M M
5 -1

o oM (M LM M
-l 5 bl 4[5 | gt [h[“;] + 3 2hn]cos| (2 - n))
n=0 n=0

My

- e'j‘”g(h["g] + ZZ 2h[%L - k]cos|wk) | = A(ej‘”)e_jw%
=0

H(2) =3 Hnlz” = 3 HM =l = ﬁh{k]z"‘”’ -2"H(E")

Si H(z,) =0, entonces H(z;')=0

Bibliografia: Oppenheim 5.7
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo |

FIR Tipo |

15

Real Part

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Normalized Frequency (x rad/sample)

-800

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Normalized Frequency (x rad/sample)

Bibliografia: Oppenheim 5.7



Sistemas de fase lineal FIR de tipo Il

M =2m+1 B2

hIM -n] O=sn=M
h[n] =
0 resto

H(e') = e'j‘”ngZh[% ~K]cos(w(k - 1))
=0

FIR Tipo I

15 2
T ]
Centro de simetria 1 g o / \/ \ \
&
! ERl V ‘ {
05 < 3 <0
05 R =
T T g /\ } o7 02 03 04 05 06 07 08 09 1
= N o
g 4 1 § Normalized Frequency (x= rad/sample)
i i g / g Nt o 200
E } ;
- i i = s
05 K 7 100
05 g, N
4 e o g 100 <
4 & 200
45 300
0 2 4 3 8 10 12 7] 2 E E] 05 0 05 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Real Part Normalized Frequency (<7 rad/sample)

H(z)=z"H(z") ==L H(-1)=-H(-)=H(-1)=0

Bibliografia: Oppenheim 5.7

El cero en -1 es una cosa caracteristica de estos filtros. H(z)=z*-MH(z*-1) viene
del tipo | pero el desarrollo es el mismo para el tipo Il. Ejercicio: calcular la TF

Probl Opp: 5.52
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo Il

—-hM-n] O0=sn=M
h[n]={

M =2m

0 resto

H(e'”) = je % 2 2h[% -

k]sin(wk)

nnnnnnnnnnnnnnnn

U;MT HT

1“ iM

Bibliografia: Oppenheim 5.7

aaaaaaa
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo IV

—h[M -n] O0=sn=M
h[n]={

0

M=2m+1
resto

M-

H(e'™) = je'f””z‘zzh[% _ klsin(a(k - 1))

\\\\\\\\\

[

i

wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww

Bibliografia: Oppenheim 5.7

Probl Opp: 5.23, 5.56, 5.70
Probl Pro: 4.78

aaaaaaa

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
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Descomposicion de un sistema FIR

H(z)=kH_, (z2)H,.(2) H,, (2)

<

Imaginary Part
o
o
©
e
h

Bibliografia: Oppenheim 5.7

Hmax (Z) = Hmln (Z_l)Z_M'

M. es el nimero de
cerosde H_, (2)

IH,,,, (™)

= ‘Hmin (e_jw)‘ =
= ‘Hmin (e’™)
h[0]

H|Zmin

k=

hmax es el fliplr de hmin (todo en el dominio del tiempo)
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Descomposicion de un sistema FIR

Ejemplo:
h[n]=0.755[n]+1.16[n-1]-0.38[n-2]+0.38[n-3]-0.95[n -4]-0.75[n - 5]
+0J[n-6]
+0.758[n - 71+1.18[n -8]-0.38[n - 91+ 0.38[n -10]-0.98[n -11]-0.78[n -12]
H,, (2)=[1+0.54122") (1-0.9242¢" | (1-0.9242¢ %17 "]

min

h . [n]=406[n]+0.75746[n-1]+0.97118[n - 2]+ 0.46226[n - 3]

min

H,, (2) =(0.924220.5412)[1+1.847927| [1-1.0821¢” ™"z~ | {1-1.0821e~/ "7

h, .. [n]1=0.46226[n]+0.97116[n-1]+0.75748[n - 2]+ 6[n - 3]

H. (2)= (1+e;0 1852 1)(1+e-}0 1852 1)(1+e/08512 1)(1+e-,05512 1) (1+6J28118 1)(1+e—j2.81182—1

~ 0.75
0.924220.5412

Bibliografia: Oppenheim 5.7

El 1/6.9034 de Hmax es para hacer que tenga ganancia 1 a frecuencia 0. 6.9034
es la suma de todos los coeficientes de hmax

Probl Opp: 5.12*, 5.38, 5.45, 5.46, 5.64
Probl Pro: 4.109*
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Descomposicion de un sistema FIR

RRRRRRR

Amplitud (dB)

Bibliografia: Oppenheim 5.7
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Resumen

* Filtros definidos por un sistema racional
* Propiedades (estabilidad, causalidad, invertibilidad)
* Retardo de grupo

* Respuestas tipo: 1 cero, 1 polo, 2 polos
* Relacién magnitud-fase

* Sistemas paso-todo

* Sistemas de fase minima

» Sistemas de fase lineal generalizada
— Filtros FIR

Probl Opp: 5.58, 5.68
Probl Pro: 4.95, 4.97, 4.105
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