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Estandarizacion de Formulas

®

Objetivo: Simplificar las formulas para técnicas de deduccion
automaticas (computables)

e Queremos obtener, mediante una serie de transformaciones, una
formula que sea mas facil de manipular automaticamente, pero que siga
teniendo ciertas propiedades de la férmula original (estandarizacion)

Formula en un lenguaje de primer orden
o 3y (¥x (P(x,f(y)) —Q(z)) v73w P(g(w).y))

Formula en forma normal de Skolem
o VxVW(P(x,f(b)) v Q(a) v 7P(g(w),b))

Formula en forma clausular
e {"P(x,f(b)) v Q(a) v 7P(g(w),b)}
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Estandarizacion de Formulas

® Forma Normal de Skolem (FNS):

e Todos los cuantificadores a la cabeza de la formula (forma Prenex)
e No hay variables libres
e Solo hay cuantificadores universales

e Matriz de la formula (subféormula tras los cuantificadores) en forma
normal conjuntiva (FNC, conjuncion de disyunciones de literales)

® Meétodo para obtener la FNS de cualquier formula:

1. Poner la formula en forma Prenex

2. Realizar el cierre existencial

3. Poner la féormula en forma normal conjuntiva
4. Eliminar los cuantificadores existenciales
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Forma Prenex

® Se utilizaran los siguientes teoremas de equivalencia:

e Cambio de nombre de variables ligadas:

o |- VXA(X) « VYA(Xly) |- IXA(X) < IyA(Xly) siy no estayaenA
o Sixesligada porun Vv o3y en el mismo tiempo aparece en la formula también libre o ligada
por otro cuantificador, jdebe ser renombrada! VXA(X) V YXC(X) <« VYxVy (A(X) vV C(Y))

e Interdefinicidn de cuantificadores:

o |- VXA(X) <> IXTA(X) |- 73IXA(X) < VXA(X)
e Distribucion de conectivas respecto a cuantificadores

o |-VXAAC o VX(AACQC) |- (VXA — C) <> IX(A — C)

o |-3IXAAC < IX(AAC) |- (3xA — C) & VX(A — C)

o |-¥xAvVC o Vx(AvV C) |- (C — ¥xA) « ¥X(C — A)

o |-3IxAvVvC < 3IX(AV C) |- (C — 3xA) « IX(C — A)

Si x esta libre en la otra subférmula, jdebe ser renombrado!

® Lema: Paratoda la férmula A, |- A < Prenex(A)

® Lema: La forma Prenex de una férmula siempre existe, aunque puede no ser unica
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Cierre Existencial

® Las variables libres de la formula se ligan
existencialmente poniendo el cuantificador
correspondiente en cabeza de la formula

® Lema: Una formula A(x) es satisfacible sii IxA(x)
es satisfacible

® Ejemplo:

e Yy3az(p(x) Aq(y) — r(f(z), x)) se transformaria en
Ixvy3z(p(x) Aq(y) — r(f(z), x))
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Forma Normal Conjuntiva (FNC)

® Se utilizaran los siguientes teoremas de equivalencia:

e Interdefinicion:
o |-(A— B)«— ("AVB)
Si A o B contiene una conjuncion, debe cerrar este A o B a paréntesis.
P.ej. |- (p(x) — a(x) A 1(x)) < (7 p(x) v (a(x) A r(x)))

o [F(A-B)o(A—>B)A(B—A)
e Leyes de Morgan

o |-(AAB) > A VB
o |-(AVB) > AAB

e Distribucionde vy A
o |[-(AAB)V(AAC)—AA(BVC)
o FAvV(BAC)— (AVB)A(AVC)

® Lema: Para toda férmula A, |- A < FNC(A)
® Lema: La forma normal conjuntiva (FNC) de una formula siempre existe
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Eliminacion de cuantificadores
existenciales (Skolemizacion)

® Se elimina el cuantificador existencial sustituyendo la variable que ligaba
por una funcidon de Skolem o constante de Skolem

® La funcidon de Skolem sera una funcidén nueva en la féormula, aplicada a
todas la variables cuantificadas universalmente que aparecen antes que el
cuantificador existencial a eliminar. Si no hay tales variables se utilizara
una constante nueva en la formula.

® Ejemplos:
e vx3y(P(x) — ™Q(y)) se transformaria en Yx(P(x) — 7Q(f(x))
e 3AxVz(Q(X,z) V R(a,x)) se transformaria en vz(Q(b,z) v R(a,b))
e 3IxVy3az(P(x) A Q(y) — R(f(z), x)) se transformaria en Vy(P(a) A Q(y) — R(f(g(y)), a))

® Lema: Una férmula A es satisfacible sii Skolem(A) es satisfacible
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Que preserva la transformacion a FNS?

® Consideremos una formula A transformada a su
FNS A

e La transformacion preserva la satisfacibilidad: A es
satisfacible sii A’ es satisfacible (aunque pueden tener
modelos distintos)

e Pero NO preserva todos los modelos: no es verdad que,
para toda interpretacion i, i es un modelo de A sii es un
modelo de A’

e Entonces el resultado NO es equivalente a la formula
original
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Analysis detallada de la preservacion

@ Teorema: Una formula A es satisfacible sii FNS(A) es satisfacible
1. A satisfacible sii Prenex(A) satisfacible (por lemas 1y 5)
2.  Prenex(A) satisfacible sii Cierre(Prenex(A)) satisfacible (por lema 2)

3. Sea Cierre(Prenex(A)) satisfacible de la forma Q.M, donde Q son los
cuantificadores y M es la matriz de la féormula. Entonces M satisfacible
sii FNC(M) satisfacible (por lemas 3y 5)

4.  Pero también Q.M satisfacible sii Q. FNC(M) satisfacible, puesto que
cuantifican las mismas variables en idéntica forma

5.  Q.FNC(M) satisfacible sii Skolem(Q.FNC(M)) satisfacible (por lema 4).
Pero Skolem(Q.FNC(M)) es precisamente FNS(A)

6. A satisfacible sii FNS(A) satisfacible (por silogismo 1, 2, 3, 4, 5)

o Lema 1: Para toda formula A, |- A < Prenex(A)

o Lema 2: Una formula A(x) es satisfacible sii 3xA(x) es satisfacible
o Lema 3: Para toda formula A, |- A < FNC(A)

o Lema 4: Una férmula A es satisfacible sii Skolem(A) es satisfacible.
o Lema5: Si |- A < A’ entonces: A satisfacible sii A’ satisfacible
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Forma Clausular

® Sabemos que “Una formula A es satisfacible sii FNS(A) es satisfacible” y que
“‘FNS(A) existe siempre para cualquier formula A”, luego podemos trabajar
exclusivamente con férmulas en forma normal de Skolem si sélo tuvieramos
gue comprobar la satisfacibilidad

® Para trabajar mas comodamente con férmulas en FNS utilizaremos la forma
clausular
e Clausula: Disyuncion de literales
e La forma clausular de una férmula A es el conjunto de clausulas de la FNS(A)

e Laforma clausular se entiende como la conjuncion de las clausulas, cuyas variables
estan todas ellas ligadas universalmente.

® Ejemplo:
*  AIVXVY(P(X) A (Q(y) V R(a.x)))
* FC(A): {P(), Q(y) v R(a,x)}

® Teorema: Una féormula A es satisfacible sii FC(A) es satisfacible
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Forma clausular de una deduccion

® Una deduccion T[P1, P2, ..., Pn] |- C es correcta
siiP1AP2A ... APn A~C es insatisfacible

® Dada una deduccion: T[P1, P2, ..., Pn] |-C
1. Obtener la forma clausular de cada Pi, 1 <i <n
Obtener la forma clausular de =C

2
3. Realizar la uniéon de todos los conjuntos de clausulas
4. Comprobar la satisfacibilidad
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Resumen

® Los pasos para expresar una féormula en forma clausular:
Forma Prenex: preserva modelos
Realizar el cierre existencial: preserva satisfacibilidad

1

2

3. Poner la formula en forma normal conjuntiva: preserva modelos

4. Eliminar los cuantificadores existenciales (forma normal Skolem): preserva satisfacibilidad
S

Escribir la férmula en la forma clausular (solo un cambio de notacion)

® En total, transformacion a la forma clausular preserva satisfacibilidad pero no
modelos

® Una formula en forma clausular es satisfacible sii existe una interpretacién que es
modelo de todas las clausulas

® Expresar deduccion T[P1, P2, ..., Pn] |- C en forma clausular:
e Expresar las premisas P1, P2, ..., Pn y negacion ~C de la conclusion en forma clausular
e Hacer union de todos los conjuntos de clausulas resultantes

® Una deducciodn es correcta sii su forma clausular es insatisfacible
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