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Resumen

Aqui veremos el concepto de serie, que no es més que el de suma infinita.
Veremos que algunas de ellas se pueden sumar y otras no. Aprenderemos
a sumar algunas de ellas, y, en muchos casos, aprenderemos métodos para
dilucidar si una serie se puede sumar o no.
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1. Definicion y propiedades basicas

1.1. Introduccion

Concepto de serie
Informalmente, una serie es una suma de infinitos sumandos. Estas sumas se
usan implicitamente, por ejemplo, al considerar desarrollos decimales ilimitados
de los niimeros reales: asf, la igualdad 7/3 = 2,333. .. significa
7 3 3
2

e
3 10~ 100 ~ 1000 ’
suma con infinitos sumandos de la forma 3/10", n € N. En general, considera-
remos una sucesién cualquiera (a,,) y su suma »,_, a,. ;Qué sentido habrd que
darle a esta suma? La respuesta se impone de modo natural: Y, a, tiene que ser
s m

1m0 D0 g e

Analizando el proceso anterior, se trata de formar mediante la sucesion de su-
mandos (a,,) una nueva sucesién de sumas (s,,) dada por s, = a1 +ag+- -+ a,
m € N, y determinar el limite (si existe) de esta ultima sucesion. Esquematicamen-
te,

lugar 1 2 3 4 n
término | ai a2 as a4 ... an
suma al a1 + a2 al + a2 + a3 al +az + a3 + aq ay+---+an

Ahora bien: si, en definitiva, vamos a parar al estudio de la convergencia de
una sucesion, ;qué novedad vamos a encontrar respecto a lo que ya sabemos de
sucesiones? El cambio radica en el punto de partida: tomando como dato la suce-
sién de sumandos (a,,), nos planteamos determinar propiedades de la sucesién de
sumas (s,,) basdandonos en propiedades de los términos a,,.

1.2. Series y sumas parciales

.Qué es una serie?
Definicion 8.1.

(1) Una serie >, a, es un par ordenado de sucesiones ((a,), (s,)) relaciona-
das por la condicién de que para cadan € N es

Sp=ai + -+ a,.

(1r) El término n-ésimo de la primera sucesion, a,,, recibe el nombre de término
n-ésimo de la serie.

(111) El término n-€ésimo de la segunda sucesion, s,, recibe el nombre de suma
parcial n-ésima de la serie.



Series convergentes y divergentes
Definicion 8.2.

(1) Sedice que laserie >, a, es convergente si la sucesion (s,,) de sus sumas
parciales es convergente, es decir, si existe y es finito el limite

n
lim s,, = lim Z ay.
n n
k=1

(1) Decimos que la serie Zle a,, es divergente a oo si la sucesion de sus sumas

parciales es divergente a c0 0 a —o0, respectivamente.
. . o0 . . . 2
(111) Decimos que la serie ), _; a,, es oscilante si la sucesion de sus sumas par-
ciales es oscilante.

(1v) Si una serie Y, a, es convergente o divergente, se llama suma de dicha
serie al limite de la sucesion de sus sumas parciales. Dicha suma se repre-
.z 0
senta también " | ay,.

A veces es comodo considerar series de la forma Zfzm a,, donde m es un
nimero entero: las sumas parciales estardn entonces definidas solo a partir de m
Y SEran S, = Gy Sina1 = A + A1y oo oy S = Ay + +++ + Q1 + Gy - - -

Se utiliza también la notacién Zf:m apenvezde a,, + ami1+ -+ a,+...
y, cuando no da lugar a confusién, se abrevia como Y a,,.

Ejemplos.

0
= (Serie geométrica) Z ar™.
n=0
La suma parcial de esta serie es de la forma
Sm=a+ar+ar’+ - +ar"" +ar"
=a(l+r+r+- -+ ™)
R A 1,

— 1—r

(m+1)a, sir=1.
Excluyendo el caso trivial en que a = 0, se obtiene:

(a) si|r| < 1,laserie >,  ar™ es convergente y susumaes a/(1 —r).
(b) Sir > 1, laserie es divergente acosia > 0oa —oosia < 0.

(¢c) Sir = —1 la serie oscila entre 0 y a.
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(d) Sir < —1 la serie oscila entre —co e c0.

e}
= (Serie armonica) 2

n=1

S|

Sus sumas parciales se suelen denotar como h,,, y tenemos

m 1 m n+1 dl’ m+1 dI
h = > = > = | 1).
DI g”’ : f tog(m + 1)

n 1

Luego la serie arménica diverge a oo a pesar de que 1im,,(1/n) = 0.

La convergencia no depende de los primeros términos

Un hecho importante es que el comportamiento de una serie no se ve afectado
por el valor de los primeros términos de la misma.
Proposicion 8.3. Considérense una serie Zle a, y un natural m > 1. Entonces
las series Zle Qn y Zfzm a,, tienen siempre el mismo cardcter. Mds especifica-

mente:

0 ¢] . . o0 .
(1) >.._, a, converge si, y solo si, lo hace ), a,. Si convergen, entonces
0 m—1 0
S Sar o
n=1 n=1 n=m

(11) Zle a,, diverge a oo si, y solo si, lo hace Zf:m Q-
(1) >3 a, diverge a — si, y solo si, lo hace Y, a,.
av) > . a, es oscilante si, y solo si, loes > a

n=1 "N ’ y ’ n=m ~'n*

Demostracion. Basta observar que para cada p > m es

P m—1 P
2, n= 2, ant ) an,
n=1 n=1 n=m

m—1

y que > " a, es una cantidad fija (independiente de p), y aplicar la Defini-
cion 8.2 y los resultados conocidos para sucesiones. [



1.3. Propiedades basicas de las series

Linealidad de la suma de series

Proposicion 8.4. Sean Zle an Y Zle b,, dos series convergentes. Cualesquiera
. o0 .
que sean o, B € R, la serie Y (awa,, + (by,) es convergente y se tiene

0 0 0

Z(aan+6bn) = 042 an—i—ﬁZ by,.

n=1 n=1 n=1
Demostracion. Basta tener en cuenta que

i(aan+ﬁbn>:aian+ﬁibn
n=1

=1 n=1

3

para todo natural p. [

. . o0 e ¢]
C(Cg'olarlo 8.5.8i)," | a,convergeyy . b, noconverge, entonces no converge
§:n=1(an +>bn>

Demostracion. Silaserie >, (a, + b,) convergiera, entonces la serie

D n = ((an + by) + (~1)an)

también convergeria, segin la Proposicion 8.4. 0
Ei © (1, 1
jjemplo. Y, (- + 57) no converge.

© L

En efecto, Y | L no converge, mientras que >, ==
n=1 2

n=1n

1.4. Series telescopicas

Series telescopicas

Proposicion 8.6. Sean (a,,) y (b,) dos sucesiones de niimeros reales tales que pa-
ra todo n € N se cumple a,, = b, — b, 1. Entonces la serie Zle a,, (denominada
serie telescdpica) es convergente si, y solo si, la sucesion (b,) converge, en cuyo
caso tenemos

o0
Z a, = by —limb,,.
n=1 "



Demostracion. Basta tener en cuenta que las sumas parciales de la serie Y| a,
son

'EC’J

||
=

S

n=1
= (bl - b2) + (bz - b3) +oeee (bpfl - bp) + (bp - pr)
Ejemplos.
D -
“nn+1)

La suma parcial p-ésima es simplemente

S_i;_i(l_ 1 )_1_;
oA am+1) H\n on+l p+1’

, . . 0
con lo que lim, s, = 1. Es decir, la serie )", a,, converge y su suma es 1.

0
1
] Z log(l + —>.
n
n=1
La suma parcial de orden p es

P

Z a, = Z log<1 + %) = 2(log(n+ 1) —logn)

n=1

=log(p+ 1) —log1 = log(p + 1),

que tiende a co. Es decir, la serie Y.~ log(1 + 1/n) diverge a o.

1.5. Criterios del Resto y de Cauchy
El Criterio del Resto

Proposicion 8.7 (Criterio del Resto). Si la serie >, a,, converge, debe cumplir-
se que lim,, a,, = 0.

> . . . R
Demostracion. Si (s,) es 1a sucesion de las sumas parciales, es decir s, = > _| a,,
entonces, si la serie converge, existe y es finito el limite [ = 1im,, s,,. Teniendo en

cuenta que a, = s, — Sp_1, para p > 2, deducimos que

lima, = lims, —lims, ; =1 —1=0. L]
p p p



Ejemplos.

0
- 2GE)
—\n+1
Como | )
tim ()" = lim o =~ £ 0,
n \n-+1 n (1‘+ ;) (&

el Criterio del Resto 8.7 nos permite asegurar de esta manera que la serie
estudiada no converge.

o0
= (Serie armonica) Z —.
n
n=1
Hay que ser muy cuidadosos con la aplicacién del Criterio del Resto 8.7.
Esta serie no converge, como ya hemos visto anteriormente. Sin embargo,
obsérvese que el término general de la serie verifica la condicion del Criterio
del Resto 8.7, ya que 1im,,(1/n) = 0. Esto evidencia que dicho criterio es
una condicién necesaria, pero no suficiente.

El Criterio de Cauchy

Como ocurria con las sucesiones, o con las integrales impropias, a veces po-
demos comprobar si una serie converge o no, sin necesidad de hallar su suma.
Veremos numerosos criterios que nos permiten decidir esto. El que vamos a ver a
continuacion es especialmente importante, pues estd en la base de muchos de los
demas.

Teorema 8.8 (Criterio de Cauchy para series). Una serie Y, a, es convergente
si, y solo si, para todo £ > 0 existe un ng € N tal que, cualesquiera que sean
m,n € Nconm =n = ng, se cumple

m

2, o
k=n
Demostracion. La serie es convergente si, y solo si, lo es la sucesién (s,,) de sus
sumas parciales, 1o que equivale a que (s, ) sea una sucesién de Cauchy, y esto a

su vez no es otra cosa que la afirmacién de que para cada € > 0 exista un n, tal
que para cualesquiera m,n € N conm = n = ng sea |s,, — s,_1| < €; pero

m n—1 m
sm—sn,1=Zak—Zak=Zak. O
k=1 k=1 k=n

< E.




Ejemplos.

o0
)
n=1
Veremos una vez mds que la serie arménica no converge, comprobando esta
vez que no se cumple la condicién de Cauchy 8.8. Paraello, seac = 1/2. Ve-
remos que, dado un ny € N arbitrario, siempre podemos encontrar m,n € N

tales que m > n = ngy - (1/k) = e. En efecto, seann = 207! + 1y
m = 2"°. Entonces, m = n = ngy

S|

i ! > ( +1)1 (2" —2mo~t 1 4 1) N
—=2m-n — = — — — = - =c.
k m 2n0 2

Esta serie converge ya que verifica la condicion del Criterio de Cauchy 8.8.
(En realidad, ya sabemos por el Tema 5 que converge a e.) En efecto, para
un € > 0 arbitrario, fijemos un ny > 4 tal que 1/ny < €. Obsérvese entonces
que 2k < klsik > 4, asi que, si m,n € N son tales que m > n = nyg, se
obtendrd

2. Series de términos no negativos

2.1. Criterios de acotacion y comparacion

El Criterio de Acotacion
El estudio del caracter de una serie se simplifica cuando esta es de términos
no negativos.

Proposicion 8.9 (Criterio de Acotacién). Sea Zle a, una serie tal que a, = 0
0 N . ..

para cada n € N. Entonces ), _, a,, converge si, y solo si, la sucesion (s,,) de sus

sumas parciales estd acotada superiormente. En caso contrario, la serie diverge

a oo.



Demostracion. Puesto que para cadan € Nes s,.1 — S, = ap,+1 = 0, la su-
cesion (s,,) es creciente. Luego, o bien estd acotada superiormente y converge, o
bien no estd acotada superiormente y diverge a co. O

Ejemplo.
0¢]
Z 1
o n!
Observemos que para n > 1, siempre es n! > 2", Por tanto, cualquiera que
seap e N,

El Criterio de Comparacion

Teorema 8.10 (Criterio de Comparacion, de Gauss). Sean >~ a, y >, b, dos
series tales que 0 < a,, < b, paran = ng. Si Z 1 bn, converge, también converge

0
> | an. En consecuencia, siy,._, a, diverge, tamblen lo hace >, by,

Demostracion. Sabemos que Y, a, tiene el mismo cardcter que Y, o Qs Y
que >, b, tiene el mismo cardcter que Y, , bn. Denotando por (s,,) la suce-
sién de sumas par01ales de X7 n @n Y POT (t ) Ta de > no Un» S€ sigue que para
cadan > nges s, <t,, luego si (tn) estd acotada superiormente, también lo esta
(s,). Basta aplicar ahora el Criterio de Acotaci6n 8.9. O

El Criterio de Comparacion Asintética

Teorema 8.11 (Criterio de Comparacién Asintética). Sean >, a, y Yoo b
series de términos no negativos. Supongamos que existe lim,, {* =l € R.

(1) Sil < o0y la serie Zle b, converge, entonces la serie Z;O:l a,, también
converge.

(1) Si 0 < 1y la serie Y, b, diverge, entonces la serie >, a, también
diverge.

(tir) Si 0 < | < oo entonces las dos series Zle Gp Y Zle b,, tienen el mismo
cardcter.



Demostracion. Observemos en primer lugar que para que exista 1im,, a,,/b,, debe
ser b, # 0 a partir de un determinado término, asi que supondremos que es b,, > 0
para todo n € N. Pasemos ahora a probar cada uno de los apartados.

(1) Sear > [. Entonces existe algin ng € N tal que a, /b, < r para todo
n = nyg, es decir, 0 < a,, < rb, paratodon > ny. Sila serie Zf;l b, converge, en-
tonces también la serie >, 7b,, converge y, por el Criterio de Comparacién 8.10,
la serie Y| a, converge.

(11) Basta intercambiar en (1) los papeles de (a,,) y (b,,) y tener en cuenta que
una serie de términos no negativos solo puede converger o diverger.

(111)  Basta aplicar los apartados (1) y (I1). ]

Un caso particular importante a la hora de aplicar el Criterio de Comparacion
Asintética 8.11 es cuando (a,,) y (b,) son sucesiones equivalentes. Observemos
que en este caso se tiene 1im,, a,, /b, = 1, por lo que podemos aplicar el aparta-

do (111), y asf las series >, a, y Y., b, tendrdn el mismo carécter.

Ejemplo.
0¢]
1
2 10g<1 + —).
n=1 n

Basta observar que la sucesion log(1 + 1/n) es equivalente a la sucesion 1/n,
por lo que nuestra serie tendrd el mismo carécter que la serie arménica Y., 1/n,
es decir, diverge.

Hecho de otra forma,

10g<1 + %) 1\ 7
lim ———-—+ = limlog(l + —) = loge = 1.
n = n n
n
Por tanto, llegamos también asi a la conclusién de que esta serie tiene el mismo
caracter que la arménica y, por tanto, diverge.

2.2. Criterios de la Raiz y del Cociente

Criterios de la Raiz y del Cociente

La comparacién con las series geométricas proporciona dos criterios muy uti-
les en la préctica: el Criterio de la Raiz 8.12 y el Criterio del Cociente 8.13. Des-
pués veremos, en los teoremas 8.24 y 8.25, versiones mds generales para series de
términos cualesquiera, asi que dejamos la demostracion para entonces.

Teorema 8.12 (Criterio de la Raiz, de Cauchy). Sea Zle a, una serie de térmi-
nos no negativos.

(1) Silim sup,, /a, < 1, la serie Zf;l a, es convergente.

9



(1r) Si lim sup,, /a,, > 1, la serie Z;C:l a, es divergente.

Teorema 8.13 (Criterio del Cociente, de D’ Alembert). Sea Zle a, una serie de
términos positivos.

(1) Silim sup,, an1/an < 1, la serie Y, a, es convergente.
(1) Silim inf, a,,41/a, > 1, la serie Zle a, es divergente.
Observaciones.

= Fijémonos en que en el Criterio de la Raiz 8.12 solamente aparece implicado
el limite superior, mientras que en el del Cociente 8.13 hay que considerar
limite superior e inferior. De todas formas, en la mayor parte de los casos
précticos, aparece un limite, asi que en general no es necesario hacer esta
distincion.

= Si los limites que aparecen en los dos criterios anteriores valen 1, estos no
dan informacion.

= Siempre que el Criterio del Cociente 8.13 da informacién, también da infor-
macion el Criterio de la Raiz 8.12. A veces, este ultimo da mas informacion
que el primero. Esto se debe a que, como hemos visto en el Tema 5, los
limites superior e inferior de {/a,, estdn situados entre los limites superior
e inferior de a,,1/a,, asi que cuando, por ejemplo, lim sup,, a,+1/a, < 1,
también se cumple que lim sup,, {/a, < 1.

= Sin embargo, en muchos casos pricticos, ambos dan exactamente la misma
informacion. En efecto, la mayoria de las veces no nos haré falta conside-
rar limites superior e inferior, ya que existe limite. Obsérvese que, cuando
existe 1im,, a,, 1 /a,, también existe 1im,, {/a,, y ademds ambos coinciden.
Asi que ambos criterios dan en este caso la misma informacion.

= En el Criterio del Cociente 8.13, la condicién utilizada para la divergen-
cia de que lim inf,(a,1/a,) > 1 puede ser sustituida por la més débil
ani1/a, = 1, si n = ng. En efecto, en este caso la sucesién (a,) serd
creciente a partir del término ny-ésimo, lo cual hard imposible que la serie
verifique el Criterio del Resto 8.7.

10



En este caso, ninguno de los dos criterios nos resuelve el problema. En
efecto, si llamamos a,, = 1/n, tenemos que
. a o 1/(n+1 n
1im n_+1 = lim M

= lim =1,
noa, n 1/n non+1

asi que el Criterio del Cociente 8.13 no da informacién. Por las observa-
ciones que hemos hecho hace un momento, podemos adivinar que tampoco
dara informacioén el Criterio de la Raiz 8.12, pero vamos a hacer los célculos
de todas maneras. Se tiene

1
lfm ¢/a, — I _1,
n n {’/ﬁ

con lo que el Criterio de la Raiz 8.12 no da informacién, como ya habiamos
vaticinado.

Observemos que en este caso, en que el limite sale 1 en cualquiera de los
dos criterios, ya sablamos anteriormente que la serie no converge.

o0
1
2

Tampoco para esta serie nos da informacién ninguno de los dos criterios.
En efecto, si a,, = 1/n?, se tiene

n 1 1)? 2
Iim 22 = jim —/(n 1 = l’m< n ) =1.
nooa, n 1/n? n \n+1

El lector podr4 verificar facilmente que el limite del Criterio de la Raiz 8.12
también vale 1.

En este caso, a diferencia de lo que ocurria en el ejemplo anterior, podemos
comprobar facilmente que la serie si que converge. En efecto, si n > 2,

tenemos que
1 1 1 1

n? (n—1)m n—-1 n

Como la serie Y, (1/(n — 1) — 1/n) converge (por ser telescopica), el
Criterio de Comparacién ?? nos dice que Y, 1/n? también converge.

0

20 1

— !’
Aunque hemos comentado que, en lineas generales, ambos criterios dan la

misma informacion, frecuentemente hay que elegir uno u otro dependiendo
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de cudl de ellos nos dé calculos mas sencillos. Para la serie que estudiamos
en este momento, la existencia de un factorial en el denominador nos ha-
ce pensar que la aplicacion del Criterio del Cociente 8.13 es mds sencilla,
ya que se produce una conveniente simplificacion. En efecto, si llamamos
a, = 1/n!, obtenemos

. 1 1)! ! 1
PSP VA ) L —0<1.
noa, n 1/n! n+1)! n+1

En consecuencia, la serie converge (cosa que ya habiamos visto anterior-
mente de unas cuantas maneras).

- 1
2, (logn)"”

n=2
En este otro caso, la presencia de una potencia n-ésima en el denominador
nos sugiere utilizar el Criterio de la Raiz 8.12. Sea a,, = m. Entonces
lim {/ If ! 0<1
im {/a,, = lim =0<
n " alogn ’

y el Criterio de la Raiz 8.12 nos da la convergencia de la serie.

— L en caso contrario.
n=1 3n

i“ donde o _{2%, sin=kl keN,

Este es un ejemplo en que el Criterio del Cociente 8.13 no da informacion,
mientras que el Criterio de la Raiz 8.12, si.

Intentemos primero aplicar el Criterio del Cociente 8.13. Estudiemos los
diferentes valores de a,,,1/a, segin que n o n + 1 sean o no factoriales. Si
n = 1, tanto n como n + 1 son factoriales, asi que

a;  1/22 1

a,  1/2 2
Sin = k! paraun k£ # 1, observamos que n + 1 no es un factorial, asi que

a,  1/2n 3

Uny1  1/37T0 1 <2)n
3)

Sin = k!'—1, donde k € N\{1, 2}, entonces n no es un factorial, pero n + 1
si, de modo que

a,  1/3n 2

aper 127701 <3>n
5)

12



En todos los demds casos, resulta que ni n ni n + 1 son factoriales, y por

tanto
Unpr  1/3"0 1

a,  1/3» 3

Resumiendo,
(1/2, sin =1,
br | L. (§> osin=kl ke N1,
an %(g) osin=kl—1, ke N\{1,2},
1/3, todos los demds casos.

\

Observamos asi que la sucesion (a,1/a,) tiene tres limites subsecuencia-
les, que son 0, 1/3 e c0. En consecuencia, lim inf, a,.1/a, = 0 < 1y
lim sup,, a,,+1/a, = o0 > 1, y ninguna de las dos cosas sirven para obtener
informacién del Criterio del Cociente 8.13.

Veamos ahora qué pasa si aplicamos el Criterio de la Raiz 8.12. Es inme-
diato que
, sin=k!, keN,

, €ncaso contrario.

=

Wl N~

Esto nos dice que los limites subsecuenciales de la sucesion ( {/a,) son 1/2
y 1/3. Por tanto, lim sup,, {/a,, = 1/2 < 1. El Criterio de la Raiz 8.12 nos
dice de esta forma que la serie converge.

El Criterio de Raabe

El Criterio de Raabe 8.14, que estudiamos a continuacién, es un interesante
complemento para los dos anteriores. Normalmente conduce a cuentas mds com-
plicadas que las que produce el Criterio del Cociente 8.13, pero funciona a veces
cuando este no. Por eso, la estrategia general serd intentar aplicar el Criterio del
Cociente 8.13 vy, si esto no funciona, pasar al Criterio de Raabe 8.14 a continua-

Teorema 8.14 (Criterio de Raabe). Sea Zle a,, una serie de términos positivos.

(1) Siliminf, n(1 — any1/a,) > 1, la serie Y, a,, es convergente.

(11) Si existe ng € Ntal que n(1—a,1/a,) < 1 paratodon = ny, en particular

si lim sup, n(1 — a,y1/a,) < 1, la serie >, a, es divergente.

13



Demostracion.
(1). Seal = liminf, n(1 — a,i1/a,), y elijamos un r tal que 1 < r < [.
Como

lim infn(l . “"“) >

Qp,
existe un ng € R tal que
Ap41 .
n<1— & >>r sin > ng
Qp,
de donde
Napy1 < (n—r)ay, sin = ng.

De aqui obtenemos que

(n—1)a, —napy > (n—1)a, — (n—r)ay,

=(r—1a, sin = ng. (D

Como (r —1)a, > 0, esta ultima desigualdad implica que la sucesion ((n —1)a,,)
es decreciente a partir del ny-ésimo término. Como ademds resulta que es positi-
va, queda probado asi que la sucesién ((n — 1)a,,) es una sucesién convergente.
Esto implica que la serie telescopica Y. ((n — 1)a, — na,11) es convergente.
Teniendo en cuenta la desigualdad (1), el Criterio de Comparacién 8.10 asegura
que Y., a, es convergente.

(1) Supongamos ahora que para un cierto ny € N (que suponderemos dife-
rente de 1) se tiene

a
n<1 — "+1> <1 para todo n = ny.
Qn,

Esta desigualdad puede ser reescrita como sigue:
nan+1 > (n—1)a, para todo n = ny.

Por tanto, la sucesion ((n — 1)a,,) es una sucesion creciente a partir del ng-ésimo
término. En consecuencia,

(n—1)a, = (ng — 1)ay, para todo n = ny,
o sea,
(nO — 1>a’n0

para todo n = ny.
n—1

n =
Empleando el Criterio de Comparacion 8.10, y teniendo en cuenta que la serie

> ,(1/(n — 1)) es divergente (jla serie armoénica!), resulta que Y, a, es di-
vergente. [
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Observaciones.

= Hagamos notar, comparando con el papel que tienen los limites en los cri-
terios del Cociente 8.13 y la Raiz 8.12, que en el Criterio de Raabe 8.14
este papel aparece completamente invertido. Queremos decir con esto que
en el Criterio del Cociente 8.13, por ejemplo, si el limite inferior es mayor
que 1, entonces la serie diverge; en el Criterio de Raabe 8.14, en cambio, es
cuando el limite superior es menor que 1 cuando se obtiene la divergencia.

= Siempre que el Criterio del Cociente 8.13 da informacidn, también la da el
de Raabe 8.14. El reciproco es falso.

En efecto, supongamos que el Criterio del Cociente 8.13 nos informa de que
la serie ZZOZI a, converge, es decir, tenemos que

1im sup Intl _ o <1,
n an
Entonces a
h’minf<1 _ ”*1) —1—a>0,
n Qy,
de donde

h’minfn<1 - “”*1) —w-(1-—a)=w> 1.

n a,n
Por tanto, el Criterio de Raabe 8.14 también nos avisa de la convergencia
de la serie.

Si, por el contrario, el Criterio del Cociente 8.13 nos da que la serie diverge,
es decir, se tiene

.. o Onil
liminf —— = 3 > 1,
n .

entonces sera

Ifm sup<1 _ a”“) —1-8<0,

n

de donde

lim supn<1 — a”“) =0 (1-8)=-w<l,
asi que también en este caso el Criterio de Raabe 8.14 coincide en que la
serie diverge.

Sin embargo, cuando el Criterio del Cociente 8.13 da informacién, los li-
mites que aparecen en el Criterio de Raabe 8.14 dan siempre los valores
extremos, es decir, 00 y —oo. Como veremos, estos limites en ocasiones re-
sultan ser numeros reales y, si son ambos menores que 1 0 ambos mayores
que 1, en estos casos el Criterio de Raabe 8.14 da informacion, mientras que
el del Cociente 8.13, no.

15



Ejemplos.
i 1
—n?
Sea a,, = 1/n?. Ya hemos visto que el Criterio del Cociente 8.13 no re-

suelve la convergencia de esta serie. Vamos a aplicar ahora el Criterio de
Raabe 8.14. Tenemos

" 2 22
n<1—““>:n<1— n ): AR 9o
an (n+1)2 n?+2n+1 n

En consecuencia, esta serie converge.

_ i1-3-5~-(2n—1)

o
= 2nnl

Si escribimos
1-3:5---(2n—1)

21|

ap = )

entonces

any1 1:3-5--(2n—12n+1)/(2" " (n + 1))
an, 1-3-5---(2n—1)/(2"n!)
2n+1 2n+1

= = —_—>

2n+1) 2n+2 n 7’

asi que el Criterio del Cociente 8.13 no resuelve nuestro problema.

Con el Criterio de Raabe 8.14, en cambio, obtenemos

n 2 1 1
n(l—a“>:n<1— nr ): LIRS Y
an, 2n + 2 2n+2 n 2

De aqui se sigue que la serie diverge.

2.3. Criterios para series de términos no negativos y decrecien-
tes

El Criterio de Abel-Pringsheim
Cuando trabajamos con series de términos no negativos y decrecientes, se pue-
de obtener una mejora del Criterio del Resto 8.7.

Teorema 8.15 (Criterio de Abel-Pringsheim). Sea (a,,) una sucesion decreciente
de términos no negativos. Si la serie Zle a,, converge, entonces lim,, na,, = 0.

16



Demostracion. Como la serie Y., a, converge, verificard el Criterio de Cauchy
8.8 y por tanto, dado ¢ > 0, existe un ny € N tal que si n = m > ng entonces
> hem @ < £/2. En particular, para todo n > ng, serd > a; < /2. Como la
sucesion (a,,) es decreciente, obtenemos que

(n—ng+ 1)ap, < apy + pgr1 + -+ + apg +a, = Z ap < —.

Por otro lado, si n = 2ng sera
n=2n-—n<2n-—2ny<2(n—ny+1).
Teniendo en cuenta que ademds 2ny = ny, se tendrd para todo n > 2n, que
€
nan<2(n—n0+1)an<2-§ = €.

Hemos probado de esta manera que lim,, na,, = 0. [

Ejemplos.

0
-
n=1
Obviamente, si a,, = 1/n, obtenemos que na, = 1 - 0, asi que el Criterio

de Abel-Pringsheim 8.15 prueba de forma extremadamente sencilla que la
serie armonica diverge.

=1
- T;logn'

Si a,, = 1/log n, la sucesién (a,) es positiva y decreciente y ademds na,, =
n/logn — oo, asi que nuestra serie diverge.

o1
. 2 :
— nlogn
Veremos con este ejemplo que el reciproco del Criterio de Abel-Prings-
heim 8.15 no es cierto. Es decir, este criterio, como ocurria con el del Res-

to 8.7, es una condicién necesaria, pero no suficiente.

S|

Si a, = 1/(nlogn) es el término general de esta serie, podemos observar
que la sucesion (a,,) (que estd definida solo a partir de n = 2) es decrecien-
te y positiva. Ademds, la sucesién na,, = 1/logn tiende obviamente a 0.
Vamos a ver que, sin embargo, la serie Y, a,, diverge.
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En efecto, si desarrollamos las sumas parciales (de orden una potencia de 2)
de esta ultima serie y agrupamos términos de forma conveniente, obtenemos

i r 1 +< 1 N 1 >+
n:inogn_2log2 3log3 4log4
1

* <(2k—1 D log(21 1 1)

1 1
+ TR —)
(2k=1 + 2) log(2k—1 + 2) 2k log 2k

1 1 1
>
2log 2 * <410g4 * 410g4> *

1 1 1
+ ( + TR —)
2klog 2k 2Fk]og 2k 2k log 2k

S22
~ 2log2  4log4 2k log 2k
1 1 1

2log 2 * 2log4 T 2log 2k

_ ! <1+1+ +1>
"~ 2log?2 2 k)

Como las sumas parciales de la serie armdnica no estdn acotadas, esto obli-
. 0 z .

ga a que las de la serie >, , 1/(nlogn) tampoco lo estén, asi que, por el

Criterio de Acotacion 8.9, esta serie diverge.

si n es un cuadrado,

0
Z a,, donde a,, = {

n=1

SIS

en caso contrario.

Con este ejemplo mostraremos que la hipdtesis de monotonia que aparece
en el Criterio de Abel-Pringsheim 8.15 no es superflua.

Es evidente que

1 sin esun cuadrado,
na, =

en caso contrario,

3=

asi que la sucesion (na,) no converge a 0, ya que tiene una subsucesion
(la (k*az2)) que claramente converge a 1. Sin embargo, >, a,, converge,
ya que si consideramos una de sus sumas parciales, podemos descomponer-
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la en dos, obteniendo
k k
2,0 =0 )
n=1 n=1
adrado m 1o es un cuadrado
k k
=2t
n?2
o

T es un cuadrado T 1O es ul

i
el

cuadrado

Como la sucesién >, (1/ n2) converge, sus sumas parciales estaran acota-
das superiormente y, segin la desigualdad que acabamos de probar, también
estaran acotadas superiormente las sumas parciales de >, a,. Esto impli-
ca, seguin el Criterio de Acotacién 8.9, que anl a, converge.

Asi pues, la serie Y, a, converge, pero la sucesién (na,) no converge
a 0. Esto parece contradecir el Criterio de Abel-Pringsheim 8.15, pero no
es asi. Lo que ocurre es que la sucesion (a,,) no es decreciente. Esto resulta
evidente si enumeramos sus primeros términos:

747974725736749 64’ 9’

El Criterio de Condensacion

El siguiente criterio muestra que para ver el comportamiento de una serie
Zfzo a, de términos positivos y decrecientes no es necesario considerar todos
los términos, ya que dicho comportamiento se “condensa’ en tan solo unos pocos,
por ejemplo, los de la forma (aqx ).

Teorema 8.16 (Criterio de Condensacién, de Cauchy). Sea Y, a,, una serie de
términos positivos tal que (a,) es una sucesion decreciente. Entonces >, a,
converge si, y solo si, lo hace la serie ZZO:O 2ka2k.

Demostracion. De acuerdo con el Criterio de Acotacidn 8.9, solo debemos pre-
guntarnos cudndo las sumas parciales s, = >’ _ a, de la serie constituyen una
sucesion acotada. Por otra parte, dado que la sucesién (s,) es claramente crecien-
te, pueden darse solo dos casos.

= Si (s,) estd acotada, es evidente que todas sus subsucesiones serdn también
acotadas.

» Si (s,) no estd acotada, entonces diverge a o0, y todas sus subsucesiones
también tenderdn a oo y, por tanto, no estardn acotadas.
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Esto quiere decir que todas las subsucesiones de (s,) comparten la misma conduc-
ta en cuanto a acotacion: o son todas acotadas, o son todas no acotadas. Por tanto,
para ver si la sucesion de sumas parciales (s,) es acotada o no, bastard que estu-
diemos una de sus subsucesiones, por ejemplo, (so»). En consecuencia, conside-
raremos a partir de ahora tan solo las sumas parciales de la forma sy» = Ziio ag.

Definamos, por otra parte, las sumas parciales t, = Y,_, 2"ay. Desarrollando
la suma parcial sy» y agrupando términos, y teniendo en cuenta que la sucesion
(a,) es decreciente, obtenemos

op
w=Ya,
n—1
= a1+ as + (a3 + aq) + (a5 + ag + a7 + ag) + -
+ (agr-141 + -+ + am)
> a4 ag + 2a4 +4dag + -+ 2P Lagw
a

= 1+1Zp:2’“ > L
_2 2k:0 azk/2p.

Por otro lado, podemos optar por agrupar los términos de so» de manera dife-
rente:

2P
SQP:Zan
n=1
:a1+(a2+a3)+(a4+a5+a6+a7)+---

+ (-1 + -+ + aw_1) + agr
<ay+2a0 +4ag + -+ 2p_1a2p71 + 2Paqp

p
B r—
k=0

Hemos probado asi que

1
§tp < Sop < 1.

En consecuencia, las sucesiones de sumas parciales (t,) y (s2r) son, o ambas
acotadas, o ambas no acotadas. O]
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Dado que la sucesion (1/n) es positiva y decreciente, podemos aplicar el
Criterio de Condensacion 8.16, concluyendo que esta serie diverge, ya que
también lo hace la serie Y, 2¥(1/2%) = > ° 1.

Z logn

Segun el Criterio de Condensacion 8.16, basta ver si converge o no la serie

0 0 2
Z_: log2k - log2 Z_: k-

Como la serie Y~ (2¥/k) diverge, llegamos a la conclusién de que también
lo hace Y. ,(1/logn).

Podemos observar en este ejemplo que este criterio es generalmente bastan-
te dtil cuando el término general de la serie contiene un logaritmo. La razén
es que al pasar de una serie a la otra, log n se transforma en log 2¢ = klog 2,
con lo que el logaritmo queda incorporado a una constante que no depen-
de de k, lo que puede simplificar notablemente la serie. Esto lo veremos
también en el siguiente ejemplo.

e @]
>
— nlogn
Esta serie tiene la misma conducta que la serie

o0 e}
1 1 1
> 2k = > .
2Flog2k  log2 & k

Como la serie armoénica diverge, concluimos que la serie que estamos estu-
diando también diverge.

El Criterio de la Integral
El criterio que vamos a estudiar ahora es especialmente interesante, pues evi-
dencia una fuerte relacion entre las series y las integrales impropias.

Teorema 8.17 (Criterio de la Integral, de Cauchy). Sea f: [1,00) — [0, 0) una
funcion decreciente. Entonces

(1) El limite 1im,,(3,_, f(k) — §; f) existe y es finito.

(11) La integral impropia Sio f es convergente si, y solo si, la serie Z;O:l f(n)

converge.
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Demostracion.
(1). Sea

dn=kzi:1f(k‘)—ff.

Para ver que (d,,) es una sucesion convergente, veremos que es monétona y aco-
tada. Observemos en primer lugar que, por ser f decreciente, se tiene

fn+1) < f(z) < f(n) siz € [n,n+1],

de donde

n+1

f(n+1)<f f < f(n).

n

De aqui obtenemos por un lado que

dor —d, = (:ij(k) [T (Zrw-[1)
_ (:if(k) —if(k)) - Jn+1f—rf)

n+1
=f(n+1)— / <0.

n

Esto nos indica que la sucesion (d,,) es decreciente.
Por otro lado, podemos escribir

d, = é]lf(k) —Z f= )+ z(ﬂk) - f )=

Asi, resulta que la sucesién (d,,) es siempre positiva y, por tanto, acotada infe-
riormente. Concluimos, segtn el Teorema de la Convergencia Monétona 4.9, que
dicha sucesion tiene limite finito.

(11). Llamemos
C = h’m(E f(k) — Jn f>.
" \km 1

Segtin el apartado (1), sabemos que C existe y es finito. Podemos escribir

S ) = (ifm)—ff) [

n=1
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Pasando al limite en ambos miembros, obtenemos que

if(vw:mff,

lo que nos permite concluir que la serie Zle f(n) y la integral impropia Sio f
son, o ambas finitas, o ambas infinitas. L]

Ejemplos.

o 1
L] —.
25
n=1
El Criterio de la Integral 8.17 resulta util para tratar series porque nos per-
mite pasar al estudio de una integral impropia. ;Qué ventaja ofrece esto?

Pues que en numerosas ocasiones la integral impropia se puede calcular
explicitamente, mientras que no es tan facil hacer lo mismo con una serie.

En el caso que nos ocupa, el Criterio de la Integral 8.17 nos dice que, en
lugar de la serie, podemos estudiar la integral impropia Sio(l /x) dx. Calcu-
lando la integral (cosa que en realidad ya hemos hecho antes), podemos ver

que diverge, ya que
*© dx 0
J — =logz| = 0.
L 1
En consecuencia, >, (1/n) diverge.

S|
) Z nlogn

n=2

Aplicando el Criterio de la Integral 8.17, debemos estudiar la convergencia
de la integral impropia S;O (1 /(zlog m)) dz. Calculemos explicitamente esta
integral, realizando el cambio de variable v = log z, du = dx/x.

JOO dx foo du
= — =logu
9 xlogx log2 U

Se concluye de esta manera que la serie que estudiamos diverge.

@© 2
n J e " dux.
0

El Criterio de la Integral 8.17 tiene la particularidad de que también se pue-
de usar en el sentido contrario, para estudiar convergencia de integrales im-
propias, pasando de ellas al estudio de series. La ventaja en este caso es

o]

= 00.

log 2
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que a las series se les pueden aplicar muchos criterios que no existen para
integrales impropias.

En el ejemplo que estamos viendo, la integral impropia no se puede cal-
cular explicitamente de forma sencilla; sin embargo, la convergencia de la
serie correspondiente es muy facil de establecer. Segun el Criterio de la In-
tegral 8.17, deberemos estudiar la convergencia de la serie Y, e ™. Si
aplicamos el Criterio de la Raiz 8.12, obtenemos

lim Ve =lime " =0 < 1,

n n

. . _n2 ., . . .
asf que la serie >, °_ e~ converge, y también lo hace la integral impropia
o0 2
So e " dx.

Algunas aplicaciones

(1) La constante de Euler o Euler-Mascheroni
= h’m(i l —lo n)

Aplicando el Criterio de la Integral 8.17 a la funcién f dada por f(z) = 1/z,
y teniendo en cuenta que

" dx
— = logn,
x

podemos ver que

tiene un limite finito.

(11) La funcion ¢ de Riemann, definida para s > 1 por

El Criterio de la Integral 8.17 permite comprobar con facilidad que la serie
>, 1/n® converge si, y solo si, s > 1. La funcién zeta de Riemann tiene
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multiples aplicaciones, especialmente en Teoria de Numeros (estd muy rela-
cionada con la distribucién de los nimeros primos), aunque también en otras
areas tales como la Fisica, la Teoria de Probabilidades y Estadistica Aplica-
da. Hay expresiones mas o menos sencillas para ((2n), n € N, que fueron
halladas por Euler. Se sabe, por ejemplo, que ((2) = 72/6, ((4) = ©1/90...
Sin embargo, hasta fechas muy recientes (Apéry, 1978) no se habia podido
probar tan siquiera que ((3) es irracional.

3. Criterios para series con términos sin signo fijo

3.1. Criterio de Comparacion general

El Criterio de Comparacion, de nuevo

El Criterio de Comparacién 8.10, que ya vimos para series de términos no
negativos, puede ser generalizado a una version del mismo vélida para series con
términos sin signo fijo.

Prolzoosici(’)n 8.18 (Criterio de Comparacién, de Gauss). Sean Y, a,, >, by,
Y D._y Cn tres series. Supongamos que, para todo n € N, a, < b, < c,.
Si Y a,y .| ¢, convergen, también lo hace Y, b,.

.z 0 o0 .z 2
Diomostraczon. Como >, ,a, y Dn_1Cn convergen, tamb.wn‘ lo hard
> ey (cn—ay). Como ademds se tiene 0 < b,, —a,, < ¢, — a,, el Criterio de Com-
paracion (para series de términos no n;gativos) 8.109 nos da que > (b, — a,)
converge. Se concluye que la serie >, b, = >, (a, + (b, — a,,)) también

converge. [

3.2. La series alternadas y el Criterio de Leibniz

El Criterio de Leibniz
Una serie alternada es aquella en que el signo de los términos va alternando
entre positivo y negativo. O sea:

Definicién 8.19. Decimos que una serie Y, a,, s alternada si para todo n € N
es Gnpany1 < 0.

Para este tipo de series, obtenemos un criterio de una sorprendente simplici-
dad:

Teorema 8.20 (Criterio de Leibniz). Sea Z;C:l a, una serie alternada tal que
(|an|) es decreciente y convergente a 0. Entonces Y., a,, converge.
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Demostracion. Si s, denota la suma parcial n-€sima, tenemos que mostrar que
la sucesién (s,) tiene limite finito. Para ello, consideraremos por separado las
subsucesiones (s2,,) Y (S2n—1)-

Supongamos, sin falta de generalidad, que a; > 0. Entonces, para todo n € N,
se tiene a,, = (—1)"*!|a,|. Teniendo en cuenta que |az, 11| = |a2, 2|, obtenemos
que

Sont2 = S2n = Qgn41 + Q2nt2 = |Agny1| — |agnia] =0
Esto prueba que la sucesion (ss,) es creciente. Del mismo modo,
Sont1 = Son—1 = Qop + ony1 = —|agn| + |a2ny1] <0,

asi que (s2,—1) es decreciente. Por otra parte,
Son = Sop—1 + Q2 = S2p—1 — |G2p| < S2p_1.

En consecuencia, (sq,) estd acotada superiormente por s; = aj y (S2,_1) estd
acotada inferiormente por s; = a; + as. En resumen, ambas subsucesiones son
convergentes puesto que son mondtonas y acotadas. Ademas como So,, = 59,1 +
as, y a2, — 0, las dos deberdn tener el mismo limite, asi que (s,,) converge, que

es lo que desedbamos probar. [
Ejemplos.
o (_1)n+1
» (Serie armoénica alternada) Z —_—
n=1

Obviamente, esta serie es alternada. Como ademds 1/n — 0, el Criterio de
Leibniz 8.20 dice que la serie converge.

- logn

Es obvio que la serie es alternada y que logn/n — 0. Bastaria ver que la
sucesion (logn/n) es decreciente, lo que es falso, pero si es cierto que es
decreciente a partir de n = 3. En efecto, la funcién

log x
f(l') - T )
definida en (0, o), tiene por derivada
1—1logx
f) = T2
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y, por tanto, serd estrictamente decreciente en [e, o). Esto implica que si
n = 3 se tiene
logn - log(n + 1)
n n+1

En consecuencia, aplicando el Criterio de Leibniz 8.20, la serie estudiada
resulta ser convergente.

3.3. Series absolutamente convergentes

Series absolutamente convergentes
Otra estrategia para manejar series con términos sin signo fijo consiste en es-
tudiar la serie de los valores absolutos de los términos.

o o, . o0 . .
Definicién 8.21. Una serie ), _, a, se dice que es absolutamente convergente si
. 0
la serie Y "" |a,| es convergente.

Proposicion 8.22. Si >.” . a, y Y, b, son absolutamente convergentes
ya,B R, entonces Y, (aa, + (by,) también es absolutamente convergente.

Demostracion. Este hecho se deduce de la desigualdad
|an + Bbn| < [el|an] + |5][bn|
y el Criterio de Comparacion 8.10. [

La clave que da utilidad a la convergencia absoluta es lo que sigue a continua-
cion.
Proposicion 8.23. Toda serie absolutamente convergente es convergente. Dicho
de otro modo, si y,_|a,| converge, también converge ¥, _, a, y, en ese caso,

0e]

o0
‘Z an‘ < Z|an|.
n=1 n

=1

Demostracion. Supongamos que Y, |a,| converge. Como —|a,| < a, < |a,|,
el Criterio de Comparacién 8.10 nos dice que Y, a,, también converge.
Por otra parte, para cada k € N se tiene

k
< Z|an|
n=1

por la Desigualdad Triangular 1.29. Pasando al limite (una vez que ya sabemos
que las dos series convergen),

Ea

1

n

0 0
‘ an| < ) Jan]. O
1

n= n=

[y
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Ejemplos.

2\ et senn
- Dy —
~ nl
Esta serie no tiene signo fijo. Veamos qué ocurre si en vez de estudiar es-
ta serie directamente, examinamos la serie de los valores absolutos de sus
términos. Como esta ultima es de términos no negativos, podemos aplicarle
muchos mads criterios.

Tenemos que

en

n!’

esenn

‘ =

n!
Aplicando el Criterio del Cociente 8.13,
e /(n+1)! e

= —0<1
27 /n! n+1 ’

asi que >, e"/n! converge, y, por el Criterio de Comparacién 8.10, la
serie que estamos estudiando converge absolutamente.

o0
" Z
Ya hemos visto que esta serie, la arménica alternada, es convergente. Sin

embargo, la estrategia del ejemplo anterior no se puede utilizar en este caso,
pues esta serie no es absolutamente convergente. En efecto,

n+1

n+1 ‘

que diverge.

Volveremos a la convergencia absoluta un poco mds adelante.

3.4. Criterios generales de la Raiz y del Cociente

El Criterio de la Raiz de nuevo

A continuacién volvemos a los Criterios de la Raiz ?? y del Cociente 8.13,
en unas versiones mas generales que las que dimos anteriormente. Como se re-
cordara, cuando vimos estos resultados nos saltamos las demostraciones. En esta
ocasion si que probamos estos resultados.

Teorema 8.24 (Criterio de la Raiz, de Cauchy). Sea >, a,, una serie.
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(1) Silim sup,, {/|a,| < 1, la serie ", a,, converge absolutamente.

(11) Silim sup,, {/|a,| > 1, la serie Y, a, no converge.
Demostracion.
(1) Sea L = lim sup, {/|a,| < 1, y consideremos ¢ tal que L < ¢ < 1.
Entonces existird algin ng € N tal que {/|a,| < ¢ para todo n > ny. Por lo tanto,

0 < lay| < ", n = ng.

Como 0 < ¢ < 1, la serie geométrica », - ¢ converge y, por el Criterio de
Comparacién 8.10, también lo hace la serie > |ay|.

(11) En este caso, tendremos que {/|a,| > 1 para infinitos naturales n, y para
estos mismos naturales se tendrd que |a,,| > 1. Se deduce que el limite de (a,,) no
puede ser 0 y, en consecuencia, la serie >, a,, no converge. ]

Observacion. Para la divergencia, la condicién de que lim sup,, {/|a,| > 1 se
puede sustituir por la mas débil de que existan infinitos naturales n tales que
{/|an| = 1 (como se evidencia en la demostracion).

El Criterio del Cociente de nuevo

Teorema 8.25 (Criterio del Cociente, de D’ Alembert). Sea Zle a,, una serie de
términos no nulos.

(1) Silim sup,|ani1|/|an| < 1, la serie Y| a,, converge absolutamente.

(1) Siliminf,|a,1|/|an| > 1, la serie > a, no converge.

Demostracion.

(1)  Supongamos que L = lim sup,,|a,.1|/|a,| < 1yseactalque L < ¢ < 1.
Entonces existird algin ny € N tal que |a,41|/|a,| < ¢ para todo n = ng. Por lo
tanto, |a,1| < c|a,| si n = ngy. Consideremos la sucesién de sumas parciales
s = D |an|. Si k = ng se tendrd

|Skr2 = Ska1| = |ars2| < clagi1] = ¢[sp+1 — skl

Es decir, la sucesion (si)g=n, €8 contractiva y por tanto converge. Esto implica
que la serie Y |a,| es convergente.

(11)  Existird un ny € N tal que si n > ng entonces |a,+1|/|a,| = 1, es decir,
|ant1]| = |an|. En consecuencia, la sucesion (|a,|),=,, €s creciente y por tanto no
puede converger a 0. Esto implica claramente que la serie Y, a,
no converge. L

Observacion. La condicién para la divergencia de que lim inf,|a,41|/|a,| > 1
puede ser sustituida por la condicién de que exista ny € N tal que |a,,41|/|a,| = 1
para todo n = ngy. (Véase la demostracion).
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3.5. Ciriterios de Abel y Dirichlet

Una consecuencia de la Formula de Sumacion
Recordemos la Formula de Sumacion de Abel, que ya utilizamos anteriormen-
te con el fin de probar uno de los teoremas del valor medio integral.

Lema (Férmula de Sumacion, de Abel). Sean (a,) y (b,) dos sucesiones, y lla-
memos, para todon € N, A,, = ' _, ay. Entonces

n

D arby = Apbpr + ). Ap(bi — brg)-

k=1 k=1

Este resultado tiene la siguiente consecuencia, que utilizaremos para probar
los dos criterios siguientes.

Lema 8.26. Sean (a,,) una sucesion y sea (b,,) una sucesion mondtona y acotada.
.« . . n

Supongamos que la sucesion de sumas parciales A,, = Y/ _, aj es acotaooda y que

la sucesion (A,by,41) converge. Entonces también convergerd la serie Y, a,by,.

Demostracion. Teniendo en cuenta que la sucesion (b,,) es mondtona y conver-
gente, se tendrd que la serie (telescopica)

0 oo}
Dlbn = busa] = & 3 (bn = bura)
n=1 n=1

es convergente. Ademds, si definimos K = sup{ A4, | n € N}, se tendrd
|An(bn - anrl)‘ < K’bn - anrl‘a

asf que, por el Criterio de Comparacién 8.10, la serie Y. | A, (b, — b,.1) es
(absolutamente) convergente. Como estamos suponiendo que (A,b,.1) también
converge, por la Férmula de Sumacién de Abel podemos obtener en conclusién
que Y., a,b, es convergente. [

Los Criterios de Abel y Dirichlet

Teorema 8.27 (Criterio de Abel). Si >, a, es una serie convergente y (b,) es
una sucesion monotona y acotada, la serie Zf;l anb, es convergente.

Demostracion. La sucesion (b,) es, por hipdtesis, monétona y acotada. Como
37, a, converge, la sucesion de sumas parciales A, = > '_ a;, es acotada. Para

verificar las hipédtesis del Lema 8.26, bastarda comprobar que (A, b,41) converge,
lo que se cumple porque tanto (b,,) como (A,,) son convergentes. O]
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Teorema 8.28 (Criterio de Dirichlet). Si Zle a, es una serie cuya sucesion de
sumas parciales es acotada y (by,) es una sucesion mondtona y convergente a 0,
la serie Zle a,b, es convergente.

Demostracion. También aqui la sucesion (b,,) es, por hipétesis, monétona y aco-
tada. También por hipdtesis, la sucesion de sumas parciales A, = >, a; es
acotada. Ademas, como (b,,) converge a 0, se tendra que la sucesién (A,b, 1)
converge (a 0). El Lema 8.26 nos asegura finalmente que >, a,b, es conver-
gente. [

Observacion. El Criterio de Leibniz 8.20 es un caso particular del Criterio de
Dirichlet 8.28.

Sea > a, una serie alternada. Si (|a,|) es decreciente y convergente a 0
(recuérdese que estas son las hipétesis del Criterio de Leibniz 8.20), podemos
definir las dos sucesiones x,, = a,/|a,| € y, = |a,|. Para cada n € N, z,, solo
puede tomar los valores 1 o —1. Como para todo n € N es a,a,.1 < 0, de-
berd también ser x,z,,1 < 0. En consecuencia, o z,, = (—1)" para todo n, o
x, = (—1)"*! para todo n. En cualquiera de los dos casos, la sucesién de sumas
parciales X,, = >'_, z es acotada. Como (y,,) es decreciente y convergente a 0,
el Criterio de Dirichlet nos dice que la serie Zle ap = Zle TnYn €S convergen-
te.

Ejemplos.

o0
senn
"
n

n=1

Es evidente que la sucesion (1/n) es decreciente y convergente a 0, asi que,
para poder aplicar el Criterio de Dirichlet 8.28 y ver que nuestra serie es
convergente, solo tenemos que probar que la serie >, senn tiene sumas
parciales acotadas. Para ello, daremos una férmula general para las sumas
parciales.

Si k € N, tenemos que

sen(k + 1) =senkcos1 + cosksen1,

sen(k — 1) = senk cos1 — cos ksen 1.
Sumando ambas expresiones, obtenemos que
2senkcos1 =sen(k — 1) +sen(k + 1).
Yy, por tanto,

2(1 —cosl)senk = 2senk — 2senk cos 1
= 2senk —sen(k — 1) —sen(k + 1)
= (senk —sen(k — 1)) — (sen(k + 1) — sen k).
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Se sigue que

2(1 —cosl)(senl+sen2 +sen3d + --- 4+ sen(n — 1) + senn)

2(1 —cosl)senl+2(1—cosl)sen2+ 2(1 —cos1)sen3
+ - +2(1—cosl)sen(n —1)+2(1 —cos1)senn

((sen1 —sen0) — (sen2 — sen1))

+ ((sen2 —sen1) — (sen3 — sen 2))

+ ((sen3 —sen2) — (sen4 — sen 3))

+ -+ ((sen(n — 1) —sen(n — 2)) — (senn — sen(n — 1)))

+ ((senn —sen(n — 1)) — (sen(n + 1) — senn))

=senl+senn —sen(n + 1).

Un razonamiento analogo al que hicimos antes nos dice que

~—

senn = sen((n + 1 ) =sen(n + 1) cos 3 — cos(n + 1) sen 3,

1
2
sen(n + 1) = sen((n + 3) +

N—= N[

) =sen(n + 3)cos 1 + cos(n + 1)sen 3

y, restando,

1
senn — sen(n + 1) = —2cos(n + ) sen 5

En consecuencia,

senl+senn —sen(n + 1)
2(1 —cos1)
1

1o 1 1
_ 2cosgseny —2cos(n + 3)sen
- 21 21

2(1 — cos? 5 +sen? 5)
1

(cos i —cos(n + 3))sen 3

senl +sen2 + ---+senn =

2 sen? %

cos 3 — cos(n + 1)

1
2 sen 5
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Finalmente,

|cos £ — cos(n + 3)

|senl +sen2+--- +senn| = 5 son ]
sen =
2

1 —I-COS%
1
286115
1 —I-COSQ%
1

1
4COS4SGH4
2cos2i .

= ———— = ;cotany ~1,96 < 2.

1 1
4cos4 sen § 2

- 21
sen” ;

1 n
—) senn

0 <1+n
.Z_:l -

Sabemos que la sucesién (1 + 1/n)™ es mondtona y acotada y, seglin aca-
bamos de ver, la serie )., senn/n es convergente, asi que, por el Criterio
de Abel 8.27, 1a serie estudiada es convergente.

4. Conmutatividad de las series

4.1. Reordenaciones

.Cambia la suma si reordenamos la serie?

(Qué sucede cuando en una serie se cambia el orden de los sumandos? En
general, las series no mantienen la propiedad conmutativa de las sumas finitas,
como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo.
i (_ 1)n+1
n=1 n

Sea (s,,) la sucesion de sumas parciales de esta serie. Vamos a ver a qué con-
vergen los términos pares de esta sucesion. Como Sy, = S9, + 1/(2n + 1),
estd claro que la subsucesion de los términos impares tendrd también el mismo
limite, con lo que habremos hallado el limite de toda la sucesion (s,,), es decir, la
suma de la serie. Con este fin, nos vendra bien echar mano de la Constante v de
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Euler-Mascheroni. (Recuérdese que v = 1im,,(1 + 1/2 + --- + 1/n —logn).)

2n
B (_1)k+1
Son = ]{7
k=1
. 1+1 1+ N 1 1 N 1 1
N 2 3 4 Mm—3 2m—2 2m—1 2n
—<1+1+ 1 N 1 ) (1+1+ 1 +1>
N 3 m—3 2n—1 2 4 Mm—2 2n
—<1+1+1+1+ ! + ! + ! +1)
N 2 3 4 M—3 2n—2 2n—1 2n
2(14_1+ 1 +1>
2 4 2m—2 2n
<1+1+ +1+ ! + ! + ! +1>
N 2 3 4 M—3 2m—2 2n—1 2n
1

—<1+1+ +1+ ! + ! + ! +1 1(2))
- 27371 m—3  2m—2 on—1  on OBV
(1+1+ S )

9 Th—1 gn 08"

+ (log(2n) —logn) — v — v + log 2 = log 2.

Concluimos asi que

0

—1)"
Z( ) = log 2.
n=1

n

Ahora vamos a cambiar de orden los sumandos de esta serie. Para ello, reco-
locaremos sus términos de forma que dos términos positivos se alternen siempre
con un término negativo. Es decir, consideraremos la serie

Wl =
N | —
| —
| —
>~ =

oo
Zanzl—i—
n=1

Para ver cuanto suma esta serie, como a,, — 0, consideraciones similares a las
hechas antes muestran que basta calcular el limite de las sumas parciales cuyo
maximo indice es miltiplo de 3; es decir, vamos a calcular el limite 1im,, D k’ll ag.
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Tenemos

Z” (1 1_1>+(1+1_1>+...+( 1,1 _L)
= 3 2 5 7 4 dn—3 4dn—1 2n
—<1+1+1+ TR N ) <1+1+ +1>
B 3 5 dn—3  4dn—1 2 4 om
—<1+1+1+ + ! + ! +1>
B 2 3 dn—2 4dn—1  4n
<1+1+ N 1 Jr1> (1+1+ Jr1>
2 4 dn —2  4dn 2 4 2n
—<1+1+1+ + ! + ! +1>
N 2 3 An—2 4dn—1 4n
1<1+1—|— + ! +1> 1<1+1+ —|—1>
2 2 m—1 " 2n 2 2 n
—(1+1+1+ + ! + ! +1 1(4))
- 273 An—2 " dn—1 " 4n 08"
1(1+1+ -+ ! +1 1(2)>
2 2 m—1  on OB
1<1+1+ +1 1 )
2 2 n BT
1 1
+ <10g(4n) —3 log(2n) — 5 log n>

— 7= 37— 37+ (2log2 - 3log2) = log2.

Por tanto,
o0
2 log 2.

Vemos asi con este ejemplo que, cuando hay involucrados infinitos sumandos, el
orden de los sumandos si gue cambia la suma.

. Qué es una reordenacion?

A continuacién vamos a caracterizar qué tiene que cumplir una serie para que
si podamos aplicar la propiedad conmutativa. Para ello necesitaremos una defini-
cion precisa de qué significa “cambiar de orden una serie.”

o o, . o0 . . o0
Definiciéon 8.29. Dada una serie ), | a,, decimos que otra serie >, b, es
13 o0 . . . .,
una reordenacion de ) ", a, si existe una biyeccién r: N — N, tal que b, =
a,nypara cadan € N.

Informalmente, una serie es una reordenacion de otra si tiene exactamente los
mismos términos, pero en otro orden.
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Ejemplo. SiY,”  a, =1+ % + % + i + - -+, reordenaciones suyas son
s Y b=+l
D e A R Aot

1 © _ 1 1 1 sz 0
En cambio, », ", d, =1+ 3 + ¢ + ¢ + - no es reordenacion de >~ a.

Hagamos la observacion, muy fécil de comprobar, de que ““ser reordenacién
de” es una relacion de equivalencia.

Convergencia incondicional

Que una serie tenga la propiedad conmutativa significard que tenga suma y
que cualquier reordenacion suya tenga la misma suma. Vamos a dar un nombre
especial a las series convergentes con la propiedad conmutativa.

Definicion 8.30.

(1) Una serie se denomina incondicionalmente convergente si todos sus reorde-
naciones son convergentes y tienen la misma suma.

(1) Decimos que una serie es condicionalmente convergente si es convergente,
pero no es incondicionalmente convergente.

4.2. Teoremas de reordenacion

Un par de lemas

En los teoremas que vamos a ver a continuacion, probaremos que la propiedad
conmutativa para las series estd estrechamente relacionada con la convergencia
absoluta. Concretamente, se verd que una serie es incondicionalmente convergen-
te si, y solo si, es absolutamente convergente. El Teorema de Reordenacién de
Dirichlet 8.33, que probaremos en muy breve, establece una de las implicaciones.
Para abordarlo, veamos antes un par de resultados auxiliares.

Lema 8.31. Sea >,”_, a, una serie. Sean

=+ _ 7z - z
a, = max{a,, 0}, a, = —min{a,, 0}.
Entonces
(1) Si >." . a, converge absolutamente, entonces > . . ay > - . a; conver-
gen.

. 0 00] e} —
(1) Si Y, _, a, converge, pero no absolutamente, entonces ), ay >, _, a,
divergen a 0.
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Demostracion. Es obvio que a,, a,, = 0. Se comprueba ademds facilmente que

+ —

a, =a’ —a.,, lan| = a +a,,

de lo que se sigue que

L+ lan] +an _ ap| —ay
n = —7 an = —
2 2
De aqui se obtienen facilmente las dos afirmaciones del enunciado. ]

. o0 ~ . .
Lema 8.32. Dada una serie ), _, a, de términos no negativos y una de sus reor-
. o0 .
denaciones )", by, se tiene:

(1) Si Z;O:l a, es convergente con suma s, también Z;O:l b, tiene suma s.
. o0 . I3 o0 .
(1) Si ), _, ay, diverge a o, también ), ~_, b, diverge a .

Demostracion. (1) Sear: N — N tal que b, = a,(,) para cada n € N. Para todo
n € N, definamos

M(n) = max{r(1),r(2),...,r(n) }.

0e]

n—1 bn, serd entonces

Denotando con t,, la suma parcial n-ésima de >

ty=bi+by+ -+,

ar(1) + Qr2) + 00+ Q)

Saptay+ -+ aym S S,

o0 .

lo que prligba que >, _, b, es convergente Ocoon suma menor o igual que s. Como a
suvez ), _, a, es una reordenacién de )", b,, por el mismo motivo su suma s

A igual que 1 de > . b,, lo que implica la igualdad entre amb
serd menor o igual que lasumade Y~ by, lo que implica la igualdad entre ambas
sumas.

(11)  En caso contrario, Zle b, seria convergente, y entonces Zle ap, TE0r-
denacidn suya, también convergeria. ]

El Teorema de Reordenacion de Dirichlet

Teorema 8.33 (de Reordenacion, de Dirichlet). Toda serie absolutamente conver-
gente es incondicionalmente convergente.

., . o0
Diomostraczon. Supongamos que la serie ), a,, converge absolutamente, y sea
> n—1 by, una de sus reordenaciones.
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Por el Lema 8.31, >, at y >,  a, son ambas convergentes. Utilizando
el Lema 8.32, se obtiene que Y, b y > ° b, son también convergentes, y

n=1"n
ademas

El Teorema de Reordenaciéon de Riemann

El Teorema de Reordenacion de Riemann 8.34 establece la implicacién reci-
proca a la que aparece en el Teorema de Dirichlet 8.33; es decir, prueba que si
una serie converge pero no lo hace absolutamente, entonces la serie no cumple la
propiedad conmutativa, y ademds deja de cumplirla de la peor forma posible: la
suma reordenada puede dar como resultado cualquier valor o, incluso, no existir.

Teorema 8.34 (de Reordenacién, de Riemann). Sean o, 3 € R o < B, y sea
Zle a,, una serie convergente, pero no absolutamente. Entonces, dicha serie tie-
ne una reordenacion _, by, tal que

liminf ) by =,  limsup Y b = 8.
[ ) [

Demostracion. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que a,, # 0 para todo
neN:

Sean (p,,) y (¢,) las subsucesiones de (a,,) formadas por sus términos positivos
y negativos respectivamente, en el orden en que aparecen en la serie. Por el Lema
8.31, sabemos que Zle at'y Z;O:l a,, son divergentes (a 20). Esto implica que
> Pn Y 2y o también son divergentes (la primera a o0 y la segunda a —o0):
no hay mds que observar que las sucesiones (p,) y (¢,,) se diferencian de las (a.})
y (—a,,) solamente en algunos términos nulos intercalados.

Por otro lado, como >, a,, converge, estd claro que (p,) y (¢,) convergen
ambas a 0.

Construiremos dos sucesiones crecientes de nimeros naturales, (m,) y (k,),
tales que la serie

b1 +p2"'+pm1+Q1+q2+"'+q1ﬂ+pm1+l +pm1+2"'+pm2
T k41 T Q42+ T Gy
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que claramente es una reordenacién de >, a,, (salvo términos nulos), satisfaga
lo que se dice en el enunciado.

Para ello, elijamos dos sucesiones () y (5,) que converjan a v y 3, respec-
tivamente, y ademads «,, < [3,.

Sean mq, k1 los menores naturales para los que

pL+p2t+ o+ Dy > B,
pr+pt+ -+ ppt+tqa gt F gy < Q.

Sean ms, ko los menores naturales para los cuales

pPr+pet+ A Dm @ @t F Gy F Dl T P2+ Dy > Po,

b1 +P2+"'+pm1+Q1+Q2+"'+Qk1+27m1+1 +pm1+2+"'+pm2
T Q1 T Qg2 Tt QR < Q2.

Repetimos luego este proceso sucesivas veces, lo que es posible porque > p, y
> ¢, divergen.

Si s, y t,, representan las sumas parciales de la serie que acabamos de construir
cuyos dltimos términos son p,,, Y gk, respectivamente, serd

|8 — Q| < P,y 1t — Bl < —qi,.

Como p, — 0y g, — 0, vemos que s,, > ay t, — [.

Finalmente, estd claro que ningin nimero menor que o 0 mayor que 3 puede
ser limite subsecuencial de las sumas parciales de la reordenaciéon por nosotros
construida. 0

Teniendo en cuenta el Teorema de Reordenacion de Riemann 8.34, el lector
serd sin duda capaz de responder las siguientes preguntas acerca de la serie ar-
monica alternada: ;Se puede reordenar de forma que la suma de la reordenacién
valga 7?7;Y de forma que valga e?;Y de forma que diverja a c0?;Y de forma que
oscile entre —1 y 1?;Y para que oscile entre —oo e o0?

(Respuestas: Si, si, si, siy si!)

En realidad, la situacion que se da en el Teorema 8.34 es mucho més grave
de lo que el enunciado predice. Si consideramos la reordenacién construida en
la demostracion, se puede probar que los limites subsecuenciales de la sucesion
de sus sumas parciales son todo el intervalo [«, §]. En particular, escogiendo o =
—o0, # = o0, obtenemos una serie tal que los limites subsecuenciales de sus sumas
parciales son toda la recta ampliada.

Los dos teoremas de reordenacién se pueden combinar ahora para establecer
la equivalencia que ya veniamos anunciando.

Corolario 8.35. Una serie es incondicionalmente convergente si, y solo si, es
absolutamente convergente.
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