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Resumen

Estudiaremos sucesiones y series de funciones, y los conceptos de conver-
gencia puntual y convergencia uniforme de estas. Relacionaremos estos con
todos las nociones vistas anteriormente en el curso: continuidad, derivadas
e integrales.
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1. Convergencia puntual

1.1. Sucesiones de funciones
. Qué es una sucesion de funciones?

Definicion 9.1. Sea A < R. Supongamos que para cada nimero natural n esta
dada una funcioén f,: A — R.

(1) La aplicacién n — f,, recibe el nombre de sucesion de funciones (en A, si
es necesaria la precisién), y se denota (f,,).

(1r) La funcién f,, asociada al nimero natural n recibe el nombre de término n-
ésimo de la sucesion.

Obviamente, para cada = € A, la sucesién de funciones (f,,) define una suce-
sién de nimeros reales (f,,(x)). Para algunos valores de = € A, puede que esta
sucesion numérica sea convergente, mientras que para otros es posible que no con-
verja. Obsérvese también que alld donde exista, el limite de la sucesién (f,(x))
no serd fijo, sino que dependerd del valor de x € A. Esto justifica la siguiente
definicion:

Definicion 9.2. Sea (f,,) una sucesién de funciones en A — R.

(1) El conjunto C' de los puntos x € A tales que la sucesién numérica ( f,,())
converge se denomina conjunto (0 campo, o dominio) de convergencia de
la sucesion de funciones (f;,).

() Si C' # @, ala funcién f: C' — R definida por f(z) = lim, f,(z) se le
denomina funcion limite de (f,).

1.2. Definicion de convergencia puntual

. Qué es convergencia puntual?
Las definiciones anteriores pueden ser consideradas desde otro punto de vista.
Esto da origen al concepto de convergencia puntual.

Definicion 9.3. Sea (f,) una sucesion de funciones definidas en un conjunto
AcR,seaS < Ay f una funcién definida en .S.

(1) Siparacadax € S, f(x) = lim, f,(z), se dice que la sucesion (f,,) conver-
ge puntualmente a f en S, o que converge punto a punto a f en S.

(11) Cuando existe tal funcién f, decimos que la sucesion (f,,) es convergente
puntualmente o convergente punto a punto en S o que f es el limite puntual

de (f,)en S.



(1) Cuando S = A diremos sencillamente que ( f,,) converge puntualmente a f,
o que f es el limite puntual de ( f,,), y lo denotaremos f = lim,, f, 0 f,, — f.

Ejemplos.

x
= 1, = —,T€E R.
falw) = 2.0
Un sencillo cdlculo muestra que, fijado un x € R cualquiera, se tiene
. . .1
lim f,(z) =lim— =2 -lim— =2 -0 = 0.
n n n n 7
Esto nos indica que la sucesién de funciones (f,) converge puntualmente
en R a la funcién limite f(z) = 0.
w fo(x) =2 2e]0,1].

Si tomamos un x € [0, 1), se tiene que lim,, f,,(z) = lim,, ™ = 0. Esto no
es asi si z = 1. En efecto, lim,, f,,(1) = lim,, 1" = 1. Por tanto, la sucesion
de funciones (f,) converge puntualmente a la funcién f definida en [0, 1]

por
0, 0<x<1,
€Tr) =
/(@) {1, =1

w fo(z) = 1—T—x"’x€ [0, c0).

Si0 <z < 1setiene

x" 0
l, /]’L e 1, e f—
fm fo(2) =lm -——= = 77

Sil < z, en cambio, tenemos

n 1 1
lim f,(z) = lim ——— = lim - —1
n n 1l+am n lan+1 041

Por dltimo, para x = 1 obtenemos

n

1 1
lim £, (1) = If —
fm fn(1) = im == = 5

En conclusion, la funcién limite puntual esté definida en [0, o0) por

0, 0<z <1,
f(ilf): 1/27 1'21,
1, x> 1.



2
] fn(l’) = H—m’xeR_
n

Cualquiera que sea x € R, tenemos que

x*° + ne x?
lim f,,(z) = lim ——— = h’m(— + m) = z.
n n n n n

En consecuencia, el limite puntual de nuestra sucesién de funciones f,,(x)
es en este caso la funcién definida en R por f(z) = .

sen(nmx)

f n (.T ) - \/ﬁ

Dado que para cualquier = € R se tiene que
- 1
S \/ﬁ,

estd claro que lim,, f,,(x) = 0, por lo que ( f,) converge puntualmente en R
ala funcién f(x) = 0.

Bl

< ful®)

v fu(x) =sennmx, x e R.

Resulta evidente que esta sucesion de funciones converge puntualmente a 0
en todos los x € Z. Menos trivial es probar que en los demds puntos no
converge. En efecto, sea x € R y supongamos que sennmx — [ € R.
Entonces

[ = limsen 2nmx = 2limsen nrx cosnmx = 2l lim cos nmx.
n n n

De aqui se deduce que o bien [ = 0, o bien lim,, cosnwz = 1/2.

No puede ser lim,, cosnmz = 1/2, ya que tendriamos

1 1
5= lim cos 2nmx = lim(2 cos® nra — 1) = —3

Por tanto, debe ser [ = 0, luego

lim|cosnmz| = im V1 — sen? nwx = 1.
n n

Como
sen(n + 1)mx = sennmwx cos TT + COS NTT SeN T,

queda lim,, cosnmx sen mx = 0y, asi, sen mx = 0. Es decir, x € Z.



Analisis de la definicion de convergencia puntual

Teniendo en cuenta la definicion de sucesion convergente, estd claro que el
concepto de sucesion de funciones puntualmente convergente se puede reescribir
de la siguiente manera:

Proposicion 9.4. Sean (f,,) una sucesion de funcionesen A c R, S < A,y f una
funcion definida en S. Son equivalentes:

(1) (fn) converge puntualmente a f en S.

(11) Para cada x € Sy para cada ¢ > 0 existe un ng € N tal que siempre
que n = ng se verifica | f,(x) — f(x)| < e.

De la misma manera, teniendo en cuenta la equivalencia entre los conceptos de
sucesion convergente y sucesion de Cauchy, se establece con facilidad el resultado
siguiente:

Proposiciéon 9.5 (Criterio de Cauchy puntual). Sean ( f,) una sucesion de funcio-
nesen A c R,y S c A. Son equivalentes:

(1) (fn) converge puntualmente en S.

(11) Para cada x € S y para cada ¢ > 0 existe un ny € N tal que siempre
que m,n = ngy se verifica | f,(x) — fm(x)]| <e.

1.3. Series de funciones

., Qué es una serie de funciones?
De manera andloga a como se han definido las sucesiones de funciones, tam-
bién podemos definir las series de funciones.

Definicion 9.6.

(1) Una serie de funciones Zf;l fnen A c R es un par ordenado de sucesiones
de funciones ((f,), (s,)) de funciones en A, relacionados por la condicién
de que paracadan € Nsetiene s, = f1 + fo+ -+ + fn.

(11) Para cada n € N, el término n-ésimo de la primera sucesion, f,,, recibe el
nombre de rérmino n-ésimo de la serie.

(1m1) El término n-ésimo de la segunda sucesion, s, recibe el nombre suma par-
cial n-ésima de la serie.

También podemos definir para estas el concepto de convergencia puntual, de
manera andloga a lo que se hizo con sucesiones de funciones.
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Definicién 9.7. Decimos que una serie de funciones converge puntualmente a una
funcién f en un conjunto S si lo hace la sucesion de sus sumas parciales. En tal
caso, la funcién f se denomina suma de la serie en el conjunto S.

Ejemplo.

0¢]
Z ", z € [0,1].
n=0
Las sumas parciales de esta serie de funciones son de la forma

n
sn(x):Zxk:1+x+x2+x3+~'+x”
k=0

1—gntl
T, O<z <1,

n+1, x=1.

Si0 < x < 1, se tiene que s,(z) — 1/(1 — x). Si = 1, en cambio, se tiene
sp(x) — co. Por tanto la suma de la serie en [0, 1] no existe, pero si en [0, 1), y es
la funcién s: [0,1) - R, s(z) = 1/(1 — z).

1.4. Deficiencias de la convergencia puntual

Convergencia puntual y su relacion con continuidad, integrales y derivadas

La relacion de la convergencia puntual con la continuidad, la derivabilidad o
las integrales puede ser resumido de manera muy sencilla: ;Nada funciona como
debe! Esto se evidenciara suficientemente en los ejemplos que siguen.

Ejemplos.

v fo(x) =2",2€[0,1].

Ya vimos que esta sucesion de funciones converge puntualmente a la fun-
cién
0, 0<z<l,

S 1, z=1.

Obsérvese que las funciones f,, son todas continuas. (Son, de hecho, deri-
vables.) Sin embargo, su limite puntual f no es una funcién continua. Asi
pues, el limite puntual de una sucesién de funciones continuas no tiene por
qué ser continuo, y el limite puntual de una sucesion de funciones derivables
no tiene por qué ser derivable.



= Sea (7,) una enumeracion de los racionales y

1, ze{r,rey...,ra},

fa(z) =

0, resto.

Para cada n € N, f,, es acotada y tiene solo n puntos de discontinuidad
(a saber, 11, 19, ..., 7,); €n consecuencia, f, es localmente integrable.

Veamos quién es el limite puntual de esta sucesion de funciones. Si x ¢ Q,
fu(x) = 0 paratodo n € N, asi que lim,, f,,(z) = 0. Supongamos ahora que
x € Q. Como (r,,) es una enumeracion de los racionales, existird un ng € N

tal que x = r,,. Por tanto, sin > ng, sedaque x = 1,, € {ry,r2,...,7 },
con lo que f,(x) = 1. En conclusién, lim,, f,(z) = 1. Resumiendo, el
limite puntual de (f,,) es la funcién f: R — R, dada por
1, ze€Q,
fz) =
0, 2¢Q

0, lo que es lo mismo, la funcién “peine” de Dirichlet, que, como se sabe,
no es integrable en ningtin intervalo (no degenerado). Vemos de esta manera
que el limite puntual de una sucesion de funciones integrables no tiene por
qué ser integrable.

I, z=m/n!, meZ,

» fulz) =
0, enelresto.

Este ejemplo sigue la misma linea que el anterior, pero sin hacer uso de una

enumeracion de los racionales.

Es obvio que las funciones ( f,,) son localmente integrables, ya que en cada
intervalo cerrado y acotado, f,, solo puede tener un nimero finito de discon-
tinuidades (a saber, los puntos del intervalo de la forma m/n!).

Siz ¢ Q, es obvio que x no se puede escribir en la forma = = m/n!, asi que
fn(z) = 0 para todo n € Ny, por tanto, lim,, f,,(z) = 0.
Si z € Q, en cambio, se tendrd que x = p/ng, donde p € Z 'y ng € N. Si
n = ng, entonces el nimero n’ = n! / N €S un entero, y tenemos
n'p  n'p
T = =
n'ng n!

de donde f,,(z) = 1 para todo n = ng. Asi, lim,, f,(z) = 1.

Se llega asf a la conclusién de que el limite puntual de la sucesién (f,) es
también en este caso la funcién “peine” de Dirichlet, que no es integrable
en ningun intervalo.



v fo(x) =nx(l —2?)", 2 € [0,1].

Para cada n € N, f,, es una funcion continua y por ello es integrable. Ha-
ciendo el cambio de variable u = 1 — 22, du = —2x dx, obtenemos que

Llfn

1
nf z(1—2*)"dx

0

Por otro lado, es facil ver que (f,(z)) converge a 0 para todo x € [0, 1]. Es
decir, el limite puntual de esta sucesion de funciones es la funcién idéntica-
mente nula f(xz) = 0, con lo que en este caso si resulta ser integrable. Sin

embargo, tenemos que
1 1 1
limJ fnz—;éO:J f
7 Jo 2 0

Con esto se concluye que, aun en el caso en que el limite puntual de una
sucesion de funciones integrables resulte ser integrable, no tiene por qué
cumplirse que el limite de las integrales sea igual a la integral del limite.

Sen nmx
NG

Como, para todo z, es |f,(z)| < 1/4/n, estd claro que esta sucesién de
funciones converge puntualmente a 0.

v fu(z) = ,reR.

Por otro lado, cualquiera que sea n, la funcién f,, es derivable. Su derivada

€S
nmwcosnnx

NG

Ya vimos que la sucesién (sennmx) converge solo si x € Z, en cuyo caso
converge a 0. Esto implica que la sucesién (|cos nmz|) converge solo si
es un entero y en ese caso su limite es 1. De aqui se deduce que la suce-
sion (f) (x)) no converge para ningtin valor de . Es decir: la convergencia
puntual de una sucesion de funciones derivables no implica la convergencia
puntual de sus derivadas.

= \/nmcosnmx.

fola) =



2. Convergencia uniforme

2.1. Definicion de convergencia uniforme

¢ Qué es convergencia uniforme?

Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto que el concepto de convergencia
puntual es sumamente defectuoso. Afortunadamente, existe un concepto relacio-
nado, un tipo mds fuerte de convergencia, que tiene un comportamiento mucho
mejor. Para motivar la definicion, reescribamos la definicién tal como sefiala la
Proposicién 9.4.

Definicion de convergencia puntual

Sea ( f,,) una sucesion de funciones definidasen A < R, S < A,y f una funcién
definida en S. Decimos que (f,) converge puntualmente a f en S si para cada
x € Sy para cada ¢ > 0 existe un ng € N (dependiente, quizd, de x) tal que
siempre que n = ny se verifica | f,(x) — f(z)| < e.

Obsérvese que en la definicion anterior el ny € N aparece dependiendo, no
solamente de € > 0, sino también de x € S. Es decir, si cogemos un x diferente,
también tendremos seguramente que escoger un n diferente.

(Podria en algun caso escogerse un 71y que dependa solo de € y no dependa
del x elegido inicialmente, sino que sirva para todos los z? A esto corresponde el
concepto de convergencia uniforme.

Definicion 9.8. Sea ( f,,) una sucesion de funciones definidasen A c R, S < A,y
f una funcién definida en S. Decimos que (f,,) converge uniformemente a f en S,
o que f es el limite uniforme de (f,,) en S, si para cada € > 0 existe un ng € N tal
que siempre que n > ny se verifica | f,,(z) — f(z)| < € paratodo x € S.

Si § = A diremos sencillamente que ( f,,) converge uniformemente a f, o que
f es el limite uniforme de (f,,). Esto se denotard a veces f, = f.

Relacion entre convergencia puntual y uniforme

Observacion. Evidentemente, si (f,,) converge uniformemente a f, entonces (f,,)
converge puntualmente a f. El reciproco no es cierto, lo que quedard bien claro
en ejemplos posteriores.

Convergencia uniforme de series de funciones
El concepto de convergencia uniforme de funciones se extiende facilmente a
series de funciones.

Definicién 9.9. Una serie de funciones >, f, se dice que converge uniforme-

mente a una funcién f en un conjunto S < R cuando la sucesion (s,,) de sus sumas
parciales s, = f1 + fo + -+ - + f, converge uniformemente a f en el conjunto S.



Un criterio secuencial para la convergencia uniforme

Antes de estudiar algunos ejemplos de convergencia uniforme (y no uniforme),
veamos una técnica muy sencilla que nos permite probar con facilidad que algunas
sucesiones de funciones no convergen uniformemente.

Proposicion 9.10. Sea (f,,) una sucesion de funciones definidas en A c R, S <
A, y f una funcion definida en S. Son equivalentes:

() (fn) converge uniformemente a f en S.
(11) Para toda sucesion (x,,) en S, la sucesion (f,(x,) — f(x,)) converge a 0.

Demostracion. Supongamos que la sucesion (f,) converge uniformemente a f
en S. Dado ¢ > 0, existe un ny € N tal que si n > ng entonces | f,,(z) — f(z)| < ¢
cualquiera que sea x € S. En particular, si (z,,) es una sucesion en S, se tendrd
| fu(zn) — f(zn)| < esin = ng. Esdecir, f(z,) — f(z,) — 0.

Reciprocamente, supongamos que ( f,,) no converge uniformemente a f en S.
Construiremos una sucesién (z,,) en S de forma que f,(z,) — f(x,) no converja
a 0. Para ello, construiremos primero una subsucesion (z;, ), que luego completa-
remos para obtener toda la sucesion (x,,).

Negando la definicién de convergencia uniforme, obtenemos:

Existe un € > 0 tal que para todo ng € Nexistenunn > ngyunzx € S

de forma que |f,(z) — f(z)] > e. (1)

Fijemos este ¢ > 0. Podemos refrasear la proposicién (1) de la manera siguiente:

Para todo n € N existen un j, > n y un z;, € S de forma que

| fin(25,) — f(z5,)] = €. (2)

Observamos que la sucesion de indices (j,) que aparece en (2) no tiene por qué
ser creciente, por lo que los f; no forman en principio una subsucesién de ( f,).
Sin embargo, como j, > n, resulta evidente que la sucesion (j,,) no estd acotada
superiormente, por lo que podremos extraer de ella una subsucesion (i,) que si
que es estrictamente creciente. En consecuencia, los f; forman una subsucesion
de la sucesion de funciones ( f,,).

De esta forma, hemos construido una sucesion estrictamente creciente de nu-
meros naturales (i,,) y una sucesion (z;,) formada por elementos de S, tales que
| fi. (i) — f(z4,)] = €. Si completamos la definicién de una sucesién (z,,), fi-
jando el valor de x,, para los indices n que no son de la forma i,,, es obvio que la
sucesion ( f,,(x,)— f(x,)) no converge a 0, ya que tampoco lo hace su subsucesion

(fzn(xzn) - f(%n)) u



Ejemplos.

w fo(z) =2/n,xeR

Se vio anteriormente que esta sucesion converge puntualmente a f(z) = 0,
asi que de converger uniformemente, debe hacerlo a f(z) = 0 también.
A continuacién veremos que este no es el caso. En efecto, sea x,, = n.
Entonces f,(v,) — f(z,) = & — 0 = 1. Por tanto, f,(z,) — f(z,) —
1 # 0. Por la Proposicién 9.10, esta sucesion de funciones no converge
unifomemente a 0, y por tanto no converge uniformemente en R.

Sin embargo, si que converge uniformemente en cualquier intervalo cerrado
y acotado. En efecto, sean a,b € R, a < b. Sea ¢ > 0y definamos K =
max{|al|, |b|}. Escojamos ahora un ny € N tal que K /ny < e. (Obsérvese
que este ny depende de ¢, pero no de x.) Para todo x € [a, b] y todo n = ny,
se tiene que |f,(z) — 0] = |z|/n < K/n < K/ng < ¢, Por tanto, (f,)
converge uniformemente a 0 en [a, b].

w folz) =2 2z €[0,1].

Vimos que esta sucesion de funciones convergia puntualmente a la funcién

@) =9,

{O, 0<z <1,

asi que este es el tnico posible candidato a limite uniforme de ( f,,). Veamos
a continuacién que (f,,) tampoco converge uniformemente a f. En efecto,
sea T, = 1/4/2. Entonces, para todo n € N se tiene que f,,(z,) — f(z,) =
1/2 — 0 = 1/2. Por tanto, (f,,(z,) — f(x,)) no converge a 0, y se concluye
que ( f,) no converge uniformemente en [0, 1].

Por otro lado, si 0 < a < 1, (f,,) si converge uniformemente en [0, a]. En
efecto, sea e > 0y seany € N tal que a™ < e. (Este ng existe porque
lim,, ™ = 0, y observamos que no depende de z: solode ¢.) Si z € [0,a] y
n = ng, entonces | f,,(x) — f(z)] = 2" < a” < a™ <e.

n

= fula) = 7w e [0,0).

Se vio anteriormente que esta sucesion de funciones converge puntualmente
a la funcién

0, O0<z <1,
f(l'): 1/27 r =1,
1, x> 1.



Esta sucesion de funciones no converge uniformemente en R. De hecho, no
lo hace nien [0, 1], nien [1, o).

Para ver que no converge uniformemente en [0, 1], sea 2, = 1/</2. Enton-

ces
1/2 1

fa(n) = f ()

T 1412 3
asi que (f,,(x,) — f(x,)) no converge a 0.

Veamos ahora que tampoco converge uniformemente en [1, o). Para ello,
definamos ahora x,, = /2. Entonces

2 1
n\tn) — n) = 7 . 4~ 1=—-.
) = ) = o 1=~
Por tanto, en este caso (f,,(z,) — f(z,)) tampoco converge a 0.

Por otro lado, (f,,) converge uniformemente en [0,a], si0 < a < 1. En
efecto, dado un € > 0, escojamos un ny € N tal que a™ < ¢. Entonces, si
n = ng, para todo x € [0, a] obtenemos

<" <ad"<ad" <e.

(o) = )] - |

" "
1+ 27 N

Esta sucesion de funciones también converge uniformemente en cualquier
intervalo de la forma [a, ), donde a > 1. En efecto, sea ¢ > 0. Como
lim,, 1/a™ = 0, podemos elegir un ng € N tal que 1/a™ < . Si x € [a, )
y n = ng, se cumple que

" 1 111
(1) — - —1| = —<—<—<
@ =10~ | 1| = < e < S <
2 + nx
fulr) = T e R
n

Ya sabemos que esta sucesion de funciones converge puntualmente a la fun-
cién f(x) = x. No lo hace uniformemente. Para verlo, sea x,, = +/n. En-
tonces

o) — flan) = VR ey

n
De aqui se sigue que f,,(z,) — f(z,) no converge a 0.

El lector sin duda no tendré dificultad para probar, de forma similar a como
se hizo en el primer ejemplo, que si converge uniformemente sobre cual-
quier intervalo cerrado y acotado.
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sen(nmz)
= ful) = —F=—
Vn
Esta sucesion converge uniformemente a 0 en todo R. En efecto, dado ¢ > 0,
sing € Nes tal que 1/,/ng < ¢, se tiene entonces para todo = € R y todo
n = ng que
|sen(nmx)| 1 1
— < — <e.

f x)—0| = < - <
ule) 0] = PRI < o<
La norma uniforme

Mostraremos ahora un método que hace todavia més sencillo el juzgar si una
sucesion de funciones es uniformemente convergente o no, pues reduce este hecho
a la convergencia de una sucesion de niimeros reales.

Definicion 9.11. Sea f una funcién definida en A < R. Llamamos norma unifor-
me de f al nimero (posiblemente infinito)

[ flloo = sup{[f ()] | z € A}.

Relacion entre la convergencia uniforme y la norma uniforme

Obsérvese que la norma uniforme es un elemento de la recta ampliada: no tiene
por qué ser un nimero real, sino que puede valer también co. Para el siguiente
resultado, adoptaremos el siguiente convenio:

Definicion 9.12. Sea (s,) una sucesion de elementos de R. Diremos que (s,,)
converge a [ € R si existe ng € N tal que s,, es finito si n > ng y la sucesion de
nimeros reales (s, ),>n, converge a [.

Proposicion 9.13. Sea (f,) una sucesion de funciones definidas en A c R, y f
una funcion definida en A. Son equivalentes:

(D) (fn) converge a f uniformemente.
(1) La sucesion de la recta ampliada (|| f,, — f||«) converge a 0.

Demostracion. (1) = (11).  Si (f,,) converge uniformemente, dado ¢ > 0, existird
un ng € Ntal que, sin > ngy x € A, entonces |f,,(x) — f(z)| < €/2. Por tanto,
si n = ng, tendremos que

[fn = fllo = sup{[fu(2) = f(2)] |2 € A} <

< E.

DO ™

(Obsérvese que || f, — f||« es finito si n = ng.) Por tanto lim,, || f,, — f||s = 0.
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(1) = (1). Supongamos ahora que (|| f,, — f||«) converge a 0. Dado ¢ > 0,
existe un ng € N tal que si n > ng entonces || f,, — f|lc < &. Por tanto, para todo
n = ngy todo x € A, se tendra

[fu(@) = f(2)| < sup{ [ fult) = F(O)[ [t € A} = [fu = fllo <&
Hemos concluido asi que ( f,,) converge uniformemente a f. ]
Ejemplos.
w folz) =2/n,xeR.

Sabemos que ( f,,) converge puntualmente a la funcién f(x) = 0. Por tanto,

T
an—f”oo:sup{%‘xeR}:oo,

cualquiera que sea n € N. Por tanto, la sucesion (|| f,, — f||«) no converge
a 0y, en consecuencia, la convergencia de ( f,,) no es uniforme.

v fo(x) =2", 2 €[0,1].

El limite puntual de esta funcién es, segtn ya se vio,

0, 0<x<l,
xTr) =
/() {1, x =1

En consecuencia,

", 0<z <],

Se sigue que
||fn_f”oo:Sllp{xn|0<$<1}=1

para todo n € N. De nuevo tenemos que la sucesion (|| f,,— f||«) no converge
a (. Asi, la convergencia no es uniforme.

n

x
n = , e |0,00).
' @) = o w e 0,0)
El limite puntual es en este caso la funcion
0, O0<z <1,
f(.fE) = 1/2a r =1,
1, x> 1.
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Por tanto,

n

1_‘7_7, O<.1'<1,
fn(x)_f<x> = 07 r =1
—ﬁ, x> 1.

Deducimos de aqui que, para todo n,

o — fllo
mé { o< <1} { 1 ) >1}
= X4 Su N4 ,Su X
P 1+ xm P 1+ an

1
zméx{sup{l— T >1}}
x’l’l

0z < 1},sup{

1+am
1
=5
Asi pues, la convergencia tampoco en este caso resulta uniforme.
2 + nx
w fu(z) = ,r€R.

El limite puntual, calculado anteriormente, era la funcién f(z) = x. Tene-
mos que f,(z) — f(x) = 2*/n, de donde || f,, — f||c = o0 para todo n. Se
concluye que ( f,,) no converge uniformemente.

2) = sen(nmx)
() —n

Esta sucesion converge puntualmente hacia f(x) = 0. En este caso, obtene-

mos
1fo = Fllo ZSHP{M veR) -

Jn

En consecuencia ( f,,) converge uniformemente a 0.

1
— — 0.
Vn
El Criterio de Cauchy Uniforme

Teorema 9.14 (Criterio de Cauchy Uniforme). Sean (f,,) una sucesion de funcio-
nes definidas en un conjunto A. Son equivalentes:

(1) (fn) converge uniformemente.

(11) Dado € > 0, existe un ng € N tal que si m,n > ng entonces | f,(r) —
fn(2)| < &, cualquiera que sea x € A.

1) Dado ¢ > 0, existe un ng € N tal que si m,n = ng entonces
q ;

[fm = falle <e

14



Demostracion.

(1) = (11). Supongamos que ( f,,) converge uniformemente a f. Dado ¢ > 0,
existird un ng € N tal que si n > ny entonces |f,(x) — f(z)| < /2 para todo
x € A. Por tanto, sim,n = ngy x € A, serd

| fin(2) = fal@)] < | finl2) = f(2)] + | f(2) = ful2)] < g +i-e

(1) = (111). Dado ¢ > 0, existe un ng € N tal que si m,n > ngyz € A,
entonces | f,,(x) — fn(x)| < £/2. Se sigue de aqui que

[fm = falleo = sup{ | fm(2) = fu(2)| [z € A} <

(1r1) = (1). Dado un e > 0, existe un ng € N tal que || f,, — fullewo < €/2 si
m,n = ngy x € A. Se tiene entonces que para todo x € A es
£

@) = Fu(@)] < Wfon = Fallw < 5 ®

si m,n > ny. Por tanto, cualquiera que sea x € A, la sucesion (f,(x)) es de
Cauchy y, en consecuencia, es convergente. Definamos la funcién f: A — R por

< E.

DO ™

f(z) =lim f,(x) paratodo = € A.

Haciendo m — oo en (3), obtenemos que para todo = € A tenemos

€
|fu(z) — f(2)| < 5 <€ para todo n = ny.
En conclusidn, la sucesion de funciones ( f,,) converge uniformemente a f. ]

Criterio de Cauchy Uniforme para series de funciones
Del Criterio de Cauchy Uniforme podemos extraer de forma inmediata una
version para series de funciones.

Corolario 9.15 (Criterio de Cauchy Uniforme para series de funciones). Sea (f,)
una sucesion de funciones definidas en un conjunto A. Son equivalentes:

(1) Z:LO:I fn converge uniformemente.

(I1) Para cada € > 0, existe un ng € N tal que si n = m = ny entonces
n

> ful)

k=m

(1m1) Para cada € > 0, existe un ng € N tal que si n = m > ng entonces

Dt
k=m

<e para todo v € A.

< E.
o0

15



El Criterio “M”

El Criterio de Cauchy Uniforme 9.15 nos permite probar una condicién sufi-
ciente para la convergencia uniforme de una serie de funciones, que se utiliza muy
frecuentemente debido a su sencilla comprobacion.

Teorema 9.16 (Criterio “M”, de Weierstrass). Sea >, _, f, una serie de funciones
definidas en un conjunto A para la que se puede encontrar una serie numérica
convergente Y,_, M, de términos no negativos de manera que, cualquiera que
sean € N, se tiene | f,(x)| < M, para todo x € A. Entonces la serie Y, [y
converge uniformemente en A y absolutamente en cada punto de A.

., o0 .
Demostracion. Sea ¢ > 0. Como Zn:1 M, es convergente, existe un ny € N tal

que Y, M < esin > m > ng. Por tanto, cualquiera que sea = € A, si
m = n = ny se obtiene que

M) < Y My <e
k=m k=m

. o0 .
Se concluye de esta manera que la serie Y ., fx(x) es siempre absolutamente
convergente. Ademas, siz e Aym = n = ny,

N @) < Y 1fule)] < e
k=m k=m

Se obtiene asi por el Criterio de Cauchy Uniforme 9.15 que la serie de funciones
>, [ es uniformemente convergente. O

Ejemplos.

S

[
s
3M|H

3
Il
—_

xe[-1,1].

Para todo n € Ny todo = € [—1, 1] se tiene que z"/n? < 1/n% Como la
serie >~ (1/n?) es convergente, el Criterio M nos dice que esta serie de
funciones converge absoluta y uniformemente en [—1, 1].

n

0
. Z_‘, re[-1,1].
n=0 """

Cualesquiera que sean n € Ny = € [—1, 1], se cumple que z"/n! < 1/nl.
Como Y, (1/n!) converge (a e), la serie de funciones que estamos estu-
diando converge absoluta y uniformemente en [—1, 1].

16



0
1
. _ z € R.
ngan—i—xQ

Sin e Nyuz e R, tenemos 1/(n? + 2?) < 1/n% Como > _ (1/n?) conver-
ge, la serie de funciones estudiada converge absoluta y uniformemente en
todo R.

Una consecuencia del Criterio M
Eligiendo M,, = || f.|| en el Criterio M 9.16, obtenemos la siguiente conse-
cuencia inmediata:

Corolario 9.17. Sea Y. | f. una serie de funciones en un conjunto A. Si se
cumple la condicion Y, || fulls < 00, la serie de funciones Y, f, converge

absoluta y uniformemente en A.

2.2. Convergencia uniforme y continuidad

Continuidad del limite uniforme
A diferencia de lo que ocurria con la convergencia puntual, la convergencia
uniforme si se lleva bien con la continuidad.

Teorema 9.18 (de la Convergencia Uniforme, de Cauchy). Sea (f,) una suce-
sion de funciones que converge uniformemente en un conjunto A a una funcion f
definida en A. Si cada funcion f, es continua en ¢ € A, entonces f también es
continua en c.

Demostracion. Por hipdtesis, dado un € > 0 existe un nimero natural n tal que
si n = ng entonces |f,(z) — f(x)| < 5 para todo x € A. Por la Desigualdad
Triangular, se tiene

F@) = FO < 1) = Fao(@)] + |fug (@) = Fuo (@] + |fro() = F(6)]
< 5 1fan(@) = Fup (@] + 5.

Como f,,, es continua en ¢, existe un 6 > 0 tal que si |x —¢| < d y x € A entonces
| fro () — fno(¢)| < €/3. En consecuencia, si |z —c| < d y x € A se tiene entonces
que |f(z) — f(c)| < €. Esto establece la continuidad de f en c. O

Obsérvese que el resultado anterior puede ser considerado como algo acerca
de intercambio de limites: La conclusion del enunciado puede ser reescrita como

lim lim f,,(x) = lim lim f,(z).

r—Cc n
Es decir, ambos limites conmutan en esta situacion.
El correspondiente resultado para series de funciones puede establecerse como
sigue:

17



Corolario 9.19. Si una serie de funciones Y ,_, f, converge uniformemente hacia

la funcion suma f en su dominio Ay si cada término f,, es una funcion continua
en un punto c € A, entonces también [ es continua en c.

En lenguaje de intercambio de limites, la conclusion de este corolario se puede
escribir como

0] 0
lim } 7 fu(x) = Y lim f,(2),
n=1 n=1

es decir, que el limite conmuta con la suma o, lo que es lo mismo, el limite en ¢
de la suma se puede calcular término a término.

Un ejemplo muy notable
El Teorema 9.18 (o més bien el Corolario 9.19) nos permite construir un ejem-
plo verdaderamente asombroso.

Ejemplo. Existe una funcién f: R — R que es continua en todos los puntos, pero
no es derivable en ninguno.

Para ver esto, empecemos por definir la funcién ¢(x) = |z| en [—1,1], y
extendamos la definicién de () a todos los reales z, exigiendo que

o(x +2) = p(z) para todo = € R.

Entonces, cualesquiera que sean x e ¥, se tiene que

lp(z) — )| < |z -yl 4)

En particular, ¢ es continua en todo R. Definamos

0 3 n
= - 4"x). 5
fa) = X (3) et4o) 5)
Como |(3/4)"p(4"z)| < (3/4)" y la serie > ;(3/4)" es convergente, el Cri-
terio M 9.16 nos dice que la serie de funciones (5) converge uniformemente en
todo R. Por el Corolario 9.19 se sigue que f es continua en todo R.
Ahora fijemos un nimero real z y un nimero natural m. Escribamos

1
5m =t—- 4—m’
2
donde el signo se elige de forma que no exista ningin entero entre 4™x
y 4™(z + 0,,). Esto se puede hacer, ya que 4™|0,,| = 1/2. Obsérvese que, por

la forma que tiene ¢, esto implica que
1 1
(4™ (@ + 8m)) = o(470)| = |o (472 £ 5 ) = p(4ma)| = 5.

18



Definamos z,,, = x + §,, y sea

gl - o)

Ty — T
Cuando n > m, 4"x,, — 4"x = 4™),, es un entero par, asi que 7, = 0. Cuando
0 < n < m, la desigualdad (4) implica que

| = o) — par)

_ 4"z, — 42|
|Tm — @

= 4",
[ Zm — |

Como

o - [E272m) = l472)
_ ol + 6n) = plam)
60

concluimos que

eo(D)p(47)
Om
SHOR
n=0 4
3ym 3y
= |~ m| n n
(3) 1wl = 2 (3)
m—1
1—3m 3m41
>3" - >3 =3"— —
— 1-3

2
Por tanto,

lim

m

f(@m) — f(z)

= 0.

Ty — T

Cuando m — oo, se tiene 6,, — 0y por tanto x,, — x. Esto implica que f no
es derivable en z.
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. Qué es una sucesion de funciones monoétona?
Para el siguiente resultado, necesitamos un concepto mas.

Definicion 9.20. Sea (f,,) una sucesién de funciones en A — R.

(1) Decimos que (f,) es creciente si f,(x) < fny1(x) paratodo n € Ny todo
re A

(11) Decimos que (f,,) es decreciente si f,,(x) = fn+1(x) paratodon € Ny todo
xe A

(1m1) Si (f,,) es creciente o decreciente, decimos que es mondtona.

El Teorema de Dini

El Teorema 9.18 tiene un teorema casi reciproco. Si una sucesion de funciones
continuas tiene limite continuo, entonces la convergencia es uniforme, con tal de
que (f,,) cumpla una condicién adicional: ser monétona.

Teorema 9.21 (de Dini). Sea (f,) una sucesion de funciones continuas en un
intervalo cerrado y acotado I. Supongamos que (f,) converge puntualmente a
una funcion continua [y que (f,) es mondtona. Entonces (f,) converge a [
uniformemente.

Demostracion. Para cada n € N, definamos en [ la funcién

La sucesion (gy,,) es decreciente y converge puntualmente a 0. Tenemos que probar
que (g,) converge uniformemente a 0 o, lo que es lo mismo, que la sucesién
numérica (||g,||) converge a 0.

Obsérvese en primer lugar que, como (g,,) es decreciente, se tiene que

lgn+1lleo = sup{gnia(z) [ 2 € I}
< sup{gn(2) [ € I} = [[gnlloo,

con lo que resulta que la sucesion (||g, ||« ) es también decreciente.

Por otra parte, como las funciones g,, son continuas, el Teorema de Acotacion
de Weierstrass 5.47 nos asegura la existencia, para cadan € N, de un z,, € [
tal que ||gnllec = gn(zn). Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass 4.20, la suce-
sién (x,,) tiene una subsucesion (z;,) que converge a cierto elemento ¢ € /.

Sea ¢ > 0. Dado que (g, ) converge puntualmente a 0, existe un n; € N tal que
gn, (¢) < €/2. Por otra parte, g,, es continua, asi que existe un § > 0 tal que si
x € lyl|zr—c| < dentonces |g,, (z) — gn,(c)| < £/2. Como (z;,) converge a c,

20



podemos encontrar un ny = ny .tal que |z;,, —c| <4y, por tanto, |Gy (T4,,) —
gn, (€)| < /2. Definamos ng = i,,, y obsérvese que ng = i, = ng = nj.
Sin = ng, obtenemos
0

”gno”oo = gno(xno) = Gin, (xlng)

<
< G (Tin,) < Ay (#4,) = Gna ()] + g (€)

g e
€8 _ . 0
5 T =¢

gnlloo

A

Ejemplo.
1
() = , 1<z <2
Ja(@) 1+ (n+T7)z?+ nad v

Obviamente, las funciones f,, son todas ellas continuas. Claramente, la suce-
sién de funciones ( f,,) converge puntualmente a 0 y ademds es decreciente. Por el
Teorema de Dini 9.21, obtenemos que ( f,,) converge uniformemente a 0.

La version del Teorema de Dini 9.21 para series de funciones es como sigue:

Corolario 9.22. Sea (f,) una sucesion de funciones continuas y no negativas
en un intervalo cerrado y acotado I. Supongamos que la suma de la serie de
funciones Zle fn es una funcion continua. Entonces, Zle fn converge unifor-
memente.

2.3. Convergencia uniforme e integracion
El Teorema de Osgood

Teorema 9.23 (de Osgood). Sea ( f,,) una sucesion de funciones integrables en un
intervalo [a, b] que convergen uniformemente en |a, b] a una funcion f. Entonces
f es integrable en [a,b] y se cumple

1@fﬁ:fﬁ

Demostracion. Sea € > 0. Existe un ny € N tal que si n > ng entonces || f,, —
fllo <€/(2(b—a)).Paratodo x € [a,b] se tendrd | f,,,(x) — f(x)| < €/(2(b—a)),

es decir,
€ €

oo (@) = —a) " f(@) < foo(x) + W—a)
Como f,, es acotada, esto implica que f es acotada también. Ademds, como
f(z) < fu,(x) +€/2(b — a), se obtiene que

Jaf < L fno + 57
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y como f(x) > fn,(z) —e/2(b — a), se deduce también que

b b
€
Jrz] 53

Se infiere asi que

ol e (fes)- ()

<b
Como ¢ > 0 es arbitrario, se deduce que Sb f = 1§, fy en consecuencia f es
integrable.

Finalmente, utilizando la Desigualdad de Minkowski 7.35, se obtiene que si

n = ng entonces
fn—fﬂ=J}n—ﬂ

<fm—ﬂ
< fn — Flle6—0)
<ﬁ.<b—a)=g<g.

Por tanto, lim,, §” f, = {" /. 0

Entendido como un teorema sobre intercambio de limites, lo que este teorema

concluye es que
b b
h’mJ fn = f lim f,,.

Es decir, en esta situacion el limite conmuta con la integral.
La version del Teorema de Osgood 9.23 para series de funciones reza como
sigue:

. o0 . . .
Corolario 9.24. Sea Y, f, una serie de funciones integrables que converge
uniformemente hacia la funcion suma [ en un intervalo [a,b|. Entonces la serie

> SZ fn converge y L b
;Ln=Lf

En términos de intercambio de limites, lo que se tiene es que

e
;Ln=LZm

n=1

o sea: la suma conmuta con la integral.
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2.4. Convergencia uniforme y derivacion

La convergencia uniforme ‘““falla con las derivadas...

Nuestro deseo mds inmediato seria que se pudiera obtener para la convergen-
cia uniforme y las derivadas algun teorema en la linea de los anteriores para la
continuidad y para las integrales, es decir algo asi como

Si (f,) es una sucesién de funciones derivables que converge unifor-
memente a una funcién f, entonces f es derivable y la sucesion de
funciones (f!) converge también (;quizd, incluso, uniformemente?)
a la funcién f’.

Lamentablemente, este programa, que de forma tan optimista nos hemos pro-
puesto, falla estrepitosamente, como se ve en los ejemplos que siguen.

Ejemplos.

v fo(x) = 4/2% + %, xe[-1,1].

Todas las f,, son funciones derivables. Sin embargo la sucesién de funciones
(fn) converge uniformemente a la funcién f(z) = |z|, que no es derivable
en 0. En efecto, para todo x € [—1, 1], se cumple

) = 5@ = o L

Por tanto,

0<|fu=fllo <—=—0.

v fo(z) = \/Lﬁ sennwz, r € R.

Segin ya vimos esta sucesion de funciones converge uniformemente a 0,
pero la sucesién de derivadas f/ (x) = \/nm cos nmx no converge en ningdn
punto.

v fo(x) =2"/n,ze|0,1].
Como || fn||lc = 1/n — 0, esta sucesién de funciones converge uniforme-
mente a 0. En este caso, la sucesion de derivadas f/ (z) = 2" ! si converge,
pero lo hace a la funcién

1, z=1,
0, 0<z<l

g(x) =

Como esta ultima funcién no es continua, pero las f! si lo son, se concluye
que la sucesion (f!) no converge uniformemente.

23



... pero no falla del todo

Como acabamos de ver, la relacion de la convergencia uniforme con las de-
rivadas dista de ser perfecta. De la convergencia uniforme de (f,) no se puede
obtener la convergencia de (f/). Sin embargo, si vamos a poder obtener un teo-
rema en el sentido contrario, es decir, en el que surge la convergencia de (f,) a
partir de la convergencia uniforme de ( f/,). Aunque no encontremos este resultado
tan satisfactorio como el que pretendiamos hallar al principio, es suficiente en la
mayoria de los caso précticos.

Teorema 9.25 (de Weierstrass). Sea (f,,) una sucesion de funciones derivables
definidas en un intervalo |a,b]. Supongamos que:

(1) Existe un c € [a, b] tal que la sucesion (f,(c)) converge.

(1) La sucesion de derivadas ( f])) converge uniformemente en |a,b] a una fun-
cion g.
Entonces la sucesion ( f,,) converge uniformemente en [a, b] a una funcion f deri-

vable en [a,b], y ademds f' = g.

Demostracion. Dados m,n € N, apliquemos el Teorema del Valor Medio 6.13 a
la diferencia f,,, — f,. Para todo x € [a, b] existird un ¢, entre ¢ y x tal que

S (@) = fa(@) = fn(c) = ful0) + (z = ) (fru(cx) — frlex)).

De aqui se obtiene que

1fm = fullo < [fm(e) = fu(Q) + (b= a) || 1, = frllo-

Como la sucesion ( f,(c) es de Cauchy y la sucesion de funciones (f;) verifica el
Criterio de Cauchy Uniforme 9.14, se sigue de aqui que la sucesion de funciones
(f,) también verifica este mismo resultado y, por tanto, (f,,) converge uniforme-
mente. Sea [ el limite de ( f,,). Como todas las f,, son continuas y la convergencia
es uniforme, deducimos que f es continua.

Sea ahora d € [a, b] y probemos la derivabilidad de f en d. Para ello, volvamos
a aplicar el Teorema del Valor Medio 6.13 a f,,, — f,. Para cada x € [a, b] existe
un d, entre x y d tal que

(fin(@) = ful(2)) = (fmu(d) = fu(d)) = (x — d)(f},(ds) — fr(ds)).-
Por tanto, si x # d, se tiene

Jm(@) = fu(d)  falz) — fald)
z—d z—d

= [f(dz) = fr(do)] < || frn = Fulleo-
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Como (f/) converge uniformemente, dado £ > 0 existird un n; € N tal que, si
m,n =nyyx # d,entonces || f/ — f|l < /3y, por tanto,

fm(@) = fn(d)  ful2) = fuld)| _ €
z—d z—d 3
Si se toma ahora el limite con respecto a m, se obtiene
z—d r—d =3

siempre que x # d y n = n,. Por otra parte, como g = lim,, f/, existe un ng = n,
tal que si n = ng entonces |f! (d) — g(d)| < /3. Como f,,, es derivable, existe un
0 > 0tal que si 0 < |z — d| < ¢ entonces

fno(‘r) B fn()(d)
xr—d

€

AU

Por tanto, si 0 < |z — d| < ¢, entonces

@) = fld) - fae() — fno(d>‘
r—d r—d

+ fn()(xx) : gno(d)

+ [ fag(d) — g(d)]

<S4y
-t+ts+ o =e¢
3 3 3

Esto prueba que f’(d) = g(d). Como d es arbitrario, se obtiene que [ =g. [

La conclusién del Teorema 9.25 se puede escribir como
(im f,,)" = lim f].

Ejemplo. f,(x) = (—1)".

La sucesion de funciones (f!) converge uniformemente, pues todos sus térmi-
nos son la funcién idénticamente nula. Sin embargo, la sucesion de funciones ( f;,)
no converge, ni siquiera puntualmente. Esto pone de manifiesto que la suposicién
(1) no es superflua en el Teorema 9.25.
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.Y para series?
Aqui estd la version del Teorema 9.25 para series de funciones:

Corolario 9.26. Sea Zle fn una serie de funciones derivables definidas en un
intervalo [a, b]. Supongamos que:
(1) Existe un c € [a,b] tal que la serie Y, f.(c) converge.
(1) La serie de las derivadas Y, f! converge uniformemente en [a,b] a una
funcion g.

Entonces la serie Zf;l fn converge uniformemente en |a,b] a una funcion f de-
rivable en a,b], y ademds [’ = g.

Escrita de otra forma, la conclusién de este corolario afirma que

(2 fn> _S

3. Teoremas de aproximacion global

3.1. Aproximacion por funciones escalonadas

Ya hemos visto anteriormente que una funcién, que cumpla ciertas condicio-
nes, puede ser aproximada por su polinomio de Taylor. Pero esta aproximacion es
solo local. Es decir, el polinomio permanece cerca de la funcién original mien-
tras no nos alejemos mucho del centro del polinomio, pero cuando nos alejamos
ambas funciones pueden diferir bastante.

Lo que nos proponemos ahora es dar teoremas de aproximacion global. Dicho
de otra forma, pretendemos aproximar una funcién continua arbitraria por otra con
ciertas propiedades agradables, de forma que las dos funciones estén muy cerca la
una de la otra en fodo el intervalo de definicién de la funcién original.

. Qué es una funcion escalonada?

Las primeras funciones que utilizaremos para realizar una aproximacion son
las llamadas funciones escalonadas. Estas son de una notable simplicidad, lo que
hace que sean muy manejables, por ejemplo, a la hora de calcular integrales.

Definicion 9.27. Una funcion f: [a,b] — R es una funcion escalonada si existe
una particion
P={a=xy<z1<x9<---<mp=0}

tal que f es constante en el intervalo (zj_1, ;) paratodo k = 1,2,... n.
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Una funcion escalonada

Ejemplo. La funcién f: [2,4] — R, definida por

0, -2<xz< -1,
1, -1 <2 <0,
<1/2, 0<x<1/2,
3, 12<z<1,
-2, 1<x<3,
3<zr <4

es escalonada.

Aproximacion por funciones escalonadas

Teorema 9.28. Sea I un intervalo cerrado y acotado y sea f: I — R continua.
Para todo ¢ > 0 existe una funcion escalonada g: I — R tal que | f(z)—g(z)| < €
para todo x € 1.

Demostracion. Como, por el Teorema de Heine, f es uniformemente continua, se
deduce que existe un 6 > 0 tal que si x,y € I y |x — y| < ¢ entonces |f(z) —
f(y)| < e. Supongamos que I = [a,b] y elijamos un nimero natural n tal que
(b —a)/n < 0. Consideremos la particién

P={a=zy<z1 < - 2,=0}

que divide / en n intervalos iguales. Debido a que cada intervalo de la particion
tiene longitud (b — a)/n < 4§, la diferencia entre dos valores cualesquiera de f en
[zk—1,2x], k = 1,2,...,n, es menor que . Definamos en I la funcién escalonada

o) = {% zi;ﬁ:ik] k=12 ..
Siz € (251, 2], se tiene
|f(z) = g(@)| = [f(z) — f(zp)| <&
Si z = a, también se tiene
|f(z) = g(z)] = [f(a) = f(a)] =0 <e. 0

Corolario 9.29. Sea I un intervalo cerrado y acotado y sea f: I — R continua.
Existe una sucesion de funciones escalonadas en 1 que converge uniformemente

af.
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Demostracion. Por el Teorema 9.28, para cada nimero natural n existe una fun-
cion escalonada f,, definida en [ tal que

1
|fulz) — f(2)] < = para todo x € 1.

Esto claramente implica que || f,, — f||« < 1/n. En consecuencia, || f,, — f1|c — 0,
es decir, (f,,) converge uniformemente a f. O

3.2. Aproximacion por funciones poligonales

¢ Qué es una funcién poligonal?

Las funciones escalonadas son bastante simples, pero con ellas aproximamos
nuestra funcién continua original por otra que tiene algunos puntos de disconti-
nuidad. Existen otras funciones bastante sencillas también, pero que si son conti-
nuas.

Definicion 9.30. Se dice que una funcién f: [a,b] — R es poligonal si existe una
particion
P={a=xy<mi<w9<---<x, =0b}

tal que larestriccion de f a [xy_1, z1] es una funcién afin paratodo k = 1,2,..., n.

Ejemplo. La funcién f: [2,4] — R, definida por

(z + 2, —2< <1,

(1—12)/2, —1 <2 <0,
f(z) = + (10x+1)/2, 0<z<1/2,

8 — 10z, 1/2<z <1,

2z — 4, 1<x <3,

2, 3<r <4

\

es poligonal.

Aproximacion por funciones poligonales

También con estas funciones obtenemos un buen teorema de aproximacion
global.

Teorema 9.31. Sea I un intervalo cerrado y acotado y sea f: I — R continua.

Para todo £ > 0 existe una funcion poligonal g: I — R tal que | f(z) — g(z)| < e
para todo x € I.
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Demostracion. Supongamos que I = [a, b]. Como, por el Teorema de Heine, f
es uniformemente continua en /, existe un § > O tal que si z,y € [ y |z — y| <
9 entonces |f(z) — f(y)| < e. Escojamos un n € R tal que (b — a)/n < 9.
Consideremos la particién

P={a=xy<z1<...<z =0}

que divide / en n intervalos iguales. Si x, y € [zg_1, x|, serd [z —y| < (b—a)/n <
d y por tanto | f(z) — f(y)| < . Definamos en I la funcién poligonal

(2) f(a), siz =u1xy=a,

) = —t(x )

! flapor) + HEE (o — ), siwe (@ o], k=120,
Paratodo k = 1,2,...,n g esuna funcion afin en [x;_1, f(x)]. Ademas, se tiene

g(xp—1) = f(zr_1) y g(xx) = f(x). Por tanto, para todo x € [xy_1,xx], g(7)
estd entre f(zx_1)y f(zx). En consecuencia, si x,y € [xy_1.2%], se tendrd

|f(z) — g(2)| < max{[f(z) — f(orl,|f(z) = f(xp)]} <e
Siz = a,estaclaro que |f(z) — g(z)] =0 < e. O
De forma andloga al Corolario 9.29, se obtiene la consecuencia siguiente:

Corolario 9.32. Sea I un intervalo cerrado y acotado y sea f: I — R continua.
Existe una sucesion de funciones poligonales en I que converge uniformemente

af.

3.3. Aproximacion por polinomios

El Teorema de Aproximacion de Weierstrass

A veces resulta importante poder aproximar una funcién a través de otra que
sea derivable, o incluso infinitas veces derivable, en todos los puntos. Entre este
tipo de funciones, las mds sencillas sin duda son las funciones polindmicas.

Teorema 9.33 (de Aproximacion, de Weierstrass). Sea I un intervalo cerrado y
acotado y sea f: I — R continua. Para todo € > 0 existe una funcion polinomica
g: I - Rtal que |f(z) — g(x)| < e para todo x € 1.

Demostracion. Admitiremos, sin pérdida de generalidad, que / = [0, 1]. También
podemos suponer que f(0) = f(1) = 0, ya que si se demuestra el teorema en este
caso, en el caso general en que I = [a, b] podremos considerar

Fx) = f(z) = f0) —2(f(1) = f(0)), O<z<l
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Aqui F(0) = F(1) = 0, y si el resultado es cierto para F, es decir, existe una
funcion polinémica G tal que |F(x) — G(z)| < ¢ para todo x € I, definiendo

g9(x) = G(z) + f(0) + =(f(1) = f(0)), 0=

g serd también una funcion polindémica y ademas | f(z)—g(z)| = |F(z)—G(z)| <
€ paratodo x € I.

Supondremos también que f vale 0 fuera de [0, 1], con lo que f serd unifor-
memente continua en todo R. Por tanto, dado € > 0 existird 9, 0 < § < 1, tal que
si |x — y| < 0 entonces |f(x) — f(y)| < e/2.

Sea M = |f|l y escojamos un natural n tal que 8My/n(1 — 6%)" < e.
Definamos ¢(z) = ¢(1 — x*)", donde ¢ = 1/ Sil(l — x*)" dx vy, por tanto,

1
f p=1.
-1

Vamos a realizar una estimacion de lo que vale c. Utilizando la Desigualdad de
Bernouilli,

8
N
=

asi que deducimos que ¢ < 4/n.
Esto dltimo y la definicion de ¢ implica que

o) </n(l—=86)" sid<|z| <1

Definamos ahora

g(x) = 1 flz +t)p(t) dt, 0<z<l1.
-1

Por nuestras hipétesis sobre f, teniendo en cuenta que f(z + t) vale 0 cuando ¢
estien [—1,—z] oen [1 — z, 1] y realizando un cambio de variable, obtenemos

g<x):f—f(x+t dt—ff ol — 7)
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y la dltima integral es un polinomio en x. Por otra parte, para todo z € [0, 1],
1
9(a) = 1@ = | (a0~ Fo)e0an
-1

|f($+t) — f(@)lp(t) dt

1 1
QMJ Bdt+ S f <p(t)dt+2MJ (1) dt
-4 1
< 4M+/n(1 — 6" +g<g+%=g. O

Corolario 9.34. Sea I un intervalo cerrado y acotado y sea f: I — R continua.
Existe una sucesion de funciones polinomicas en I que converge uniformemente

af.
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