La funcién exponencial.

La serie
O n

z

exp(z) = E —

n!

0

converge normalmente en C y por consiguiente lo hace uniforme-

mente sobre cada subconjunto acotado de C. En particular

exp(z) es una funcién continua. La convergencia normal nos
permite afirmar que:
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es decir

Va,b € C,exp(a).exp(b) = exp(a + b)

Def.

e = exp(1),exp(z) = €%, e’ = exp(0) = 1

Teorema. (Propiedades de la funcién exponencial)

(i)
Vze C,e* #0

Vz € C,exp/(z) = exp(2)

e’ | ges la funcién exponencial real conocida, es decir:

e’ > 0, — ocosix — o0, — 0siz — —00
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e® es periddica de periodo 27i

t — ' aplica R sobre {z: |z| = 1}

(vii)
VweCw#0,d2€C:e"=w

D) Libro de Rudin, Anélisis Real y Complejo, Pag. 1.

Observacién.

Podemos definir las funciones reales sint y cost por las fér-
mulas

cos,t = Re(e") Asint = Im(e"),t € R.

Obtenemos:
et = cost+isint
2ttt 46
cost = 1_§+I_@+ .....
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Ejemplos: Sea

t — logt,te{teR:t>0}

. T T
t — arctant,t € R (rama principal, arctant € (—5, §>
Def.

1
1(2) := 3 log(z” + y*) + i arctan %

~ ~

La funcién [(z) es R-derivable en C\ {z € C: Rez = 0}. I(2)
satisface las Ec. de C-R en este dominio, consecuencia de que

1 1
log/(t) = - arctan’(t) = T

~

Entonces [(z) es holomorfa en los semiplanos derecha e izquierda
del eje imaginario. Calculemos I'(z) :

~ 1 2z 1 (=1 x iy

7 . . _ _
I'(2) = ug(2)+iv(2) = 572 +y2+21 N i—z =y =

es decir,
~ 1
I'(z) = ~7 € C,Rez #0

Funciones logaritmo.

Def.

b € C es un logaritmo de a € C si ¢’ = a. (Escribimos
b=1loga).

De las propiedades de la funcién exponencial deducimos:

-El nimero 0 no tiene logaritmo

-Cada r € R,r > 0, tiene exactamente un logaritmo real,
log r.
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-Cada nimero complejo ¢ = re¥, ¢ # 0, tiene una cantidad
numerable de logaritmos:

logr +ip+12mn; logr e Ron € Z

Funciones logaritmo.
Sea ) C C una regién (abierto y conexo). Diremos que [ :
) — C es una funcién logaritmo en (2 si [ es holomorfa en €2 y

para cada z € Q, e!?) = 2.
Ejemplo.

Q = {z:rew:r>0;oz<g0<oz+27r}
a € Rfijo; I(2) :==logr + iy

Si conocemos una funcién logaritmo en €2, entonces las cono-
cemos todas. En efecto:

Teorema. Sea [ : ) — C una funcion logaritmo en ). Las
sigutentes afirmaciones son equivalentes:

(i) 1 : Q@ — C es una funcion logaritmo en §.
(i1) | = | + 2min para un entero n.
D) (i)=(ii)

) = (i) — z2,Vz € Q,

luego R
el =1 vz e Q,

es decir,

() - 1(2)
2mi
es una funcién continua en {2 que toma valores enteros y por

consiguiente tiene que ser constante. Es decir,

~

neZ:VzeQlz)—Il(z) =2min
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A~

(ii)==(i) I(#) es holomorfa en Q) y verifica:

~

el?) = ll2) 2min — (lz) — z,Vz € ()

Las funciones logaritmo en € se caracterizan por sus derivadas:

Teorema. Sea | : 0 — C wuna funcion holomorfa. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) | es una funcion logaritmo en €.

(i) I'(2) = 1/2,Y2 € Q y % = a para al menos un a € .
D) (1)=(ii)
Vz € Qe =2

Si derivamos obtenemos:
Vze Q@ l(2) =1,
luego
VzeQl'(z) =1/z
(ii)==(i) La funcién
g(z) =z 2 €Q
es holomorfa en 2 y
§(z) = e M) — e B (2) = 7B — 72 =0, 2 € Q.

De aqui se deduce que g es constante en {2, es decir, existe zy € C
tal que g(z) = 2,Vz € €. De la definicién de g se deduce que

zp 7 0y que
Vz e Q, 2.6 = 2



La hip6tesis €® = a, nos permite afirmar que zy = 1 y por
consiguiente
Vze Qe =2

Teorema.

logz = Z(_l—)n_l(z —1)"

1

es una funcion logaritmo en By(1).
D) La funcién

Az) = Z %z”

es holomorfa en B;(0) y verifica

Derivando en la expresién log z = A(z — 1), obtenemos
log'(z) = N(z—1)=1/z,2 € By(1).
La prueba finaliza sin m&s que observar

eloel = = 1.

Observacion.
Sia#0ybe C verifica b = log a, entonces log(za™!) + b es
una funcién logaritmo en B, (a).

En la definicién de funcién logaritmo la exigencia de con-
tinuidad para la funcién [ es suficiente. En fecto,
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Teorema. Sea [ : ) — C una funcidon continua que verifica

Vz € Q,el®) = 2. Entonces | es holomorfa y por consiguiente es
una funcion logaritmo en ).

D) Sea a € ,a # 0, fijo. Sea l,(z) = log(za™1) +b la funcién
logaritmo anterior en Bj,(a), con b = log a cualquiera. Entonces

D) =1 vz e Q
y por consiguiente
(I(z) = lu(2)) € 2miZ, Yz € Q2N Byy(a).

La continuidad de [(z) — l,(z) nos dice que dicha funcién es
constante en 2N By (a), es decir [ es una funcién holomorfa en
a.

Rama principal del logaritmo.
Vamos a considerar la region

C =C\{z€C:Rez<0y Imz=0}

SeaRT ={r € R:z >0} ylog: R" — R la funcién logaritmo
real, que es continua en R*. Cada z € C™ se representa de forma
unica como

z=zle¥ |z >0, T <p<T

Teorema. La funcion
z = |z ¥ — log|z| + i

es una funcion logaritmo en C~. En By(1) coincide con la fun-
cion definida por la serie de potencias

Zﬂ(z — 1)

n
1



D) Primero vamos a establecer la continuidad de nuestra fun-
cién. Para ello sélo es necesario probar que la funcién z — ¢
es continua en C~. Sea z, = |2z, e € C™ tal que 2, — 2z =
|z| ¥ € C~, y supongamos que ¢, - . Por compacidad existe
una subsucesién ¢, — 6 € [—m, 7] con 0 # ¢. La continuidad
de la funcién exponencial nos permite afirmar:

Zn, = |2, i — |z] €.

Por consiguiente el nimero complejo z = |z| €% satisface:

lo que nos permite afirmar que (¢ — @) es del tipo 27n para un
entero n. Si tenemos en cuenta que 0 < |p — 0| < 27, podemos
concluir que n = 0 con lo que ¢ = 6.

La relacion
ol — 2| e = 2 V2 € C~

prueba que, en efecto, la funcién de partida es una funcién log-
aritmo en C~. Finalmente, ya sabemos que la funcién

Z —(_17211 (z—=1)"

es una funcién logaritmo en Bi(1). Por consiguiente difiere de
nuestra funcién, en Bj(1), en una constante. Dicha constante
tiene que ser cero pues ambas funciones valen 0 en z = 1.

Def.
Llamaremos rama principal del logaritmo a la funcién: log :
C~ — C definida por

2| €% = 2 — log |z| +ip, —T <o <7
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Para ella el log: = %

Las otras ramas (infinitas) del logaritmo en C~, todas del
tipo log z + 27i, n € 7Z, las llamaremos ramas secundarias.

Observacion.
La funcién

~ 1
I(z) = 3 log(x* + y?) + i arctan Y
T

considerada anteriormente coincide, en Rez > 0 con la rama
principal del logaritmo ya que z* 4 y* = 2|* v arctany/z = ¢
si z > 0. Por contraste [(z) no es una funcién logaritmo en el
semiplano Re z < 0 ya que en este caso arctany/x = ¢ + 7, y
por consiguiente

el2) — glelgipgim — |z|e¥ = —2z,z€ Rez <0

Observacion.

Hemos definido la rama principal del logaritmo en C~. Podiamos
haber seguido un procedimiento semejante en un dominio obtenido
excluyendo del plano complejo los puntos de una semirecta que
sale del origen.

No existe una funcién logaritmo en C* = C\ {0} pues una tal
funcién debe de coincidir en C~ con alguna rama log z + 2min y
por consiguiente falla la continuidad en cada punto del eje real
negativo.

Sobre la identidad log(wz) = log w + log 2z

Para nimeros complejos w,z € C~ y w.z € C con w =
lw| e, z = |z] e, wz = |wz| eX, donde ¢, 1), x € (—, ), existe
n € {—2m 0,27} tal que x = ¢ + ¥ + 7. Por consiguiente

log(wz) = log(|wl |2]) +ix = logw + log z + in.
En particular

log(wz) =logw +logz <= ¢+ ¢ € (—m, 7).

9



Esta condicién se cumple cuando Rew > 0 y Rez > 0.

La ecuacién log(exp z) = z.

Para estudiar la ecuaciéon anterior hemos de fijarnos en la
necesidad de determinar el conjunto de los z € C tales que
expz € C\C™. En este conjunto no tendrd sentido hablar de
log(exp z).Teniendo en cuenta que

e € C\C" <= ¢€"cosy<0ye’siny=0<«<=y=(2n+ 1) 7 para algiin n € Z
obtenemos que la funcién log(exp z) estd bien definida en el do-
minio

B:=C\{z:Imz=02n+1)7m,n € Z} = UpezG,

con
Go={z:Cn—1)n<Imz< (2n+1)7}

(bandas de amplitud 27 paralelas al eje OX). Para cada z =

x + 1y € G, tenemos:

e = %!V (y — 2n1) € (—m, )
y por consiguiente
log(exp z) = loge® +i(y — 2nmw) = z — 2mwin.
Solo en la banda G se verifica
log(exp z) = z,
no obstante siempre se cumple
exp(log z) = z

para cualquier rama del logaritmo.

Conclusién:

La banda Gy = {z : —1 < z <} se aplica de forma"biholomorfa"
sobre C~ a través de la funcion exponencial y su inversa es la
rama principal del logaritmo.
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Funciones trigonométricas.

) eiz _ e—z‘z eiz + e—iz
sinz = ————;CO0S 2 = ————
2 2
1z o ..
e” =cosz+tisinz
El sin z y cos z son funciones enteras

> 2n+1

z
inz = A
. ;( S e
e Z2n
— —1)"
Cos z nZ:O( ) o)
sin’ 2 = cos z;cos’ z = —sin z

Formulas: (Ejercicios).
cos(w + z) = cosw cos z — sinwsin z

sin(w + z) = sinw cos z 4+ coswsin z

LWtz w—2z
COSW — COoS 2 = —2sin 5 sin 5

. . w—+z . w—=2
sinw — sin z = 2 cos 5 sin 2

1 =cos?z +sin® z

cos 2z = cos? z — sin® z
sin 2z = 2sin 2 cos z

Funciones hiperbdlicas

sinh z = ﬂ'cosz = ¢ ie”
2 7 2
Son funciones enteras
- o0 Z2n+1 L 0 Z2n
R S
= (2n+ 1)’ £ (2n)!
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Férmulas. (Ejercicios)
sinh z = —isin(iz); cosh z = cos(iz)

sinh’ z = cosh z; cosh’ z = sinh 2z
cosh(w + z) = cosh w cosh z + sinh w sinh 2

sinh(w + z) = sinh w cosh z 4 cosh w sinh z

cosh?z —sinh?z =1

cos(z + iy) = cosx coshy — isinz sinhy

sin(x 4 iy) = sinx cosh y + i cos x sinh y
Valores, ceros y periodicidad.
i) sin(C) = C i) cos(C) = C. .(No acotadas)
iii)
{z€C:sinz=0}={nr:neZ}

1
{zGC:cosz:O}:{§7r+n7r:n€Z}

iv) sin z y cos z son periddicas de periodo 27.

Funciones tan z y cot z.

i 1
tanz = sz;ze@\{—ﬂ—i-mrzneZ}
COS 2 2

COs 2

; : Z
SinZ,ZEC\{mT n € 7}

cotz =

Ambas son holomorfas en sus dominios y

/ 1 / —1
tan' 2 = ———;cot' z = ——
COos” 2 sin” z
'1_621'7; ) 1
tanz:zl_*_em =i(1— 1+e*2iz)
2iz
e +1 2
cot = 2627'3—1 Z( 1_627,z)
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De la relacion
¥ =1 =z €77

se obtiene que tan z y cot z son periédicas de periodo 7n, n € Z.
Sea

az) =2—22/34+2°/5— .(=1)"2*" 2n + 1]z < 1

1
"(2) =——; 2| <1
o/(z) 1+z2’|z|

Al ser tan0 = 0, resulta que «(tan z) esta definida y es holomorfa en un
disco abierto B centrado el el cero. La funcién F(z) = a(tan z) — z satisface

1 1

) = .
(2) 1+ tan? z cos? 2

—1=0en B

Luego F' es constante en B. Esta constante es 0 ya que F(0) = 0. Esto
significa que
Vz € B,a(tanz) = z

Por este motivo a la serie «(z) se la llama serie "arcotangente".
Notacién:

arctanz = z — 2°/3 4+ 2° /5 — ..(=1)"2*"" an + 1, ]2 < 1

De forma ansloga, en un disco B centrado en el cero, tenemos tan(arctan z) =
z.
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