Integracién compleja.
Caminos continuos y de clase C.

I =la,b],,7 : [a,b] — C continua

v es un camino en C con punto inicial v(a) y punto final
(D).

v es un camino C! si la aplicacién v es de clase C*.

Ejemplos:

1— El camino nulo, es cuando v es constante. En este caso es
C".

- El segmento [z, z] es el camino (t) = (1 —t) 29 + t2,t €
0, 1], que es C.

- Arco circular en el borde de D(zp;7). Es el camino v(t) =
2o +re t € [a,b],0 < a < b < 2m. Es de clase C'. Cuando
a = 0y b = 27 obtenemos la circunferencia de centro z, y radio

r.
Notacién: S, (zy) = S(zo;7) = 0D (z0;7)

Un camino es cerrado si y(a) = v(b).

Sivq, ..., Y, Son caminos tales que el punto final de 7, coincide
con el punto inicial de v, ; ,1 < r < m, entonces el camino suma
v =y + ... +7,, se define de forma obvia. El punto inicial de
v es el inicial de ~, y el final es el final de v,,.

Ejemplo: Sean v, : [a1,01] — C, vy : [az,b] — C con
v1(b1) = 7v9(az). Entonces v =y, + 79 : [a1,by — as + b] — C
estd definido por y(t) = v,(¢) sit € [a1,b1],7(t) = Vo(t+az—b1)
sit e [bl,bg —as + bl]

v es C! a trozos si v =7, + ... +7,, v cada v, es CL.
Vamos a considerar inicamente caminos C! a trozos, es decir,
caminos de la forma 7 : [a,b] — C continua, tal que existe una
particién del intervalo [a, ], a1, ..., Gpyi1 CON a1 = @, ...y Qpp = b
tal que
Yi = Vapaay L S < moes C!



Notacion: || significa el compacto (I).
Def.

Si f € C(|y]), entonces definimos

/f dz—/fdz—/f

Siy=v,+..+7,, ,entonces

[fazi=3" [ el el <i<m)
g =1

Vi

Proposicion.
Sea D = D(zp;7) ={z: |z — 20| <r}. Entonces

ng 0 sin#—1
/aD(Z_ZO) dz_{2m' sin:—l}

2m
/ (z — 20)"dz = / (re™Yiredt =
oD 0

rrtly 2 pin Dt gy 0 sin#-1
0 2wt sin = —1

Nota: Si vy v~ son las semicircunferencias obtenidas al cortar
el borde de D(zp; r) por un diametro del dicho disco,y" orientada
en sentido "positivo" y 7~ en sentido "negativo",se obtiene

dz . dz .
= 1, = —71

Cambio de pardmetros.

D)




Def. Los caminos v : I — C,I = [a,b};7 : I — C,I=
[a b] son equivalentes si existe ¢ : I — I biyectiva, C' con

¢ >0 tal que vy =~vo .
¢ se denomina una transforma(:lon de pardmetros.

Observacién. La pr lpledad ¢ > 0 nos dice que ¢ es estrlcta—
mente creciente con ' diferenciable. En particular ¢~ 1(a) = a

y e (b)) =b. L |
Proposicién. Si v y 7 son equivalentes y f € C(]v|), en-

tonces f7 fdz = f'ﬁ fdz.

D) )
/~de2[ (o)) ()¢’ (t)dt =

s@(b
s)ds = / fdz
e(a)

Propiedades.

() f.9 € C(W), A€ C, [(f+g)dz= [ fdet [ gdz; [ Af(z)dz =

A f7 f(2)dz

(i) [, F()dz+ [, f(2)dz = [, F(2)d2, 97 € C(1y+7°)).
(Punto final de v = punto inicial de v )

(iii) Si definimos —y = vy o ¢, donde ¢ : [ — I, p(t) =
a+ b — t, obtenemos fi7 fA(z)dz = — f7 f(2)dz

Observacion. Sea g : D — D holomorfa con ¢’ continua.
Sea 7 un camino en D y v := g o7, el camino imdgen en D.
Entonces

/f dz—/f 2)dz Y f € C())



Longitud de 7.

Liy) = / 7 (1) di =

b
| VOt €)= a(t) + i)
Ejemplos.
-y & 20, 21], L(y) = |21 — 2
-v(t) =29+ e’ t € [a,b,0 <a<b<2m L(y) =r(b—a)
-y =7+ o+ Vs LOY) = L(v1) + -+ L)
Propiedad de estimacién.

/ F(2)dz < |1 L(v); | £, = mdaz {|f(x(8)] : t € [a b]}

Corolario. Si Rez < 0, entonces |e* — 1| < |z]
D) Sea 7 :=[o, 2] y f(&) := €°. Entonces

/f(z)dz =e—1y [f(§] = ‘eg‘ = ‘eReg‘ <1si Re¢ <0
y

L F(2)dz

Luego

" = 1] = < L(y) = 2]

Célculo de la integral

Si intentamos calcular dicha integral aplicando directamente
la definicién nos encontramos con un problema de dificil solucién
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excepto en el caso de ser z = z;. En este caso el valor de la
integral es 1. Para resolver el problema en general aplicaremos
el siguiente lema:

Lema.

' 1 — (z —20)"
Si |z — 2| < |€ — 29| , entonces = v ~0)
§—= f_ZOE(f—Zo)"

L () ¢ E—=)"
f—z_z—z()z(z—zg)”

Fijados zp,r y z € C\0D, ambas series son absolutamente con-
vergentes en la variable £ € D.

D) Sea w := (z — 2) (£ — z)”". Entonces

|z — 29| > |€ — 20|, entonces
0

oo

1 1 1 1
= = " sl <1
-z E-xl-w g—zOzO:“”Sl o

Analogamente si w := (£ — 2y) (z — z9) ', entonces

1 (-1) 1 (1) — ,
E—2z z—2l—-w z—zO%:w’Sl [

En el primer caso la serie
1 i (z — z)"
{—z ¢ (€ — 20)"

— 2
07

es absolutamente convergente en £ € 9D.
En el segundo caso la serie

1 (=) ¢ (E—=)"
f—z_z—z();(z—zo)n
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es absolutamente convergente en & € 0D.
Corolario.

SizeD, ad :i(z—zo)”/ L:%ﬂ

op & — % 5 op (€ — 2)"t!

ap § — 7

, — & & 1 e
Siz e C\D, = ;—(Z_ZO)W/GD(& 20)"d€ =0

Integrales independientes del camino. Primitivas.
Sea 2 un abierto de C no vacio.

Teorema. Sea f : ) — C continuay F : Q — C. TFAE:
(i) F' es holomorfa en QY y F' = f en (.

(i1) Yw,z € Q y todo camino v C Q con punto inicial w y
punto final z, se verifica

/ F(€)de = F(z) — F(w)

D) (i) = (id) [, F()dE = [, OV (B)dt = [, F'(v(1))y/' (t)dt =

b
Jo (F o) (t)dt = F(y(b)) — F(y(a)) = F(2) — F(w).
(11) = (i) Sea zy € ). Consideramos D un disco centrado
en z, con D C ). Para cada z € D podemos escribir

F(z) = F(z0) + f(§)dg

[ZO 7Z]
Definimos

A(). = — Flge= € D\ ()

Z — ZO [Zo,Z

Fi(z0) : = f(20)




Concluimos observando que

F'(z) = lim F(z) = Flzo) = lim Fi(z) = (x) = Fi(20) = f(20)

2— 20 Z— 20 z—2p

Hemos utilizado (x), que significa la continuidad de F} en z.
Estudiemos este punto.

1
Z — 20

Fi(2) — Fi(z) = /[ 10~ 1ol

Por consiguiente tenemos la siguiente estimacion
1
|z — 2

[f = f(2)lp;z € D.

Ahora, la continuidad de f en z; nos implica la continuidad de
F 1 €en zy.

[F1(2) — Fi(20)] <

[ = (2000 - 12 — 20] <

Def. Si f € C(Q), diremos que una funcién F : Q —
C es una primitiva de f en Q si F verifica (i) o (ii), ambas
equivalentes, del Teorema anterior.

Consecuencias.
- Para cada n # —1,2" en C\ {0} o en C si n > 0, tiene por
e ey Lntl . .

primitiva a $—. Por consiguiente

/f”df = 0,Vy C C\ {0} cerrado, Vn € Z,n # —1
y

-De la relaciéon

d
/ § = 2mi; VD, disco centrado en zj
oD & — %0

deducimos que

¥z € C,VV entorno de zy, la funcién (z — z) "' € H(C\ {z})
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no admite una primitiva en V'\ {29}. Para z; = 0, esto refleja el
hecho de que no existe una funcién logaritmo en C\ {0} .

- Cada serie de potencias,

f(z) = Zan (2 — 2)"

tiene, en su disco de convergencia, a la serie de potencias

F(z) = Z an (2 — ZO)n+1

n—+1

como una primitiva.

- Si F' es holomorfa en €2 con derivada nula, entonces F' es lo-
calmente constante en ). En efecto, para cada disco D centrado
en zp, incluido en €2, tenemos

F(z2) — F(z) = /Odf =0;2€ D,
2l
v C D camino que une z; con z.

Como consecuencia si F' y F' son ambas primitivas de f en (),
entones I' — F' es localmente constante en (2.

Def. Diremos que una funcién f € C(£2) es integrable en (2
si f admite una primitiva en ().

El célculo de integrales de funciones integrables se simpli-
fica enormemente. Por este motivo investigaremos cuando una
funcién continua en €2 es integrable.

Criterio de integrabilidad. Sea f € C(2). TFAE
(i) f es integrable en ).
(ii) Para cada camino cerrado v C Q) se verifica: fv f=0

D) Un camino cerrado siempre permanece dentro de una com-
ponente conexa de €). Por consiguiente podemos suponer que ¢
es conexo. Sea z; € (), fijo. Definimos

F(z) = fd&;~, C ) camino que une z; con z; z € ().
Ve



F'(2) estd bien definida ya que €2 es conexo por caminos, por
ser abierto, y la integral no depende del camino «, por la hipéte-
sis (ii). Sean w,z € Q y 7 C Q un camino que une w con z.
Entonces v, + v — 7y, es cerrado y por consiguiente

O:/ fdﬁzF(w)Jr/fdf—F(z)
VT =7s g
con lo que finaliza la prueba.

Observar que en las condiciones de (ii) la funcién

F(z)= [ fd&~, CQ camino que une z; con z; z € ().
o2

es una primitiva de f en 2.
La condicién anterior de integrabilidad puede debilitarse im-

poniendo algunas condiciones, de tipo geométrico, al dominio
Q.

Regiones estrelladas.
Def. M C C es un cuerpo estrellado si existe z; € M, un
centro de M, tal que para cada z € M se verifica [z, 2] C M.

Cada abierto estrellado es conexo

Def. Llamaremos tridngulo de vértices 21, 29, 23 € C al com-

pacto
A={z€C:z=21+5s(za—21)+t(z3—21):5>0,t >0,s+t <1} =
= {Z eC:z :t121 +t222 +t323;t1 2 O,tg 2 O,tg 2 O,tl —|—t2 —|—t3 = 1}
Llamaremos borde del trangulo A a

OA = [21, 20| + [22, 23] + [23, 1]



Teorema. Sea ) un abierto estrellado con centro en zi.
Supongamos que f € C(Q2) verifica

/ fd¢ = 0,VA tridngulo contenido en {2 que tenga a z; como vértice.
dA

Entonces f es integrable en 2 y

F(z) = fdé, z € Q

[21,2]

es una primitiva de f en ). En particular

/ fd& =0, para cada camino cerrado vy C ().
-

D) F(z) estd bien definida. Sea 2 € (2 fijo. Para z "préximo"
a zp, el trangulo A de vértices z1, 2g, z estd incluido en €2 y

F(z) = F(z) + fdé.

[2073]

En este caso, ya hemos visto, que F' es diferenciable en sentido
complejo, en 2oy F'(z9) = f(20).

?orolario.(Criterio de integrabilidad para dominios estrella-
dos).

Sea Q) un dominio estrellado con z; como uno de sus vértices.
Sea f € C(). Son equivalentes

(i) f es integrable en ).

(1) [, fAE =0, para cada A C Q, tridngulo que tenga a z
como vértice.

Teorema de Goursat. Sea f € H(S). Si el tridngulo A
estd incluido en ) entonces [, fd& = 0.
D) Observemos:

1)
max{|w — z| 1w,z € A} < L(0A)
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2)
L(OA) = (1/2) L(A)

si A’ es cada uno de los cuatro tridngulos A;,7 = 1,2, 3, 4, con-
gruentes, obtenidos uniendo los puntos medios de los tres lados

de A.

Sea
a(A) = /aA fde = Z a(A).

Seleccionamos uno de los cuatro tridngulos, A!, tal que
la(A)| <4 {&(A1)| :
Reiteramos el proceso:
(A)] < 4]a(AY)] <42 ]a(AY)] < AT D AT D L,
es decir

A(A)] < 47 [a(A™)]; L(OA™) = 2—lnL(8A);n —19,.

De las relaciones de inclusién y la compacidad de cada A"
deducimos que

ﬂ(fOAn = {ZO} con zy € €.

Si definimos

E(Z) _ f(z)_f(zO)_fl(zO)(z_zO);ZEQ\{ZO}

Z — 20
E(Z()) =0

11



resulta que la funcién €(z) es continua en 2. Por otra parte

Para cada n > 1, f(z0)d€ = f'(20)(z — 20)d€ = 0
DAn DAn

y por consiguiente

a8 = [ (6= m)el€)dgin =1.2,3....
dAn
De esta relaciéon podemos obtener la estimacion

a(A")] < mia {](€ — 20)e(€)] .L(OA™) : € € IA™} < ..

(L(OA™)? . |e|gpn;n =1,2,3, ..
@(A)] < 47 [a(A")] < (L(OA)) [elpan i1 = 1,2,3, .

La continuidad de €(z) en zy y el valor €(zp) = 0 nos permite
concluir que a(A) tiene que ser 0.

Corolario. Sea Q2 un dominio estrellado con centro en z.
Sea [ holomorfa en . Entonces [ es integrable en €2 y la
funcion

F(z):= / fd&; z € Q es una primitiva de f en €.
[Zl,Z]

En particular

/fd§ = 0, Vv C () cerrado
gl

Aplicaciones.
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Consideremos C~ dominio estrellado con centro en 1. El coro-
lario anterior nos dice que la funcién

d 1
/ _§ es una primitiva de — en C~
[1,2] <

Si unimos 1 con z a través del segmento [1, 7], mds el arco circu-

lar v, por admitir la funcién % una primitiva tenemos indepen-

dencia del camino, es decir

d dt
/ de / /zret = logr + 0 = log|z| + i6
1,2] 0 re'

Conclusién: La funcién f[l 2 % es la rama principal del loga-

ritmo en C~. (esta observacién es una prueba diferente de la
existencia de la rama principal del logaritmo).

Ejercicio. Utilizar el corolario anterior para hacer una prueba
alternativa de que

1 d
/ S =1siz € D(z;7)

2w Jop & — 2

Para obtener la férmula integral de Cauchy para discos, nece-
sitamos una version mas refinada del corolario anterior:

Teorema. Sea €2 un dominio estrellado con centro en z;. Sea
f:Q — C continua en Q y holomorfa en Q\{z1}. Entonces
f es integrable en ()

D) La demostracién es idéntica a la del corolario anterior pero
utilizando una version maés refinada del Teorema de Goursat.

Lema integral de Goursat.
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Sea ) un abierto en C y 21 € Q. Si f : Q0 — C es continua
en Q y holomorfa en Q\ {21}, entonces

/ fd¢ =0, para todo tridngulo A C 2 con vértice z;
N

D) Por el Teorema de Goursat

/ fde= [ e
0A 0A

donde A; es un tridngulo arbitrario incluido en A con vértice
z1. Por consiguiente

/ fdﬁ‘ < |fla L(OAY)
OA

Si tenemos en cuenta que L(0A;) puede hacerse arbitrariamente
pequetia, resulta que | an Jd§ = 0.

Observacién. Todos los resultados vistos hasta este momento
son anteriores al Teorema de Prolongaciéon de Riemann que nos
asegura que si f € C(Q) y f € HQ\{z},2 € Q, entonces
fe H(Q).

Férmula integral de Cauchy para discos.
Sea f € H(Q) y D = D(z0;7) tal que D C ). Entonces

_ 1 f€)
vieD, f(z) = 2m’/aD£—zd£
D) Fijemos z € . Definimos
oo - I G ccang
9(z) + = [f(z)

14



La funcién g es holomorfa en 2\ {2z} y es continua en ). Sea
s > r tal que D" = D(zy;s) C Q. La convexidad de D’ nos
asegura que g|,,es integrable y por consiguiente f ap 9(§)dE = 0.
Podemos concluir observando

Juimste 10 e = e

Desarrollo de las funciones holomorfas en series de
potencias

Sea 2 un abierto en C y f : @ — C. Diremos que f
es desarrollable en serie de potencias alrededor de z; € ) si
para algin 7 > 0 con D = D(zp;r) C 2 existe una serie de
potencias) | a,(z — 29)" que converge en D a fp

Es conocido que en este caso f es infinitamente derivable en

. . (n) .

sentido complejoen D y a,, = fn_('z@) Es decir, el desarrollo en

serie de f es Unico y siempre tiene la forma

(n)
f(z) = Z f ('ZO) (z—20)"; 2 € D = serie de Taylor de f alrededor de z.
n!

Consecuencias de la férmula integral de Cauchy

Lema. Sea v un camino C' a trozos en C y f :|y| — C
continua. St

Fe) =5 [ $agzep

resulta que F es holomorfa en C\ |y|. Ademds para cada zy €
C\ || la serie de potencias

1
Zan(z — 29)" con a, = oo /7 T _f(f))n+1d§

0
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converge, en cada disco abierto centrado en zy que no toque a
17|, @ F(2). La funcion F(z) se puede derivar infinitas veces en
sentido complejo en C\ |y| y se verifica:

F®(z) = i /(g UG, d¢;Vz € C\ |y|,Vk €N

271 )k+1

D) Fijemos D = D(zp;7) conr > 0y DNl|vy| = 0. Es conocido
que la igualdad

n n—k 1 <13 :
g W' = ————— es vélida si |w| <1
"ok (k> (1 —w) +

Esta serie se transforma para w := === en

£—2
(5——1,2)’“+1 - ; (Z)(g_—io)w(z—%)”‘k,

igualdad valida Vz € D, & € |y|,k € N

Vamos a denotar por g,(£) la funcién definida en |y| por

f@nﬂ;i € ||

gn(§) = € — )

Entonces podemos escribir

k! f() _
Vze D, o /7 e z)kHd& =

o [Zk'( ) &) (z = =) ] € (+)

Vel I —al =7

Estimemos:

16



y por consiguiente

\gnl., < | f], 7Y

Como consecuencia tenemos

_ 1 |z — 2 |"*k
4 k 0 _
maTeepy| |9n(§) (2 — 20)" ‘ <l =
1 P 1 .
N e T

Ol <1,2€eD

con q =

T

Para cada z € D,

<

2 (Z) nl€) (= = )"

n>k

1 1
Zk'(Z) T |fl, = (1 ) If1,

n>k

Luego la serie de la expresion (x) converge absolutamente en
¢ € |y| para cada z € D. Por consiguiente

k! _
VZEDZZ/(f_ dE = Zk'() (2 — 20)"

n>k

_ b f(§)
con a, : i / - zo)"H d&
Hemos probado que la funcién F' viene representada en D por la
serie Y " a,(z—29)" (k = 0) y por consiguiente F' es infinitamente
derivable en sentido complejo en D y verifica

Zk'( ) (2 —20)" " =

n>k
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k! f€)
%Awdf,Vz € D,lf eN

Al ser D un disco arbitrario en C\ |y|, se deduce que F €
H(C\ |]).

Teorema de representacion.

Cada funcion f € H(Q) es desarrollable en serie de potencias
alrededor de cada punto zy € 2, en una serie de Taylor »_ a,(z—
20)" que converge a f en D(zp;d), uniformemente sobre cada
compacto, con d = dist(zy;0). Los coeficientes de Taylor ay,
vienen dados por las integrales

a, = ["e0) _ 1 / UG, dé si B= D(zp;r)con0<r<d
oB (¢

nl 2w — zO)”H

En particular f es infinitamente deriwable en sentido complejo
en Q y en cada disco D(zp;r) con 0 <1 < d se tiene

R () = k!/(9 @&-zeD(zO;r);VkEN

o 2_7” Z)k—H’

D) Al ser f € H(Q2) la férmula integral de Cauchy nos dice
que

1 f(§)
= d§; D = D(zp;7);0 <r <d

f(Z) 27_[_2 /aD (5 - Z) 572 E (ZO7T)7 r
Aplicando el lema anterior a F' := f,v = 9D, f tiene un desar-
rollo de Taylor alrededor de zy que converge en D(zy;7) y cuyos
coeficientes de Taylor vienen dados por

f(n)(zo)_ 1/ f(f)
op (€

= d
n! 211 — Zo)nﬂ S
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Cada eleccién de r, con 0 < r < d, genera la misma serie, la
convergencia de la serie hacia f se verifica en todo D(zy;d). Las

formulas de las derivadas f(*)(z) salen directamente del lema.

El Teorema de Cauchy para discos

Una funcion f € C(2) es localmente integrable en € si €
pueder ser recubierto por subconjuntos abiertos U tales que fiy
es integrable.

Teorema. Sea f € C(Q2). TFAE

(i) | € H(Q)

(i) Para todo tridngulo A C Q, [, f(§)d¢ = 0. (Teorema
de Morera)

(iii) f es localmente integrable en §)

(iv) Para todo disco D con D C ) se verifica

G
f(z)_m/@ - cl

(v) f es desarrollable en serie de potencias alrededor de cada
punto zy € 2

D) (i) = (i) es el teorema de Goursat.

i1) = (i4i) es el criterio de integrabilidad.

i) = (wv) es la Férmula Integral de Cauchy.

iv) => (v) es el desarrollo en serie de potencias.

v) = (1) es la derivacion de las series de potencias

Veamos (1i1) = (7). Sea 2y € ). Existe un disco abierto D
tal que zo € D C Q y f|p tiene una primitiva F' en D, es decir

F' = fip. F es infinitamente derivable en sentido complejo en

D, y por consiguiente f es holomorfa en D. Como conclusién f
es holomorfa en ).
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Holomorfia de las funciones definidas por integrales.
Sea g(w, z) continua en |y| x Q. Supongamos que Yw € |/,
g(w, z) es holomorfa en ). Entonces la funcion

h(z) == /g(f,z)dﬁ;z €N

es holomorfa en ).
D) La funcién h es continua en € (ejercicio). Sea A C ) un
tridngulo. Entonces

e
/7 ( / Ag(&s)ds) d

(la continuidad de g(w,z) en |y| x € permite intercambiar el
orden de integracién). Para cada £ € |v|, g(&, s) es holomorfa en

Q y por consiguiente [,, g(&,s)ds =0, es decir [,, h(s)ds = 0.

Teorema de Prolongacion de Riemann.

Sea A C , cerrado en Q y f € H(Q\A). Diremos que
f admite una extensiéon holomorfa (respect. continua) a €2 si
[ = Fj\4) para alguna funcién F' : ) — C holomorfa (respect.

continua) en .

Diremos que A C 2 es discreto si todos los puntos de A son
aislados.

Teorema. Sea A C ) discreto y cerrado en Q y f €
H(O\A). TFAE

(i) [ admite una extension holomorfa a <)

(11) f admite una extension continua a 2

(iii) f es acotada en un entorno de cada punto de A.

(iv) Para cada zy € A, lim,_ . (z — z9) f(z) = 0.

D) Las implicaciones (i)=(ii)==-(iii)==(iv) son obvias. Para
probar que (iv) implica (i), podemos suponer que A estd formado
s6lo por un punto zy = 0.
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Definimos las funciones

Por hipétesis ¢ es continua en 2. La identidad h(z) = h(0) +
2g(z) muestra que existe h'(0) = ¢g(0) = 0. Es obvio que h
es holomorfa en Q\ {0} por serlo f, y por consiguiente h es
holomorfa en €. Esto nos permite afirmar que h admite un
desarrollo de Taylor alrededor del 0

h(z) = ag + a1z + ag2® + ...

La condicién h(0) = A'(0) = 0 nos permite escribir h(z) alrede-
dor del 0 como
h(z) = 2*(ag + azz + ...)

Para cada z # 0, h(2) = 22f(z), luego la funcién

M 240

F(z):=
(2) as , 2=20

es una extensién holomorfa de f a Q.

Teorema de Identidad

Sea Q) un abierto y conexo de C y f,g € H(Q2). TFAE

(i) f =g en S

(11) El conjunto {z € Q: f(z) = g(2)} tiene un punto de acu-
mulacion en €2.

(i1i) Existe un zy € Q tal que para cada n = 0,1,2,3... se

verifica f™)(z9) = g (20).
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D) (i) implica (ii) es trivial. Veamos que (ii) implica (iii).
Sea h = (f —g) € H(?). Sea zy € Q un punto de acumulacién
del conjunto {z € Q: h(z) = 0}. Si para cada n = 0,1,2,3...se
verifica h(™(z) = 0 la prueba concluye. En caso contrario sea
m el menor entero tal que h(™(z) # 0. (Este entero m tiene
que ser positivo ya que si m = 0, entonces h seria constante
en un entorno de zy y dicha constante tendria que ser cero).
Luego h(z) = (2 — 2z9)"hm(2) en todo disco D centrado en z
con D C Q, y hy,(2) holomorfa en dicho disco con hy,(zg) # 0.
La continuidad de h,, nos garantiza la existencia de un abierto
U C €, entorno de zy, tal que h,,(z) # 0 para cada z € U.
Como consecuencia

{z€Q:h(z)=0}N(U\{2}) =0
lo que es una contradiccién con nuestra hipétesis.
Veamos ahora (iii) implica (i). Sea h = (f —g) € H(Q).
Para cada £ = 0,1, 2, 3...,sea

S = {z cQ:hW () = o}

Cada funcién h*®) es holomorfa en €, y por consiguiente cada
Sk es cerrado en ) y
S = NSk
es cerrado en (). Veamos que también es abierto en ). Sea

2 € S. Entonces para cada disco D centrado en 7y, con D C €,

la serie de Taylor a sociada a h en D es la serie nula. Por

consiguiente hfg) = (0 para cada k£ = 0,1, 2, 3..., lo que implica

que D C S. La hipétesis nos dice que S # (), y por consiguiente
S=Qyh=0en .

Observacion. Consideremos la funcion

e HE\ (1),

sin
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Sus ceros son

1
{mr i 'n € Z} :
nm —1
Este conjunto tiene al 1 como punto de acumulacién. No ob-
stante el 1 no pertenece al dominio Q2 = C\ {1}.
Foérmulas del valor medio. Desigualdades de Cauchy.

Si fe H(Q)y D := D(z;r) con D C £, entonces la férmula
integral de Cauchy nos dice que

16 =55 [ agzep

2 Jop € —

En particular se observa que el valor de f(z),z € D, se puede
calcular conociendo sélo el comportamiento de f en 0D. Si
2z = 2y, obtenemos

1 2w .
f(z) = — f(zo +re")dt; 0D =
2 0
2+ re,t € [0,27] ,igualdad del valor medio
De la igualdad anterior se deduce:

|f(20)] < |flop; desigualdad del valor medio

Las desigualdades de Cauchy son una generalizacion de
la anterior. Sea f € H(Q)y D := D(2y;7) con D C ). Entonces

Vk e NVz e D,

"
f(k)(z)‘ < k!W |flop con

d, :=d,(D)=min{[¢ — z| : £ € OD}

23



En efecto, la férmula integral de Cauchy para las derivadas nos
dice:

f(k)(z) . k! /a (5 f<€)k+1d§7z cD

Estimemos:
, f(§)
Max _—

| flop (min{|§ —z|: § € aD})ikil = |flop d;*,

y por consiguiente:

k! e
10| < 5 flop 2+ 27m =
k!#|f|aD;keN;ze D

Corolario. Sea f € H(Y) y D := D(zp;7) con D C Q. En-
tonces para todo k € N y para todo d, con 0 < d < r se verifica:

T J—
‘f(k)(z)‘ < k!w | flop V2 € D(z0;7 — d)
En particular si

f(z) = Zan(z — 20)",

y la serie tiene un radio de convergencia superior a r, tomando
limites cuando d — r, obtenemos:

MUY 0(r) = maa {1£)] < |2 — 2] = 1}

rn

la,| <

Teorema de Liouville
Cada funcion entera y acotada es constante.
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D) Sea
f(z) = Zan(z —29)"; 2z € C.

De las desigualdades de Cauchy se deduce que
Vr > 0,Vn € N1 |a,| < max{|f(2)|: |z| =1}
Sea M > 0 tal que |f(z)| < M, ¥z € C. Deducimos que
Vr > 0,Yn € N, 7" |a,| < M,

es decir,

Vz € C, f(2) = ag

Teorema de Weiestrass

Si una sucesion de funciones (f,) holomorfas en Q converge
en la topologia T., (de la convergencia uniforme sobre los com-
pactos de 1), hacia una funcion f, entonces f es holomorfa en

Q y para cada k > 1, la sucesién (f¥) converge en la topologia
7. f¥ en Q.

D) Ya sabemos que la hipétesis implica que f € C(£2). Sea D
un disco arbitrario contenido en €2 y A un tridngulo contenido
en D. La convergencia en la topologia 7. nos permite escribir:

f =Ilim fn=0.
0A o JoA

El Teorema de Morera nos dice que f es holomorfa en ) ya que
D es arbitrario.

Sean D(zp;r) C D(z0; R) C ;7 < Ry 7 la circunferencia
|z — 29| = R. La férmula integral de Cauchy nos dice que:

i) P = e [ O e € D)

- 2mi v (€=
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Estimemos:

£5(2) — ()] < Mt D

W, Z € D(Z(), 7“)

donde
M, = Sup{|fn(§) — f(E)] : 1§ — 2| = R}

La convergencia de (f,,) hacia f en la topologia 7. nos permite
afirmar que (M,) — 0, de lo que deducimos que

(fﬁ) — f uniformemente en D(zy;7).

Si K es un compacto de Q y 0 < r < dist(K,02), podemos
elegir {a1,...,a,} C K : K C U}_;D(aj;r). De la convergen-

cia uniforme de (fF) — f sobre cada D(aj;) se obtiene el
resultado.

Ceros de las funciones holomorfas.
Sea f holomorfa en un entorno de z; con

f(z) = Z an(z — 20)"; 2 € D, D disco centrado en 2

Def. Diremos que f tiene en 2y un cero de orden m, O, (f) =
m, si a, = 0 para cada n < m y a,, # 0. En particular

f(z) = (2 = 20)".g(2) con g holomorfa en Dy g(zy) # 0

Llamaremos ceros simples a los ceros de orden 1.
Observacion

O.,(f) =m = min {n L F () # O}

O, (f) >0 <= f(20) =0
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O.,(f) = 0o si f es idénticamente nula en un entorno de 2

Ozo(f) =0 si f(ZO) 3&0

Ejemplos:
f(z)=(z=1)",0:(f) =n
SineN O,(2")=0sl2#0
Sine€Z, Oy(sintz) =1
Multiplicidad.

v(f : z) = multiplicidad de f en zy := O,,(f — f(20))

Siempre v(f : z9) > 1.

V(f20) =n <00 [f(2) = fz) + (2 = 20)"F(2)

F(z) holomorfa en un entorno de zgcon F(zp) # 0

Y(frz0) =1 f(20) #0
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