Tema 2

Algoritmos de ordenacion




2.1 Algoritmos locales de

ordenacion




= S
InsertSort

m La idea de InsertSort consiste en tener los I-1
primeros elementos de la tabla ordenados entre
si al Iinicio de la iteracioén .

1 2 i-1 i i+1 N
o(1) |o(2) | .... |o(-1) |o() |o(@i+l) |..... [c(N)
NG g _ T
Ordenados Elemento a insertar

m En la iteracion | se coloca el elemento o(i) en la
posicidn correspondiente entre 1 e | de tal forma
gue pasan a estar ordenados entre si los |
primeros elementos de la tabla.

Elemento a insertar Posicidon de insercion Elemento insertado
v v v
1(3(6|712|5|4 1(3(3|6|7|5|4 112|3|6|7]|5|4

Ordenados Ordenados 3



" A
InsertSort

InsertSort(Tabla T, ind P, ind U)
paraide P+1a U,
A=TII]; S
j:i-l; l Operacion Basica (CDC)
mientras (j =2 P && T[j]>A);
TO+1]=TDJ;
J--
T[+1]=A;

m Observaciones:
El trabajo de bucle interno depende de la entrada
El trabajo sobre una entrada o sera:

N (0) :_ZN:nIS (o,1)

1=n,¢(c,i)Si-1



- S
InsertSort: casos mejor y peor

m Tenemos que 1=n(o,i)<i-1; por tanto se tiene que
Voedy:

Zles ZN:n,S (o) SZN:i 1= N-1<n, (o) < NN

2

m Caso peor
. 1 < -
Paso 1: Por lo anterior Voe2y Nis(c)sN(N-1)/2 s Wi (N)=N(N-1)/2
Paso 2: nig([N,N-1,N-2,.....,7])= N(N-1)/2
m Caso mejor

Paso 1: Por lo anterior Voe2.y Nig(c)2N-1

= B,s(N)=N-1
Paso 2: n¢([1,2,3,.....,N])= N-1



=
InsertSort: caso medio

m Elcaso medio paralS es

As (N) = Zp(o')nls (O')—m ans (O')— Z ans (o,1) =

oSN oeXy GeZN 1=2

N N

Z:Ni ZnIS(G1i):ZAIS(N’i)

1= ) 1=2 . . .
TEEN (I N° medio de operaciones que realiza
IS en la iteracion |

m Estado de la tabla en la iteracién i

1 2 -1 i i+1 N
c(1) |o(2) | .... |o(-1) |o(i) |o(itl) |..... | c(N)
N _/ T

YT

Ordenados Elemento a insertar

6




InsertSort: caso medio

m Observacion: al abordar IS la entrada o(i), ésta puede
acabar en las posiciones

i i-d, -2, o

haciendo respectivamente
1,2,3, ..., -1, ..., i-1leli-1
cdcs respectivamente

02,

Posicion Final | CDC perdidas (o(i)<o())) CDC ganadas (o(i)>c(j)) | Total CDC
i 0 1 (o(i)>o(i-1)) 1=i—i+1
i-1 1 (o(i)<o(i-1)) 1 (o(i)>0(i-2)) 2=i—(i-1)+1
-2 2 (o()<o(i-1), o(i)<o(i-2)) 1 (o(i)>c(i-3)) 3=i—(i-2)+1
e I-] 1 (o(i)>c(j-1) i—j+1
-3 (o()<o(i-1),..., o(i)<o(3)) 1 (o(i)>c(2)) i-2=i—3+1
-2 (o()<o(i-1),..., o(i)<c(2)) 1 (o(i)>c(1)) i-1=i—2+1
i-1 (o(D<o(i-1),..., o(i)<c(1)) 0 -1




=
InsertSort: caso medio

m Estoes,
Ng(i—))=1-j+1 si 1<jsiy ng(i—1)=i-1,
donde n(i—j) en el numero de CDC necesarias para
Insertar el elemento o(i) en la posicion j.

®Q: con que probabilidad acabara o(i) en la posicion j?
"Si las o son equiprobables, es razonable pensar que P(o(i)
acabeenj) =1l/iparatodojentrel el
"De aqui se deduce que el trabajo medio A5 (N, i) de IS
sobre la entrada i-ésima de una tabla de N elementos
serai/2 + O(1)
=Y por tanto A, (N) = N%/4 + O(N)
"En mas detalle ...



=
InsertSort: caso medio
m Recordamos que As(N.l)= Zp(J)n.s(l D,

donde p(j) es la probabllldad de que el
elemento o(i) termine en la posicion |.

m Asumimos por equiprobabilidad que p()) = 1/i
(j=1,2,...i) , con lo que se tiene:

Als(Nyi)_iZn,S(l J)_|:[Z(I J)]-I—(I 1)} -1 Ill

s Dado que AM=2AN.) " gystituyendo lo
anterior resulta:

Als(N):Z(i;]-'l'i;1j=%2i+zi;1= I\zll +O(N)

=1 =1

9



" A
InsertSort: caso medio
m Sabemos gque
W5 (N) = N2/2 + O(N)
A s (N) = N%/4 + O(N)
m Conclusion: IS es algo mejor qgue SS y que BS,

pero no mucho mas en el caso medio e igual en
el caso peor

m Q: hemos llegado al limite de eficacia en
ordenacion?

10



=
Cotas inferiores

m ¢ Cuanto podemos mejorar un algoritmo de ordenacion por
cdcs?

m Es decir ¢existe una f(N) universal tal que n,(c)2f(N) para
cualquier A?

m Obviamente se tiene que n,(c)2N, por tanto n,(c)=Q(N).
m ¢ Existe algun algoritmo que alcance esa cota minima?

m Siexiste ¢,cOmMo es ese algoritmo y en que condiciones la
alcanza ?

m Herramienta: medida del desorden de una tabla

11



"
¢, Como medir el desorden de una tabla?

m Las operaciones que realiza un algoritmo dependen del
orden de la tabla.

m ;,Como medir el orden o desorden que hay en una
tabla?.
m Definicion:
Decimos que dos indices i<j estan en inversion si o(i)> o())
m Ejemplo:
c=(32154)
1 2 345
= Inversiones de ¢=((1,2),(1,3),(2,3),(4,5)) => 4 inversiones.
m Inv(c)=4

En la practica decimos que “3 esta en inversion con 2" en vez de
que “los indices 1y 2 estan en inversion”

12



"
¢, Como medir el desorden de una tabla?

m Observaciones

inv(
Inv(
Inv(

1,2,3,.....,N-1,N])=0
5,4,3,2,1])=10

'N,N-1,N-2,...., 2,11)=N+(N-1)+....+2+1=N?/2-N/2

Obs: No puede haber ninguna permutacion con mas
Inversiones que 6= [N,N-1,N-2,....,2,1] ya que

inv([o(1), o(2)

b

..... 5(N)])= inv(c(1))+Hnv(c(2))+ ...+inv(c(N-1))+inv(c(N))<
N A\ A\

N-1 N-2 1
<(N-1)+(N-2)+.....+1=N2/2-N/2

13



"
Cotas inferiores para algoritmos locales

Definicion: Un algoritmo de ordenacion por comparacion
de clave (CDC) es local si por cada CDC que realiza el
algoritmo se deshace alo sumo una inversion.

InsertSort, BurbujaSort y (moralmente) SelectSort son
locales

Obs: Si A es un algoritmo local, el nUmero minimo de
CDC que realizara A sera el numero de inversiones que
tenga la tabla a ordenar o, es decir n,(c)2inv(c).

Caso peor: Si A es local, W, (N)2N?/2-N/2

W, (N)Zn,(IN,N-1,N-2,...,2,1]) Zinv ([N,N-1,N-2,...,2,1]) =N2/2-N/2

Consecuencia: IS, BSy SS son optimos en el caso
peor entre los algoritmos locales "



" A
Cotas Inferiores en el caso medio
m Definicion: Si ce2 definimos su traspuesta, ctcomo
cl(i)= o(N-i+1).
m Ejemplo 6=[3,2,1,5,4] entonces ¢'=[4,5,1,2,3]
m  Observaciones:
B (Gt)t: o)
s inv([3,2,1,5,4])+inv([4,5,1,2,3])=3+7=10=(5*4)/2
s inv([5,4,3,2,1])+inv([1,2,3,4,5])=10+0=10=(5*4)/2
m Proposicion: Sice
Inv(o)+ inv(o')=N(N-1)/2
Demo: Si1<i<j<N, obien (i,)) esinversion de ¢ 0
(N-j+1, N-i+1) lo es de &t

15



Cotas inferiores en el caso medio
m SiAeslocal Ay,(N)2N?/4+O(N)

A local

AL(N) = ZHA(G) > — Zlnv(a) =— Z(inv(a) + inv(at)):

GEZ N GGZN

GGt

I\|2+O(N)

1 N(N 1) 1 N(N ~1) N!
Y O_ZG: - 2

A

m [nsertSort es optlmo para el caso medio

entre los algoritmos loca

es.

Los algoritmos locales c

e ordenacion son

poco eficaces.

36—




"
En esta seccion hemos aprendido...

m El algoritmo de ordenacion InsertSort, asi
como el calculo de sus casos mejor, peor
y medio.

m E| concepto de algoritmo de ordenacion
local, asi como sus cotas inferiores para
los casos peor y medio.

17



a _ J.Dorronsoro, P. Varona, C. Aguirre v Escuela Politécnica Superior
Herramientas y tecnicas a trabajar ...

m Funcionamiento de InsertSort
m Evolucion de algoritmos locales

m Casos peor, medio y mejor de InsertSort y
algoritmos similares y variantes

m Deteccion y cuenta de inversiones en
permutaciones

m Rendimiento de algoritmos locales en
permutaciones concretas

m Problemas a resolver (al menos!!) :
32, 33, 34, 35, 37, 39, 40, 44, 45, 46
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2.2 Algoritmos recursivos

de ordenacion

19



"
Metodos divide y venceras (DyV)

m Laidea de los algoritmos divide y venceras es la
siguiente:
Partir la tabla T en dos subtablas T, y T,
Ordenar T, y T, recursivamente.
Combinar T, y T, ya ordenados en T también ordenada.

m  Pseudocodigo general de algoritmos DyV

DyVSort(tabla T)

si dim(T)<dimMin :
directSort(T);

else :
Partir(T,T,,T,);
DyVSort(T1);
DyVSort(T?2);
Combinar(T,T,,T,);

= Una primera opcion es implementar una funcion Partir
sencilla y una funcion Combinar complicada.

m Resultado: MergeSort. 2o



"
MergeSort

si P>U:
devolver ERROR;

devolver OK;

else;

MergeSort(T,P,M);
MergeSort(T,M+1,U);

status MergeSort(tabla T, ind P, ind U)

si P==U: //tabla con un elemento

M=| (P+U)/2; /| partir”

devolver Combinar(T,P,M,U); -«

Va a requerir memoria dinamica

21



MergeSort
m Ejemplo

<

=

€

S 7§

NosS 7" CNEo0/ 8

...... (O

Sas_ /EY
Y0

ST~

5,/
Nz "5
||||| S m3
:u%/;S\xm

22
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Combinar

123456

Combinar
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"
MergeSort: Combinar

status Combinar(Tabla T,ind P,ind U,ind M)

T'=TablaAux(P,U); < Tabla :
Si T'==NULL: devolver Error; indice:
I=P;j=M+1;k=P;
mientras isM y j<U:
| » si T[i]<T[j]: TIKI=T[i];i++;

Operacién else: T'K]=T[j;j++;

Basica de K++:

Sgﬁﬁﬂ'gar sii>M:  // copiar resto de tabla derecha

mientras j<U:
TKI=T(L++k++;

mientras isM:
T[K]=TIif;i++;k++;
Copiar(T,T,P,U); «

Free(T);
devolver T;

else si: j>U: /[ copiar resto de tabla izquierda

Copia]
entre Iq

auxiliar con
5dePaU

MenT
ps indices Py U

23



T[1]<T[4]
I++ k++

T[3]>T[4]
j++,k++

T[2]<T[5]
I++ k++

T[3]>T[5]
j++,k++

T[3]<T[6]
I++ k++
I>M

Finalmente copiamos T en T y liberamos T’

l )
123::456 ’ 2 34 5 6
T[135246 T
Iij Kk
2 34 5 6 2 34 5 6
T 35;246 T
| i J k
2 314 5 6 2 34 5 6
T 35:’246 T 2
i K
2 314 5 6 2 34 5 6
T 35;246 T 2 3
¥ J k
2 314 5 6 2 34 5 6
T 35:’246 T 345
] k
2 314 5 6 2 34 5 6
T 35}246 T 2 345
] [

24



" A
MergeSort: Rendimiento
m  Observaciones
OB: en Combinar T[i]l<T[j]
nMS(O-): nMS(O-i)-I' nMS(O-d)+ nCombinar(o-’ O O-d)
tamafio (¢)=/N/2 /; tamafio (o,)=/N/2_/
INI2_/2n cympinar (0, &, 0y)SN-1
m Con estas observaciones se tiene:
W,,s(N) € W,,s(/N/2 /) + W,,o(/N/2_/) +N-1;
W,,5(1)=0.
m  Primer ejemplo de desigualdad recurrente.
CG: T(N)<T(N,) + T(N,) + .....+ T(N) +f(N), con N<N
CB: T(1)=X (X constante).

25



" S
MergeSort: Rendimiento, caso peor

m ¢, COmo se resuelve una desigualdad recurrente ?

Paso 1: Se obtiene una solucion particular, por ejemplo
sobre un caso particular facil de calcular.

Por ejemplo en el caso de MS, se toma N=2k

m En el caso de MS, tomando N=2k se tiene la desigualdad
recurrente

Wis(N) = 2W,,s(N/2)+N-1y Wy,5(1)=0

m Desarrollando en cadena la expresion anterior se obtiene
W,,s(N) £ Nig(N)+O(N).

Paso 2: Se demuestra que la expresion obtenida en el

paso 1 es valida para todo N mediante el método de

demostracion por induccion.

Nota importante: Se recomienda ver el desarrollo anterior para ambos
pasos en clase o en los apuntes de la asignatura.

26



"
MergeSort: Rendimiento, casos peor y medio

m  Por unrazonamiento similar al del caso peor se tiene que
Bs(N) = B, N/21) + By, (LN/2]) + LN/2] y
Bys(1)=0

m  Tomando, de nuevo N=2k se obtiene la ecuacion
recurrente By s(N) 2 2B,,5(N/2)+N/2 'y B,,5(1)=0

m Resolviendo ladesigualdad anterior se obtiene:
Bys(N) 2 (1/2)Nig(N)

m Para estimar el caso medio observamos que:

(1/2)NIg(N) < Bys(N) < A,s(N) = W,,5(N) < NIg(N)+O(N), con
lo cual se tiene que: A,5(N)=0(NIg(N))

m  Elrendimiento es bueno, pero el algoritmo necesita
memoria dinamica y ademas tiene costes ocultos en la
recursion 27



" S
QuickSort

m  En Quicksort (QS), se parte de una funcidn
Partir complicada gue hace innecesaria una
funcion Combinar.

m Laidea de Partir en QS consiste en elegir una

elemento M=T[m] de la tabla a ordenar (pivote).
m T[ras Partir los elementos de la tabla quedan

ordenados respecto a M
=>no hace falta Combinar.

Ejemplo:

M=T[1] —— m

T[2]

T[3]

T(N]

Partir

T[1]

T[2]

Tli-1] | M

T[i-1]

T[N]

<M —

I—>>|\/|

28



QuickSort: pseudocodigos

status QS(tabla T, ind P, ind U)
si P>U:
devolver ERROR,;
si P==U:
devolver OK;
else:
M=Partir(T,P,U);
si P<M-1:
QS(T,P,M-1);
si M+1 < U:
QS(T,M+1,U);

devolver OK;

ind Partir(tabla T, ind P, ind U)
M=Medio(T,P,U); <«— Pivote
k=T[M];
swap(T[P], T[M]);

M=P;
paraide P+1 a U:
si T[i]<k:
M++:
swap(T[i], T[M]);
swap(T[P], T[M]);

devolver M;

29




" S
QuickSort: Eleccion del pivote

m El pivote se puede elegir de varias
Mmaneras.
El primer elemento (devolver P).
El dltimo elemento (devolver U).

La posicidn que estad en mitad de la tabla
(devolver (P+U)/2).

Una posicion aleatoria entre el primer y
ultimo elemento de la tabla (devolver
aleat(P,U)).
m No se garantiza que el valor del pivote
sea aproximadamente el valor medio de
la tabla

30



Ejemplo

1 2 3 4 5 6
4/5[3]1]6]2
45[3]1]6]2
4]5[3]1]6]2
413]5]1]6]2
4/3[1]5]6 ]2
4(3]1]5]6 ]2
e S D

413[1]2]6]5
2[3]1]4]6]5

M=1,k=4
swap(T[1],T[1])

T[2]>k

T[3]<k, M=2
swap(T[2],T[3])

T[4]<k, M=3
swap(T[3],T[4])

T[5]>k
T[6]<k, M=4
swap(T[4],T[6])

swap(T[1],T[4])

devolver 4

31



"
QS: Rendimiento en el caso peor
m  Observaciones
OB: en Partir “si T[i]<k”
Nos(0)= Nas(0)+ Nos(Gy)* Nparir(S)
Np.i(G)=N-1 (Si Medio devuelve P, ny,.4i,(c)=0)

m  Entonces, si g; tiene k elementos, o4 tiene N-1-k elementos y

por tanto

Nos(c) S N-1+ W (k) + W(N-1-k)

S N-1+ max - 1 na { W(K) + W(N-1-k) }

m Esto es,

W(N) = N-1+ max,_; ..., na { W(K) + W(N-1-k) }
I Y se puede demostrar por induccion gue

W(N) < N?/2-N/2

32



"
QS: Rendimiento en el caso peor

m  Pero ademas Wqg(N) > N4/2-N/2.
Consideramos T=[1,2,3,....., N]

[1,2,3,....., N]
Partir——— N-1 cdc

< O\

3 [23,.....N]
Partir—— N-2 cdc

m  Por tanto se tiene: [3,5---{_ N]

arur
an([1,2,3,,N])= / \\
(N-1)+(N-2)+.....+1= %) “x
N2/2-N/2 [N-1,N]

Partir——— 1 cdc
\
é/ (N]




"
QS: Rendimiento en el caso medio

m  De nuevo tenemos Ngs(c)= Ngs(o)+ Ngs(og)+ N-1.

m Aproximamos Nog(c;)=Aqs(i-1) Y Nos(o4)=Aqs(N-1) con lo
que obtenemos Nyg(c) =Ans(i-1) + Ags(N-I) + N-1.

m Y obtenemos la igualdad recurrente aproximada
1Q : .
Ags (N) =(N —1)+WZ[%S (=1 + Ay (N =1)]
=1
A1) =0

m  Se puede demostrar

Aos (N) =2Nlog(N)+O(N)

Nota: Se recomienda seguir la demostracion de lo anterior en la pizarra o
en los apuntes de la asignatura.

34



"
En esta seccion hemos aprendido...

m Los algoritmos Quick y MergeSort

m Sus ecuaciones de rendimiento en los casos peory
medio

m Como resolverlas

m COmo escribir la ecuacion de rendimiento de un
algoritmo recursivos
m COmo efectuar estimaciones de ecs. recurrentes
Intuyendo soluciones particulares en algunos casos

Desplegando para estimar una solucidon general o
particular

Estimando el caso general por induccion



a _ J.Dorronsoro, P. Varona, C. Aguirre v Escuela Politécnica Superior
Herramientas y tecnicas a trabajar ...

m Funcionamiento de MergeSort y QuickSort

m Casos peor, medioy mejorde MSy QS y
variantes

m Estimacion del crecimiento de funciones en
desigualdades recurrentes

m Determinacion de ecuaciones de rendimiento de
algoritmos recurrentes y su resolucion

m Problemas a resolver (al menos!!) :

63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 74, 75, 76,
/8, 79
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2.3 HeapSort




HeapSort

Definicién: Un heap (montdén) es un arbol binario
guasicompleto (es decir, solo tiene huecos en los elementos
mas a la derecha del ultimo nivel).

AN A AN

Arbol binario Arbol binario Arbol binario
completo quasicompleto (heap) (no heap)

Definicion: Un Max-heap es un heap tal que V subarbol T'de T
se tiene info(T’)>info(T";), info(T"y)

7
Ejemplo: 6/ \5

/SN /N

4 3 2 1

Observacion: Un max-heap es facil de ordenar.
38



Ordenacion de max-heap.

Se intercambia el nodo de la raiz con el nodo inferior derecho

Se mantiene la condicion de max-heap con el nodo recién
colocado en la raiz.

6/7\5 IS8R SN AN

6 5 5 4 5
/ \ / \ VAR VAR (Qj / \ / \ / \
4 3 2 1 4 3 2 7 4 3| 2 7 @ 3 2 7
A2y 2 3 AN
4 4 4 2 @ 2
7 7\ / N\ / N\ /N / \
1 3 6 7 1 3 6 7 1 5 6 7 1 5 6 7
ZON 3 52 AN
2 Q_j 2 1 3 1 3
/ \\ // \\ / \ 7\ \ / \ / \
4 5 6 7 4 5 6 7 4 5 6 7 4 5 6 7

39



"
HeapSort: Ordenacion en tablas

m Observaciones:

Si recorremos el arbol resultante al final de arriba a abajo y de
Izquierda a derecha se tiene una tabla ordenada

Los nodos de un heap se pueden colocar en una tabla de tal
forma que el método sea in-place.

07
N
6 5

Ejemplo: /7 (6 (514|132 |1
3 / \4 5 / \6
4 37 72 1
0 1 2 3 4 5 6
0
7 71654321
167 g (T[0],T6))
> sSwap .
/" \ /' \'
34 34 52 1 0 1 2 3 4 5 6

1654327”|




" J
HeapSort: Posiciones en tablas que contienen
max-heaps
m Padre —Hijo izquierdo y Padre —Hijo derecho

P H, Hp

o |1 |2 Padre Hijo I1zg | Hijo der
sl A N 2+1 | 2j+2
2 5 6

m Hijo —Padre

H |P

Hijo Padre
j L(-1)/2]

Ol |]WOW[IN]|PEF
NIN|IFP[[FR]|O]|O

41




"
HeapSort: Creacion del heap

m  El proceso anterior permite ordenar un heap

m ¢Como podemos crear un heap a partir de una tabla dada?

Se mantiene la condicion de heap en todos los nodos internos

(nodos gue tienen al menos un hijo), de derecha a izquierda y
de abajo arriba.

Ejemplo:
jemp A BN S
2 @) 7 5 7
/ \ / \ /N 7\
4 5 6 7 4 5 6 3 4 2 6 3
01 2 3 45 6 01 2 3 45 6 01 2 3 4 5 6
112|13|4(5|6]|7 112|7(4(5|6]|3 115|7(4(2|6]|3
V4
- PEAN
5 5 6 ya es un heap
/A /N /N
4 2|6 3 4 2 1 3
0 1 2 3 45 6 0 1 2 3 45 6
715(114|12|6|3 71561412113 42




"
HeapSort: Pseudocodigo

— HeapSort
HeapSort(tabla T, int N) — heapify
CrearHeap(T,N); _ _ o
OrdenarHeap(T,N): heapify(tabla T,int N,ind i)
mientras ( 2*i+1 < N-1) :
B ind=max(T,N,i,izq(i),der(i));
CrearHeap if (ind # i) :
CrearHeap(tabla T, int N) swap( All], Alind] ) ;
si N==1: I=ind;
volver : else :
paraidel(N-2)/2]ao0: return;
heapify(T,N,1);
Donde la funcion max(T,N,i,izq(i),der(i))
— OrdenarHeap devuelve el indice del elemento de la tabla

T que contiene el valor mayor entre

OrdenarHeap(tabla T, int N) i, izq(i), der(i)
paraideN-1lal:
swap(T[O], T[i]);

heapify(T,i,0);
43




"
Profundidad de Heaps

m Observacion: Si T es un heap con N nodos, prof(T)=

Llog(N).
N° de nodos N |Ejemplo de Heap Prof.
1 o 0

2,3 1
VAN

4,5,6, 7 2
Ad
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HeapSort: Rendimiento
m  Observaciones:

nHeapSort(T):nCrearHeap(-I_)'|'nOrdenarHeap(T)

El nimero maximo de cdc que CrearHeap y
OrdenarHeap realizan sobre un nodo es prof(T)

prof(T)=Llog(N).] pues T es quasi-completo
earieap(TVSN LIOG(N)] Y Morgenaan(T)<N LIOG(N).

Wis(N)=O(Nlog(N))
Nerearteap ([1,2,---,N])=Nlog(N) "~ Whs(N)=0(Nlog(N))
El método seguido no es recursivo

Es el método de ordenacidon mas eficaz hasta
ahoral
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En esta seccion hemos aprendido...

m El concepto de Maxheap y su construccion
m E| algoritmo HeapSort y su rendimiento

Herramientas y técnicas a trabajar

m La construccion de Maxheaps

m La aplicacion del algoritmo HeapSort

m Problemas a resolver (al menos!!) :
83, 90



2.4 Arboles de decision
para algoritmos de

ordenacion
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Cotas inferiores para algoritmos de
ordenacidn por cdcs

Hasta ahora el mejor algoritmo de ordenacion
por cdcs es HeapSort

Ningun algoritmo de ordenacion va a tener un
coste mejor que BO(N)

Pregunta: ¢ hay algoritmos de ordenacion de
coste mejor que O(Nlog(N))?

Respuesta: NO al menos si trabajamos sobre
cdcs

Herramienta: arboles de decision
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Arbol de decision: Ejemplo InsertSort
T @@@
_ .2\
ol POE
A
L@ ® @@@ IO @@@
7N\ A
LE® 60w 0L W

1 3 2 2 3 1 31 2 3 2 1
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Arbol de decision: definicién

m  Si A es un algoritmo de ordenacidon por comparacion de
clave y N es un tamano de tabla, se puede construir su
arbol de decision T,N sobre ZN cumpliendo las
siguientes 4 condiciones:

Contiene nodos de la formaji:j|(i<]) que indica la cdc
entre los elementos inicialmente en las posiciones |

yJ.

El subarbol izquierdo de i:j en [T, contiene el resto
del trabajo (cdcs) que realiza el algorltmo Asii<].

El subarbol derecho de i:j en [T} contiene el el resto
del trabajo (cdcs) que realiza eI algoritmo A si | > .

A cada ce2y le corresponde una Unica hoja H  en
T Ny los noaos entre laraiz y la hoja H_ son las
suceswas cdc que realiza el algorimo A al recibir la
permutacion o para ordenarla.
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Ejemplo de arbol de decision: BurbujaSort

B@@@

@B@@/ \@E\@@
2 U N

DG O @OGE @2@3@

AN S

DEE OO ® @0 @e® @

1 3 2 2 3 1 2 1 3 31 2 32 1

B=Burbuja

3
TBS

Imposible
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Arbol de decisidn: consecuencias

1. El ndmero de hojas en T,N es NI =2

2. Na(oc)=n°de cdc=profundidad de la hoja
H.enT,N

() = prof,, (H,)

3. Por tanto:

W,(N)=maxn, (o) =max profTAN (H,)

oeXy oeXy



Cota inferior en el caso peor |

m ¢(Cual eslaprofundidad minima de un arbol
binario de H hojas?

N° de hojas H | ABMinimo(H) Prof.
1 ° 0
2 N\ 1
3 /<'\ 2
4 /<>\ 2
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Cota inferior en el caso peor |l

m Parece que la Prof Minima de un AB con
H hojas es | log(H) |
m Para el caso peor se tiene:
W, (N) = max profTAN (H_) > prof min de ABcon N!hojas

oeXy

= log(N!) |

m  Como sabemos que log(ND)=B(Nlog(N))
se tiene que W,(N)=Q(Nlog(N)).

m HeapSort y MergeSort son optimos para
el caso peor.
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Cota inferior en el caso medio |

B [enemos

AN) = T ny(0) =~ 3" prof, ()

oeXy HeTy

m LuegoA,(N)=PM_...(N) donde
PM,..(K) = min {prof media(T): T AB con k hojas}

m Pero prof media(T):E Zprof(H):%LCE(T)

conk hojas HehojasdeT

m LCE: Longitud de Caminos Externos
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Cota Inferior en el caso medio I

B [enemos

AA(N)Z%LCEmm(N!)con

LCE_. (k) =min{LCE(T):T tiene k hojas }

min



=
Cota inferior en el caso medio Il
m Estimamos LCE, (k)

k T Optimo LCE, (k)

1 * 0

2 N\ 2(1+1)

3 /<\ 5(2+2+1)

4 m 8(2+2+2+2)

5 /<<>\ 12(3+3+2+2+2)
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Cota inferior en el caso medio IV
m  Se puede demostrar (ver apuntes o clase)
LCE,,.,(k)=Kl log(k) l+k-2 leg()]

m Dado que 1
AL(N) 2 < LCE , (N!) =

1 MlogND 1) 2flog('\'!ﬂ _
m(N!Flog(l\l!)h N2 )—|_Iog(N!)_|+1— T

| log(N!) | = Q(N log( N))

m Sesigueque | A.(N)=Q(Nlog(N))
m MS, QS y HS son optimos para el caso medio.




"
En esta seccion hemos aprendido...

m E| concepto de arbol de decisidon para un
algoritmo de ordenacion por cdc

m A construir un arbol de decision para un
algoritmo de ordenacion por CDC.

m Las cotas inferiores para los algoritmos
de ordenacion por CDC

B COmo se obtienen mediante el uso de
arboles de decision.
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Herramientas y técnicas a trabajar

m La construccion de Arboles de Decisién
para tablas de 3 elementos

m La construccion de Arboles de Decision
parciales para tablas de 4 elementos

m Problemas a resolver (al menos!!) :
92, 96, 97, 100, 101, 102, 103, 106



