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Resumen

El analisis de variable real es, junto con el algebra, la herramienta basica con la que todo ma-
tematico comienza a formarse, y es por ello que desde el principio de su aprendizaje debe tener plena
consciencia y dominio de las herramientas que ha de necesitar para otros campos de la matematica
més complejos y abstractos.

Este manual contiene la transcripcién de las clases de Andlisis de variable real, impartidas por
el catedratico de Matematica Aplicada D. Anibal Rodriguez-Bernal durante el curso 2011-2012, a
los alumnos de sendos dobles grados de la Facultad de Ciencias Mateméticas de la Universidad
Complutense de Madrid.

Esperamos que estas breves notas ayuden al estudiente en sus inicios, al desarrollar completas
muchisimas de las demostraciones, y que con el tiempo el alumno adquiera la destreza necesaria
para, por si mismo, obtener resultados de las demostraciones que en ocasiones, por analogia, quedan
incompletas. Se incluyen ademas méas de 200 ejercicios con lo que el matematico amateur podré no
sélo ejercitar los contenidos aprendidos, sino también ampliar la teoria.
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Introduccion

Comencemos introduciendo brevemente las notaciones y convenios que seguiremos a lo largo del desarrollo
de estas notas.

¢Por desarrollar?
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Capitulo 1

Conjuntos de nimeros

1.1. Introduccién. Estructura y orden del cuerpo
Distinguimos, en primer lugar, los siguientes conjuntos:
= Los nimeros naturales, designados por NN = {1,2,3...}

= Los ndmeros enteros, designados por Z. Z ={...—2,-1,0,1,2,...}

Los niimero racionales, desigados por Q. Q = {g np,q€Z,q# 0}

Los niimeros reales, desigandos por R, en el que se incluyen todos los decimales.
= Los ntmeros complejos, designados por C, que ademas incluye los imaginarios.

Luegoesclaroque NCZC QCRCC

1.1.1. Operaciones. Adiccion y producto

Definicién 1. Propiedades de la adicién sobre un conjunto.

1. Operacion interna, esto es, todos los elementos de la suma son del mismo conjunto, al igual que el resultado.
Es decir que la suma +: K x K - K

2. Propiedad conmutativa: Va,b e K a+b=b+a

3. Propiedad asociativa: Va,b,c € K (a+b)+c=a+ (b+c¢)
4. Elemento neutro: a +0=a Va € K

5. Elemento opuesto: a + (—a) =0 Va € K

De estra operacién se obtiene su opuesta, la sustraccién: a+ (—b) = ¢. C,R,Q y Z poseen estas propiedades,
luego forman por ello un grupo conmutativo. Los niimero naturales s6lo cumplen las tres primeras.

Notacion. Designamos por K a un cuerpo arbitrario.
Definicién 2. Propiedades del producto sobre un conjunto
1. Operacién interna: (+) : K x K - K
2. Propiedad conmutativa: Va,b € K a-b=0b-a
3. Propiedad asociativa: Va,b,c € K (a-b)-c=a-(b-c)
4. Elemento neutro: a-1=a Va € K
5. Elemento inverso: a-a™! =a-1 =1 Va € K\ {0}

De esta operacién se obtiene su opuesta, la divisién.
Ademds, ambas operaciones tienen en comun una propiedad: la distributiva. Va,b,c € K a(b+¢) = ab+ ac
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1.1. Introduccién. Estructura y orden del cuerpo

1.1.2. Consecuencias de la estructura de un cuerpo
Sélo validos para Q,R y C

Proposicion 1. Consecuencia de la estructura de un cuerpo

1. El elemento neutro de la adicion y el producto es inico.

2. 8x+a=a=x=0

3 Six-a=a,a#0=>zc=1

4. 2-0=0 Ve e K

5. —x=(-1)x

6. La ecuacion x + a = b, conocidos a,b, tiene una unica solucion. Si a # 0, entonces la ecuacion ax = b
tiene una unica solucion.

7. Siab=ac=b=c

8 Siab=0=a=06b=0

9. Sia#0yb#0=> 4L =121

Demostracion.

1. Para el caso de la adicién: Supongamos que hay dos elementos neutros para la adicién. Sean e, y e!, esos
elementos neutros. Entonces: a = a + e, = a + e}, = e, = e},. Para el del producto es andlogo.

2.z4+a+(—a)=a+(—a);z+(a—a)=0;2=0

.z a-Ya=a-Yazx(a-Ya)=1=2=1

4.0=0402z-0=2(04+0)=2-0+2-0—=2-0=2x- -0+ z-0, que sumando el opuesto a ambos lados:
(—z-0)4+2-0=2-0+2-0+(—2-0)=0=2-0

5. Sumamos el opuesto de (—z) y sacamos factor comin: —z = (—1)z; —z4+2 = (1) 24+x — 0 = z(-1+1) =
0 =z -0. Como se cumple 4., 5. se cumple.

6.

7. %ab: %ac:b:c

8. Supongamos que a = 0, entonces todo perfecto.
Ahora, su suponemos que a # 0 — éab =0=b=0

9. Partimos de que ab =1;b (%) =4, L =1.1 5 L 1.4

1.1.3. Propiedades de orden
Existen un subconjunto P € R P = {p € R,p > 0}.

= Sia,be P=a+beP

= Sia,be P=abe P

a€P

» Tricotomia de orden. Sia € R=<a=0

—a€P

Notacion. a >0 a€Pya<0<s —a€eP

Definicién 3.
Sean a,b € R

1.
2.

a>bsia—b>0

a>bsia—b>0,estoes,a—be PU{0}

Doble grado Informética-Matematicas. Universidad Complutense de Madrid 8



1.1. Introduccién. Estructura y orden del cuerpo

1.1.3.1. Consecuencias de las propiedades de orden

Proposicion 2. Consecuencias del orden

1.a>a,a—a=0€ PU{0} Va € R

Sia>byb>c, entoncesa > ¢
Sia>byb>a, entonces a =b
Sia>0byb>c, entonces a > ¢
Sia # 0, entonces a®> > 0
1>0

SineN n>0

© % N S & e

c>0 = ac>be

10. Sia>by c<0 = ac<bc
11. Sia>0yb<0=ab<0

a>0=1a>0

12. 5 a<0=1a<0

13. Sia>b=a< L <b

14. Si0<a<e Ve>0=a=0

b
15 Siab>0=427% 020 o b 20
a<0, b<O
<0, b>0
16. Siab<0=1{" La#£0,b%0
a>0, b<0

17. Sia>b>0ya>c>0=ac>bd

2<b2

18. Si0<a<b:>{clb 1
v S 4

a>1=1a<1

19. 5i a<l=1a>1

20. Sia>1=1l<a<a’<ad®<...<a”
Sia<l=1>a>a’>a®>...>a"

Demostracion.

1. Trivial

Sia > b, entoncesa+x >b+ =z Ve € R

Sia>byc>b, entoncesa+c>b+d

Va,b,c,d € R

Vn e N
Vn € N

2.a-bePU{0}yb—cePU{0}, (a—b)+(b—c)e PU{0},a—ce PU{0}=a>c

3.a—bePU{0} yb—ac PU{0}.

b—a=—(a—b), por tricotomia, si @ — b > 0, su opuesto no puede serlo.

a—b=0 OK!

—(a—=b)¢P =a=b

a—beP
{a—b;«éO

4. Similar a 2.

5. Sia>0=a-ae P=a>>0

Sia<0=-a€P=(-a)(—a)e P=a>>0

Doble grado Informética-Matematicas. Universidad Complutense de Madrid 9



1.1. Introduccién. Estructura y orden del cuerpo

6. Por5,1-1>0

7.1>0=2>1>0=3>2>1>0
Sea S={keNnk>0} Entonces 1€ S.Sike Sek>0k+1>1>0=>k+1€S

8.Sia—b>0€P=(a+z)—(b+z)>0€P=a+zx>b+z
9. Tenemos quea—b>0yc—d>0,luegoa—b+c—d>0=(a+c¢)—(b+d)>0=a+c>b+d

10. Sia>b=a—-b>0yc>0=c(a—b)>0=ac—bc>0= ac>bc
Sta>b=a—-b>0y —¢c>0= —c(a—b) >0= —ac+bc>0=bc>ac

11. Comoa >0y —b> 0= a(—b) > 0= ab <0, por 10.

12. Para a > 0, supongamos que /a < 0= a-1/a =1 <0, lo cual es absurdo. Luego sia > 0= 1/a > 0
Para a < 0, supongamos que 1/a > 0= —a-1/a = —1 > 0, lo cual es absurdo. Luego si a < 0 = 1/a < 0

13. Comoa<b=a+a<a+b=>2a<a+b=a< ‘IT“’
Por otro lado, com0a<b:>a+b<b+b:>a+b<2b:>“7+b <b
En particular, si 0 < b= 0 < b/2 < b, lo cual quiere decir que no hay un menor niimero positivo.

14. Si @ > 0, por ejemplo supongamos 0 < ¢/2 < a, llamando ¢ = ¢/2, tenemos que 0 < ¢ < a, lo cual
contradice la hipdtesis. Entonces, a = 0

Consecuencia 1: Sia<b+¢e Ve>0=a<bd
Consecuencia 2: Sia—e <b Ve>0=a<b

15. Sia>0=1a>0= Ya(ab) >0-(ab) =b>0
Sia<0=1a<0=1Ya(ab) >0-(ab)=b<0

16. Paraa <0, Y/a <0 = Ya(ab) >0=0b>0
Paraa >0, 1/a > 0= 1a(ab) <0=5b<0

a—b>0 . cla—b)>0-c=ac—ab>0
c—d>0 b(c—d)>0-b=bc—bd >0
ac—>bd > 0= ac—bd

17. Como ,que al sumar, queda: ac — bc + bc — bd > 0 =

18. Si b? > a? = bv? —a? > 0= (b—a)(b+a) > 0. Como, por hipétesis, tenemos que b — a > 0, entonces
b+ a > 0 también.
. 1_ 1
Anélogo para § < -

19. @ > 1 > 0, multiplicando por el inverso de a a ambos lados: a - 1/a > /a = 1 > 1/a
De la misma forma 0 < a <1 =a < 1= a—1 <0, y al multiplicar por el inverso de a: /a(a — 1) < 0 =
1-— 1/(1 =>1< 1/a

20. Caso a > 1: a > 1, luego a - a > a = a® > a. Entonces a® - a > a-a = a® > a®...
Casoa <1l:a<1,luego a-a < a= a’® < a. Entonces a®>-a < a-a= a> < ad’...

1.1.3.2. El principio de induccién

Definicién 4. Buen orden

Un conjunto A se dice que tiene un buen orden, si y sélo si, existe a € A tal que a < b Vb € A, es decir,
existe un elemento que es menor que todos los demés del conjunto.

Todos los subconjuntos de N poseen esta propiedad.

Proposicion 3.
Si S C N:

1.1eS

22.keS=k+1€S=5=N

Doble grado Informética-Matematicas. Universidad Complutense de Madrid 10



1.2. Propiedades de los niimeros reales

Demostracion. Supongamos que S C N. Entonces:

Sea A=N\S, A#£(

Por la propiedad de buen orden, 3m € Anm < a Va € A. Dicho m no puede ser 1, yaque 1 € S, y
hemos construido A eliminando S de los nimeros naturales. Luego: 1 ¢ A=m#A1=>m>1=>m-1<m=
m — 1€ S, porque si m es el primer elemento de A, m — 1 no estd en A, sino que esta en S.

Inferimos ahora que el sucesor de m — 1 estd en S = (m—1)+1 € S = m € S. La conclusién entra en
contradiccién con la hipdtesis inicial.

Como m lo obtuvimos suponiendo que N\S # (), esto resulta ser falso, con lo cual N\S = = N = S. O

Proposicion 4. Principio de induccion
Sea P(n) una propiedad que se cumple para n € N. Si P(1) es cierta, P(k) es cierta si y sdlo si P(k+1).

Demostracion.
. 1es
S = {kn P(k) es clerta} = q =S
SikeS=k+1€S

[
Z,
O

1.2. Propiedades de los niimeros reales

1.2.1. Desigualdades notables

Proposicion 5. FEcuacion de sequndo grado.
Si se tiene ax® + bx + ¢ = 0, para ciertos a,b,c € R, a # 0, entonces

—b+ Vb? — dac
r=-————+¢
2a
Demostracion. Dados a,b,c € R, a # 0 buscamos £ € Riiaz? +br+c=0
1. Tomamos az? + bx 4+ ¢ = 0 y dividimos entre a: 22 + gx +2=0

2. Sumamos (%)2 = % a la igualdad y pasamos < al otro lado: 22 + 2z + (%)2 = (%)2 -

3. En el lado izquierdo de la igualdad lo que tenemos es la expresion extendida de (ac + %)2 , por lo que la
2
juntamos. Hemos “completado el cuadrado”: (z + %)2 = (%) <

: g . 2 2
4. Reducimos a comun denominador el lado derecho: (1’ + %) = %

’ . 2 __ 7/b2 — — /b2 —
5. Pasamos la raiz y despejamos x: x + % =4,/ 4a42ac == b2a dac _, o = w

Observacion 1. Llamamos discriminante, A, a: A = b? — 4ac
1. Si A <0, entonces Az € Riiaz? +bx+c¢=0

2. Si A > 0, entonces, si A > 0, la ecuacién tiene dos soluciones en R. Si A = 0, la ecuacién tienen una
solucién doble en R

Proposicion 6. Desigualdad de sequndo grado
Si tenemos que ax? + bx + ¢ > 0, para ciertos a,b,c € R,a > 0. Entonces:

- —b+Vb? — 4ac

Ty =

2a
—b — V% — dac
i) S -
2a
Demostracion. Similar a la de la proposicién anterior, teniendo en cuenta el cambio de desigualdad. O
Observacion 2. Sea D = b24—a‘§ac

1. Si D <0, entonces todo = € R verifica la desigualdad.

Doble grado Informatica-Mateméticas. Universidad Complutense de Madrid 11



1.2. Propiedades de los niimeros reales

b2—4ac
4a?

2. Si D > 0, entonces. Seay:x—i—%yA:

A ey>—-Asy>A

SA= 2> A2 =2 - A2>0=> A A) >0
Y Y Y (y—A)(y+A) {<A ey< Asy< A

Proposicion 7. La desigualdad de Cauchy
Sean ay,...,an, yby,...,b, € R, conn € N. Entonces

(a1by + ... +anby)® < (af+ ...+ a2) (07 +...+b5)

Demostracion. Sea F(t) = (ay — thy)” + ...+ (an — thy)* >0 vt e R
Si desarrollamos la funcién, queda como sigue:
F(t)=(af+...4+a2)+t(bI+...+b2) =2t (a1b1 + ... + azby) >
Llamemos A = (b3 + ... +b2),B = 2(a1by + ... + ayzb,) ,C = (a}

Bt+C>0 Vi € R
Puesto que F(t) es siempre positiva para todo ¢ real, no puede tener dos raices diferenctes (como mucho

tendra una, o ninguna, ya que la pardbola es siempre positiva o al menos corta al eje X en un punto), luego su

discriminante A = (—2B)>—4AC = 4(B2— AC) debe cumplir que B2 < AC, que es precisamente la desigualdad

que tenemos enuncuada arriba. O

0
+...+a2), tenemos que F(t) = At? —

Observacion 3. La igualdad se da unicamente si B2 = AC, y en este caso 3!ls € R 11 As?> —2Bs+C =0 &
(a; — sbi)2 =0 Vi & a; = sb;, esto es, que a; es multiplo de b;

Corolario 1. Propiedad triangular: desigualdad de Minkowski
Sean ay,...,an y by,...,bp € R, conn € N. Entonces:

\/(a1+b1)2+...+(an+bn)2§\/a§+...+a%+\/b§+...+b%

Demostracion. Sr (a; +b)? = 20, (a? + 02 +2a;0;) = S0 a? + 30 b2+ 230 aibs.
Llamemos A=Y a;y B=>"

i=1 "¢

Aplicando la de51gua1dad de Cauchy, tenemos que Y . aZ + > 0 b + 23" jaib; < >0 a?+ > b?
2

2\/21 1a2\/21 1 ’L (\/Z’L 1% +\/Zz 1 z) .

Entonces, tenemos que . (a; + b;) (\/Zz a2+ Z) = "(a ) < S Ak +
Z’L 1 b12 0
Observacion 4. La igualdad se alcanza si, y sélo si ds € Riia; = sb; Vi=1,....n

1.2.2. Valor absoluto

Definicién 5. Valor absoluto
Decimos que el valor absoluto de a € R, |al, es:

a sia>0
la| = méx {a,—a} =40 sia=0
—a sia <0

Definiciéon 6. Orden total
Decimos que sobre un conjunto A existe un orden total, C, si Va, b, c € A se tiene que:

1. SiaCbybCa= a=D> (antisimétrica)
2. SiaCbybC c= al c (transitiva)
3. aCbébL a. (completa)

En el caso de los reales (y sus subconjuntos), éste orden es el orden usual, <, que le confiere a R una estructura
de orden total.

Proposicion 8. Propiedades del valor absoluto

Doble grado Informatica-Mateméticas. Universidad Complutense de Madrid 12



1.2. Propiedades de los niimeros reales

1. la]=0&a=0
2. |—a| = |al Va € R
3. |ab] = |a| - b] Va,b e R
4. Sea ¢ > 0. Entonces |a] < ce —c<a<c Va € R
5. —lal <a<|a VaeR
Demostracion.

1.Sia#0e —a#0<ja] #0=Sia=0=|a|=0

2.8a>0=—-a<0=|a/=a=—(—a).Sia<0=—-a>0=|a| = —a =|—q]

3. Sia 6 bson 0, es claro que |ab| = |a| - |b] = 0. Si ambos son positivos, a - b > 0, de donde |ab| = |a] - ||
Sia>0yb<0, entonces ab < 0 = |ab] = —ab = a (—b) = |a| - |b|. El caso a < 0,b > 0 es enteramente
analogo.

4. Supongamos que |a| < ¢. Entonces a < ¢y —a < ¢, de lo que se deduce que —¢ < a < ¢, por lo que se
tiene que a < ¢y —a < ¢ gpor qué?, porque |a| < ¢

5. Procedamos de forma similar, partiendo ahora de que ¢ = a. Supongamos que a < a. Entonces a < a y
—a < a. También se deduce que —a < a < a////////no me convence.

O

Proposicion 9. Desigualdad del triangulo.

la+b| < |a| + |D]

Demostracion. Por la propiedad 5 anterior, sabemos que — |a| < a < |a| y —|b] < b < |b]. Si sumamos miembro
a miembro, tenemos:

— (lal +[b) < a+b <fa| + |0

Aplicando 4, tenemos que |a + b| < |a| + |b]. De forma general podemos aplicacar la regla a la suma de n
términos: |a1 + ...+ an| < a1+ ... + |ax] O

Corolario 2. Mids propiedades del valor absoluto.
A partir de la propiedad triangular, es facil deducir que:

1. ||la| = |b]] < |a — b
2. la— b < la| + [b]
Demostracion.

1. Podemos escribir a = a+b—b y aplicamos la propiedad tringular, entonces: |a| = |(a + b) — b| < |a — b|+]b].
Restamos |b| a ambos lados y obtenemos:

|a| —[b] < |a —b|

De la misma forma obramos con b :b = b — a + a, que aplicando valor absoluto y la propiedad triangular
queda como: |[b] < |b— a| + |al, y restando |al :

[b] = la| < [b—al

Es decir, si multiplicamos por —1: — [b — a| = — |a — b| < |a| — |b|. Juntandolo todo, tenemos:
lla] = [b]] < |a — b|

2. Sustituimos en la propiedad triagular b por —b: |a —b| < |a| 4+ |—b|, pero como |b| = |—b|, entonces:
la =] < la] + [b]

O
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1.3. Los nimeros complejos

Definicién 7. Numero complejo
Un ndmero complejo describe la suma de un niimero real y un nimero imaginario (que es un multiplo real
de la unidad imaginaria, que se indica con la letra 7). Son de la forma:

z=a+bi a,beR

Definicién 8. Espacio vectorial
Un conjunto A es espacio vectorial sobre un cuerpo K si, y sélo si es cerrado para la suma y el producto
por escalares, esto es:

1. Sia,be A, entoces a+be A
2. Siae A\ €K, entonces \-a € A

Definicién 9. Los nimeros complejos tienen estructura de espacio vectoral.
1. Suma de complejos: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d), esto es, es operacién interna.
a) Propiedad conmutativa: (a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a, b) V(a,b),(c,d) € C
b) Propiedad asociaiva: [(a,b) + (¢,d)] + (e, ) = (a,b) + [(¢, d) + (e, f)] Y (a,b),(c,d),(e, f) € C
¢) Elemento neutro: (0,0). (a,b) + (0,0) = (a, b) V(a,b) € C
d) Elemento opuesto: Dado (a,b) € C 3 — (a,b) n (a,b) + (—a, —b) = (0,0)

2. SiAeRy (a,b) € C, entonces A (a,b) = (Aa, A\b), esto es, es operacién externa.

b) Elemento neutro: 1. 1- (a,b) = (a, V(a,b) € C

(
a) Propiedad asociativa: A (p(a,b)) = Ap(a,b) V(a,b) e C,VA, p eR
b)
c¢) Propiedad distributiva: (A + ) (a,b) = A (a,b) + p(a,b) V(a,b) € C,VA, u € Rg

1.3.1. Producto de nimeros complejos

Definicién 10. Producto de numeros complejos.
Dados (a,b) , (¢,d) € C, entonces

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc) Y (a,b),(c,d) € C
Proposicion 10. Propiedades del producto de nimeros complejos
1. Propiedad conmutativa: (a,b) - (¢,d) = (¢,d) - (a,b) V(a,b),(c,d) € C
2. Propiedad asociativa: [(a,b) - (¢, d)] - (e, f) = (a,b) - [(¢,d) - (e, )] V(a,b),(c,d), (e, f) e C
3. Elemento neutro: (1,0) - (a,b) = (a — 0,b+0) = (a,b) V(a,b) € C
4. Elemento inverso: ¥ (a,b) # (0,0) 3 (a,b)" " n(a,b)- (a,b)"" = (1,0)
5. Propiedad distributiva: (a,b) ((¢,d) + (e, f)) = (a,b) (¢, d) + (a,b) (e, f) V(a,b),(c,d), (e, f) e C

Por tanto C (+, ) es una espacio vectorial. Ademéas (R?, ) es grupo conmutativo.

Observacion 5.
1. Identificamos R? — C: x — (,0);y — (y,0);2y — (2y — 0,0 + 0) = (zy,0)

2. Llamamos i = (0,1) unidad imaginaria. Entonces cualquier (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) +b(0,1) =
a—+bi

3.2 = (0,1)(0,1) = (1,0 + 0) = —
4. Asf (a + bi) (c+ di) = ac + adi + bei + adi? = (ac — bd) + (ad + be) i

Notacion. Sia+ bi € C, llamamos a a parte real, y a bi parte imaginaria.
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1.3.2. Propiedades de los nimeros complejos

Definiciéon 11. Moédulo y argumento de un niimero complejo.
Seaz=a+0bieC

1. Entonces el médulo de z es:
|z] = Va2 + b?

Observacién: Sib =0,z = a € R, luego |z| = Va? = |a]

2. Sea 6 € [0, 27]. Decimos que 0 es el argumento de z, y verifica:

a
cos (0) = E

b
sen (0) = B

3. Si# € R (en radianes), entonces:

e = cos () + isen (0)
Proposicion 11. Mads propiedades de los nimeros complejos
1. e =1
2. Siz=a+bi € C, siendo 0 es argumento, entonces:
z = |z| e = |z| cos (A) + || sen (B)
3. el . gif — pila+p)
4. Siz,w € C con z=|z]e yw=|w|e?, entonces:
2w = |z| - |w| e@FP)
Demostracion.
1. sen? (A) 4 cos? (f) = 1 = €*? es vector unitario.

2. El argumento verifica que cos (0) = 177 ¥ que sen (0) = rif\ < a=|z|cos(0) yb=|z|sen(d) & z =a+bi =
|z| (cos () + isen (0)) = |z| e?

3. ei‘(’(;ii;) = (cos (o) + i sen ())-(cos (B) + isen (B)) = [cos (a) cos (B) — sen (a) sen (58)]+]i cos () sen (B) + sen (&) cos (B)]

4. Claro a partir de 3).

Observacion: Multiplicar un vector z por w = |w|e® hace girar z un dngulo 6 y multiplica los médulos.

O

Teorema 1. Teorema fundamental del dlgebra
Sea P(z) un polinomio de grado n con coeficientes complejos:

P(2) =an2" 4+ apn 12"t + ... +a15 + ag a;,2 € C,ay, #£0
Entonces P (z) tiene al menos una raiz zy € C.

Observacion 6.

1. zp es raiz de P(z) < P(z9) = (2 — 20) - Q(2), siendo Q(z) otro polinomio que resulta de factorizar P(z)

2. 2 es una raiz de multiplicidad m de P(z) < P(2) = (z — 20)" - Q (2), Q(2) # 0.
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Corolario 3. Raices de un polinomio complejo.
Sea P(z) un polinomio de orden n con coeficientes complejos.

P(z) = 2" 4 12" V. ars+ag a;,z€C,a, #0

Entonces P(z) tiene n raices (contando las dobles, triples... m-ésimas, las veces que se repitan )
Luego 3z1,...,2,.€Cymy,....my €N k<nud i m;=nyllr,(z—2)" =P(z)

Demostracion. Por el teorema fundamental del dlgebra, P(z) tiene una raiz compleja, zp, de multiplicidad
m 1 <m < n.Luego P(z) = (z —20)" - Q(2), y el grado de Q(z) es m —n. Como también es un polinomio
complejo, tiene otra raiz compleja, con lo cual Q(z) = (z — z1)* R(2), con lo cual P(z) = (z — 2o)™ (z — z1) R(2),
y R(z) es otro poliniomio complejo... Asi sucesivamamente, hasta que descomponemos P(z) en j < n raices, y
la suma de las multiplicidades es igual a n. O

Definicién 12.
Siz=a+biecC

e = eV = ¢4 . eb — ¢ (cos (b) + isen (D))
1. Sib=0= €20 = ¢ luego |e*| = e°

eatbi — 6a(b+27rk)i LeZ

N

w

. Siz,y e R, x#y, entonces e* # e¥

4. El conjugado de z,Z =a — bi

1.3.2.1. Raices de nimeros complejos

Sea w € C,n € N. Buscamos entonces {z € C 1 2" = w}.
Escribimos w en forma polar: 2" = |2|" €’®" = w = |w| = €. Entonces, es claro que |z|" = w. Adem4s
elon = e = an =0 + 27k keZ

04+2nk
n

Luego ay = k=0,1,...,n— 1, lo que implica n soluciones para «

Por qué? Cuando k = n, entonces a,, = % + 27k, el nimero complejo vuelve a repetirse, porque ag = %,
luego existen desde 0 hasta n — 1 soluciones.

1.4. Los numeros reales y la propiedad del supremo

Definicién 13. Cotas superiores e inferiores.
Sea A CR

1. M € R es cota superior de A < a < M Vaec A

2. A de dice acotado superiormente si tiene cota superior.
3. m € R es cota inferior de A & m < a Va e A

4. A se dice acotado inferiormente si tiene cota inferior.

5. A se dice acotado si tiene cota superior e inferior

Definicién 14. Supremo e infimo
Sea ACR

1. S € R es supremo de A si, y sdlo si:

a) S es cota superior de A

b) S es la menor de las cotas superiores de A, esto es, siendo M otra cota superior de A, entonces
S<M

2. s € R es infimo de A si, y sélo si:
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a) s es cota inferior de A
b) s es la menor de las cotas inferiores de A, esto es, siendo m otra cota inferior de A, m < s

Observacion 7. Ni el supremo ni el infimo tienen porqué pertenecer al conjunto. Si asi fuera, decimos que son
maximo y minimo del conjunto, respectivamente.

Hecho. Propiedad del supremo
Si A C R estd acotado superiormente, entonces Isup (A) € R

Observacion 8. Los ntmeros racionales no cumplen esta propiedad.
Consecuencias.

= Kl supremo de un conjunto es dnico.
Demostracion. Supongamos S1,Ss 11 .57 # So, ambos supremos de A. Entonces, por tricotomia, S; < So

6 81 > 5o, lo cual contradice que uno de los dos sea supremo, porque no seria la minima de las cotas
superiores de A. Luego S1 = S O

» SiA# (=S R es el supremo de A si, y sélo si:
e S es cota superior de A
e SiyeRny<S=3dacAny<a<ss
Demostracion. Primero el sélo si, luego el si.
=)

1. el primer punto es claro, por definicion.

2. Sea y € Ry < S. Supongamos que lo dicho no se cumple. Entonces Va € A a <y <& yes cota
superior de A ya que y < S,y S = sup (A) =contradiccién.

(<
Suponemos que ambas propiedades son ciertas. Entonces S es cota superior de A, pero hay que pro-
bar que es la menor de las cotas superiores, esto es, que es supremo.

Sea M cota superior de A, luego S < M. Supongamos que no, entonces M < S. Por la segunda
afirmacion se tendria que da € An M < a < S = M no puede ser supremo de A

O

= Podemos definir entonces el supremo de la siguiente forma: En A C Ru A # 0, S = sup (4) si, y solo si:

e S es cota superior de A
e SiVe>0 dJacAunS—-e<a<s

= Seaen EC FCR (E # 0 = F # (). Si F est4 acotado superiormente = F también lo estd y sup (E) <

sup (F)

Demostracion. Si M es cota superior de F' < x < M Vo € F = M es cota superior de £ & = <
M Vax € E. Como sup (F) es cota superior de F, y las cotas de F lo son también de F, entonces
sup (E) < sup (F) O

= De forma andloga, inf (F') < inf (E).
Hecho. Propiedad de infimo.
Si ACR,A#0 y estd acotado inferiormente, entonces 3A = inf (A) € R

Demostracion. Como A es acotado inferiormente, existe m € R um < a Ya € A. Entonces —m >
—a Va € A. Sea —A = {—a,a € A} # (. Es claro que —m es cota superior de —A, luego existe el supremo
de —A, al que denotaremos por —S. Entonces —S =sup (4) = -5 > —a V—ae-AsS<a Ya € A.
Luego acabamos de probar que S es una cota inferior de A

= S es cota inferior de A, como acabamos de probar.

= Sea y una cota inferior de A, veamos que y < .S. Comoy < a YVae As —y> —a V—a€-As —y
es cota superior de —A = —y > -5 < y < S. Luego S es infimo de A

O
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1.4.1. Existencia de raices de niimeros reales

Teorema 2. Existencia de raices en los nimeros reales.
Seaa>0yneN n>2 fijo. Entonces

dr>0nr"=a
y podremos decir que r = {/a
mostracion. Pr rimer unici u xistencia.
Demost n. Probemos primero la unicidad, luego la existencia

1. Unicidad. Supongamos r1, ro > 0 tales que r; = Yay ro = {/a. Si r1 # ry entonces, supongamos (spdg)
que rp < re = (r;)" < (r ) = a < a = contradiccién. Luego sélo existe un r que verifica que r"* = a.

2. Existencia. Sea A = {z > 012" < a}. Probemos que A es no vacio:

a4 < a4 <l= a4 n< a = a
a
a+1 ya+1 a+1 a+1 a+1

€A

Ahora veamos que A estd acotado superiormente.

a) Sia <1 = M =1 es, claramente, cota superior de A. Si 3z € Anz > 1 = z" > 1 >

a =-contradiccién, porque los elementos de A, al elevarlos a n son siempre menores estrictos que
1.

b) Sia > 1, entoces el propio a acota al conjunto A, luego M =a.Sidz € Anz >a(>1)=2" >a=
contradiccién, ya que suponfamos que x € A y a es una cota superior de A, luego entonces z serfa
también cota superior de A, porque hemos dicho que z > a

Bien, hemos visto que ambos casos A estd acotado superiormente, luego ha de existir un supremo para
este conjunto.
Veamos que r = {/a

a) Supongamos que 1" # a, sino que " < a. Seac=a—r",r>0ysea hn0 < h < 1.@

(r+h)"=r +Z< )rjh” I =g +hZ(J)rﬁhn iTh < +hnzl<j>rﬂ—r Th((1+7)" =) < a.

j=0 7=0

/////retocar Despejamos la desigualdad y queda que h < m <l=(r+h)"<r+h<
W < 1= (r+h)" € A, pero r es cota superior de A, luego (r + h)" no puede estar en A,

entonces estamos ante una contradicciéon. Luego no es cierto que r" < a.

b) Supongamos ahora que r™ > a y vuelvaasere =" —ay hn0<h < 1.
) n—1 n n-

(r—h)"=r +Z( ) )" Jpipn=i — pn +hz< ) (— 1)”Jh"31>r"—h2(,>rjh"31>r”—h§

J . J ‘

Jj=0 Jj=0 J=

Despejando de forma similar: (r — h)" > r™ — h[(1 +7)" — r"] .Escogemos h 11 h < (H_T:);“_M y asi:
(r—h)" > 7" —h[(1+7)" —7"] > a, lo que me lleva a decir que 7 — h es cota superior de A.

Supongamos que 3z € Anr —h <z = (r—h)" < 2™ < a = contradiccién. Luego no es cierto que
r" > a.

Sélo queda entonces que r™ = a, lo cual prueba que existen las raices en R (de niimeros positivos).

1.4.2. La propiedad arquimediana

Teorema 3. Propiedad arquimediana de los numeros reales.
Sea r € R,z > 0, entonces

IneNnx<n
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1.4. Los numeros reales y la propiedad del supremo

Demostracion. Supongamos que no ocurre. Entonces se tiene que Vn € N x > n = x es cota superior de
N=3S=sup(N)=ImeNuS—-1<m<S.

¢ Como sabemos eso? Bien, supongamos lo contrario. m < .S — 1 < S, que contradice que S es la menor de
las cotas superiores.

Si ahora sumamos 1: S < m+1 € N y asi infinitamente, luego N no tiene cotas superiores, no es un conjunto
acotado. O

Corolario 4. Propiedades derivadas de la propiedad arquimediana.

1.

S N S IR

Six <0, entonces Iz € Znz < x

Sixz,y >0, entonces In e Ny < nz
Sixz >0, entonces In € N0 < fn <z
St x > 0, entonces inf{%,n € N} =0
St x < 0, entonces sup{%,nEN} =0
Six >0, entonces I eNnin—-—1<zx<n
SizxeR, entonces Iz€Znz—1<zx<z

Six>0ey R, entonces IzeNnz(z—-1) <y <nz

Demostracion. Vayamos una por una:

1.
2.

Entonces —x >0=ImeZi—-z<m&-—-m<z

Como z,y > 0, entonces £ >0=InecN L <n=y<nx
1 1 1

0<sz=dneN S <n& <z

0 es cota inferior de A = {%n € N}, luego existe I = inf A. Supongamos que I > 0. Si I > 0, entonces
I < % para todon € N = n < 7 = contradiccién, ya que estamos acotando los naturales. Luego I = 0.

0 es cota superior de B = {%, ne N}, luego existe S = sup B. Supongamos que S <0 = S < —* = n <
—* = contradiccién, ya que estamos acotando los naturales. Luego S = 0.

Fijemos z < 0. Sea A = {m € N1z < m} # (. Por el Buen Orden de los naturales, existe n € A1 n < m,
un primer elemento de A y ademdas n—1 < z. Si suponemos lo contrario tenemos que z < n—1 < n—1 € A,
lo que contradice que n es el primer elemento de A.

Como z € R, por la propiedad arquimediana 3z € Znz <z=z2-1<z < 2.

Para £ tenemos m,n 1 £ < n. Sea A = {m eNnic< n} Entonces existe un n’ € N tal que n’ < m.
Aplicamos 5. y por la propiedad arquimediana ¥ <n=n-1<4<nszr(n—-1)<z<nz

O

1.4.3. Principio de intervalos encajados de Cantor

Definicion 15. Intervalo.

Sia,beRyademas a < b, llamamos intervalo:

e Abierto, denotado por (a,b) = {x € Ria <z < b}
e Cerrado, denotado por [a,b] = {z € Ria <z << b}

Abierto por la izquierda, cerrado por la derecha, denotado por (a,b] = {zr € Rua < z < b}
e Cerrado por la izquierda, abierto por la derecha, denotado por [a,b) = {z € Rua < z < b}

SiaeR

e (a,0)={zeRna<z}
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e [a,00) ={r €Rua<z}
o (—0,a)={xeRnz<a}
o (—o0,al={xeRnz<a}

Teorema 4. Densidad de los nimeros racionales en los reales.
Sia,beR ya<c, entonces

FIreQur e (a,b)

Demostracion. Sea h =b—a > 0= 3n % < h (h es la longitud del intervalo). Tenemos que a € Ry h > 0,
luego por la propiedad arquimediana tenemos que:

dIneZim<an<m+1

Luego
1 1 1

@§a<m+ :ﬁ+—§a+7<a+h:a+(b—a):b

n n noon n
con lo cual

1 1
a<er <b<ﬁ>r:£€(a,b)
n

O

Observacion 9. De hecho, dados (a,b) hay infinitos numeros racionales en (a,b). Dado (a,r), entonces Iry €
Qury € (a,7). Y asf sucesivamente...

Corolario 5. Densidad de los irracionales en los reales.
Si a,b € R y ademds a < b, entonces

Jr e R\Qnz € (a,b)

Demostracion. Aplicamos el teorema anterior a %,\% (\/§ € R\Q, luego %, % € R\Q) =>reE (%, %) &
b
%<rﬁéa<\@r<b@\@r€(a,b) O
Definicién 16. Familia de intervalos encajados.
Sea F una familia de intervalos (finitos o infinitos) cerrados. Entonces se dice que F es un sistema de
intervalos encajados si, y sélo si

VI;,Io € F cumplen que Iy C I, 6 I, C I

Teorema 5. Principio de intervalos encajados de Cantor.
Sea F una familia de intervalos encajados, y sea & = sup{a i [a,b] € F} yn=inf{bnla,b] € F}.
Entonces £E <n y

En=()={zeRuzel VIeF}
IeF

En Q no es posible, inicamente se da en R.

Demostracion. Sea A ={anla,bl € F} #0y B={bnla,b] € F} #0.
A es acotado superiormente porque fijado by € B 11 [ag, bo] € F, tenemos que Va € A a < by

Anélogamente B estd acotado inferiormente y si fijamos un ag € A, tenemos que Vb € B ag < b.

Sea a € A = [a,b] € F. Como F es una sistema de intervalos encajados, entonces o bien [ag, by] C [a,b]
6 [a7b] C [ao,bo].

Por tanto £ =sup{an [a,b] € F} y n=1inf{bu [a,b] € F} estdn bien definidos.

Ademas, es claro que £ < b Vb € B, con lo cual £ es cota inferior de B. Y también a < n Va € A, con lo
cual 7 es cota superior de A. Luego £ < ny
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[§7U]=m={aﬁ€Ru$eI VI e F}
IeF

Proposicion 12. La interseccion de una familia de intervalos encajados es un punto.

Sea F un sistema de intervalos cerrados encajados, entonces

(JI={zc€Ruzel VIcF}
IeF

es un unico punto si y solo si

Ve>0 3 eFnll)<e

siendo I(I) la longitud del intervalo. Es decir, la interseccidn es un punto si puedo crear intervalo dentro de
la familia tan pequenos como queramos.

Demostracion. Veamos la implicacién en ambos sentidos, primero el sélo si:
= |

Si Nrerl = [€,m] es un tnico punto < { =n=Ve >0 I € Fuf—35 <a < Comon=inf B= Ve >
0 NeFun<b <n+s.

Dado € > 0, entonces al ser F una familia de intervalos cerrados encajados, entonces I C I’ 6 I' C I. Como
§—5<a<g

& =1, tenemos que
E§<b<é+35

SiIcl'ed <f-5<a<b<{+5<V=>b—a<(E+5)—(E—5)=¢
Sil'Cleoa<l—5<d <V <&+5<b=b—d<(E+5)—(E-5)=¢

| <

Supongamos que £ < n = 1([{,n]) = n— & > 0. Luego por el principio de intervalos encajados de Cantor,

Encl VieF=II)>n—¢ VI ¢ F, lo que implica que todos los intervalos de la familia F son de
longitud mayor que [ ([£,7]), lo que contradice la existencia de intervalos tan pequefios como deseemos. O
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1.4. Los numeros reales y la propiedad del supremo
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Capitulo 2

Conceptos métricos

2.1. El espacio R"

Definicién 17. El espacio R”
n veces
—N—
R*=RXRx .. xR={(xy1, za, ...,z,) x; € RVi € [1,n]
= Espacio vectorial R" x R" - R" x4y = (1 + Y1, -, T + Yn) Ve = (21, .y Zn), Y = (Y1, .o, Yn) € R®

Grupo conmutativo:

e Conmutativa: (z +vy) = (y+2) Ve, y € R
e Asociativa: (x+y)+z=z+ (y+2)Vz,y, z€R

n

——
e Elemento neutro: 0 =(0,0,0,0, ..., 0)z+0=zVz € R

e Elemento opuesto: Dado z € R™ 3 — 2z = (—x1, —22, ..., —&y) 12+ (—x) =0
= Operacién externa
¢ RxR" —» R"”

e (0,z) — d xx=(0x1,0x9, ...,00,)

o Asociativa: (0, u)x = §(ux) Vo € R™ V6, u e R
o Elemento neutro: 1-x = x Vo € R"

= Propiedades distributivas:

o (N, +p)x=Xx+pux YA, p e RVz e R
e Mz+y =M+ My Vo,y e R"VAeR

= Definicién producto escalar:
<.,.>R"xXR" >R

def. &
(@,y) <,y >=" Y ay;
i=1

Proposicion 13. Propiedades del producto escalar

m ) <zy>=<y,x> Vr,y e R”

n n
Demostracion. < x,y >= > x;y; = > yix; =< y, T > N
~ ~

1= 1=

= i) Bilineal: (z,y+ z) =< x,y >+ <y,z > Vr,y,z € R"
<Az, z>=A<2,2>VAER Vo,y € R”
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2.1. El espacio R"

n

n n n
Demostracion. < z+y,z >= > (x; + yi)zi = D Tizi +Yizi = Y @izi + y yizi =< x,2 > + < y,z >

i=1 1=1 =1 =1

Vz,y,z € R
AER < Awyz> > (Awi)z = Do AMxiz) =AY iz =A< x,2> O
i i=1 =

i=1 i=1
w ii) Definido positivo: < x,x >=0Vr e R"y < z,x >=0<= 2z =0=(0,0,0, ...,0)
n
Demostracion. < x,x >= Y x? >Vz € R"
i=1

n
O=<ma>=>arl<Vi=1.,nz}=0<xz,=0
i=1

Definicion 18. Norma euclidea
Siz € R™ se llama “norma” euclidea de x-a:

|z ||l=vV<z,z>=1\/23+23+..+22

Proposicion 14. Desigualdades del producto escalar

» i) Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Si z,y € R"

N2y > <[]yl

Demostracion. Y zy; |< ([ Y a2, [ Yy} = (leyl) < (Zx?) (ny) 0O
i=1 =1 \i=t i=1 =1 =1

» i) Desigualdad de Minkowski. | x +y |2<|[z |l2 + || y |2 Vz,y € R™
|24y lo=vV<z+y,z2+ty>= <z, 2+y>+<y,zty>=/<z,e>+<yr>+<z,y>+<yy>=
Vi3 +1yl3+2<ay>

<VizB+TyvB+2lzldyle=vVUIzla+lyll2=lzle+lyle= lz+yl22]z 2+ |
Y l2

Definicién 19. Angulos y producto escalar

s Siz,y € R™ x ey son “ortogonales” «—=< z,y >=0 (x Ly)

» Siz,y € R"\{0} el dngulo entre z e y es @ € R cos(a) = ﬁ
Observacion. Por la desigualdad de Cauchy: | % <1 -1< m <1 (cosar)
Teorema 6. Teorema de Pitdgoras
Siaz,y €R", x Ly, entonces || x4y [la= /[l = |3+ [l y I3
Demostracion. ||z +y lla=+/|z 3 + [y |3 +2 < z,y >donde 2 < 2,y >=0 O

Siz,y € R™ se llama “distancia euclidea” da(x,y) a
da(z,y) =z —y 2

Doble grado Informatica-Mateméticas. Universidad Complutense de Madrid 24



2.2. Espacios métricos

Proposicién 15.
= i) da(z,y) =0z =y

Demostracion. da(z,y) =0<=||z—y|2=0<= 2 —y=0<=2a=y O
= i) da(2,y) = da(y, )

Demostracion. da(z,y) = |lx —ylla = /322 (@i — 1) = /2201 (0 — 20)? = |ly — all2 = da(y, 2) 0

= ii) Propiedad triangular: Si z, y, z € R™
dg(-f,y) S d2<$,2)+d2(2,y) V.’L‘, Yy, T ER”

Minkowski
Demostracion. da(x,y) =|| z—y |l2=|| (x—2)+(z—v) |2 < lz=z |2+ || 2=y ll2= da2(z, 2) +da(z,y) O

2.2. Espacios métricos

Definicién 20. Distantcia o métrica
Sea M un conjunto, una distancia ¢ métrica en M es una funcién que coge parejas de elementos de M y
devuelve un nimero mayor o igual que cero

d: M x M — R U{0}]

(z,y) — d(z,y)

que verifica:

= d(z,y) >0Ve,ye M
s d(z,y)=0&s2x=y
= d(z,y) =d(y,x)

= Propiedad triangular:

d(x,y) §d(:c,z)+d(z,y) Vr,y,z € M

dy (z,y) = [lz —ylla = [ (x = 2) + (z =) [l2 < [l = 2[l2 + ||z = yll2 = d2 (2, 2) + d2 (2,9)

Definicién 21. Espacio métrico
Se llama espacio métrico a un par (M, d) donde M es un conjunto y d una métrica en M.

Ejemplo 1.
En R d(z,y) = | — y| 2, y € R es una métrica y por tanto (R,d) es un espacio métrico ya que cumple a),
b), y ¢). Veamos que pasa para la propiedad triangular (d)

Vi,y,z €R; d(zy) = |z —yl=le—z+z—-yl < Jr—z+]z -y
la+b]<|al+|b]
Ejemplo 2.
n
En R”, dy (z,y) = ||z — yl|2 =/ > (2; — y;)es una métrica y (R™,d) es un espacio métrico.
i=1
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Definicién 22. Norma infinito
En R”, se llama norma infinito al maximo de un conjunto de elementos finito.

[2]|o = maz |z;|
i=1...n

y definimos do, (2,y) = || — y||oo = mazi=1. n||z; — yi|| es una métrica, ya que cumple a), b), ¢). Veamos que
ocurre con la propiedad triangular:

Demostracion. x,y,z € R" doo(x,y) = igaxnmi —yi| = maz|z; — z + z; — yi| < max (|ac2 —zi| + |z — yz|) <

i=1l...n i=1...n

max |x; — 2| + max |z; — yil -
i=1l...n

i=1...n

doo (7,2) doo (2,9)

Definiciéon 23. Norma 1
En R" | se llama norma 1 a

n
llelly =) il
i=1

n

dy (@,9) = [z = ylls = > s — vl

i=1

Cumple a), b), ¢). Veamos que ocurre con la propiedad triangular:

n n n n n
Demostracion. dy(z,y) = Z |z; —yi| = Z |z +2i — 2 —yi| < Z lz; — 2| + |20 — yi| = Z |z; — 2] + Z |zi —yi] =
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

d1($7 Z) + d1(27y)
O

Definicion 24. Distancia entre funciones. Norma infinito
Fijamos un intervalo [a,b] C R,
Sea V ={f[a,b] > R} n3C 1 |f(t)| < C Vt € [a,b]

Definimos norma infinito
flloo = sup |f ()| VfeV

t€la,b)

doo (f,9) = If = gllsc = sup [f () = f () [Vf,g€V

t€la,b]
Demostracién. Es una métrica porque cumple a), b), ¢). Veamos que ocurre con la propiedad triangular:

doo (f,9) = I|f=9lloc = tgflpb]If(t)—g @)= tgfwb]\f(t)—h(t)+h(t)—9(t)\ S tgfﬂ?b](\f(t)—h(t)IJrlh(t)—g(t)\ =

sup |f(t) = h(t)] + sup |h(t) = g(t)] = doo(f, h) + doc(h, 9) N

t€la,b] t€la,b]

» Definimos norma 1

17l = [ 17 0)at

b
d1<f,g>=||f—g|\1=/ F&) —g()ldt VigeV
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2.2. Espacios métricos

Propiedades
a)
b) di(f,g9) =0< [f(t) —g(t)| =0 & f(t) =g(t) Yt € [a,b]
c) di(f,g9) =di(g, f) Yf,g €V
d) Propiedad triangular

di ( f, = [ 1) |dt JL1F@) = h(t) + h(t) = g(O)dt < [7(1f(t) -
S + Rl dt+ [ |h )ldt—dl(ﬁ h) +di(h, g)
Observacion.

En C (a,b) =a+bi=z
|2 = Va* + b2 = [[(a, b) |l

d(z,w) = |z —w| =dy ((a,b), (c,d)) =+/(a—c)2+ (b—d)?

2.2.1. Elementos basicos de topologia. Subconjuntos acotados

Definicién. Sea (M, d) un espacio métrico, llamamos:
i) Bola Abierta
Sixzg e M yr >0 llamamos bola abierta centrada en zy y radio r a:
B (zg,r) ={x € M nd(xo,x) <1}
ii) Bola Cerrada
Sixzg e My r >0 llamamos bola cerrada centrada en x( y de radio r a:
B (xg,7) ={x € M nd(z0,7) <7}

iii) Esfera
Sixzg € M yr >0 llamamos esfera de centro xq y radio r a:

S (xo,7) ={x € Mud(xo,x)=r}

Ejemplo 3.
EnR, zpeR, r>0

B(zo,r)={zeRu|z—zo| <r}=(x0—T,20+7)

Ejemplo 4.
EnR, zgeR,r>0

B (xg,7) ={z € Rz — 20| <7} = [10 — 1,70 + 7]

Ejemplo 5.
EnR 2R, 7 >0
S(xo,r) ={x0 — 120 + 7}

Sea el espacioR”, zg € R*, r >0
Caso 1. con ds
B (zg,r) = {x € R" nda(xg,2) <1}
B (x,7) = {x € R i dg (29, 7) < 1}
S (xg,z) = {x € R" 1 ds (zg,x) =1}
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2.2. Espacios métricos

Caso 2. con doo (z,y) = Sup |z; —yi| ,20=0,r=1

i=1...n

B(0,1) ={x € R}" 11dw (0,2) = Sup |z;| <1

i=1..n
Caso 3. con dy, dy (z,y) = D |zi —vi| , 20 =0
i=1
n
B(0,1) = {x eR™ndy (x,0) = > |a| < 1}
i=1

Definicién. Conjunto acotado
Sea (M, d) un espacio métrico, y sea AC M , A# ]
Decimos que A es un conjunto acotado, siy sélo si el supremo de las distancias de z e y en A existe:
Jsup{d(z,y) =,y € A}
y en el caso de que sea acotado llamamos didmetro de A al supremo de las distancias entre dos puntos

cualesquiera.

diam (A) = sup{d(z,y) =,y € A}

Observacidon 10. Sea (M, d) un espicio métrico:

Una bola cerrada, B (zg, r)es acotada.

Demostracion.
Sea B ={zx € Md(v,r0) <r}
Sean x,y € B (zo,7)

d(z,y) <d(x,x0) +d(x0,y) <r+71r=2r
La bola abierta es subconjunto de la bola cerrada, luego por la observacién 2 (la siguiente), también las
bolas abiertas son acotadas O

Observacion 11. Todo subconjunto de un conjunto acotado es acotado.

Demostracion.
Supongamos que A C M es acotado y sea B C A
Veamos que B es acotado:

D1 D2
{d(z,y),»,y € B} C{d(x,y),r,y € A}

es cota superior

Una cota superior de D5 es también cota superior de Dy, luego D5 tiene cotas superiores por hipdtesis, por
lo que Dy también las tiene al estar contenido en Dy = D; es acotado O]

Observacion 12. En un espacio métrico, A es acotado si y solamente si A se puede meter en una bola.

A es acotado <= A se puede meter en una bola‘

Demostracion.

(< Es inmediata por observaciones 1) y 2). Seax € A, >0y B(z,r) 1 A C B, luego A seria subconjunto
de la bola y por 2) estarfa acotado.

=) Sea z¢ € A un punto fijo, sabemos 3R = sup {d (zo,y),y € A} = A C B(zo, R)

La bola B(zg,r) es la bola que encierra a A = A C B O

Proposicion 16. Un subconjunto A C R es acotado si y solo si existe un niumero C > 0 tal que el valor absoluto
de |a| es menor o igual que C' para todo a perteneciente a A,es decir A tiene cota superior y cota inferior
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2.2. Espacios métricos

A CRes acotado<:>EIC’>Ou|a|§C'VaeA‘

Demostracion. Sale de la demostracién de la proposicién 5, con n = 1 (espacio real usual) d (z,y) = |[x—yl|, z,y €
R

A C Resacotado <= Fsup{|y|,y € A} <= 3IC >0y <C Vyecd

O
Demostracion. Demostracion del segundo si y sélo si
=)Si3C <0u|a|<C Vae A C' es cota superior de A y —C' es cota inferior de A
-C<a<(C
(< A tiene una cota superior M y una cota inferior m
Sea C=mazx{|M|+1,|m|+1} >0
Ya € A
—C<—m|-1<—-m|<m<a< MM <|M+1<C
O
Proposicion 17. Acotacion de subconjuntos de R™
Si en R™ consideramos una métrica d,
’A C R"es acotado <= Fsup{d (0,y),y € A} ‘
Demostracion.
=) Si A es acotado, sea zp € A un punto fijo, entonces Yy € A
d(0,y) < d(y, o) + d(20,0) < diam (A) + d (20,0)
(<= La hipdtesis es equivalente a que A C B (0, R), siendo R = sup{d(z,y) =,y € A} O

Proposiciéon 18. A C R"es acotado para dyi,ds,ds si y sélamente si sus proyecciones son un conjunto
acotado. Es decir si
P(A)={zindz=(.,x...) e A}CR i=1.n

son acotadas.

Demostracion.
=) Seax € Ayseai=1,..,n (fijo)
(COH dl)

il < llally =) |25 = di (2,0)

j=1

Como A es acotado (para di) = Fsup{dy (x,0),z € A} =Ryasi|z;| <R VexecA

(Con ds)
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2.2. Espacios métricos

Como A es acotado (para do) = Jsup{dz (2,0),z € A} = Ry yasi|z;|] <Ry VreA

(Con do)

Como A es acotado (para doo) = JRoo = sup{de (2,0), 2 € A} y asi |z;]| < R V€A

Demostracion. <Vi=1.m 3IC>0n|z;| <C; Vxe A

(Con dy)
l|z[|1 = di (2,0) = Z || < ZC]‘ =R, = Aes acotado parad;
j=1 =1
(Con dy)
l[z|[2 = da (z,0) = Z |z < ZCJQ = Ry = Aes acotado parads
j=1 j=1
(Con dso)

[|12]|oc = doo (z,0) = max {|z;|,j = 1..n} <mazx {Cj,j =1..n} = R = A es acotado para d
O

O

Observacidn. La afirmacion inicial de la derecha (en negrita) es independiente de di,ds,ds y por tanto las
métricas dy,ds, dy tienen los mismos conjuntos acotados.

2.2.2. Elementos basicos de topologia. Subconjuntos abiertos y cerrados.

Definiciéon 25. Puntos interiores. Puntos frontera
Sea (M, d) espacio métricoy A C M,

1. Un punto zo € A es interior a A <= Ir > 01 B (zg,7) C A
2. g € M es punto frontera de A <= Vr >0 B(zg,r)NA#(] y B (zg,r) N A #£ D
3. El conjunto de puntos interiores de A se representa por A

4. El conjunto de los puntos frontera de A se representa por 9(A)

(A¢ = M\ A)

Definicién 26. Conjuntos abiertos y cerrados
Sea (M, d) un espacio métrico, y A C M
I) Se dice que A es un conjunto abierto si y solo si todos sus puntos son interiores a A, es decir si
A=A:
A es abierto <= VYxg € A Ir > 01 B (z,7) C A
Observacion. M es abierto, y () es abierto.
IT) Se dice que A es un conjunto cerrado si y solo si su complementario es abierto.

Aes cerrado <= A° = M\ A es abierto

Observacion. M es cerrado, y () es cerrado
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Proposicion 19. La union de abiertos es abierta

Sea (M,d) un espacio métrico y sea {A;},c; una familia de conjuntos abiertos de M (I = conjunto de
indices)

Entonces |JA; ={zxeMnIielnzec A;} es abierto.

i€l
Demostracion.
Seaxo € UAZ =digelinxzg € Aio
el
Como A es abierto 3r > 01 B (xg,7) C A;; = B (zo,7) C U A;

i€l
O

Proposicion 20. La interseccion finita de abiertos es abierta

Sea (M,d) un espacio métrico y sea {A;},c; una familia de conjuntos abiertos de M (I = conjunto de
indices)

Si I es finito, Ai={reMnzecA;, Viel} esun abierto.

iel
Demostracion.
Seaxg€ A =>Viel To € A;
iel

Como A;es abierto = 3r; > 01 B (zor;) C A;
Sea r = min {r;,i € I} > 0
I es finito

Veamos que B (zg,r) C A; 1 Ajer <<:> B (xg,7) C ﬂAZ> ya que B (xz9,r) C B (zq,1;) C A;
il
O

Observacion. Para demostrar que la interseccion es abierta se hace necesaria la condicién de que el ntimero de
conjuntos sea finito, ya que si no lo fuera no puede asegurarse que el radio minimo que se coge sea estrictamente
mayor que 0. Tiene que ver con que el infimo de un conjunto estd contenido en el conjunto si el conjunto es
finito.

Proposicion 21. La intersecion de cerrados es cerrada

Sea (M, d) espacio métrico y {C;};.; una familia de conjuntos cerrados, entonces el conjunto
NCi={xeMnzeC; Viel} escerrado

iel
Demostracion.

Veamos que <ﬂ Ci> =JCs
i€l i€l

S <ﬂCi> —dicliz¢Ci=TicelurelCf<—=zec |JCf
i€l 1€1
Ahora Cf es abierto Vi € I = |J C; es abierto = () C; es cerrado
i€l iel

Proposicion 22. La unién finita de cerrados es cerrada.

Sea (M, d)espacio métrico y {C;},.; una familia de conjuntos cerrados, entonces si I es finito [JC; es un
i€l
conjunto cerrado.

(&
Demostracion. Veamos que (U CZ) = NCf
i€l i€l

i€l i€l
Ahora Cf es abierto = [ Cf es abierto => |J C; es cerrado
‘ i€l

xe(UCZ) =2 ¢C; Viel<—zeCf Viel<=xze Cf

.otel
Ies finito
O

Proposicion 23. Las bolas abiertas son abiertos
Sea (M,d) espacio métrico y tomamos un punto xo € M y r > 0, entonces B (xo,7) es un conjunto abierto
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Demostracion.
Sea y € B(xg,7) & d(xo,y) <7
Sea R=r —d(xg,y)y veamos que B (y,R) C B (zg,T)
Sea z € B(y,R) nd(zo,2) < d(zoy) +d(y,2) < d(xo,y) + R=d(x0,y) +7r—d(z0,y) =7 O

Proposicion 24. Las bolas cerradas son cerradas.
Sea (M, d) espacio métrico y tomamos un punto xg € M y r > 0, entonces B (xo,r)es un conjunto cerrado

Demostracion.
Veamos (B (o, r))c es abierto
Seay € (B (xo,r))c y sea R=d(xo,y) — 7
Sea z € B(y,R) — id(x0,2) > 717
(do,y) < d(x0,2) +d(2,y) = d(xo,2) > d(x0,y) —d(2,y) >d(x0,y) — R=r=d(x9,2) > R

Ejemplo 6.
SeaAn:(O,l—F%)CR neN

ﬂAn:{$€R\IO<l‘<1+% Vn}z(O,l]escerrado
1

Vr>0 B(Lr)=(l-rl+r)
(1—r,1+7)N(0,1] #0
(1—=7r1+7r)N(0,1c#£0

Ejemplo 7. Ejemplo de que la unién infinita de intervalos cerrados no tiene por que ser cerrado
Sea Cn:[o 1-1] cerrado

UC’nz{xeRnﬂnENnO§x§1—%}
n=1

7c” 0,1)

D7 Size(0,1)esdecir (0<<1)IneNnz<1-1
Sino,le—% Vn

x—lZ—% Vn

m—lESup{%,nEN}zO

x > 1 Absurdo!

oo
Por tanto | JC,, = [0, 1)no es cerrado, ya que su complementario (—oo,0) [J[1,00) no es abierto
n=1

Teorema 7. En R todo abierto es union finita o numerable de intervalos abierto, disjuntos dos a dos.

Demostracion.
Sea A C R abiertoy z € A
SeaS={yeRunax<y, y¢A}
SiS=0=[z,00) CA=>n=00
Si S # () = =z es cota inferior = In = inf(9)
SeaT={z€eRunz<znz¢A}
SiT=0=(—o0,z] CA=>¢=—-0
Si T # () = z es cota superior = 3& = sup(T)
Entonces z € (§,n) CA=n>x>¢&

Veamos que £ ¢ A (Si & € A, como A es abierto Ir > 01 (£ —r,§ + 1) C A = £ — r serfa cota superior de
T, lo cual es absurdo)

Idem paran ¢ A (Sin € A, como A es abierto Ir > 01 (n—r,n+7r) C A= n+ r serfa cota inferior de S,
lo cual es absurdo)

En particular, z € (&, 7).

(&,m) C Asixz < h < n. Supongamos que h ¢ A = h € A, ya que entre z y n hay elementos de A. Si
& < h < z, supongamos que h ¢ A = h € A ya que entre { y  hay elementos de A.

Si I es un intervamos abierto, z € I C A =1 C (§,7n), ya que (&, n) es el intervalo més grade que contiene a
T, ya que si no:

JhelCAnhé¢(En)=>h<f<z=¢e€lC A Absurdo!!

Doble grado Informética-Matematicas. Universidad Complutense de Madrid 32



2.2. Espacios métricos

JhelCAnhé¢(&n)=h>n>x=n€clC A Absurdo!!

Resumen: dado z € A C R (abiertos)=-Existe el intervalo “més grande” dentro de A, que contiene a z,
intervalo que llamamos componente conexa de A
O

Definicién 27. Componente conexa
Llamamos componente conexa de A al intervalo “més grande” dentro de A y que contiene a x

Veamos ahora que dos componentes conexas de A son disjuntas:
Si (&1,m) y (€2,m2) son dos componentes de A, veamos (£1,71) N (€2,12) =0

Supongamos que (&1,m1) N (E2,m2) Z0 = Tz & <z <1n, & <x <My = max{&, & <min{n,n}
(min {&1,&},max{n, 2} C (&1,m) U (€2,m2) C A Absurdo!!!

Queda asf demostrado que todo abierto es unién de intervalos abiertos, disjuntos dos a dos (unién de
componentes), y veamos ahora que la unién es finita o numerable:

Si (€, n)es una componente de A, es decir ((§,n7) C A,&,n ¢ A)

SeareQure(&n)

Asignamos un nimero racional a cada componente de A
{Componentes de A} — Q

(&mn) —r
Al ser esa correspondencia inyectiva, ya que seguro que a dos componentes distintas le asignaremos dos

numeros racionales distintos, por ser las componentes disjuntas. Y con esto queda demostrado que la unién es
finita o numerable ya que Q es numerable, es decir 3 f : N — Q biyectiva.

Definicién 28. Punto de adherencia, de acumulacién y aislado
Sea (M, d) espacio métrico y sea A C M, entonces xg € M

= Es un punto de adherencia de A<= Vr >0 B (zo,7)NA#0
El conjunto de todos los puntos de adherencia de A,se escribe A(Adherencia de A, o cierre de A)

= Es un punto de acumulacién de A <= Vr >0 (B (zo,7)\{zo}) N A #£D
El conjunto de todos los puntos de acumulacién de A se escribe A’

» Es un punto aislado de A <= 3r > 01 B (zg,7) N A= {zo}
El conjunto de los puntos aislados de A se escribe Ais (A)

Proposicién. A C A
Demostracion. Sixzg € A= Vr >0 B (zg,r) N A D {zo}

O
Proposicién. A’ C A
Demostracion. Sixg € A" = Vr >0 (B (20,7) \{zo)NA# D= B(zo,r) NA#£D=120€ A
O
Proposicién. A = A’ U Ais(A)
Demostracion.
"C’,SizeA,ysix ¢ A veamos que x € Ais(A)
Como x ¢ A" <= Jrg > 011 (B (w0,70) \{w0}) NA=0=x0€ Ay Irog > 0u B (x0,70) N A= {20}
7 D", Sabemos A" C Ay Ais(A)CACA
A UAis(A)cCc A
O
Proposicién. 4= AUd(A)
Demostracion. -
” 57 es inmediata, puesto que A ¢ A C A
r€d(A)=VYr>0 B(zg,r)NA#D
"C”,Seax €A, six¢ A veamos que x € 9(A)
Six¢1§<:>Vr>0 B (zg,r)NA° £ 0
Size A<= Vr>0 B(zo,r)NA#D
O
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Proposicién 25. A es el abierto mds grande contenido en A

Demostracion.
A es abierto: si zg € A — 3r > 01 B (29,7) C A
Afirmo: B (xo,7) C A por tanto todos los puntos de dicha bola son puntos interiores de A
Si y € B (xg,7) sabemos IR > 011 B (y,R) C B (20,7) CA=y € A
Veamos que es el mas grande:
Supongamos que no, supongamos G es abierto 1 A ¢ G C A
y supongamos = € G\A entonces como G es abierto 3r > 01 B (z9,7) CG C A=z € A

Proposicion 26. A es el cerrado mds pequeno que contiene a A

Demostracion.

A es cerrado: Veamos que (fl)c es abierto.

Sizg € (A) e Ir>001B(xg,r)NA=0 B(zg,r) C (A)F

De hecho B (zg,7) C (zzl)c, sino:y € Any € B(xg,r) = 3IR>01B(y,R) C B(xr),B (y,R) (C B(x,7))N
A # () Absurdo!!

Si C es un cerrado 1 C D A , veamos que A C A C C,

en caso contrario A ¢ C & Jzg € A 129 ¢ C & z, € C°(abierto)= Ir > 0 11 B(wg,r) C C° =
B (zo,7) N A = DAbsurdo!!

O
Proposicién 27. A= {y € M 1 inf{d(y,a), a € A} =0}
Demostracion. B
7 C” Tenemos que y € A= Vr >0 Bly,r)NA#0=Fa € Aud(y,a) <r< inf{d(y,a)} =0
"D”Seaa€ A= inf{d(y,a)} =0 Vr>03ac Aud(y,a) <reVr>0B(y,r)NA#0 O

Proposicién 28. A es acotado <= A es acotado

Demostracion.

=) Sean z,y € A, Ip,q € And(z,p) <eyd(y,q) <e=d(z,y) <dz,p)+d(p,q)+d(g,y) < 2c+d(p,q) <
2e 4+ diam A

(<= Trivial, ya que A C A O

Proposicién 29. A es cerrado <= A= A

Demostracion.

=) Supongamos que 4 ¢ A = AU I(A). Como A C A = Fzg € I(A)\A = 7 € A°, A° abierto
= 3r > 01 B(xg,r) C A° lo cual contradice que zg € 9(A)

(<= Si A= Aseawy € A° = 19 ¢ I(A) = 3Ir >0 1 B(xg,7) C A= absurdo. Luego 3r > 011 B(zg,r) C A°
por tanto A€ es abierto = A es cerrado O

2.2.3. Sucesiones convergentes en espacios métricos.

Definicién. Sucesién
Sea (M,d) espacio métrico. Una sucesién en (M,d) es un conjunto etiquetado con los nimeros naturales
{Tn}pentTn €M Vn eN

Definicién. Sucesién convergente a cero
En R, una sucesién {r,}en R converge a 0 e R < Ve > 03ng e NuVn > ngii|r,| <e < r, € (—¢,¢)

Notacién: Decimos que lim r, = 0 6 r,—0es lo mismo que decir que una sucesién {r, fconverge a cero.
n—oo n— 00

Definicién. Sucesiéon convergente a un nimero
En (M,d) una sucesién {z,},y converge a ro € M < lim d(z,,79) = 0 < Ve >0 3Ing € N Vn >

n—oo
ng d(z,, o) < e < x, € B(xpe)

Notacion: Diremos que lim x, = xg 6 que x,, — xg
n—oo n—oo

Proposicién 30. Si {z,}, yconverge entonces su limite es tinico.
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Demostracion.

Supongamos que no, supongamos i, Ts € M 1 x1 # o verifican que T, — 1y T,, — T2

n— o0 n—oo
Sea € < M = B(x1,6) N B (12,6) =0
y dado este € > 0 Ind 1¥n > nd ZTpn € B(x1,¢)
e>0 Induvn>nd T, € B(22,¢) Absurdo!!
O]

Proposicion 31. Toda sucesion convergente es acotada
Demostracion.

Si {z,} es convergente a xg € M, tomando e =1 3Ing uVn > ng Xy € B(x0,1)

Sea R = méx{d(zj,z0)j=1,..n0—1}+1,

claramente {z,,} C B (o, R) O

Proposicién 32. Si lim x, =xz¢ y lim y, = yo = lim d (xn,yn) = d (x0,yo)
n— oo n— 00 n— 00

Demostracion.

|d(xnayn)_d(m07y0)| = |d(xn7yn)_d(mnay0)+d<$nvy0)_d(x07y0) | S ‘d(xnvyn)_d(xnyo) |+|d(mn7y0)_

d(xo,y0) | < d(Yn,yo) + d(xn, xo)

d (xn,x0)
d(ynvyO)

Dadoe >0 Hn})ENHVnZnO
Ind € NuVn > n

Sea ng = max {né,ng} = Vn > ng

<
<

(SO0

Proposicion. EnR para dy, ds, ds, se tiene que {ﬂcn}neN CRY

(en R)

n—oo

|d (s yn) — d (20, y0) | < d(Yn,yo) +d(Tn,z0) <5+ 5=¢

Tn = 20 (ERN) & Vi=1..N (z,); — (2),

2
n—oo

Es decir, que el limite de una sucesion de vectores de N componentes tiende a un vector limite cuando cada
componente de los vectores de la sucesion tiende a la correspondiente componente del vector limite.

Demostracion.

-

<
Il
-

7 =7 Parad,ds,ds y Vi = 1...N se tiene que | (z,,),—2;| < d(zp,z) =

VR

<
Il
—_

<.
Il

-
L
2&

Como d (zp,z) — 0=Vi=1..N

n—r00

[(#n); — il — 0
n—oo

7 R
P

N
dy (zn2) =Y |(zn); — il
i=1
N 1/2
2
do (@, ) = (Z |(zn); — @il )
i=1
doo (a:n,x):i{a%Kxn)l—xA |
Ve >0 Vi=1.N dng Yn > ng
tomando ng = Maxz {nf,i =1..N} = Vn > ng
asi:
dy (xp, ) < N-¢

dy (zn,z) < VN -
doo (Tp, ) < €

Vi=1..N
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Observacion. La propiedad antes mencionada que nos dice que para que un vector converja en otro, cada una de
sus coordenadas tiene que converger a cada coordenada correspondiente no depende de la métrica (di,ds, doo)
Por tanto (d1,ds, dw) tienen las mismas sucesiones convergentes.

Proposicion 33. Para todo punto de adherencia existe una sucesion que converge a €l

Sea (M, d) espacio métrico y sea A C M
ro € A I{zn}, oy CANT, — 0
n—oo
Demostracion.
7 =7 SeaVn € N B(xo,%)yseaxneB(wo,%)ﬂA
Veamos que z,, — xoya que d (T, ) < % ya que
n—ro0
Ve >0 3n0||i<s(yaque}1—>0)éd(xn,x)<5
n—oo
7 &7 Sea r > 0 veamos que B (zg,7) N A # 0
Como x,, — x¢g <= d(xp,x9) — 0 <= Ve >0 Ing 1 Vn > ng d(xn,mg) < €

n—>00 n—»oo
T, €B (.CE(),E)
Tenemos ¢ =r = 3y Innd(zy,z0) <1 <= 2, € B(x0,7)NA O

Proposicion 34. Para todo punto de acumulacion existe una sucesion que converge a €l
o € A& IHant,en CANZ, # 20V T, — 20

n— oo

Demostracion.
Igual que la anterior, sélo que afiadiendo que z,, # zoVn en la demostracion. O

Teorema 8. Teorema de Bolzano-Weierstrass
Seaa,b€R a<by A C [a,b] un subconjunto infinito, entonces A tiene al menos un punto de acumulacién.

Demostracion.

Sea Iy =|a, b]

Observemos que a < “TH’ < by ahora consideramos [a, %‘H’] y [“T'H’,b] entonces uno de ellos contiene in-
finitos elementos de A y lo llamamos I, a I; le hacemos el mismo procedimiento y obtenemos Izcon infinitos

elementos de A. Por induccién tenemos Vn € N I,, intervalo cerrado 11 I, 11 C I,; I,tiene infinitos elementos
_ o)
de Ay I(I,) = =5

Asi {I,}, cy son un sistema de intervalos cerrados encajados y [ (I,) — 0 = (1, = {zo}
n—>aoo neN
Veamos que xg es punto de acumulacion de A.

Sea & > 0 veamos que en (zg — €,z + ) \ {zo} hay puntos de A
Innl(l,) < 15 = w0 € I, C (o —&,20 +¢) y en [, hay infinitos elementos de A.

O

Definicién 29. Subsucesién

Si {zn}, ey CR (6 M espacio métrico)

Una subsucesion de {2y}, cneS {Znk } ey = {Zn1s Tn2s Tnzeo 110 < Mgy Vk e N
Corolario 6. Teorema de Bolzano-Weierstrass para sucesiones

Toda sucesion {x,}, .y en R acotada tiene (al menos) una subsucesién convergente.
Demostracion.

Como {z,},y es acotada = Ja,b € R a < bu{z,}, oy C [a,b] O

Caso 1. Si{zn},cy €s un conjunto infinito, por el teorema de Bolzano -Weirstrass = 3o punto de acumulacién
de {zn},cn
Iny € Nnzy, € B(x,7m1) = (x0 — 71,20 +71)
Sea p1 = d (zn,, o)
rg =B < pp dng € Niing >ny Zn, € B(xo,72)
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P2 :d(xnzaxo)
7‘3=%2<p1 E|n3€N n3>n2||1‘n3€B($0,7’3)

Por induccién tenemos {z, }pe, subsucesién y {my} C Nud (znk, v0) < 1) = -1 ; asi d (znk, 10) — 0 es
n—o0

decir 2, — xo
k— 00

Caso 2. Si{w,},yes un conjunto finito = 3 un niimero en la sucesion que se repite infinitas veces. <=-Subsucesion
constante que es convergente.

Observacion.
Sea (M,d) espacio métrico y sea {xn}, .y C M 11 que converge a 19 € M <= Ve > 0 dng 1 Vn >

no xneB(x07%):>V5>Osin,m2no d (T, 2m) < d(2n, x0) +d(T0,2m) <5+ 5 =¢

d(wn 7Z0)< %

2.3. Espacios completos. Espacios compactos. Teorema de Heine-
Borel

2.3.1. Espacios completos

Definicién. Sucesién de Cauchy
Sea (M, d) espacio métrico.
Una sucesion {2, }, .y C M se dice de Cauchy <= Ve >0 dng € Nuvn,m > ng d(zn,xm) <€

Definicién. Espacio métrico completo
Un espacio métrico (M, d) se dice completo si y sélo si toda sucesién de Cauchy es convergente.

Observacion.
En (M, d) espacio completo.

1. Toda sucesion convergente es de Cauchy

2. (Q,]]) no es completo. Por ejemplo: z, = (1 + %)n €EQyuz, —ecR\Q

n—r00

3. Toda sucesién de Cauchy es acotada.

Teorema 9. R es completo

Demostracion.
Sea {,}, ey C R una sucesién de Cauchy = es acotada
(Ve >03ngnVn,m>ng |zn —zm| <¢)
VN eN ay=Inf{z,,n> N}
by = Sup{x,,n> N}
Asi anN S bN
an <an+1 Y by <bv= [ant1,nn+1] C [an, by]

Veamos que 0 < by —ay — 0
N —o00

Demostracion.

Sea e > 0, como la sucesién es de Cauchy Ing 11 si n,m > ng  |Tn — Tm| < € = |ano — bno| < € ya que
— < Ty =T <E=S Ty —EE< Ty < Ty, + €

fijado un n > ng y tomando infimo en m > ng:  an, —€ <z, < ap, +¢

Ahora tomamos supremo en n > ng: apy — € < bpy < apy + €

Recomponemos de nuevo y tenemos: —& < b0 — apo < € S |ang — bno| < € O
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Como los intervalos son encajados Vn > ng |an, — by| < e
oo

Aplicando el teorema de Cantor se tiene que: I a* € R 1 ﬂ l[an,bn] = {z"}

N=1
Veamos que z,, — z*: VneN a, <z, <b, v a, <z*<bp,= |z, —2*<b,—a, — 0 O
n—roo n—roo
Proposicién 35. RY con di,ds, ds es completo
Demostracion.
Sea {x,}, .y C RY una sucesién de Cauchy
Veamos Vi = 1,..., N se tiene que {(n)i},cn C R es una sucesién de Cauchy. Si n,m € N
dy l‘n,.Tm Z| xn -Tm)]|
N 1/2
Tn), — (Tm). | < d(xp, Tm) = 2
|(n)z (m)z|— (Tns Tim) do (2, ) = Z‘ )j‘
j=1
o (o ) = s, <wm>]!
Sie>0=3InguVn,m>ng d(z,,xm) <e=|(z ) (l‘m)i|<8
Por tanto, como R es completo, tenemos que Vi = SN JzieRu(zy,);, —
n—oo
Ty
T3
Veamos que x,, — z* = .
TN
N
dl(xn,x*):ZHxn)j—xﬁ <N-¢
j=1
N 1/2
d(xn,z*) = 2
(@n, %) do (zy, %) = Z’(mn)J—x; <+VN-¢
j=1
doo (T, %) = j:f%f(N ‘(xn)] B x;k <e
Sabemos que Ve > 0 Vi=1,...,N 3no(j) 1 Vn > ng(j) ’(xn)J —x = r{léme {no(4)} =
G=Lyeus
Vn > ng (columnas de la derecha de las distancias) O

Observacion. Las columnas de la derecha provienen de acotar la distancia por el resultado de la suma (en caso
de dy y d2) y por el propio epsilon en el caso de dal ser éste arbitrario.

Proposicién 36. En un subconjunto cerrado de un espacio métrico completo, A C M, (A,d) siendo ds una
métrica inducida, también es completo.

Demostracion.
Sea {xn},,cnyC A una sucesion de Cauchy = es también sucesion de Cauchy en M.
Como M es completo = {x,} converge a g € M
(Aaxn — xo)éxoefle O

n—oo

2.3.2. Conjuntos compactos

Definicién 30. Recubrimiento por abiertos
Sea (M, d) un espacio métrico, sea A C M y sea {G4},; una familia de abiertos de M, se dice que {G4}
es un recubrimiento por abiertos de A siy sélo si A C U G,
acl

Definicién 31. Conjunto compacto
Sea (M, d) un espacio métrico y sea A C M. Se dice que A es compacto si y sélo si de todo recubrimiento
por abiertos de A puede extraerse un subrecubrimiento finito, es decir

N
V{Ga}tae; AINEN/an,...,ayel/AC| ]G,
i=1
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Es decir, que para cualquier recubrimiento por abiertos de A podemos quedarnos con una cantidad finita de
ellos y seguimos cubriento completamente a A

Observacion 13. En R, Nno es compacto
Vn € Nseal, = (n — i, n+ %) un recubrimiento por abiertos de N

N C U I,,, pero no puede extraerse de ahi un subrecubrimiento finito, luego N no es compacto.
neN

Proposicién 37. Un compacto es cerrado y acotado
Sea (M, d) un espacio métrico. Si K C M es compacto = K es cerrado y acotado

Demostracion.
Veamos primero que K es acotado:
Seae >0 Vae K, B(x,e) se tiene que K C U B(z,e) — recubrimiento por abiertos de K
zeK

N
Como K es compacto 3N € N tal que x1,...,2ny € K 1 K C U B (z;,¢) = K es acotado
i=1
Veamos ahora que K es cerrado:
Para ello, comprobemos que K¢ es abierto: Sea y € K¢ si x € K Iri(x), ro(z) > 0 u B(y,rz2(z)) N
B (z,ri(z)) =0
Entonces, K C U B (z,71(x)), que es un recubrimiento por abiertos de K.

zeK
N

Como K es compacto, nos quedamos con un subrecubrimiento finito: K C U B (zi,7m1())

i=1
Sea v = min{ra(z;),i=1,...,N} > 0, entonces B(y,r) N B(x;,r2(x;)) =0 Vi=1,...,N, ya que
B(y,r) C B (y,r2(xi)) no corta a B (xi,r2(;))
Por tanto B (y,r) C K¢, por lo que K¢ es abierto, luego K es cerrado. O

Proposicion 38. Todo subconjunto cerrado de un compacto es compacto
Sea K C M compacto y A C K cerrado = A es compacto

Demostracion.
Sea {Ga },e; un recubrimiento por abierto de A, entonces A C U Gao
ael

Como A° es abierto y K\A ={x € Knxz ¢ A} C A°, entonces K C (U {Ga}> U A°, que es un recubri-

acl
miento por abiertos de K

Como K es compacto, extraigo un subrecubrimiento finito, es decir, 3N €N ay,...,ay € I 1 K C

N N
U G,, U A° entonces, como A C K = A C U Ga, O

i=1 i=1

Proposicion 39. La interseccion de un cerrado y un compacto es compacta
St K C M es compacto y F C M es cerrado = F N K es compacto

Demostracion.
Sea A = FNK C K. A es cerrado porque K lo es, luego por la proposicién anterior tenemos que A es
compacto. O

Proposicién 40. En R sia,b € R, a <b, entonces [a,b] es compacto

Demostracion.

Supongamos lo contario, supongamos que existe un recubrimiento por abiertos del que no puede extraerse
un subrecubrimiento finito. Sea éste recubrimiento por abiertos {Ga},¢;
Denotemos [a,b] por Jy y sea ¢ = %2, Definimos I = [a,c] e I = [¢,b], y decimos que alguno de los dos no
puede cubrirse con una cantidad finita de abiertos de {G4}, y lo llamamos J;

Partimos J; en dos, y entonces, de forma similar a la anterior, podemos decir que alguna de las nuevas partes
no puede recubrirse con una cantidad finita de abiertos de {G,}, y lo llamamos J,

Inductivamente tenemos que Vn € N, J,, intervalo cerrado que no se puede cubrir con una cantidad finita
de abiertos de {G4} de modo que Jyq1 C Jo, U(J,,) = 2.
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o0
Por el teorema de Cantor, 3lz* € R m Ip ={z"}
n=1
Ahora, * C [a,b] C U Gao
acl
Jagelnaz* C Gy =3Ir>0n(z"—r,2"4+7)C Gop; Innl(Jy) <rya*e€J,=J, C(z*—ra*+7r)C
G, = absurdo, ya que segin esto, J,, esta cubierto por un intervalo de la familia, y esto contradice la hipétesis
de partida, ya que hemos construido .J, basdndonos en que no era compacto. O

2.3.3. Teorema de Heine-Borel

Teorema 10. Teorema de Heine-Borel
EnR o R", con di,ds,ds las siguientes afirmaciones equivalentes:

1. A(R o R"™) es compacto
2. A es cerrado y acotado
3. Todo conjunto infinito de A tiene un punto de acumulaciéon en A

Demostracion.
1)=-2): Proposicién anterior. Valido en cualquier espacio métrico

2)=1): Si A es cerrado y acotado. En R A C [a,b] a,b € R a < b. En R" las proyecciones son acotadas,
entonces da; < b; i = 1,...,N u P;(4) C la;,b;] = C. Entonces como C es compacto y A C C = A es
compacto

1)=3): Sea S C A un subconjunto infinito tal que no tiene ningtin punto de acumulacién =V € A Ir (z) >
0 (B(z,r(z))\{z}) NS =0 (Si hubiera un punto de acumulacién 3z € AuVr >0 B(z,7)\{z} NS # 0
N

Asi, A C U B (z,r(x))y como A es compacto: IN € N z1,...,.ay € AuSCAC UB(xi,r(a:i)) =S c{r,...

z€A i=1
que es finito, y entra en contradicciéon con la hipdtesis de que S era infinito.

3)=2): Supongamos que A no acotado. Vamos a crear una sucesién que no converge.

Sea ki =1=dxz1 € A d(!L‘l,O) >k

Sea ko = d(x1,0) + 1= Ja3 € And(x2,0) > ks

Inductivamente, tenemos {z,}, cy 1! d(¥n11,0) > d(2,,0) 4 1, por tanto, si n,m € N (supuesto n > m)
d(xp, ) > d(x,,0) — d(zm,0), con lo cual {z,} no tiene puntos de acumulacién, lo cual es absurdo

Veamos que A es cerrado, es decir que A = A = AU A’
Size A =3 {z,} C Anx, > T jPertenece T a A?
Por 3), {z,} tiene un punto de acumulacién en A, por lo tanto debe ser Z y por lo tanto Z € A O

Proposicion 41. Todo compacto es completo
Si K C M es compacto = K es completo

Demostracion.
Sea {n},cn C K una sucesién de Cauchy:
Ve >03dng €N, n,m > ng d(z,, zm) < e.
Como K es compacto = {x,} tiene punto de acumulacién z* € K
Veamos que xz, n:)N z*: Como z* es punto de acumulaciéon Vk € N 3z, 1z, € B (m*, %)
Sea e > 0 3ko 11 Nk, > no d(Ty,, ,2") < e. Ahorasin >ng d(zn,2*) < d(n, Tp,) + d(Ty,, ") <ete E
2e
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Capitulo 3

Sucesiones y series

3.1. Swucesiones

3.1.1. Convergencia. Propiedades de sucesiones.

Definicién 32. Convergencia.
Se dice que una sucesién, {x,} C R, converge a x € R si y sdlo si

Ve >0 dngeNnvn>ng d(z,z,) = | —x,] <e

Notacion. Notamos la convergencia de una de las siguientes maneras, todas ellas equivalentes:

1. 2, —

n—o0
2. limy, sz, =
3. {xn} converge a x.

Observacion 14. Consideramos C = R? con lo cual si 2 € C, z = a+ bi = (a,b). Asf |z| = Va2 + b2 =|a—1b |
y d(z,w) = |z —w|.

an, — @
Ahora sea {z,} CC, z, — 2z d(z,2,) — 0, yasiz, =an +bpi — a+bi s noo
n—oo

Definicién 33. Operaciones con sucesiones
L Sif{zn )2, Aynt,o, CRGC
@) {zn} + {un} = {on + vy
b) {xn} {yn} = {on yntos
2. Si{z,}, - CRS6CyAeR(6C), entonces {\-z,} = A{w,}
Observacion 15. El conjunto de las sucesiones en R (6 C) constituyen un espacio vectorial.

Proposicion 42. La estructura de espacio vectorial de las sucesiones convergentes.
Sean {xn} — = e{yn} — y, ambas sucesiones en R ¢ C. Entonces:
n—oo n—oo

3. Mz, } e Az
4. Six,x, #0 Vn, entonces {%ﬂ} — %
5

Alealy = o]
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3.1. Sucesiones

Demostracion. Vayamos por apartados.

1. Sea € > 0, con lo cual In 1n > ng |a:n—a:|<%y5|n3||n2ng lyn —yl < 5.
Tomamos ng = méx {nf,ng}. Si n > ng, entonces
e €
I(a:n+yn)—(w+y)\=\xn—x+yn—y|Slxn—x|+\yn+y\§§+§=s

2. |xnyn - !Cy| = |mnyn —TpyY + Ty — xy| < |xn (yn - y)| + ‘y (xn - x)| = |mn| |yn - y| + |y| |xn - 1’| Como
{zn} es una sucesién acotada, IM > 0 |z,| < M, Vn €N, con lo cual:

|l [yn =yl + [yl [2n — 2] < M |yn =yl + |y| |zn — 2]

Caso 1. Siy = 0, el segundo término no existe, luego dado € > 0  Ing 1 sin > ng |y, —y| < 57, entonces

€
[Tnyn — xy| < M |y, — y| SM'MZS
Caso 2. Siy #0,dadoe >0 Inf nusin > n} |20 — 2| < i v ademds Ing 11sin > ng lyn —y| <
537> luego
€ 3
|xnyn_$y| SM‘yn_y‘+|y||xn_x| <Mm+|y| m_
3. Supongamos que A # 0. Entonces, dadoe >0 Jngusin>ng |z, —z| < ‘67'

A= Aol = A (o — )| = M o — 2] < N S = ¢

4. Como {x,} — xy z # 0, entonces In} 11 Vn > n} se tiene que |z, | > % > 0.
n— oo

Bien, ahora dado ¢ = % IndnVn >ng  x|=|za] < ||2| = |26l < |7 — 20| < % = |x|—|12‘ = |i2\ < |zp]
Con lo cual, ITll > % y entonces dado e > 0 dng (no > né) nvn > ng |z, — 2| < 5%
R Bk 20 :|m—xn|_|x—g:n|<€
5. Dadoe >0 dngnVn >ng |z — x| < e. Se tiene que

[|n| = fa|] < |2n — 2 <e

luego |z,| = ||

Definiciéon 34. Sucesién mondtona
Sea {z,} C R una sucesién de ntimeros reales.

1. Se dice que la sucesién es monétoma creciente si y sélo si z; < x;41 VieN
2. Se dice que la sucesion es mondtona decreciente si y sélo si ;41 < z; VieN
Notacion.
1. {z,} T denota una sucesién mondtona creciente.
2. {x,} | denota una sucesién monétona decreciente.
Proposicién 43. Convergencia de sucesiones mondtonas.

1. Si{x,} es mondtona creciente y acotada, entonces la sucesion converge a su supremo, esto es

lim x, = sup {x,,, m € N}
n—oo

2. Si{z,} es mondtona decreciente y acotada, entonces la sucesion converge a su infimo, esto es

lim z, = inf {x,,, m € N}
n—oo
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3.1. Sucesiones

Observacion 16. El reciproco es cierto en ambos casos.
Demostracion. Abordemos ambos apartados:

1. Si {z,} es acotada, entonces IL = sup {z,,, m € N} y es claro que z,, < L Vn € N. Ademds, dado
e>0 dnpeNnL—-e<z, <L, con lo cual Vn > ng L-e<zp <a,<L=uz,c(L—¢l

2. Si {x,} es acotada, entonces 3L = inf {x,,, m € N} y es claro que L < z, Vn € N. Ademds, dado
e>0 dngeNnL<z,<L+e¢e, conlocual Vn > ng L<az,<ap,<L+e=uzx,€[L,L+e)

O
Proposicién 44.

1. Si{xp,} CR tal que x, >0 VneNyxz, — x, entonces x> 0
—00

n

2. Si{xn} e {yn} son sucesiones reales convergentes, esto es, T, —> T Y Yp — Y Y Tn <Yy, Yn €N,
n—oo n—oo
entonces T < y

8 Sia<z,<b Vnyx, — x, entoncesa <x <b

n—oo

4. Regla del sandwich: Sean x.,, y z, dos sucesiones convergentes tales que r,, —  y z, — x. Entonces
n—oo n—oo
toda sucesion y, tal que x, < yn < 2z, Vn cumple Ilim,, o yn vy ademds y, —
n—oo

Demostracion.

1. Supongamos lo contrario, es decir, que = < 0. Entonces Ing 11 Vn > ng T, < 0, que entra en contra-
diccién con la hipétesis.

2. Sea z, = yp — T, >0 Vn. Es claro que z, — y —x, que por el apartado 1., y—z>0=y >z
n—oo

3. Si llamamos z, = x, —a > 0, entonces z, — x—a>0ey, =b—x, >0, entoncesy, — b—xz >0,
n—oo n—oo
conlocuala <z <b

4. Sea oy, = 2z, — xy > 0. Obviamente, a,, — 0. Entonces 0 < y,, — x,, < a, con lo cual, lim y, —x, =0,
n— o0 n— oo

vaquedadoe >0 dngnVn>ng yn—x, < an,

Bien, ahora y, = (yn — zn) + 2, — O+ 2 =2, conlocualy, — x
n—oo n—oo

Definiciéon 35. Limites infinitos
Sea {z,} C R una sucesion.

1. Se dice que la sucesion tiende a mas infinito, esto es, x,, — 400 (o analogamente lim x, = +oo) siy
n—oo n—oo
sélo si VM >0 dnguVn > ng Ty, > M

2. Se dice que la sucesion tiende a menos infinito, esto es, x, — —o0 (0 analogamente lim =z, = —oo) si
n—oo n—oo
ysélosi VM >0 dngnVn > ng Ty < —M

Proposicion 45.

1. Si{xzn} T y no acotada, entonces lim x, = +oo
n—r oo

2. Si{z,} | y no acotada, entonces lim xz, = —o0
n—oo

Observacion 17. Si lim x,, = +oo, entonces {x,} no es acotada.

n—oo

Demostracion.

1. Si {x,} es monétona creciente, x, < xp41 Vn y al no ser acotada, entonces dado M > 0 Ing 11 Ty, >
M = Vn > ng Ty > Tpy > M.

2. Si {z,} es mondtona decreciente, 11 < z,, Vny al no ser acotada, entonces dado M >0 Ing 11 xy,
—M = Vn > ng Tn < Tpy < M.

IA
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3.1. Sucesiones

O
Observacion 18.
1. Si{z,} 1, entonces x, siempre tiene limite (a un nimero real o a +00)
2. Si {x,} |, entonces z,, siempre tiene limite (a un nimero real o a —oo)
3. Trabajaremos con limites en R U {00} U {—o00}. Llamaremos a esto R ampliado (R).

Proposicion 46. Limites de la sucesion inversa.

1. Si{zn} vl +o0, entonces = — 0.

n n—00

2. Si{r,} CRz, >0 VneNyux, — 0, entonces -— —> +00

n—oo n n—o0

3. 5 {Zl'n} C R’x" <0 VneN YTy — O, entonces IL — —00

n—oo n n—o0

Demostracion.

€

1. Sea8>0,ent0ncesﬂnonn2noyxn>l(:M)<:>0<%<a.

Caso 1. Siw, — 00=3IM >010<M <z, Yn,0< i<z, =0<-<e= b

n—oo Tn n—oo

Caso2. Siz, — —oco=3IM >0z, < M<0:>xn<—:>s<—és>

n—0o0 Tn n—oo

2. Dado M >0 dngnu¥vn > ng O<xn<ﬁ<:)0<M<i

Casol. Siz, — O0yzx,>0=2x2, <g¢; xn< =1 5 4+

n— 00 Tn n—oo

Caso 2. Sixn—>yxn<0:>5>xn;mi>wn;_?1<xn$;—1< —>—E:> — —00

n—oo Tn n— oo

Corolario 7. Limites en R ampliado.
Sean z,y € R.

1. Six, — T ey, —> Yy, entonces Tp, + Yp, —> Tty
n—oo n— n—
Observacion 19. Slm:oo,yEIR=>x+y:—oo. SizeR,y=—00=x+y=—00y viceversa.
2. SiAeR= Xz, — A x

n—roo

3 Sixp, <y, Vnyz, — T ey, H Y, entonces t <Y YySIT=00=>Y =00 Y LYy =—00=>1T = —00
n—oo n—

4. Regla del sandwich: Si z, < z, < yn, y i Tp, —> T eYn —> x, entonces z, tiene limite y z, — z.
n— n— n— o0

Observacion 20. Trabajando con limites ampliados, hay operaciones con limites que no pueden determinarse.

Estas son co — 00, ¥, 22,1%°, 0.
oo

3.1.2. Algunos ejemplos.

Ejemplo 8. Sea z,, = Iip, con p > 0 fijo, n € N.
1

= — Oyaquen? — 400y esno acotada (si fuese acotada: IM > 01 n? < M Vn, lo cual es absurdo.)
oo n—,oo

P
T on—

ComopeR=dneNim<p<m-1=n"<nP Vn=n"<M Vn = M= Vn, que es absurdo.

Ejemplo 9. Sea z, =a" a € R fijo, n € N.

0 si la| <1 (|z,| serfa decreciente)
N 1 sita=1 (x,=1)
x
" n—oo ] 0o si |la| >1 (|an| seria creciente)

Aim sia< -1 (por ejemplo, dos subsucesiones g, v Za,4+1 tendrian limites distintos)
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3.1. Sucesiones

Ejemplo 10. Sea z, = {/a, a > 0 fijo, n € N.

Entonces x,, — 1
n— oo

1

Demostracion. Supongamos que @ > 1. Sin € N 5

1 .
< % = a7 < aw. {ale} es monétona decreciente y
R
1<av Vn (51 antt <1 =a <1, cosa que es absurda).
. . , 1
Como z, es monétona decreciente, 3/ = lim a™».
n—oo
Supongamos que 1 <[ < arv Vn=["< a, que es absurdo, luego lim I = oo ya que [ > 1. Con lo cual,
n—oo

. , 1
necesariamente, lim a=» = 1.
n—oo

Caso 1. Supongamos que a = 1, entonces {/a = 1.

1
n

Caso 2. Supongamos que 0 < a < 1, entonces a%/n = (%) - — 1 (% > 1) = Ya=-LL — 1=

o
n—»00 Va pnsoo 1

Ejemplo 11. Sea x,, = {/n, n € N.

Entonces x,, — 1.
n—oo

Demostracién. Como nn > 1 = nw = 1+ ky, kn >0=n=(1+k,)" = Z(?)kj
§=0

> 1+ (H)k2 =

n

1+ Wki (hemos cogido el primer y tercer término del sumatorio, el resto lo desechamos.)
n > 1+@kz; n—1> @k%, tachamos el n — 1 y tenemos 1 > %kﬁé % >k =k — 0=
n— oo

kn—>0:>n%:1+k;n—>1 O

n—oo n— oo

Ejemplo 12. Seaz,, = (1 + %)". T, es mondtona creciente y acotada superiormente, con lo cual 3 1im (1 + %)" def-
e, el numero de Euler.
Ejemplo 13. Sip > 0, € R fijos, y sea
e
= —,neN
xn (1 +p)n n
Entonces z,, — 0
n—oo

Demostracion. Sea k € N1k > « y sean > 2k. Se tiene que (1 +]z)" > (Z)pk = ”("*1)("7,3!)"'(”7’““)]3’“. Como
n>2k=>m-k+1)>n-5+1=54+1>4=(1+p)" > (i,) pr.

k

Entonces tenemos que (1+1p)n < (;;ka = Zk ;f; Que, multiplicando por n®, resulta
ne <na~k! 2 k_ k! 2\ "
1+p)" = P \n) — pFonfen
k!

que W njgo 0. O
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3.2. Series.

3.2. Series.

3.2.1. Convergencia. Propiedades

Definicién 36. Sumas parciales y series.
Sea {z,} CR 6 C.

1. Llamamos sumas parciales de x,, a:

M
Sy=Y z,, MEN
n=1

2. Llamamos serie de la sucesién x,, a:
S= lim Sy
M —o00
. . M
supuesto que existe. Lo denotamos por > 0" | @, = im0 D poq Tn
Notacion.

1. Si 3limpy; o0 Spr se dice que la serie Zzozl T, es convergente.

2. Sélo en R si lim Sp; = o0 se dice que la serie es divergente.
M —o00
. ’ . . (o]
3. Si Eﬂ/}gnoo Sy se dice que la serie )" | x, no converge.

Observacion 21. Si z, = a, +bpi € C, n €N. Sy = ZM

el Zn = 224:1 an + 1224:1 b, y por tanto la serie

M C
Y n_1 %n €s convergente si y s6lo si ) a, y > b, son convergentes.

Ejemplo 14. Serie de una progresién geométrica.
P . _ M+
Sea a € R 6 C fijoy sea z, =a™. Sy = Zﬁilxn = Zﬁila” e

Caso 1. |a] <1= 3 a, = lim S Man = 2

M — 00 l-a
Caso 2. |a| > 1= |Sy| = aza | _ |aa o " —lal o
) M 1-a a—1 = la—1] M—s00
M+1_
Caso3. a>1= Sy =% — +x
M —o00

Caso 4. azl:Zﬁ{lan:M: 1im > a, = 400
- M —00

Caso 5. a =—1= lim a, = 0,—1 =la serie es divergente.
M — o0

o0 1:1

. " _1 . 1
En particular, si a = 3, entonces ) >~ | 5=

Ejemplo 15. Sea x, = %

Sy = Ziwzl Tp =1+ % + % +...+ ﬁ Sy es mondtima creciente (Syr < Sar41) y se tiene que Y o, %

lim Sy =
Mlinoo M oo
3.2.2. Criterios de convergencia

Proposicion 47. Generalidades sobre convergencia
Sean {xn} e {yn} sucesiones.

1. 8i Y "z, € Y.y, son convergentes entonces > (Tp +Yn) = D, Tn+ Y. Yn €s convergente.
2. SiceR 6C, entonces Y . | C Ty =C- Y 0o | Ty

3. Si Z;o:l T, es convergente, entonces T, vd 0. El reciproco no es cierto (la serie armdnica, por ejemplo).

4. (EnR) Siz, >0 Vn €N entonces Y. z,, es convergente si y sélo si Ik > 01 Z’r]\L/lzl xn < k VM e N
5. Criterio de Cauchy: Y " | x, es convergente si y sélo si Ve >0 3Ny si M,N > Ny (y M > N)

N
Zn:M-{—l Tp| <&
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3.2. Series.

Demostracion.

1. Las sumas parciales de {2, 4y} son: SSM 2 + 40 = XM 2 + My, P ST xn+ > yn
— 00
2. Las sumas parciales de {c-z,} ~ son: Sy = Zf\f:l C Ty = CZﬁil Tn T ey T
)

3. Sabemos que Sy; = ZM

1 Tn tiene limite cuando M — oco. Entonces xpr = Sy — Sy—1 — [ —1=0
- M— o0

4. Como x,, >0 VneN Sy = Zf‘f:l Z, es mondtona creciente (Sy; < Spr+1 VM € N), por tanto Sys
tiene limite si y sélo su es acotada, esto es Ik > 01 Sy <k VM €N

5. 3.0 @y es convergente si y s6lo si {Sr}arens la sucesion de sumas parciales, tiene limite si y sélo si
Ve >0 3Ny € Nusi M,N > Ny (suponiendo N > M) |Sy — S| <e & ETJ:[ZMH T, <€

3.2.2.1. Convergencia absoluta. Reordenamientos

Definicién 37. Convergencia absoluta. Convergencia condicional
. oo . , . oo
1. La serie ) ", x, es absolutamente convergente si y sélo si ", |x,| es convergente.
. oo o0 . . o« .
2. Si)  ~,xy, esconvergentey » . |z,| no lo es, decimos que la serie es condicionalmente convergente.

Proposicion 48. Convergencia absoluta
Sea {zn,} CR ¢ C. Si

(o) (o)
g |z,| < 00, entonces g Ty, < 00
n=1 n=1

El reciproco no es cierto.

Demostracion. Si 350, |z, < 0o, entonces Sy = 22/1:1 |z, | , la sumas parciales de la sucesién en valor abso-
luto, es de Cauchy. Entonces, Ve >0 3Ny € Nusi N, M > Ny (supuesto N > M) se tiene que ‘S’N = S’M‘ <e.

= |Sy — Su|, siendo

Por la propiedad triangular, vemos que‘S’N - S'M‘ = ZTJ:T:MH |z, > ’ZZLMH Tn

< ZfLMH |z,,|, entonces

. ., N
Sn, Sar las sumas parciales de la sucesiéon normal. Con lo cual, como ‘Zn: M1 Tn

|Sa — Sn| < e, con lo cual {Sa},, es de Cauchy y por tanto Hj\}l,i)nooSM = A}llnoo 231:1 Tp =00 Tn. O

Definicién 38. Reordenamiento.
Sea f: N — N biyectiva y {z,,} una sucesién real o compleja. Entonces a

o0 oo
Z Tf(n) se le llama reordenamiento de Z Tn
n=1 n=1

Los siguientes teorema, que no demostraremos, proporciona un resultado poderoso acerca de los reordena-
mientos de las series.

Teorema 11. Teorema de reordenamiento de Riemann.
Sea {x,} una sucesion real o compleja . Si Y.~ | x, es absolutamente convergente, entonces para todo

reordenamiento se tiene que
o0 oo
E :xf(n) = E ,xn
n=1 n=1

Teorema 12. Sequndo teorema de reordenacion.
Sea {x,} una sucesion real o compleja. Si Y .o T, es condicionalmente convergente, entonces para todo
A € R existe un reordenamiento f: N — N tal que

o0
D wpm =A
n=1
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3.2. Series.

3.2.2.2. Criterios de convergencia absoluta

Proposicién 49. Criterios de convergencia absoluta.
Sean ayn, b, sucesiones de términos positivos.

1. Supongamos que 3¢ > 0 y Ing € N tal que a,, < c-b, VYn > ng,

a) Siy o b, < oo, entonces ZZO 1 Gn < 00.
b) Si> 7 | a, = oo, entonces Y o b, = 00

.. an 00 (%s) . . .
2. Si nh—{r;obi =1,1# 0,00 entonces )~ 1 an y >~ by tienen el mismo cardcter.

3. i lim 3= =0, entonces Y oo by <oo:>Z ~q0n < 00

n— 00

s e an oo _ S _
4. Si nhﬁn;(j 3> = 00, entonces ), by =00 = Y opq Gn = 00

Demostracion. Vayamos por apartados.

1. Sean Sy = Zﬁ[ 1Gn ¥ Sy = Zﬁl 1 by, entonces si N > ng, Sy = D% an + Zfl\]:no-i-l ap < A+c-
Zg:noﬂb Con lo cual Sy < A+c- Zn not1bn T C > b, = A+ c- Sy. Ahora,

Caso 1. Si Y7 by, < o0& {S’N} es acotada, luego {Sx} también lo es < > | a, < o0

Caso 2. Si > 7

n=1

an, = 00 < {Sn} no es acotada, luego {S'N} tampoco lo es < > b, =

2. Como hm ‘g" = 1,1 # 0,00, eso significa que Ve > 0 dngusin > ng

Z—:—l‘<s©‘g—:€(l—€,l+s).

Tomarnos €= é > 0, con lo cual §= € (/2,3l2) é << 3% & ébn < a, < Sébn. Esto significa que
ambas sucesiones se acotan mutuamente, con lo cual, por 1., tienen el mismo caracter.

3. Como lim Z—" =0,conlocual Ve >0 dngusin>ny 3= <ée<* a, <ceb, Tomando e = 1, tenemos
n— oo n

que a, < by, luego si >0 1 b, < oo = a, <0

4. Como lim §= = oo, entonces VM > 0 Fng nsin > ng b—" > M < a, > M -b,. Tomando M = 1,

n—oo " n
tenemos que a,, > by, luego si > o2 b, =00 = °  a, = <.

O

Proposicién 50. Criterio del cociente o d’Alambert.
Sea {an} una sucesion real de términos positivos. Tenemos que

1. Si lim M <1, entonces Y oo | an < 00.
n— o0

2. 8i lim 242 > 1, entonces ) 7| a, = 0.
n—o0 n=1

3. Si lim a’;ﬂ =1, no puede asequrarse con certeza qué sucede.
n—o0 n

Demostracion.
1. Sil= lim = < 1. Sea kil <k <1, entonces Ing nsin >mny = <k, conlo cual Vn > ng  any1 <

n—oo n An
k-n,tpy+1 < k- ano, ano+2 <k-any41 < k? - an,, que por induccién queda Vn > ng a, < k"""°a,, =

n Ang M Ang n Ang e o] n . .z , .
K" 5 D ey @n < e Zn —no el o Y meng k" < 00 (por ser serie de progresién gedmetrica de

razén menor que 1).

2. Sil = lim%>1. Sea knl <k <, entonces Ing n sin >ny apt1 > k-ap, Yn > ng = a, >

n—oo n
n—ng n Ang M Ang kn
k an, = k" 33% Vn > ng. Sea ahora M > ng, D, _, an > 1358 Zn no B A 00 (por ser k > 1),

con lo cual Y07 | a, = oc0.
O

Proposicion 51. Criterio de la raiz.
Sea {a,} una sucesion real de términos positivos.
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3.2. Series.

. , o0
1. Si lim {/a, <1, entonces Y~ | an < 00.
n—oo
) i n o —
2. Si lim y/a, > 1, entonces )~ a, = 0o.
n—oo
8. Si lim /a, =1, entonces no se puede asegurar el cardcter de la serie.

n—oo

Demostracion.

Sil— Fm e . oS W < <
1. Sil nlhngo,/an<1Seaknl<k<1:>§|no|\51n_n0 va, <k < a, <k™ Como k < 1, entonces

2211 k™ < oo, por el criterio de comparacién se tiene que Z;;o:l ay < 00.

2. Sil= lim ¢a, >1.Seaknl<k<l=3dngusin>ng /a, >k< a, > k™ Como k > 1, entonces

n—oo
o0 n __ . . <z . o0 .
> me1 k™ = 00, que por el criterio de comparacién se tiene que Y " | a, = o0o.

O

Proposicion 52. Criterio de condensacion de Cauchy.
Sea {an} una sucesion real de términos positivos mondtona decreciente. Entonces

o0 o0
. . . k
an tiene el mismo cardcter que 2% - agk
n=1 k=1

Demostracion.
Las sumas parciales son crecientes en M. {Sy} es acotada si y s6lo si {Sox} es acotada:
=) Obviamente, ya que Syr tiene menos términos que Syy.
(< Dado M >0 3kuM <2F = Sy < So.

Bien, el desarrollo de Sgx es: Sor = ay +as + ...+ agr—2 + age-1 + agr. Ahora, si agrupamos los términos en
potencias de 2, el sumatorio queda: Syr = Z?:l Qoi-141 + ...+ 9.

Vamos ahora que Y oo | a,, ~ Ejoil 2F . agk.

Sor = 2?21 Qgi-141+ ...+ a2,y Sor = Z?Zl 207 ag; =1 2521 2/ay; . Por dltimo Sgr < Z?Zl 27141 <
Z?:l 2j’1a2,~71 = Zﬁ:o 2™ Gom . O]

m=j5—1

3.2.2.3. Criterios de convergencia para series de términos arbitrarios.

Proposicion 53. Criterio de Leibniz para series alternadas.
Sea {an} una serie real de términos positivos mondtona decreciente tal que lim a, = 0. Entonces la serie
n—oo

(_1)n+1 an

n=1
es convergente.
Demostracion.

M 1 . .
Sy = anl (—1)”+ a,. Veamos que para N € N las sumas parciales pares Sa son crecientes. Sonio =

Ziﬁ? (—1)”+1 ay = Zi]L (_1)n+1 an + (aan+1 — asny2) > San. Veamos que Son son acotadas: Soy =

a1 —as+az—ag+as+...=a;—(az —az)—(ag —as)—...—azy < aj,yaque (a; —a;41) >0 i=2,...,2N—1
por ser la sucesién decreciente.

Luego San es acotada y creciente, con lo cual 3l = A}l’m Sony & Ve >0 dINgnsi N> Nog: Sony1 =
— 00

SQN+G2N+1 — 14+0=1
N—oc0

Como lima, =0 Ve>0 Fngusin>ng |a,] <e. Dadoe >0 Img=méx{Ng,no} nsi N > mg

n—oo
|Son 11 — 1| < [San — I| + |aan41| < € + & = 2¢. Luego, A}fm Song1 =1
—00

Con lo cual si ] = J\;E}HOOSQNJ,_:[ = I\}gnooSgN = NIE)HOOSN =1. O
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3.2. Series.
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Capitulo 4

Funciones continuas

Nota del autor: Para sucesiones, se notaran de la forma x,, — x, entendiéndose que la tendencia es
con la variable hacia hacia el infinito, salvo que se indique lo contrario.

Las expresiones “tal que” o “tales que” se notardn con una barra ’/’ a partir de cierto punto.

4.1. Funciones continuas

4.1.1. Limites de funciones

Definicién 39. Limite de una funcion
Sea (M, d) y (N, d’) espacios métricos y f: M — N tal que z — f(x)

Sea xg € M. Decimos que | € N es el limite de f(z) (y lo denotamos por lim f(z)) cuando z — x¢
Tr—To

%0 30 10 1 f (B(w0,6) \ {mo}) € B(l,e) = Ve > 036 >0 nd(w,20) < o # w0 = d (f(x),]) <¢|

Es decir, que las imagenes de los puntos en la bola de centro xy estan en la bola de centro [

Observacion. Si M = N =R d=d la definicién queda:

Il=1lim flz) ©&Ve>030 >0 1|z —ao| <4, x#z0 = |flzx)=1<e

TrT—IQ

Proposicién 54. Limites de funciones. Sucesiones
1. 1= lim f(z)&eV{z,} C M T £ 2oV wx, — x9 = f(x,) — 1 cuando n — co
Tr—x0
2. Si existe, lim,_,4, f(z) es inico

Demostracion.
1.=)
Sea {xn} C M nx, = x9 Ty #20Vn  yseay, = f(zn), {yn} C N. Veamos que y,, — !

n—00 n—00
Sea e > 035>0 nf (B(zo,0) \ {zo}) C B(l,e).
Como z,, — xg, dado § > 0 Ing i sin > ng x, € Bz, ) \{zo} zn # x0Yn = yn = f(x,) € B(l,¢)
n—oo

<)

Supongamos [ # lim f(z) = 3e >0, V6 >0 Iz € B(xo,9) \{zo} n f(z) ¢ B(l,¢).

Es decir, que existe un ¢ fijo tal que hay un = cuya imagen esta fuera de la bola con centro el limite [

Tomamos § = +, n € N sea z, € B(zo, +) \ {wo} 1 f(z) ¢ B(l,¢). Entonces x,, — xo pero f(z,) + 1

Las imégenes quedan fuera de la bola, con lo cual hemos demostrado que para una sucesién {x,} — zq tal
que sus iméagenes quedan fuera de la bola de centro el limite, con lo cual no convergen. Hemos llegado a un
absurdo.

2. Supongamos 'y I nl' #1” y ambos limites de una funcién f(x)
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4.1. Funciones continuas

Seae>01B'(I',e)B"(I",e) =0 vy dado éste e:
30" > 011 f (B(w,0") \ {zo}) C B(l',¢)

36" > 0n f (B(z0,8") \ {zo}) € B(l",¢)

Lo cual es absurdo, porque los mismos términos de una sucesién (léase funcién) no pueden estar contenidos
en bolas disjuntas, como es el caso. Por lo tanto, necesariamente I’ = 1"

F
O
Proposicion 55. Propiedades de limites
Supongamos que N =R (o C), y (M, d), ambos espacios métricos y xg € M
Sean f, g: M — R (0C) y supongamos: | = lim f(x) m = lim g(x). Entonces
T—To T—To
L lim (@) +g(@) = Jim f(a)+ lim g(e) =1+ m
2. SiaeR((C): lim (a- f(x))=a- lim f(z)=a-l
Tr—T0 T—To
3. lim (f(z)g(z)) = lim f(z)- lim g(z) =1-m
o Cfw@ Am @y
4. lim (= | (z)= lim = =—
—z0 \ g z—zo g(x) lim g(z) m
Tr—>T0o
Demostracion. Propiedades de los limites
1. Seae >0
30" > 01 f (B(wo, )\ {zo}) CB(,5) vy 30" >0ug(B(wo,8")\ {wo}) C B(l,5)
Sea 6 = min{d’, 8"} > 0. Si z € B(xo,0) \ {z0} :
[f(@) +g(x) = (L+m)| = |f(z) +9(z) =l —m| < |f(z) =] +|g(x) —m| < 5+ 5 =¢ H

2. por sucesiones:
Sea &, = To T ZxoVn = f(x) =1l =a-f(z)—=a-l

n—oo

3.Seac>0 306" >0 /f(B(z0,6)\{x0}) C B(l,55) v g(Blx0,6")\ {o}) € B (L, %)

Sea 6 = min{d’, 6" }entonces:
|f(@)g(x) —Im+ f(x) -m — f(z)-m| = [f(x)g(x) = f(z)m + f(x)m —Im| < |f(z)(g(z —m)[+|m(f(x) = 1)] <
[f(@)[lg(z) —m| + |m[|f(z) =1

Como lim f(z) =1 con ey =1, 359 > 0/ f(B(zo,00) \ {zo}) € B(l,1); en particular IM > 0/Vz €
(B(x0,00) \ {zo}) |f(z)| <M

Con lo cual:
|f(z)g(z) — Im| <M |g(x) —m|+ |m||f(z) — |
Supongamos m # 0

Dado e >0 30" >0 Vz € B(xo,d)\{zo} |f(x) -1 < ol
36" >0 Vo € B(xo,0")\{zo} |g(x) =1 < 55

Sea § = min{d’, 8"} (< do) Va € B(zo,d)\{z0} se tiene que
[ (@)g(@) — lm| < M 557 + m| 557 = 5 +5 = ¢

Sim=0
|f(@)g(z) — Im| < M |g(x) —m]|
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4.1. Funciones continuas

Dadoe >0 36 >0/ x € B(xo,0)\{zo} se tiene que |g(x) —m| < 57

4. Por 3. basta hacerlo con f = 1, ya que % = f(x)- ﬁ, con lo cual va a ser el 1/g(x) lo que vamos a

demostrar.
Como la que puso Anibal no quedd demasiado clara, por ser muy directa, la detallo a continuacién adaptindo-

la. [?]

Tenemos primero que:
ﬁ — # = Qﬁ;(_ﬁ = ||%T|)g?$|| Como m # 0= 38, /si x € B(xo,d1)\{z0} = |g(x) —m| < \12|

Entonces si € B(zo,d1)\{zo0}:
1

] 2
lg(2)| > 5, de lo cual obtenemos que -7 < 1oy

Luego
1 1] g —m| _ 2]g(@)—m)
‘wm m’ @l ml = m?

Dado e >0 36, >0 Va € B(xo,62)\{zo}  |g(z) —m| < m=
Tomamos 6 = min{d1, d2} vy sea B(xg,d) entonces:

Lo L) b 2l s
g) m| g(x)[Im| =  m? 2
. Tachando lo oportuno, queda:
1 1
———|<e
’g(x) m‘

Definicion 40. Limites en el infinito. Limites infinitos
Sea f:R— R z+— f(z)

1. lim f(@)yhc =1 €ER & Ve>03IM >0/si M <z = |f(x) - <e
2. lm f(2)ss—o=1ER & Ve>0IM>0/six<-M =|f(z)-1<e

3. Sizg € R decimos que lim f(2)y—z = +00 < VM >030 >0/x € (xg—06,20+9) x #£xg = M < f(x)
Si zg € R decimos que lim f(2)zp, = —00 < VM >035 >0/z € (zg— 6,20+ 0) z £z = f(z) <

. T)zsoo =F00 <& VM >03Ik>0/sik<z =M < f(x)
lim f(2)gmoo =—00 & VM >03k>0/sik<z = f(z)<-M

(z)
(z)

5. 1m f(2)zy—0o=—00 < YM >03k>0/si —k <z = M < f(x)
(D)oo =400 & YM >03k>0/si —k<z = f(z)<-—-M

Observacion. -

Por tanto, si zg € R = RU{co}U{—00} > [ tenemos definido lim,_,,, f(z) = ly en este caso lim,_,,, f(z) =1
y lim, ., g() = m, que cumplen las propiedades antes enunciadas. Quedan excluidas las indeterminaciones
0-00, 00 — 00, =

’ o0

Ademés es cierto que: lim f(2)z 0, =1 < YV, = 20 (T, # To) se tiene que f(Zn)n—soo — 1

Definicién 41. Funcién continua en un punto.

Sea (M, d) y (N,d’) espacios métricosy f: M - N xg€ M

Decimos que f es continua en xg < Ve > 036 > 0/f (Ba(xo,9)) C Ba(f(z9),e) < Ve > 030 >
0/ |z —zo| <e=|f(z) - flzo)| <e

Observacion.

f es continua en xg < lim f(x) = f(xo)
T—xT0

Proposicion 56.
Sif:M—-N xzgeM
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4.1. Funciones continuas

= f es continua en xo & lim f(z) = f(zo)
Tr—xo

= f es continua en g < V{z,} C M / x, — xse tiene que f(z,) — f(xo)
n— o0 n—oo

Definicién 42. Continuidad en espacios
Si f: M — N, f escontinua en M < f es continua en xgVzg € M

Definicién 43. Continuidad en conjuntos. Antiimagen
Si f: A— B A, B conjuntos:

1. Si C C B, se define antiimagen f~1(C) ={a € A/ f(a) € C}
2. SiDCA, f(D)={f(a), a € D}

Teorema 13. Caracterizacion de la continuidad por imdgenes inversas
Sea (M,d), (N,d') espacios métricos y f : M — N una funcidén
Entonces:

1. f es continua (en M) < VA C N abierto f~1(A) es abierto (en M)

2. f es continua (en M) < VC C N cerrado f~1(C) es cerrado (en M)

Demostracion.

1.

=) Sea A C N un abierto y sea xog € f~1(A)

Si f~1(A) = 0, el vacio es abierto, y la demostracién es trivial.

f7HA) & f(zo) € A

Como A abierto Je >0/ B(f(z),e) C A

Como f es continua por hipdtesis, para ese € 30 > 0 f (B(zo,9)) C B (f(z9),e) C A = B(xo,9)

(<

Sea xg € M, veamos que f es continua en xg

Sea ¢ > 0, como B (f(xg),e) es abierta = f~1 (B (f(xo,¢)) = f(B(%0,9)) C B(f(x0),e) = cumple la
definicién de continuidad ]

2.
Veamos que para cualquier conjunto D C N:
f7HD) = (f7H(D))°
zefH D) & fle)eDs f(e)¢ D ae f7HD) s xe (fH(D))

c

Tomando D = C un cerrado < D€ es abierto

fHCe) = (f1(0)

=) Por 1. f~1(C¢) es abierto < f~1(C) es cerrado ‘

<) Sea A C N = A° es cerrado = f1(A°) = (f_l(A))C es cerrado < f~1(A) es abierto.

Proposiciéon 57. Preservacion de la compacidad.
Sean (M,d) y (N,d') espacios métricos y sea también f : M — N funcidn
Si f es continua (en M)y k C M es un compacto = f(k) ( C N) es un compacto

Demostracion.
Sea {Gq} 4y un recubrimiento por abiertos de f(k)

f(k) C U Go=kcC f1 (U Ga> = U 71 (G4) (que es abierto, por ser continua)

acl acl acl
N

N
Como k compacto 3 € N/ay...any €1 /k CU 1 Ga)e flk) C U fH(Gq,) = f(k) es compacto [

i=1 i=1

Doble grado Informética-Matematicas. Universidad Complutense de Madrid 54



4.1. Funciones continuas

Proposicion 58. Composicion de funciones

Sean (M,d), (N,d") y (0,d") espacios métricos y f: M — N yg: N — O funciones.

Sea xy € M. Si f es continua en x¢ y la funcion g es continua en xy entonces, la composicion de f en g
(gof) ael: g(f(z)) x € M es continua en xg
Demostracion.

Sea x, — zo (en M). Como f es continua = f(x,) — f(zo)

Como g es continua en zo = ¢ (f(zn)) = g (f(x0)) O

4.1.2. Algunos teoremas importantes. Weierstrass. Bolzano. Darboux.

Teorema 14. Teorema de Weierstrass
Sea (M,d) un espacio métrico y f: M — R continua
Si k C M es compacto, entonces

30, € b/ f(a) = mt{f(x) [z € K} y S(b) = sup{[(x) /2 € I} |

(como el supremo y el infimo estdn contenidos en el conjunto, podemos referirnos a ellos como mdximo y
minimo)

Con lo cual, el teorema de Weierstrass establece que dado una funcion real, en un intervalo cerrado y acotado,
la funcidn alcanza su mdzimo y su minimo en puntos del intervalo.

Demostracion.

Como k C M compacto = f(k) € R es compacto (por estar en R, Heine-Borel) = f(k) es acotado
= Jsup f(z) e inf f(z)

Ademss es cerrado = sup f(k), inf f(k) € f(k) ©Jae€k /f(a)=nf f(x) y bk /f(b)=sup f(x) O

Teorema 15. Teorema de Bolzano
Sea f: [a,b] = R funcidn continua, entonces si

’ f(a)y f(b) tienen signosdistintos = 3¢ € (a,b) /f(c) =0 ‘

Demostracion.

Supongamos f(a) >0y f(b) <0

A={telab]/f(t) <0}

A # 0 (elpropioa € A) b¢ A= b es cota superior = Jc = sup(A)

Asi ¢ < b,como ¢ = sup(4) IH{t,} € A/t, — c. Como f es continua f(t,) — f(x); f(tn) <0 = f(c) <
0 = ¢ # b (sabemos que b es positivo)

Asia < ¢, como f(a) <0 =30>0/Vt € (a,a+0) f(t) <0 = (a,a+d) CAya<a+d<a
Veamos f(¢) = 0.5i f(¢) > 035 > 0/Vt € (¢c—0,¢+98) f(t) > 0= (c—d,c] £ A = cnoessup(A4) = absurdo

Sifle)<0=30>0/Vte (c—0d,c+9) f(t) <0=[c,c+ ) C A= cnoessup(A)
Con lo cual f(¢) =0 O

Corolario 8. Teorema de los valores intermedios (de Darbouz)
Sea f: [a,b] = R continua y sea A= f(a) y B= f(b). Entonces si C' € R es un nimero entre A y B, existe

c€(a,b) /fle)=C

es decir, que en un intervalo cerrado la funcién toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b)

Demostracion.
Seag( ):f(x)—C’, yg: aab]%R
Sea ?]((Clg i ;Eg)) :gié:g tienen signos distintos Bolzano 3, (a,0), g(c) =0 & f(c)=C O
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4.2. Funciones discontinuas

4.2. Funciones discontinuas

Definicion 44. Limites laterales
Sea f: R>R zg R

= El limite por la izquierda de f en xg (representado por f (zy) es:

f(zg) = lim f(z)=1leR&Ve>036>0/sixe (vg—0 x) = f(z) € Blie) =(l—¢,l+¢)

E*}EO

= El limite por la derecha de f en xo (representado por f (xar) es:

f (=) = lim f(z) =l€R & Ve>0 30>0/siz € (zo, 20 +0) = f(x) € Bl,e) =(I—¢cl+e)
I-}JZO
Observacion.
Si lim$_m5 f@)y=leVa, =z xo <zp = flz,) =1
Si limw_mar flx)=levVa, 2z op <xo= fT,) =1
El limite lateral de una funcién en un punto, si existe, es tnico.

Demostracion.
Lo haremos para uno de los limites, ya que es completamente analogo para el otro.
lim,,_, flz)=le Ve, =0 20 <xp = f(Tn) =1

=

Su)pongamos que Hh'mx_ma f(z) =1y sea x,, una sucesién tal que =, = xo zo < Zp,
Silim, _, - fle)=1=30>0/sixz € (xg—9, zo) = |f(x) -1 <e

Ademads, Ve > 0 3ng/Vn >ng |zn — a0l <ey |f(zn) =1 <€

Entonces, sin > ng |f(zn) — 1| <e= f(a,) =1

(<

Supongamos [ # lim f(z) = 3e >0, V§ >0 Jz € B(xo,9) \ {zo} 1 f(x) ¢ B(l,¢e).

Es decir, que existe un ¢ fijo tal que hay un = cuya imagen esta fuera de la bola con centro el limite [
Tomamos § = L, n € N sea z, € B(zo, 2) \ {zo} 1 f(z) ¢ B(l,¢). Entonces x,, — zo pero f(z,) =
La conclusién a la que llegamos es absurda.

La demostracion de la unicidad de los limites laterales es similar a las anteriores. O

Lema 1. Limites laterales y continuidad/?]

1. f tiene limite en xg& f (xg) =f (xg)

2. f es continua en xg < f (ma) =f (xar) = f(xo)

Demostracion. //Las demostraciones las he hecho yo, con que no os fiéis mucho de ellas
1. f tiene limite en zg< f (xg) =f (:car)
=)

31 =iy, f(z) = Ve > 036 > 0 /siz € (z0—0,20+8) = f(z) € B(l,¢) {i i Eiz ;Oéji-xcti))) : ;Eii 2 %2 =
f@'™) = f(@'")

(<

Si f(2g) = f (a0) = {z i Eﬁﬁ;(sﬁ?; = 1z € (w0 — 0,20 +6) = f(x) € B(l,¢) = limy_q, f(2)

2. f es continua en zo < f () = f (23) = f (z0)
=)

. . . 2o € (zo —0,20) = f(x0) € B(l,¢)
f es continua en xg, luego: Ve > 0 36 > 0 /six € B(xg,0) = f(x) € B(f(x,),¢) {% € (roao+d) = Flxo) € Ble) =
fzg) = f(zg)
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4.3. Funciones mondtonas

Al ser f continua, f (z5) = f (=) = f (20)

(<
f (xa') = f(xzg) = f tiene limite en x¢g = f(x¢) = >0 35 > 0/six € B(xg,d) = f(z) € B(f(x,),e) = f
es continua en zg O

Definicién 45. Limites en un punto. Limites infinitos

1. lim f(a:)L_m =400 & VM >03>0/x€ (x0—0,z0) = M < f(x)
2. lim f(;v)g:%xo —00 & VM >030>0/z€ (xg—0d,20) = flz)<-M
3. lim f(x)zﬁz =400 & VM >030>0/z € (x9,20+0) = M < f(z)
4. lim f(a:)z_m =—00 & VM >030>0/z€ (z9,20+9) = flx < —M)

Definicion 46. Discontinuidades. Clasificacién
Sea f: R—>Ryzo€eR

1. Discontinuidades de primera especie: 3f (:175) f (:173_)

a) f(zg) # f (xg): Discontinuidad de salto
b) f(zg) = f (2): Discontinuidad evitable

2. Discontinuidades de segunda especie: 3 f (xa) ohf (acsr)

4.3. Funciones monotonas

Definicion 47. Funciones monétonas
Sea f: [a,b] = R

» f es mondtona creciente < Vz,y € [a,b] /x <y = f(z) < f(y)
e f es estrictamente mondtona creciente < Vr,y € [a,b] /x <y = f(z) < f(y)
= f es monétona decreciente < Va,y € [a,b] /z <y = f(z) > f(y)
e f es estrictamente mondétona decreciente < Va,y € [a,b] /z <y = f(z) > f(y)

Teorema 16.
Sea [ : [a,b] — R mondtona creciente
Entonces Vx € (a,b), 3f (z7), f (z7) tales que f(z7) < f(x) < f(ah) y se tiene:

flx)= sup{f(t),a<t<uzx}
flxt)y= inf{f(t),z<t<b}
Ademds si x,y € (a,b), z <y = flzt) < f(y7)

Demostracion.

Sea z € (a,b) fijo y sean los conjuntos A, = {f(t), a <t <a}y B, = {f(t), x <t <b}, con Ay, B, # 0, es
decir, que los valores estan definidos en el intervalo.

Entonces tenemos que f(x) es cota superior de A, (ya que sit < z = f(t) < f(x)) y también es cota inferior

de B,(ya que z < t = f(z) < f(t))

Luego como A, y B, son ambos distintos del vacio, y estdn acotados superior e inferiormente respectiva-
3¢ =sup A,

i < <
—mf B, Y% tiene que £ < f(x) <n

mente, decimos

Veamos que € = f(z7). Seae > 0= Tty /a < tg < x, entonces £ —e < f(tg) < & por una de las propiedades
del supremo.
Como la funcién f es mondtona = sitg <t <z; & —e < f(tg) <¢
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4.4. Continuidad uniforme

Sea d =x—tg > 0;siz € (xz—68,2) = f(z) € (£ —¢e,& C(£—¢&+¢e). Cumple la definicién de limite
&

to
lateral, con lo cual £ = f (x7)

Veamoslo ahora para 7, el proceso es totalmente analogo:
Sea e > 0= 3t; /x <t < b, entonces n < f(t1) < n+ e por una de las propiedades del supremo.
Como la funcién f es mondtona = si x <t <t1; n< f(t1)<n+e
Sea d =t —x >0;siz € (z, 2+ = f(x) € [p.n+¢) C (n—e,n+e). Cumple la definicién de limite
1
t1
lateral, con lo cual n = f (™)

Ademds, si z,y € (a,b), v <y=3It/z<t<ytalque f(z") < f(t) < f(y)

Teorema 17.
Sea f :[a,b] = R mondtona. Entonces, si la funcion presenta discontinuidades, éstas son numerables

Demostracion.
Supongamos que la funcién f es creciente. Sabemos que una funcién f es discontinua en un punto < f (27) <
f(a®)

Sea x € (a,b) /f es discontinua en z y sea r(z) € Q/f (z7) < r(x) < f (™).

{z € (a,b) | f discontinua en z} — Q
x = rx)’
Como sabemos, comprobar la numerabilidad de un conjunto consiste en ver si esta funcién g es inyectiva.
Sean x1, o puntos de (a,b) en los cuales f es discontinua, y 1 < x2. Sabemos que f (m{r) <f (:1:5) =
r(zy) < f (xi") < fxy) <7r(z2) =7 (x1) #7(22)

Entonces, g es inyectiva. O

Asi, tenemos g :=

4.4. Continuidad uniforme

Definicién 48. Continuidad uniforme.
Sean (M,d) y (N,d') espacios métricos y f : M — N, f es dice uniformemente continua en M < Ve >
030 >0/Ve e M d(z,y) <d=d (f(x), fly) <e

Observacion.

1. Si f es uniformemente continua en M = f es continua en M. El reciproco no siempre se cumple.

2. M = N =R; f(z) = 22 no es uniformemente continua.
Seae =1y d>0yxecR. Entonces:

1f(z) — f(z +0)| = x2—($+5)2‘ = |6% + 22| = 516 + 22 < 1(< ¢). Co-
basta tomar é+2a¢>1ez>(4-6)3
mo veremos después, en un intervalo compacto la funcién si es uniformemente continua

3. (Problema 107). Si f: M - KR 6 C) estal que AL >0 / |f(x) — f(y)| < L-d(z,y) YVe,y € M = f es

uniformemente continua. Una funcién asi se dice de tipo lipschitziana (o de clase Lipschitz)

4. (Problema 107).Si f: M - K /3L >0/a € (0,1]/ |f(z) — f(y)| < L-d(z,y)* Yo,y € M la funcién es
de tipo hélderiana (o de clase Holder)

Teorema 18. Uniformidad continua en espacios compactos
Sean (M,d) y(N,d") espacios métricos y f : M — N continua. Si K C M compacto = f : K — N es
uniformemente continua.

Demostracion.
Seae >0y x € K. Como f es continua en z entonces 30, > 0 tal que f (B (z,0,)) C B (f(x),¢)
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Sz " Oa,
Como K C U B(x,Q) = K es compacto = Im € N/zy,...,2,, € K C UB(£1,21) y sea
reK i=1

6:m1’n{52 i:l,...m}>0

Siz,y € K, veamos que 3i € {1,...,m} /z,y € B (2;,04,)

i

Como z € K = Ji/x € B (;vi, 5;) =d(y,z;) <d(y,z) +d(z,x;) <+ 5;"' < O,

Entonces: d' (f(z), f(y)) < d' (f(x), f(x:) +d' (f(x:), fly)) <ed+e=2¢ O

Proposicién 59. Sucesiones de Cauchy en funciones uniformemente continuas
Si f: M — N es uniformemente continua, entonces si en M se escoge una sucesion de Cauchy, sus imdgenes
son también una sucesion de Cauchy

Demostracion. [?)
Sean (M,d) y (N,d’)
Sea {xn}, ey C M y sea e > 0. Entonces 36 > 0 /para u,v € M arbitrarios d(u,v) < = d' (f(u), f(v)) <e

Como {z,} es sucesién de Cauchy, Ing /Vn,m > ng se tiene que |z, — x,| < d, como [ es uniformemente
continua, entonces |f (z,) — f (zn)| < & = f (x,) es una sucesién de Cauchy. O
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Capitulo 5

Calculo diferencial

5.1. Derivada de una funcion

5.1.1. Derivada en un punto. Reglas de calculo

Definicién 49. Derivada en un punto
Sea f: (a,b) = Ry zp € (a,b) se llama derivada en f en zy a

f(xo+h) = f (20)

f/ (.230) = lim

h—0 h
Observacion 22. Interpretacion geométrica
pendiente de la secante entre xg y xg + h = M =tg ()
pendiente de la tangente en xzg = limy,_,q M
Observacion 23. Notacién alternativa
f@t) — f(to)

Si llamamos h = t — tg, la derivada queda expresada como lim y llamamos a éste cociente

t—to t — tO
cociente incremental

Proposicion 60. Si existe la derivada en un punto, la funcion es continua en ese punto
Sea f: (a,b) = R y sea xg € (a,b) si f' (xo) =f es continua en xg

Demostracion.
f (w0 + h) = f (wo) = LIl —y 7 () - 0 = 0 es decr, lim f (w0 + h) = f (20) O

Observacion 24.

1. El reciproco no se cumple. La funcién valor absoluto es continua en todo R, y es derivable en todos los
puntos salvo en 0, ya que los limites de la derivada por derecha e izquierda son distintos (ni siquiera existe
el limite de la derivada en 0)

2. Existen funciones continuas en todo R que no son derivables en ningin punto. Weierstrass fue quien lo

demostré (ca. 1872). A este tipo de funciones se les conoces como funciones de Weierstrass. Por ejemplo:
o0

fa) =% 2% cos(3"z) .

n=0

Proposicion 61. Reglas de cdlculo de derivadas
Sean f,g: (a,b) = R y tyg € (a,b) con f,g derivables en ty. Entonces

1. f+ g esderivable en to y (f +g) (to) = f' (to) + ¢’ (to)
2.Vae€R a-fesderivable entyy (a- f) (to) = a- f'(to)

3. f-g esderivable en to y (f - g) (to) = f' (to) - g (to) + f (to) - ¢’ (to)

4. Sig(ty) #0 = 5 es derivable en tg y (5) (to) = f,(to)'g(tgg(tf)(to)'gl(to)
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5.1. Derivada de una funcion

Demostracion. ]
1. (f+g)(t1)5:£[{+g)(to) — f(t)+g(t);£);gto)+g(to)) (ti {O(to) + g(tl)t féto :z) F'(to) + ¢ (to)

Por tanto (f 4 g)' (to) = f'(to) + ¢ (to)
9. @HW—(@Nte) _ afW=aflto) _ o JO=SM) _, ;. pr(4)

t—to t—to t—to t—to
Por tanto (a - f) (to) = a - f'(to)
3. L9)=(g)te) HF(L9(t0) (1) 9()=()(to) gt +/ (D 9(t) =S ()glt0) _ f(py. gW=8lto) | oqy . JO=IC0) _,

t—to t—to t—to t—to t—>t0

f(to) - g'(to) + g(to) - f'(to)
Por tanto (f - g) (to) = f(to) - ' (to) + g(to) - f'(to)

4. Como g(tg) #0=36>0nsit € (tg —d,to+0) gt) #0
Sea t € (to — 0,tg + 6):
(DO-($)t) _ FF-TEE _ F©)glto)—g(0)-F(to) TF(t0)-9(t0) g(to)-(F(O)—F(ta)—F(t)-(9()—g(te)) _ gto)-(F(H)—F(t0)) _
Fto)aB=ate) . gt prrr TR satto =) st
-g{t)—g(to glto / 0
0D 910 57, 92y 4 () = 52y "9 (fo)

! ’
Por tanto (5) (tO) I (to)- g(tg)(tf)(to)'g (to)

Proposicion 62. Regla de la cadena
Sea f:(a,b) > R, tg € (a,b) y g: (c,d) = Ru f es derivable en to, y g es derivable en f(tg).
Entonces 36 > 0ngo f estd definida en (tg — d,tg +9), go [ es derivable en tg y ademds:

(go f) (to) =g (f(to)) - f'(to)

Demostracion.

Como f(tg) € (¢,d) (que es un abierto) =€ > 01 (f(to) — &, f(to) +¢) C (¢, d).

Ademads, como f es continua en zg, dado ese € > 030 > 01 f(to —d,t0 +3) C (f(to) —¢, f(to) +¢) C
(c,d) =Vt e (to—0d,to+0) (gof)(t) estd bien definido

9(¥)—9(yo)
e ) d Y
Sea ahora una funcién G(y) = { y—yo y € (c,d), ¥ 7 yo

9'(yo) Y =90
que es continua en f(ty) = yo, ya que lim M =¢'(y0) = G(yo)
Y—Yo Yy —
9(W) — g(yo) = Gy) - (y —w) y € (¢d) tomando y = f(t) t € (to —d,to +0) dividimos por t — t :
g N=9(f (o)) _ cx ((3)) . ¥=Lo
—to (f (1) - 4=

Ahora bien, como t — g es lo mismo que f(t) = f(to) =y — yo:
tim SO0 — 1 Gy - im L1 = (g0 ) (1) = g (F(t0) - F'().

t5t0 t5t0 t—to

Por tanto (go ) (to) = g' (£ (ko)) - '(to) -

Proposicion 63. Derivada de la funcion inversa

Sea f : (a,b) — R, estrictamente mondtona y continua; y sea f=1: I — (a,b) (I = f(a,b) es un invervalo;
f~t es continua y estrictamente mondtona)

Sea tg € (a,b) 1 f es derivable en to y f~1(to) # 0; entonces f~* es derivable en f(to) y:

(FY (f(to) =

f'(to)

Demostracion.
Supongamos demostrado que f~! es derivable en f(ty) = yo y lamamos g = f~' = g(f (t)) =t
Por la regla de la cadena (en to): ¢’ (f(to)) - f'(to) =1 = ¢ (f (t0)) = ﬁ

Veamos que f~! es derivable en f(tg). Mantenemos que g = f~1 y f(to) = yo.
9w) —9(yo) ~  t—te 1

Y — Yo f(t)—f(to)iw
—to
Como y € I = f(a,b) = 3t € (a,b) ny = f(t) por ser la funcién biyectiva
Y — Yo <= t— to
- o 1 1
im I = 9We) _ o _ .

y—yo Y — Yo = M - f’(to)
—t0
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5.2. Teoremas destacados. Reglas de ’Hopital

5.1.2. Funcién derivada. Maximos y minimos de una funcién

Definicién 50. Funcién derivada
Si f:(a,b) = R f es derivable Vt € (a,b), se llama funcién derivada a:

f'(a,b) —» R
t o= )

Definicién 51. Funcién diferenciable

En concepto de funcién diferenciable es una generalizacion de la derivabilidad, pero en un espacio cualquiera,
y con varias variables.

Si f~'(a,b) — R es derivable en ty € (a,b), se llama diferencial de f en to a:

R(t) = f(to) + f'(to)(t — to) t € (a,b)

Lema 2.
Sea f: (a,b) — R derivable en ty. Entonces:

1. Sif'(to) >0=35>0ut e (to —d,t0) y s € (to,to +9) = f(t) < f(to) < f(s)
2. Si f'(tg) <0=30 >0nt € (to—0,to) vy s € (to,to+9) = f(t) > f(to) > f(s)

Demostracion. O

t h)— f(t _
1. Si f'(to):}yn%f(” ;1 flto) - (Y > 035> 0usi [n] < 6 = | o= — )| < o)
—
Como f'(tg) > 0= 30 > 011 |h] < § = [LethI=ilh) 5 g
Si0<h<d= f(to+h) > f(tp). Sillamamos a to+h =s = s € (tg,tp + 0)
Si—0 <h<0= f(to+h) < f(to). Si lamamos to +h =t =1t € (to — I, to)

t h) — f(t _
2. Sif/(to):}llirr%)f(()+]1 ko) (Ve>0§|5>0usi h| <6 = M—f’(to)‘<s>
—
Como ['(tg) < 0= 36 > 0 || < § = L[leth)=/l) g
Si0<h<d= f(to+ h) < f(ty). Sillamamos a to+h =s = s € (tg,to + 0)
Si—0 <h<0= f(to+h)> f(to). Si llamamos to +h =t =1t € (to — I, to)

Definicién 52. Maximos y minimos relativos (o locales)
Sea f: (a,b) = Ry seacé€ (a,b)

1. Decimos que c es un mdzimo relativo (o local) de f en ese intervalosiysélosi3d > 0nt € (c—d,c+0) f(t) <

f(e)

2. Decimos que ¢ es un minimo relativo (o local) de f en ese intervalo siy s6losidd > 0t € (c—d,¢+9) f(c) <

ft)

5.2. Teoremas destacados. Reglas de I’'Hopital

5.2.1. Teorema de Rolle. Teorema del valor medio. Teorema de Darboux

Teorema 19.
Sea f:(a,b) >R yce (a,b) y [ es derivable en ¢
Entonces si ¢ es un mdximo o un minimo relativo de f = f'(¢) =0
e
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Demostracion.

Por el lema anterior si f'(¢) >0 =30 >0nt e (c—6c)ys € (ce+d) = f(t) < flc) < f(s), que
contradice que ¢ es maximo o minimo relativo de f

Por otra parte, si f'(¢) <0=30 >0nt € (c—4d,¢)y s € (c,ec+0d) = f(s) < f(c) < f(t), que contradice
que ¢ es maximo o minimo relativo de f

Con lo cual, necesariamente f/(c) =0 O

Teorema 20. Teorema de Rolle
Si f :]a,b] = R es continua y derivable en (a,b) y f(a) = f(b), entonces

Je € (a,b) u f'(c) =0

Demostracion.
Como f : (a,b) — R es continua, por el teorema de Weierstrass, la funcién alcanza su méximo y su minimo
absolutos en [a, b]

Caso 1. Si 3t € (a,b) u f(t) < f(a) = f(b) = el minimo absoluto se alcanza en ¢ € (a,b) = f'(c) =0
Caso 2. Si 3t € (a,b) n f(a) = f(b) < f(t) = el méximo absoluto se alcanza en ¢ € (a,b) = f'(¢) =0

Caso 3. Si Vt € (a,b) se tiene que f(t) = f(a) = f(b) = f es constante en (a,b) = f'(t) =0Vt € (a,b)

Teorema 21. Teorema del valor medio (o de los incrementos finitos)

Sea f : [a,b] — R continua y derivable en (a,b). Entonces 3¢ € (a,b) tal que

f(b) = f(a)

b—a

fie) =

Demostracion.
Sea g(z) = f(x) — \x A a elegir para g, que cumple el teorema de Rolle
g : [a,b] = R continua y derivable en (a, b)

Para que cumpla el teorema de Rolle g(a) = g(b) = f(a) — Xa = f(b) —Ab; A(b—a) = f(b) — f(a) = A=
f(b)—f(a)

b—a
Je e (ab) 1 g'(c) =0 fllc) = A& fllc) = A= L{&=fa O
( ) g b—a

Proposicion 64. Derivabilidad y cardcter de una funcion
Sea f: (a,b) = R derivable

1. Sif(t) <0 Vt € (a,b) = f es mondtona decreciente

2. Sif(t)<0 Vt € (a,b) = f es estrictamente decreciente

3. Sif(t)>0 Vt € (a,b) = f es mondtona creciente

4. Si f(t) >0 Vt € (a,b) = f es estrictamente creciente
Demostracion.

Sean t1,ts € (a,b) ity < tg
Aplicando el teorema del valor medio en [t1,t2] = Jc € (t1,t2) 1 f'(c)

L Si f'(c) 0= f(t2) < f(t1)
2. Sif'(c) < 0= f(ta) < f(t1)

_ flta)-sie)
to—1t1
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3. Si f'(e) > 0= f(ta) > f(t1)
4. Si f'(c) > 0= f(tg) > f(t1)
O

Teorema 22. Teorema del valor medio generalizado
Sean f,g: [a,b] = R continuas y derivables en (a,b) ng'(z) #0 Vx € (a,b). Entonces 3c € (a,b) tal que:

Demostracion.
Sea H : [a,b] = Rn H(t) = f(t)—Ag(t); X aelegir. Ademds, H, que cumple el teorema de Rolle, es derivable
en (a,b).

H(a) = f(a) — Ag(a) = H(b) = f(b) — Ag(b); Entonces, despejando A : A = %. Como cumple el

teorema de Rolle, 3¢ € (a,b) n H'(¢) =0= f'(¢c) = Ag'(c) = 0= A = g:gg O

Teorema 23. Teorema de Darbouz (o de los valores intermedios de la derivada)
Sea f : [a,b] = R derivable (pero con derivada no necesariamente continua) y supongamos, sin pérdida de
generalidad, que f'(a) < f'(b). Entonces, si f'(a) < k < f'(b), se tiene que:
Je € (a,b) n f(e) =k

Demostracion.
Sea g : [a,b] = R g(z) = f(x) — kx. Como g es continua y estd definida en un intervalo cerrado, por el
teorema de Weierstrass, ¢ alcanza su méximo y su minimo absolutos en [a, b]. Entonces:

g'(a) = f'(a) =k <0
g'(b) = f'(b) =k >0

Con lo cual se tiene que el minimo no se alcanza ni en a ni en b. El minimo se alcanzard en un ¢ € (a,b) i
g'(©) =0=f(c) k= [f(c)=k O
5.2.2. Aplicaciones de la derivada

Definicién 53. Concavidad y convexidad
Sea f : (a,b) — R derivable en tg € (a,b), entonces:

1. f esconcava (mirada desde +00) entg < 3§ > 0nt € (tg — d,t0 +0) f@&) > f(to)+ 1 (to) (t — to) (t # to)
2. f esconvexa (mirada desde +00) enty < 36 > 0nt € (tg — d,to + 0) F@&) < flto)+f'(to) (t —to) (t # to)

Es decir, si la recta tangente en un punto (de ecuacién f(tg) + f/(to) (t — to)) estd por encima (respec. debajo)
la funcién en ese punto es céncava (respec. convexa)

Definiciéon 54. Derivadas sucesivas
f'(a,b) —

) R
Sea f : (a,b) — R derivable y sea ; - ()

, entonces:

1. Si f’ es derivable = f”(t) = (f')' (t) y se llama a ésta derivada segunda.
2. Sucesivamente se tiene f¥)(t) = (f*=1)" (t) k =1,... Por convenio se considera f*) = f

3. Una funcién f : (a,b) — R se dice que es de clase C*(a, b) k=1,2,3... se f tiene k derivadas en (a,b)
y éstas son continuas.

4. Una funcién f : (a,b) — R se dice que es de clase C*(a, b) si f esde clase C¥ Vk e N
Proposicién 65.

Sea f: (a,b) = R derivable y to € (a,b)
A izquierda de ty (1,2) a derecha de to (3,4)

L f'(n) < f'(to) Vn € (a,to) = f(t) > f(to) + f'(to)(t —t0) Vi€ (ato)
2. f'(n) > f'(to) Vn € (ato) = f(t) < f(to) + f'(to)(t —to) Vit € (a,to)
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3. f1(&) < f'(to) V&€ (to,b) = f(t) < flto) + f'(to)(t —to) V€ (to,b)
4. f1(&) > ['(to) V& € (to,b) = f(t) > f(to) + f'(to)(t —to) Vi€ (to,b)

El apartado 1. viene a decir que si la derivada es creciente, la imagen esta por encima de la recta tangente, esto
es, la grafica es céncava. En 2. que es convexa a la izquierda de to. En 3. la funcién es convexa a la derecha de
to. En 4. que es céncava.

Demostracion.
<0

Sit € (a,to) 'S 3 € (tto) v LEZD = f/(n) & F(2) = flto) + 1" () (¢~ to) =

1. Tenfamos por hipétesis que f' (1) < f'(to), luego M < f'(to) = f(t) > f(to) + f'(to)(t —to) (Como
t —to < 0, al multiplicar a ambos lados por un numero negativo cambia la desigualdad.)
2. = f(t) < f(to) + f'(to)(t — to)
>0
Abora si ¢ € (to,b) "= 3¢ € (to, t) 1 LG=LE) — 11(6) & F(t) = f(to) + f(€)(t ~ to)

3. Tenfamos por hipétesis que f/ (£) < f'(to), luego ( f(to) < f'(to) = f(t) < f(to) + f'(to)(t —to) (Como
t — top > 0, al multiplicar a ambos lados por un numero positivo la desigualdad se mantiene)

4. = f(t) > f(to) + f'(to)(t — to)

Corolario 9.
Sea [ : (a,b) = R derivable y to € (a,b) . Entonces:

L f'(n) < f'(to) < f'(§)  VYnel(ato),  VEE(to,d)
@) > f(to) + f'(to)(t —to)  Vte (a,b)\{to}
Si f”(to) >0=36>01n f/(T]) < f/(to) < fl(f) VT] S (to — (5, t0>7 Vf S <t07t0 + (5) =
f(t) > f(to) + f/(to)(t — to) YVt € (to — 5, to + (5) t ?é to
Es decir, que la funcién es céncava en tg

2. Si f'(n) > f'(to) > f'(§)  Vme(ato),  VEE (to,b)
()> f(to) + f'(to)(t —to) Vi€ (a,b)\{to}
Si f"(to) <0=30>0uf'(n) > f'(te) > [ (&) Vn € (to — d,t0) , V€ € (to, to+0) =
f@&) < f(to) + f'(to)(t —to) Vit e (to —d,to+9d) t#to
Es decir, que la funcién es convexa en tg

Demostracion. O

1. Es “suma” de los apartados 1. y 3. de la proposicién anterior:
Sif(to) >0 f"(to) = lim HEZLLL > 0236 > 00 /() < f/(t) < F1()  Vn € (to—b,t0),
(0]
(to,to +9)

2. Es “suma” de los apartados 2. y 3. de la proposiciéon anterior:
Sif"(to) <O f(to) = Jim POL) <035 > 00 f/(n) > f(t) > f/(€)  Vn€ (to—b,t),
(to, to + 5)

Corolario 10.
Si f:(a,b) = R derivable

1. Sif'(t) (= f"(t) >0 Vt € (a,b)) es estrictamente creciente en (a,b) = f es cdncava en tg Vo € (a, )

2. Si f'(t) (= f"(t) <0 Vte€ (a,b)) es estrictamente decreciente en (a,b) = f es convexa en ty Yty €
(a,b)

Demostracion.
No es mas que el resultado de acumular los colorarios y las proposiciones anteriores. O

Corolario 11.
Sea f: (a,b) — R derivable y to € (a,b) n f'(to) =0
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5.2. Teoremas destacados. Reglas de ’Hopital

1. Si f'(n) <0 vy € (a,to) y f/(§) >0 V¢ € (to,b) = to es minimo absoluto de f en (a,b)
En particular, si f”(to) >0=36 >0n f'(n) <0  Vne& (to—6,t0) y f(§) >0 V¢ € (to,to +0) =
to es un minimo relativo de f en (a,b)

2. Sif'(n) >0 vy € (a,to) y f'(§) <0 V¢ € (to,b) = to es méximo absoluto de f en (a,b)
En particular, si f"(t9) <0=-30 >0u f'(n) >0 Ve (to—d,t0) y f'(€) <0 V¢ € (to,to +0) =
to es un maximo relativo de f en (a,b)

Demostracion.
st (ato) 'S 3n € (tt0) n KGR = £ ()
Sea t € (a,b) VM FO— Fto)
si te(to,d) = FEE (to,t)n # = /(&)
f'(n) 0= f(t) = f(to) 2 0 . .
1. = f(to) vale menos que en cualquier punto de f = ¢y es minimo absoluto
7€) > 0= F(t) ~ (1) >0 = /) 1 quier punto de f = to
f'(n) = 0= f(t) = f(to) <0 . : .
2. = f(tg9) vale mas que en cualquier punto de f = t5 es maximo absoluto
7€) < 0= (1)~ ftg) <0 = 1) e quier p f=to
Faltan los “en particular”
O
Definicién 55. Punto de inflexién
Sea f : (a,b) — R derivable y ty € (a,b) 1 f'(tg) =0
Siffn)=0y f (>0 Vné&e€(ab)o
Siffin) <0y f (=<0 Vnge(ab)
Entonces se dice que tg es un punto de inflexion
Observacidn 25. Si f'(tg) =0y f”(to) = 0 no puede asegurarse con certeza lo que ocurre en ty
5.2.3. Reglas de I’Hopital
Teorema 24. 1% regla de I’Hopital -
Sean f,g: (a,b) = R derivables, con a,b € R con ¢'(x) # 0 V€ (a,b)
1. Supongamos que lim f(x) = lim g(x) = 0. Entonces si
r—at r—at
/
Ttim L — geRo 3 mm L8 -
r—at g/($) <+  z—at g(JU)
2. Supongamos que lim f(z) = lim g(z) = 0. Entonces si
z—b— rz—b—
/
Tim L~ 4eR=31m L8y
a—b= ¢'(x) <« z—b- g(x)
Demostracion.
1) (2) es andlogo
= Supongamos que a € R
e Supongamos que A € R
Dadoe >0 3Jzg € (a,b) nsiz € (a,z9) = ‘J;IE;; —A‘ <e
Llamamos f (a) = Hm+ fx)=0; g(a)= h’m+g (x) =0 ;Tenemos que definir la imagen en a
T—a r—a
porque a no estd en el dominio de f.
Si x € (a,xg), por el teorema del valor medio generalizado:
flx) _ f(z)—f(a) _ f'(e) flz) _ | S _
@& = doe@ 3 7@ |5 A= |58 - 4] <,
e (a,2)C(a,m0)
es decir:
f@ _ 4 (5.2.1)
z—at g (3?)
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e Supongamos que A = 0o (para A = —oo de forma andloga).
Dado k>0 3Jzg € (a,b) n siz € (a,20) = ’;Eg >k

Llamamos f (a) = h'm+f (2)=0; g(a) = 11'm+g (z) = 0; Misma razén que antes.
r—a T—ra

Siz € (a,xq), por el teorema del valor medio:
f) _ fl@)—f(a) _ fo) o f@) _ [0

(2 = s@)—9(a) T 7O T s vk
Je€(a,z)C(a,xzo)
Es decir:
lim f () = 400
z—at g (.13)
= Supongamos que a = —0o0

(5.2.2)

Podemos suponer que b es negativo (b < 0) (y en caso de que no lo fuera cortamos (a,b) por un punto b’

Ft)=1f(3
tal que (a,b’) sea enteramente negativo) y definimos { (t)=f ( ) tal que: % € (—o0,b) & te (%,0)

G(t)=9(3)

Entonces:
1 lim F(t) = Tll;rzloof (x) =0
F,G:{-,0] —R tal que: {70 = (5.2.3)
b lim G(t)= lim g(x)=0
t—0— T—r—00
Fr () =1 (3) (%)
&0 -o () ()
F'(t ') (-#
lim ®) = lim / (i) ( ti) . Si llamamos a 1/t = ¢, hemos de cambiar el limite: 0~ = a™, luego:
t—0— G'(t)  t—0- g’ (?) (—t—z,)
71 1 ’
T (g) ( tj) lim f,(t) =A.
t—0- g’ (?) (772) t—at  g'(t)
F(t F'(t F(t t
Por 5.2.1, sabemos que lim Q = lim & y por 5.2.3, lim *) = lim &, luego uniendo, tene-
t—0- G(t) =0 G'(t) t—0- G(t)  t—at g(t)
mos:

o f) . F@ . F'() ()
Jm o T e T e T g

La idea reside en transformar —oo en 0 con el cambio ¢ ~» 1/t y la clave estd en que el cociente de derivadas

mantiene el cambio.

Teorema 25. 2% regla de I’Hopital B
Sean f,g: (a,b) = R derivables, con a,b € R con ¢'(x) #0 Vz € (a,b)

1. Supongamos que lim f(z) = lim g(x) = co. Entonces si
r—at r—at

!/
ERT A CO N - SN T 1) N

O

r—at g/(.’IJ) <+ z—at g(.%'
2. Supongamos que lim f(x) = lim g(z) = co. Entonces si
r—b— r—b—
/
Tam L~ g e =3 1m L8 _ 4
a—b= ¢'(x) <« z—b- g(x)
Demostracion.
Demostraremos 1., 2. es anédlogo.
= Supongamos a € R
e Supongamos A € R
Dado e >0 Jzo € (a,b) 1 siz € (a,x0) J;:E;g fA’ <e
Dado z € (a,xq) definimos D(x, xg):
fx) _ fl@)=f(zo) | ; _ f@(g)—g(zo)) _ f(z) . @@)—g(@o)) _
i) = =gt < D@ x0). es decr, Dlw.ao) = ity = g@-1@n g -
1— 2r0)

n fg<(;)) — 1 (recordemos que, por hipétesis, tanto f como g tendfan a o)
T F(z) rz—at
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Con z € (a,x0), por el TVM Je € (z,m0) 1 % 8 D(z,xg).

g/(g - A‘ < &, sumemos y restemos ch,/gg chgwg por g 53 D(z,z0):
£ (e) "(e) ff | (e f(x)
e - A < |5 - Al+| 5 D,wo) - HY| = |59 - A]+| 5G] 1D@,20) ~ 11 = |18 - 4] <
e+ (4l +¢) |D($ o) —
Sea xj, € (a,b) nsi xz € (a,z) |D(z,20) — 1| < &
Sea z{j = min {xg,z(} siz € (a,z]) ;83 — A’ <e+4 (|4 +e)-¢
Por tanto
m L&) _ 4 (5.2.4)
z—at g SU)
e Supongamos A = 400 (A = —o0o es andlogo)
Dado k£ >0 Jzg € (a,b) nsix € (a,z9) = géx; >k
De la misma forma que antes, si € (a,zg) definimos D(z,x¢) : chgg = % - D(z,x0) ¥y
asi D(x,z9) — 1 (z fijo)
z—at
En particular 3z, € (a,20) 11si @ € (a,z)) D(z,z0) > %
Con z € (a,z0) "2 e € (z,20) 1 fgmg f/gg - D(x, )
Siz € (a,x)) C (a,xq) se tiene que fgzg >k-3=1% :>gcl_1'g1+ ch(g =00

= Supongamos a = —oo
Podemos suponer que b es negativo (b < 0) (y en caso de que no lo fuera cortamos (a,b) por un punto o’
tal que (a,b’) sea enteramente negativo) y definimos:

F(t)=f (1) 1

G(t):g(g) ?E( oo,b)@té(bﬁ)
Jim F(t) = lm  f(z) = oo
Jm G(t) = lm_g(z) = oo
F (t),G(t) derivables en (%,0)
rOmrm e Pt @) 0
GO=¢ () (%) (0 vie(}0)y lm o= i mg,é) AR = lim o =4
Luego

F(t) _ f@) _
120 Gt) a—>-c0 g(z A (5.2.5)

5.3. Teorema de Taylor

5.3.1. Teorema y polinomios de Taylor
Consideraciones previas

Observacion 26.
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Consideremos un polinomio P(t) = ag + a1t + ast? + -+ - + apt" a,teR i=1,...,n

Sea tyg € R. Podemos plantearnos la siguiente pregunta: ;Es posible expresar el polinomio en potencias de
mi eleccién?. Més concretamente, en potencias de (¢ — to); de tal forma que P(t) = by + by (t —to) +ba (t — to)* +

-+ by, (t — tg)" {Cuales serfan estos b;?

Veamos que pasa:

bo = P(to)

I,bl? : Pl(t) = bl + 2b2 (t — t()) + 3b3 (t — to)z + -+ nbn (t — to)nil
by = P'(to)

iba? P(t) = 2by + 6bg (t —to) + -+ +n(n—1)by (¢ —to)" "
by = P (to)

3)2 3
by = £(0) P"(t) =6bs +---+n(n—1)(n—2)b, (t —to)""
. )

b = e

Luego nuestro polinomio ha quedado: P(t) = P(to) + w (t—to) + P,;(It‘)) (t —to)” + w (t—to)® +
n) "
R PT('tO) (t — to)

Observacidn 27. Sea f : (a,b) — R con n derivadas en (a, b) y bea to € (a,b). Entonces el polinomio P, (t) =
f(t )+ f(tO)( to) + I’ 2(!tO) (t—t ) + £ (tr)) (t— to) 44 (to)( —to)"

€ (a,b)
Pn(to):f(to) P'(to) = f'(to) ... PD(to) = f(ty)  Vi=0,...,n

Observacion 28. Sin = 1, el polinomio P (tg) que resulta es: P(tg) = f(to) + f'(to) (t — to) = R(t) R(to) =
f(to)  R'(to) = f'(to)

i O =BG SO =) = ) _ oy iy 0o f(t) — R < £t
t—to t—to t—to t—to

El limite del cociente es 0. Por eso, informalmente, podemos decir que f(t) y R(t) se parecen més que t y g

Si f :(a,b) — R tiene n 4+ 1 derivadas en (a,b) y to € (a,b), entonces el polinomio P, (t)

Teorema 26. Teorema de Taylor
Si f :(a,b) = R tiene n + 1 derivadas en (a,b) y to € (a,b), entonces si t € (a,b) Jdc € (a,b) entre tg y
3 (C € (t()vt) dce (tatO))

f,/( ) 2 fn)(tO) n fn+1)(t0) n+1
f(t) = f(to) + f'(to) (t —to) + 21 (t —to) +"‘+T(t—to) -km(t—to)+
polinomio de Taylor de orden en ¢ty P, (t) resto de Lagrange en to Ly (¢, to)
Observacion 29. Si f+1) estd acotada en un intervalo alrededor de ty = lim M = Jim Lotlo) —
t—ty  (E—to)” t—to (t—t0)

Demostracion.

Sea F(t) = (t) = Pa(t) y G(t) = (t — to)"**
F,G : (a,b) — R tienen n + 1 derivadas y ademdas G*)(t) # 0 vt € (a,b)\{to} k=0,...,n

F) (tg) = %) — P (to) = 0 k=01,....n
G¥) (to) =0 k=0,1,...,n

Dado t € (a,b), por 5.3.1, Jc entre t y to tal que
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F(t) _F(e) _ f(e) - PV (e)

G(t) G (c) (n+1)!

Pasando G(t) multiplicando:
n+1) c "
£t~ Patt) = T\ gyt

(n+1)!
O

Lema 3.
Sean F,G : (a,b) — R con n + 1 derivadas en (a,b) y ademds G*(t) # 0 vVt € (a,0)\{to} k =
0,....,n+1

i k) = I k) = =
Y supongamos thl% F(t) tl;r% GY(t)=0 k=0,1,...,n
Entonces, sit € (a,b) Jcentret y to tal que

F(t) _ F"(c)
G(t) ~ G (c)

Demostracion.
Tengamos presente en todo momento que th'n? FF) (t) = lim G¥) (t)=0 k=0,1,...,n, lo que hace que
—to

t—to
FR (to) = G (tg) = 0
: TV.M
Site (a,b)\{to} = Ty entre ty ty tal que
F(t) _ Fl(e) = F'(to) _ F'(e1)
G(t)  G'(c1) = G'(to)  G'(er)

De la misma forma, por el teorema del valor medio, si Jcy entre ¢y y to tal que

Fl(e1) = F'(ty) _ F'(c2)
Gler) — G'(to)  G"(c2)

Aplicando sucesivamente el teorema del valor medio, llegamos a que 3¢, 1 entre ¢, y to tal que

Fr 4 (ep1) _ F(cj) _ _ F"(e2) _ F'(er) _ F(t) (53.1)
Gt (cn1) G (c5) G"(c2)  G'(er)  G() .

Teorema 27. Criterio del mdzrimo y minimo local
Sea f : (a,b) = R con n+1 derivadas y sea toy € (a,b) 10 = f'(to) = f"(to) = ... = [PV (to), fP(to) #0 y
f**tY es acotada en un intervalo en torno a to. Entonces si:

1. Sinespary f¥(ty) > 0= to es un miimo local de f
2. Sinespary f™(ty) < 0=ty es un méximo local de f

3. Si n es impar y = ty es un punto de inflexién de f

Demostracion.

Por el teorema de Taylor
n+1) c
(t— tO)k + m (t— to)nJrl y sabemos que

M (to)
k!

|
NG

Dado t € (a,b) dc € (a,b) entreto ytu f(t)

Ln(t,to)

’ LTL (t7t0)
lim (t—to)™

———5=0=35>0ut -t <=
t—to (t —tg)

< %n' }fn) (to)’(e e sacado de la manga) luego:

1
| Ly (t,t0)] < ol

£ (t0)| 1t = tol" (5:3.2)

Como las derivadas son todas nulas hasta la n —1; P, (¢) = f(to) + % (t—to)"
Por tanto:

n)
10— 1t0) = T8 (o) 1, 1,10)

Doble grado Informética-Matematicas. Universidad Complutense de Madrid 71



5.3. Teorema de Taylor

1. Sinespary f(tg) >0

™ (t 1
) (o) b L (tto) = 577 (o) (= 10) 2 05 F0) = Flto) V[t —to] <6 o s mii-
mo local. '
sPor qué? L, (t,tg), aun siendo negativo, al sumarle - ( o) (t —to)" le estariamos quitando como mucho
la mitad (por 5.3.2), con lo cual la derivada n-ésima Segulrla siendo positiva y en ty tendriamos un minimo
local.

2. Sinespary fo(t )
f@) = f¢ )S%f (t )( —t9)" <0 = f(t) < flto) Vi |t —tg] < < tp es maximo local

n)
sPor qué? L, (t,tp), aun siendo positivo, al sumarle fT(,tO) (t —to)" le estariamos sumando como mu-

cho la mitad (por 5.3.2), con lo cual la derivada n-ésima seguirfa siendo negativo y en ¢y tendriamos un
méximo local.

3. Si n es impar:
50 t € (to,to +90) f(@t) > f(to)

t € (to—9d,to) f)<f

En todos los casos ty es un punto de inflexién

t to, 1) t

fn)<0 E(070—"_) f()

t € (to — 0,t0) f(t)
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Capitulo 6

Calculo integral

6.1. La integral de Riemann

6.1.1. Particiones. Sumas de Riemann

Definicién 56. Particién de un intervalo
Sea [a,b] C R un intervalo acotado, entonces una particién suya p es:

p={ti}iy, neN to=a<ti<to<..<tp,=0>

Si p, g son particiones de [a, b] , se dice que p es més fina que ¢ < ¢ C p

Definiciéon 57. Sumas de Riemann
Sea f : [a,b] — R acotada y sea p una particién de [a, b]

n
1. Se llama suma inferior de Riemann de f asociada a p a: s(f,p) = ij (tj —tj—1);
j=1

siendo m; = inf {f(t), t € [tj_1,t;]}. Por tanto la suma infererior es la suma de las dreas de los rectangulos
de la particién por debajo de la funcion.

2. Se llama suma superior de Riemann de f asociada a p a: S (f,p) = Z M;(t; —t;—1);
j=1

siendo M; = sup{f(t), ¢t € [tj—1,t;]}. Por tanto la suma superior es la suma de las dreas de los rectdngulos
de la particién por encima de la funcién.

Proposicion 66.
Sea f: [a,b] = R acotada, y sean p,q particiones de [a,b]

L. s(f,p) < S(f,p)
2. Si p es més fina que g, entonces: s(f,q) < s(f,p) < S(f,p) < S(f.q)

3. Sip, q son dos particiones cualesquiera: s(f,p) < S(f,q)

Demostracion.
Sea f : [a,b] — R acotada O

1. Sea p particién de [a, b] p={t;};cy to=ait,=b
s(fip) =205 my(ty —tj—1) < 30 Mj(tj—tj—1) = S(f.p)
m; <M Vj

2. Sean p, q particiones, siendo p més fina que ¢ (p C q)

S(f,q) < s(f.p)
s(f.a) < S(f.p)
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6.1. La integral de Riemann

a) Supongamos que p tiene un punto més que g:
qg=1t;} a=t) < .<tp_1<tp <..<t,=by
p=qU{z} a=ti<.<tp1<z<tp<..<t,=b

k—1 n
s(fip) = 2050 my (ty — tj—1) +mi (2 —ti—1) +mi(te — 2) + 200y my(t; —tj-1)
siendo, obviamente mj, = inf {f(¢) ¢ € [tpt1,2]} y my =f {f(t) t € [z, t]}

Luego my = if {f(t) t € [tk—1,tx]} < min{m),m}
m% (Z — tkfl) + mg (tk — Z) > my (Z — tkfl) + myg (tk — Z) = mg (tk — tkfl)

s(f,p) > Z?;ll mj (t; —tj—1) +mp(te —tk,1)+2?:k+1 m; (t; —tj—1) = s(f,q) //no se si la primera
es una suma inferior o superior

b) Supongamos que p tiene J puntos mds que g:
J
p=qU{z}_,

1) Sea 1= qU {Zl} = S(f7p1) Z S(fa q)
2) Sea b2 =p1 U {22} = S(fvp2) Z 3(f7p1)

...induccion
py=pj-1U {ZJ} = s(fvp) > s(f7p-]*1)

Todo ello implica que s(f,p) > s(f,q)

3. Si p, ¢ particiones de [a, ]
Sea la particién p = p U ¢; més fina que p y que ¢
s(f,p) < s(f,p) 1§) S(f,p) < S(f.q)

6.1.2. La integral de Riemann
6.1.2.1. Integrales superior e inferior

Definicién 58. Integral superior e inferior de Riemann
Sea P ([a, b]) el conjunto de todas las particiones de [a, b]

1. Llamamos integral superior de Riemann de f en [a, ] a:

b
/ f(t)dt =t {S(f.p) peP(ab)])

2. Llamamos integral inferior de Riemann de f en [a,b] a:

b
/ F()dt = sup {s(f,p) pePl(ab)]}

3. f es integrable-Riemann en [a, ] si y sélo si:

b

b i
/ ft)dt = / f(t)dt, y en ese caso se escribe / f(t)dt

a

Observacion 30.

b
1. Sig € P[(a,b)] = Vp € P ([a,b]) sabemos que s(f,q) < S(f,p) = / f(t) dt estd acotada y bien definida.

a

b
Idem con/ f@)dt

2. /abf(t) dt < /abf(t) dt
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Ejemplo 16. Integral de una constante
b
Sea f(t)=c  t € [a,b] es integrable y / cdt =c(b—a)
Cogemos p una particion cualquiera: ‘
2?10(@ tj— 1)—02:] 1t —tj—1) =c(b—a)

s(fop) =225 my (t; —tj-1) = 205
t;—1) puede interpretarse esa suma como una telescoplca o bien directamente como la longitud del

ot —

intervalo.

S(fap):Z;'L:le (trta—l)zzg;lc(t] tj— 1)*023 1t —tj—1) =c(b—a)

b
Como ambas sumas son iguales, f es integrable-Riemann, y / cdt = c(b—a)
a

Ejemplo 17. Integral de la identidad
1
t € [0,1] es integrable-Riemann y / tdt =5
0

Sea f(t) =t
Sean €N pn:{tj:%}?zo una particién de [0,1] € P ([0,1])

CROED IRV I NI Bl B D HESIE SO
o ! C my=taf creciente = 1 n?  n? = j=k=1 £

1 n(n—l) 1 1 1
=— . (1= -
n? 2 2( n)<2

n

J 1 n(n+1) 1( 1) 1
) §M § L § o e EE I CE
S -1) Mj=t;; crec1ente “nn J 2 n 2

Por tanto Supn s(fypn) = % inf,, S(f,pn), para esta particién pn concreta.

sup,, 5(f,pn) < /tdt p
=2 /tdt

Como
inf, S(f,pn) > /tdt ‘

Ejemplo 18. Integral de la funcién cuadrado
b
€ [0,1] es integrable y / t2dt =

Sea f(t) =t2
a
_ _ 1
Sean €N Pn = {tj = E}jzo
7 j—1)2 -1 /. 2 1 n n(2n—
s(fpn) = Sjoamy (= t50) = Sy U L = M0 (G- 17 = b Sk = g e

1 3 1 1
Por tanto, 5(1—%4—@) <3

S(fypn):E?ﬂMj(tj 1) = ZJ 1 '%_3Zk 0J?

ti—
Por tanto sup,, s(f,pn) = é inf,, S(f,pn), para esta partlclon pp, concreta.
t

sup,, s(f,pn) < At —3
=z = t2dt /tht

Como
inf, S(f,pn) > /t2dt ¢

Ln+)n@n-1)=100+2 +5%)

Ejemplo 19. Funcién no integrable-Riemann
1si ¢ b
Sea f(t) = 4 LS TEQOI
0si t¢Qnla,b

Para uma p particién, se tiene que:
s(f,p) =0# (b—a) = S(f,p) = f no es integrable-Riemann
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6.1. La integral de Riemann

6.1.2.2. Funciones Riemann-integrables

Teorema 28. Una funcion es Riemann-integrable si la distanciaentre sus sumas es menor que €
Sea f: [a,b] = R acotada. Entonces f es Riemann-integrable si, y sdlo si:

Ve>0 3peP([a,b])n(0<)5(f,p)—s(fip)<e

Observacion 31. Denotaremos a partir de ahora por R (I) al conjunto de funciones Riemann-integrables en el
intervalo I.

Demostracion.

= |
Sea ¢ > 0.

b
Como/ f@)dt =mf{S(p, f) peP(ab])}=Ip1 €P(a,b]) (/f dt<> (f,p1) /f

(fap2)

vw\m

b
Como/ f&)dt =sup{s(p, f) pe€P(a,b])} = Ipz € P([a,b])n / f(t)dt —

w\m

Segap = p1 Upsy (mis fina que p1 y p2)= s(f,p2) < s(f,p) SbS(f,p) <S(f,p1) =
/ f(t)dt - % < s(f,p2) < s(f,p) < S(f.p) < S(f.p1) < / f(t)dt + % = S(f,p) —s(f,p) <e

| <

b

b
Ves0  3peP(la D‘/ﬂﬂ (ﬁmL.Mmeé/f@ﬁ+€

b b b
Como es Ve > 0 (/ f(¥)dt <> / f(t )dt</ ft)dt = / f(t)dt:/ f(t)dt = f es Riemann-
integrable - ’ - O

Corolario 12.
Sea f:[a,b] = R acotada y supongamos que VN € N pn € P ([a,b]) tal que

(0<)S(f,pn) = s(frpv) 52 0

b
Entonces | es Riemann-integrable en [a, b] y/ f@)det = A}l’m S(f,pn) = A}l’m s(f,pn)
a — 00 — 00

Demostracion. O

Teorema 29. Las funciones acotadas y continuas son Riemann-integrables
Sea f: [a,b] = R acotada

1. Si f es monétona = f es Riemann-integrable en [a, b]
2. Si f es continua = f es Riemann-integrable en [a, b]

Demostracion.

SeapeP([a,0])  S(f.p)—s(f.p) =251 (Mj—my)(t; —t;-1) -

1. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que f es mondtona creciente.
SipeP(ab) p=1{t},
S(f,p) = s(fip) = 252y (F (t5) = f (ti—1)) (& — tj-1)
Vamos a hacer que (t; — t;_1) sea constante, y lo sacremos como factor comun. ;Cuanto vale > (f (¢;) — f (t;—1))7.
Pues vale f(b) — f(a). ;Cémo hago que esa suma sea menor que € (para poder usar el teorema anterior)?.

Pues hagamos que t; — t;_1 sea, aparte de constante, muy pequeio.

Dado € > 0, sea p € P ([a,b]) nmax{t; —t;—1 j=1,...n} < 70—
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S(fvp) - S(fap) S m : Zf(tj) - f(t]—l) = S(fap) - 5(f7p) S 9
—_——
f(b)—f(a)
2. Como f es continua en [a,b] = f es uniformemente continua, luego:

Ve >0 3§ >0 Vi, s € [a,b] n |t —s| < § = |f(t)— f(s) 57— (partido de b — a para que quede
bonito)

Dado e >0, peP(a,b])
M =sup{f(t), teltj1,t;]}=[(t;) paraunt} € [t; 1, 1;]
m; =inf{f(t), teltj_1,t;]}= f( ) para un s; € [tj_1,1;]

Luego méx{t; —t;—1 j=1,...,n} <46

S(fop) = s(f,p) =D (F (&) = £ (s])) (t; —t;-1)

t

COImo (t;) —f ( ) < = a, por ser uniformemente continua.

Luego S(fvp) —S(f,p) < bfa 'Z(tj _tj—l) = bfa b—a=¢

Teorema 30. Las funciones Riemann-integrables tienen estructura de espacio vectorial
Sea [a,b] C R cerrado y acotado

1. Si f,g: [a,b] = R son Riemann-integrables, entonces:

a) ¢+ f es integrable Ve € Ry f + ¢ también lo es, ademéds:

b b b b
/ c.f(t)dt:c-fff(t)dty/ f(t)+g(t)dt:/ f(t)dt+/g(t)dt

b
b) Observacion: De hecho / : R ([a,b]) — R es una forma lineal.

b
2. Si f es Riemann-integrable = / f)dt >0
a

b b
3. Sif(t) <g(¥) Vt € [a,b] y f,g son Riemann-integrables :>/ flt)dt < / g(t)dt

a

4. Sea c € ( f i [a,b] = R es Riemann integrable < f es Riemann-integrable en [a,c] y en [¢,b], y en
esecaso/f t)dt = /f dt+/f t)dt
Demostracion.

la. Sea f: [a b] — R Riemann-integrable, ¢ € R, p € P ([a, b])
s(f,p) =G my (t; —ti—1) y S(f,p) = 35— my (tj —tj—1)

Supongamos que ¢ > 0
mj(c- f)=c-m;(f)
M;(c- f) =c- M;(f)

S(Cf,p) = C'S(fap)
= S(c- f,p) = ¢ S(f,p)

b

b
sup s(c-f,p) =c- sup s(fip)=c / £(t) dt

b
pEP([a,b]) pEP([a,b]) , = c-f es Riemann-integrable y/ c-ft)dt=c- | f(t)dt
inf  S(c-f, =c- iInf S(f,p)=c- t)dit a a
L (c-f,p) sertd ) (f.p) J. @)

Y ahora que ¢ < 0
f’nJ(C.}c):cj\Jj(.f):> S(C‘f,p):C'S(f,p)
Mj(c- f)=c-m;(f) = S(c-f.p)=c-s(f,p)
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sup  s(c-f,p) =c- inf fp—c/f

b b
pGP([a b)) pEP([a:b]) = ¢ f es Riemann-integrable y / c-ft)ydt=c- [ f(t)dt

- f =c- sup s(f,p)=c- [, f(t) @ @
pertoa > I venioa Ji st

1b. Sean f, g : [a,b] — R Riemann-integrables y sea una particién p € P ([a, b])
s(f+g,0) =25 my (f+9)(t; —tj—1) y S(f+9,p) = X7y my (f +9) (tj —tj-1)

m; (f +g) =f {f(t) +g(t), teltj 1t ]}>mf{f() te[j 1t ]}+mf{g() teftj—1,t]}
M (f +g) =sup{f(t) +g(t), tel[tj_1,t;]} <sup{f(t), te€[tj_1,t]} +sup{g(t), te[t;—1,t]}

Luego: 4 * T9:0) 2 s(f:p) +5(9,p)
S(f+g,p) < S(f,p)+S(g,p)

Hpa I S(f7p;) —S(f,p;) S
Dado &> 0 Iz n S(f,p2) —s(f,p2) <

N0
—~
*
~—

Sea p. = pl Up?, més fina que pl y p?

(+)
S(f + g.pe) < S(f,pe) + S(g,pe) < S(f,ph) + S(g.02) < (s(fipd) +5) + (s(g,02) +5) = s(f,p}) +
5(g,p2) + ¢ <
< s(f,pe) +5(9,pe) +e <s(f+g,p:) +e= S(f+9,p:) — s(f + g,p:) < €= f+ g es Riemann-integrable

(*) Aclaracién: Vale, se tiene las sumas de f + g entre medias de las de f y g (por separado, pero para particiones
distintas). Para concluir algo necesito que la particién sea la misma para ambas.

Ademas, Ve > 0
b *% b b b b b
/(f+g)(t)dt§5(f+g,pe) (g)/ f(t)dt+/ g(t)dt+s:>/<f+g><t>dt§/ f(t)dt+/ o(t) dt

y también

koK)

b b ( b
/f(t)dt+/ o(t)dt < S(f,pe) + Sg,pe) < s(f+g,pa)+sﬁ/(f+9)(t)dt+6=>

b b b
/ £(t) dt + / olt) dt < / (f +9)(t) dt

Luego

/abf(t)dtJr/abg(t)dt = Lb(f+g)(t)dt

4. Sea f : [a,b] = R acotada y ¢ € (a,b)
= | Si f es Riemann-integrable en [a,b

Ve>0 dpeP(ab])nS(f,p)—s(f,p)<e

- p.=pNlad
Sea p=pU{c} Sean 2 =50 e.b]
Luego, p més fina que p y s(f,p) < s(f,p) < S(f,p) <S5(f.p)
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Notemos que s(f,p) = s(f,p') +s(f.p?)  S(f,p) = S(f,p") + S(f,p?). Como S(f,p) — s(f.p) < ¢, eso
significa que las sumas de p, que estan entre medias, también: S(f,p') —s(f,p')+S(f,p?) —s(f,p?) <e () =

S(f7p1) - S(f,pl) <e

= = f es Riemann-integrable en [a, c| y en [c, b], ya que hemos visto que hay una
S(f,pQ)—S(f,p2)§€ f g [a ]y [ ]ay q q Yy

particién asociada a [a,c] y otra a [c,b] que hace que la diferencia de ambas sumas de Riemann son menores
que €, Ve >0

Ademids:

/f dt+/f ydt < S(f,p )+S(fp) (f, Y+ s(f,p?) +e=s(f,p +5</f )dt +e=

/a £ty dt + / Ft)dt < / f(t)dt

y también

* c b
/ F(t)dt < S(F,5) = S(pY) + SUp?) < s(f.p") + s(f,0%) + < / £(t) dt + / F(t)dt+ e

It e P(la,d)  S(f.p") —s(f
Dadoe >0 32 cp(fe,o)) " S(7.0%) - s(f,

Sea p = p' U p?, particién de [a,b],= = S(f,p) —s(f,p) < e = fes

Riemann-integrable en [a, ] y ademés:

2. Sif>0yp€’P([a b])

/f )dt > s(f,p) ij ~1)>0
%,_/

>0

BSlft) g(t) Vit € [a,b] = g(¢) f(t)ZO vt € [a, b]

Por 2 / dt>0:>/ dt>0:>/ /abf(t) O

Corolario 13. Si la funcion tiene discontinuidades finitas, la integral es la suma de las integrales entre los
puntos de discontinuidad

Sea f: [a,b] = R acotada y supongamos que D = {s € [a,b] n f es discontinua en s} es finito y
D= {s1,....,smy, MeN}us <...< sy yllamamos so = a y sp+1 = b. Entonces f es Riemann-

integrable y
M+1
[roa=3 [ o
J+1
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Demostracion.
1.Si D =0 < f es continua y todo perfecto.
2. Si D = {b} (andlogo si D = {a})
Sabemos que Ve < b f es integrable en [a, ¢], porque ahi es continua, entonces Ve > 0 3Jp € P ([a,d]) 1
S(fap) - S(fap) < %
Si tomamos p = p U {b} € P ([a,])
s(f,p) = s(f.p) +mf{f(t), t€cb]}(b—c)
S(f,p) =S(f,p) +sup{f(t), t€lc,b]}(b—c)

Como f acotada en [a,b] IM >0u|f(t)| <M Vt € [a,b]. Dado € > 0, elegimos ¢ < b1 2M (b—c) < §

Sea p € P ([a,b]) como antes = S(f,p) — s(f,p) < S(f,p) —s(f,p) +2M(b—c) < 5+ 5=¢

[\Gl1e)

3. Supongamos que D = {s1,...,8p} con §1 < ... < Sy

Tomando ¢; € (s;-1,8;) i=1,...,M +1

Por 2. sabemos que f es integrable en [s;_1,¢;] v en [¢;, s;] (ya que, el inico punto de discontinuidad son el
izquierdo y el derecho, respectivamente)

Como ft)dt = f(t)dt+ f(t)dt, ya que f es integrable en [sg s1] ¥ [s1,52] = es integrable
Si—1 Si—1 Ciq

también en [sq, s2] y en [s2, s3] = f es integrable en [sg, s3] ...induccidn... f es integrable en [sq, Spr+1] = [a,b] O

(&2

6.1.2.3. Teorema de Lebesgue

Solo sabemos, hasta ahora, que las funciones Riemann-integrables son las continuas, las mondto-
nas y las que tienen un numero finito de discontinuidades (o infinito numerable). El siguiente teorema
nos ayuda a generalizar qué funciones son Riemann-integrables.

Definicién 59. Medida cero
Se dice que un subconjunto A C R tiene medida cero Lebesgue si, y sélo si, Ve > 0 existe un recubrimiento

AcC U I;, siendo I intervalo tal que Zl(lj) <e
j=1 j=1

Teorema 31. Teorema de Lebesgue

Sea f : [a,b] = R acotada, entonces f es Riemann-integrable si, y sdlo si, el conjunto de discontinuidades
tiene medida cero Lebesgue

Ejemplo 20. Los conjuntos de R finitos tienen medida-0 Lebesgue
Si A C R finito = tiene medida-0

A={x1,...,zn}.Seaec >0 I = (zj — 55,05 + 5%) (1) = %

N N
€
AC I (I;)=N-—=¢
Un  Xim=ng

Ejemplo 21. Los conjuntos infinitos numerables tienen medida-0 Lebesgue
Sea A= {z;};2), seae >0y sea Ij = {zj — 557, %) + 57 }
oo

- 1
Luego [(I;) = 55 y entonces ZI; :5215 =¢-1=¢
j= j=

Por ejemplo, Q C R tiene medida-0 Lebesgue
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Ejemplo 22. Existen conjuntos de R, no numerables de medida-0 Lebesgue, como por ejemplo, el conjunto de
Cantor.

6.1.2.4. Composicién de funciones Riemann-integrables

Teorema 32. Composicion de funciones integrables
Sea f :[a,b] = R Riemann-integrable y sea [c,d] n f ([a,b]) C [e,d] y sea g : [¢,d] — R continua. Entonces

gof:la,b] =R
es Riemann-integrable

Demostracion.

Sea k = sup{|g(t)], s€[e,d]} < ooy cdmo g es continua en [c,d] = ¢ es uniformemente continua, es
decir, dado € > 0 36 >0nt,s € [cd]

t—s| <d=lg(t) —g(s)| <&

Seae >0,¢&= m y sea § el asociado a la continuidad uniforme de g. Siempre se puede suponer que
0 <&,y en caso contrario, se coge un 0’ que lo sea.

Como f es Riemann-integrable, entonces Jp € P ([a,b]) 11 (0 <) S(f,p) — s(f,p) < §?
Veamos que (0 <) S(go f,p) —s(go f,p) < ¢, que es lo que nos lleva a probar el teorema.

S(go f,p) —s(go f,p) = D> (Mj(gof)—mj(gof))(t; —tj-1). Sean A = {ju M;(f)—m;(f) <5},
j=1

B = {j 01 M;(f) —m;(f) >0}, es decir, los conjuntos de indices tales que las imagenes estdn muy cerquita
y algo mas lejos, respectivamente.

Sea j € A:
- Sit, 7 € [tj—1,t5] = |f() = fF(T)] < M;(f) —m;(f) <6 = lg (f(t)) —g (f(7))] < é&. Como es
g unif. cont.
para todos dos puntos, entonces M; (go f) —m;(go f) <€

Z (Mj(gof)—mj(gof))(t;j—tj—1) < éz (tj —tj—1) <E(b—a) (ya que el sumatorio es de algunos
JEA jeA
subintervalos de [a, b], luego su suma es menor que (b — a))

-SijeB
El resto de sumandos: Z (gof)— m (gof)) (tj _ tj—l) < 9k - Z (tj B tjfl) <
jEB =
7(f) 2% < %
= ;3<>(tj ti=1) TZ_; my () (4 —tj-1) < = -0 <25
] . S(f.p)—s(£:p)<8?
Por tanto

S(gofip)—s(go fip) <D jeatdjep<élb—a)+2k-4 = Eb—a)+2k-e=E((b—a)+2k)=¢ O

Corolario 14.

[ rwal < [wra

3. Si f:a,b] = R es Riemann-integrable y f(t) > a(> 0) Yt € [a,b] = % : @, ] = R también lo es.

1. Si f:[a,b] = R es Riemann-integrable = |f] es Riemann-integrable y

2. Si f,g: [a,b] = R es Riemann-integrable = f - g es Riemann-integrable
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Demostracion.
R—R . . .
1. Seag: s || continua, luego |f(t)] = (go f)(t) t € [a,b]. |f| es Riemann-integrable: — |f| < f < |f],
y como la integral mantiene el orden:

3ﬂﬂmws/}mﬁsfvmdmﬂ/ﬂmﬂs/fmwt

2. Veamos que f? es Riemann-integrable. Sea g : }f:ﬁ , por lo que f2 = (go f)

Asi, f-g= [(f +9)%—f2— 92}, todas ellas Riemann-interables, y por tanto f - g también.

3. Seag: [a;oiz 17 R ,a > 0, continua. Como % = (g o f) estd bien definida y es composicién de funciones
Riemann-integrables, % también lo es.
O
6.2. Calculo de integrales. Teoremas destacados.
6.2.1. Calculo de integrales.
6.2.1.1. Teorema fundamental del cilculo. Regla de Barrow.
Teorema 33. La integral es continua.
Si f :[a,b] = R es Riemann-integrable, entonces:
t
_ a0 =R
F(t)—/a F(s) dt, P
es continua en [a,b].
Demostracion.
Sea ty € [a,b]. Veamos si }ILI’II%) F(to+ h) = F(to)
—
Sea ku |f(t)] <k VE € [a, b]
Veamos los limites por ambos lados de h, para aplicarlo si tg =a oty =05
-Sih>0
to+h to+h to+h
|E(to + h) — F(ty)| = / f(s)ds §/ |f(5)|ds§k~/ kds=k-h — 0
to to to h—0+
-Sih<0
to to to
Pty + h) — Flto)| = / F(s)ds g/ 1£(s)] ds gk:-/ kds—k-h — 0 0
to+h to+h to+h h—0—

Teorema 34. Teorema fundamental del cdlculo
. . F:la,b] —- R
Si f : [a,b] = R es continua en ty € [a,b], entonces > F(t)

F'(tg) = f(to). Tak funcién F es

es derivable en tg y ademds

F@—Lﬁ@@

Demostracion. s 2 — Bl
Veamos que lim (to + 1) = Flto) = f(to)
h—0 h
-Sih>0

F(tﬁh});F(to) _ f(to)’ _

to+h to+h
% / ﬂ$%f%/ F(to) ds
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to+h
<q [ e - r) ds

Dado e > 0 & > 04 s —to] < & = |f(s)—f(to)] < e =Sih>8 Vs € [to,to+h] y se tiene
s~ tol < h < 6= |f(s) — flto)| < ¢
Y por tanto

to+h
w0l - ) ds <

to

=1
h
o
+
>
(0
[
S
o
>
I
(0

Luego | ER=LU0) — f(10)| < & = F/(to) - f(to)

-Sih<0
to to
‘F(toJrh,)L F(to) ’f 1 f(s)) ds — f(to)| = |L- F(s)ds — Flto) ds| =
to+h to+h toth
to 1 to
_ |1, B 1 -
[ [ - sy as)< e [ 170 - st

Dadoe >0 0 >0 n|s—to] < 0 = |f(s)— f(to)] < e = Si|hl >0 Vs € [to+h,to] vy se tiene
s —tol < |h| <6 =f(s) = f(to)| <e

Y por tanto
1 to 1 [loth 1
— . Flto) ds < — - =—.c-h=
M|A¥Jﬂ) Flio)l ds < 7 A) = h=c
Luego | EUetB=EC0)  f(10)| < & = F(t) - f(to) O

Corolario 15.

Si f : [a,b] = R es continua, entonces existe una funcidn, a la que llamamos primitiva de f, es decir,
F :[a,b] = R derivable tal que F'(t) = f(t)

Demostracion.

Basta tomar F'(t / f(s O

Teorema 35. Regla de Barrow
Si f i [a,b] = R es Riemann-integrable y tiene una primitiva G : [a,b] — R, entonces

b
| =G - 6ta)

Demostracion.
Sea p € P ([a,b]) particién de [a, b].

= ZG(tj) —G(tj-) T ZG/(SJ) (tj —tj—1) = Y fs;) (t; —tj—1) sj € (tj-1,t;)

Por lo tanto, tenemos

> om(f) (t = ti1) < G(b) gz (1)
j=1 j=1

Siendo los sumatorios el supremo y el infimo de las sumas inferiores y superiores de todas las particiones de
[a, b], respectivamente (esto es, las integrables superior e inferior).

Entonces:
/f t)dt < G(b /f

Al ser para toda particién de [a,b] y f es integrable
b
| fwdt=ce) - 6@
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6.2. Célculo de integrales. Teoremas destacados.

6.2.1.2. Teorema del valor medio integral. Cambio de variable

Teorema 36. Teorema del valor medio integral
Sea f:[a,b] — R integrable y sean m = inf {f(t), t € [a,b]} y M =sup{f(t), t € [a,b]}. Entonces

Ademds si f es continua, entonces 3o € [a,b] n 7 / ft)dt = f(to)

b
Observacion 32. El drea del rectangulo delimitado por el segmento ab y de altura f(to) es / f(to)dt to € [a,b].

a
Es decir, la integral definida en [a, b] se alcanza en algiin punto de ty € [a,b] y es igual al drea del rectangulo
descrito arriba-

Demostracion.
Como m < f(tg) <M vt € [a, b]

Aplicamos integral y:
m(b—a) /mdt</f dt</Mdt M (b—a)

luego

Si ademds f es continua, entonces toma todos los valores intermedios entre [m, M] O

Teorema 37. Teorema del valor medio integral generalizado
Sea f : [a,b] — R Riemann-integrable y sean m = inf {f(¢t), t€[a,b]} y M = sup{f(t), t€[a,b]}.
b

Ademds, sea g : a,b] — R Riemann-integrable tal que g(t) # 0 Vt € [a,b] y / g(t)dt > 0. Entonces:

f f@t)-g(t)d S v
f f(t)-gt)d
Ademds, si f es continua, existe ty € [a,b] tal que
b
Jo f@#)-g(t)at
s = f(to)
[ g(t)dt
Demostracion.
Como m < f <M YVt € [a,b], entonces m - g(t) < f(t) - g(t) < M - g(t) y aplicando la integral:
/ dt</ f@) dt<M/ t) dt, luego
f f(t)-g(t)d § \
f ft)-g(t)d

Teorema 38. Teorema del cambio de variable
Sea g : [a,b] — R de clase C* y sea T = g([o, B]) y f : T — R continua

FEntonces
B 9(8)
[ 6o gwd= [ e
[e% g(c)
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Demostracion.
Sea H(x / fg t)ydty K(z) = /g f(z)dz x € |, f]
Entonces, se tiene que
Vo € la, Bl H'(z) = f(g(2) - 4'(2).
Sea F(s) = / f2)dz  se Ty K(x)=F(g(x)), luego K'(x) = F'(g(x)) - g'(x) = f (9(2)) - 9(x) =

g(c)

H(z)=K(z)+c¢ ceR,Vzen,pf]

Tomando x = «, tenemos
0= H(a) = K(a) + ¢. Como K(o) =0 = c=0. Con lo cual se tiene que H(z) = K(x) Ve € o, 0. Y
en particular H(3) = K(f)

O

Lema 4. Integracion por partes
Si f,g:[a,b] = R son derivables y sus derivadas son Riemann-integrables en [a,b], entonces

b t=a b
[ fw-g@a=sw-gw| - [ 500
a t=b a
Demostracion.

Como (f-g)' (t) = f'(t) - g(t) + f(t) - g'(t) ¥Vt € (a,b)

/ab (-9) (t)dt:/abf'(t)'g(t)dt+/abf(t) g'(t) dt
r0-00] = ["rw-awas [0

Observacidon 33.

b u=1) dv = f'(t)dt  _
[zwdt_ {duzg’(t)dt u=g(t) - } / =

6.3. Integrales impropias

u-dv

La integral de Riemann se define para funciones acotadas, definidas en intervalos acotados. ;Qué ocurre si
la funcidn no estd acotada, o bien estd definida en un intervalo no acotado?

Definicién 60. Integral impropia

1. Sea f :[a,00) = R tal que f es integrable en [a,b] Vb > a. Entonces, decimos que su integral impropia:

0 b 0o
/a f(t) dt es convergente < 3 blirgo/a f(@)dt (: /a f(@t) dt)

2. Si f:(—o00,b] = R tal que f es integrable en [a,b] Vb > a. Entonces, decimos que su integral impropia:

b b b
/ f(t)dt es convergente < 3 aLl’IElOC/ f@t)dt (: / f@) dt)

3. Si f:[a,b] — R no acotada, tal que es integrable en [a,c¢] V¢ < b. Entonces, decimos que su integral
impropia:

b
/ f(t)dt es convergente < 3 111;1 f dt( / f(t dt)
a c—
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4. Si f : [a,b] — R no acotada, tal que es integrable en [c,b] Ve < b. Entonces, decimos que su integral
impropia:

b
f(t)dt es convergente < 3 hm f dt( / f(t dt)

c—)a

(o)
1
Ejemplo 23. En [a,00), cona >0 f(t) =% / o dt es convergente < « > 1
a

Supungamos primero que a # 1

b 1 1—q 7t=b 1
Sea b>a(>0) / —dt = ! ] = (b1 —a'™?]

™ l—al,_, l1—«

Tenemos que hacer la integral convergente, con lo cual tenemos que lograr hacer tlfa muy pequeno, para eso
nos basta que o > 1, con lo que los exponentes se harian negativos, y por tanto, hariamos la integral converger.

b t=b oS
1 1
Ahora, sia =1 / n dt = ln(t)] = In(b) — In(a) 0= ﬂbh'm n dt, ya que su primitiva no
o —00 —o00 J,

t=a
converge

Ejemplo 24. En [0, 1] fty==~L (t#£0)
Seal<a<ly,a#1l

1
[ = e a] _ L (1—al9)

t=a
Como a — 0, para que la primitiva converja, necesito que 1 —a > 0, ya que si fuera negativo, a—lr — 00 (para
ciertor = —(1 —a) € R), y eso no es lo que buscamos.

Luegol —a>0=a<1
t=b

1 1 1
Sia=1 / 1dt—ln(t)] =0—-In(a) — —(—00) =00 = Plim %dt,iﬂ/ %dt
a 0

t—a a—0t b—oo [,

La razon del porqué existen integrales zmpropms pam a > 1, es porque & tiende a 0 mucho mds rapido que

%. Por ejemplo, si tomamos o = 2, tenemos que t2 <1 ] de esta forma la curva que forma 3 L encierra a la
. . |
7z Algo similar pasa en o

0

Ejemplo 25. En [a,b] (a <b) f(t) = t—ar” t#a
—a
Seacna<c<bya#l

t=b 1 b

b
1 1 11—« 1— 11— .
——dt = [ —— | (t — = —|(b— Y —(c— J1 —dt
/c (t—a)* (l—oz)( @) ]t_a 11—« (b—a) (c—a) } et o (t—a)” <
l-a>0&a<1

El razonamiento del porqué o < 1 es enteramente andlogo al del ejemplo anterior, sélo que esta vez es
(c—a)—0.

b t=b
1
Ahorasia=1 / (t)adtzln(t—a)} =ln(b—a)—1In(c—a) — 09, luego
—a
a

t=c c—a

b
1
/ — dt existe si, y s6lo si a < 1
a (t - a’)
Observacion 34.

Sea f :[a,b) = R con b € RU {oo}, (idem si a € RU {o0})
Si f (f(t) >0 Vt) es Riemann integrable en [a,c] Ve a < c < b, entonces
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@:vaﬁ

H/be(t)dt:iiirll)/:f(t)dt@HMn(O<)/acf(t)dt<M Ve € [a,b)

es creciente en ¢, y por tanto

6.3.1. Integrales impropias. Convergencia integral absoluta

Definicién 61. Integral absolutamente convergente
Sea f : [a,b) = R, b € RU {oo}, Riemann integrable en [a, ¢| Ve a < ¢ < b. Decimos que la integral
b

impropia / f(t) dt es absolutamente convergente, si y sélo si / lf(®)] dt = lm |f(t)] dt < 0.
a a c— 00

Proposicién 67. Si la integral impropia es absolutamente convergente, entonces también es convergente.

Si / |f(t)] dt < oo, absolutamente convergete = / f(t)dt es convergente.
a a

Demostracion.
Sea F(z) = / f()dt z € [a,b). Veamos que Hhm F(x):

a

Siz,y € [a,b), supongamos = < y (spdg) |F(x) y)| =

IR dt\ [ s a

&%amz/ﬂﬂnﬁywwu_mna) /|(Mw
Sea ¢ >0 6 >0nzxe(d-6,b)=(0<)L—-G(z) <

iz e (b-a0) = [Fa) - F)l < [ Il de= [ 1701 - [ 170 ae
Bien, hagamos la manlobra/ |f (¢ |—/ |f(®)| dt+ L — L.

Agrupamosytenemo&que/ﬁ \—/ |[f)| dt+L—-L=(F(y)—L)+(F(z)-L)<5+5=¢

F(zn) = /x £(t) dt

Dado (el anterior) ¢ > 0 3§ > 0 Ing un,m > ng Ty Ty, € (b—0,0) = |F(x,) — F ()] < e =
IM = lim F(z,) = h’m/ F(t) dt
n—oo n—oo a

Sea {z,} C [a,b) nx,, — b~. Entonces:

es de Cauchy.

Bien, tenemos probado que una sucesidn construida sobre [a,b) tiene por limite M, para poder decir que
existe lim f(t), hay que probarlo para todo sucesidn x — b~. Vedmoslo

Sea & > 0. Dado el § (de antes) Ingnz, € (b—456,0) n>ngysize (b—0,b) = |F(z)— F(z,)| <e.
Pasamos al limite: n — oo |F(z) — M| <e=13 lim flx)=M O

Proposicion 68. Criterios de comparacion absoluta
Sean f,g:[a,) > R b € RU{oo} tales que f,g son Riemann-integrables en [a,c] VYe<byf>0,9g>0

b b
1. Si0 < f(t) <g(t) Vit € [a,b) y hrn / = / g(t)dt < oo = / f(t) dt < co. El contrarecipro-

b
co es cierto, si / f(t)=00= /
a
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2. SidL = lim @, entonces:
t—b— g(t)

b b
a) SiL e (0,00) = / ft)dty / g(t) tienen el mismo carécter.
b a
b)SiL:Oy/ ()dt<oo:>/f t)dt < oo

¢) SiL= ooy/f dt<oo:/ t)dt < oo

3. Criterio de la serie.
Sib=o00 y f es decreciente, entonces:

/mﬂﬂﬁy§:ﬂm

neN
tienen el mismo cardcter.

Demostracion.

b
1. Como f(t) < g(t), si c € [a, b) :>/f dt</g(t)dt IM > 0uVee [a,b)

/f dt</ (t)dtSM:>/acf(t)<oo

2.

a) Si L € (0,00) =dado e = & Jde € [a,b) nsit € [a,b)
L L L L
sol-esii<iee= o Tows<rm <0

luego ambas tienen el mismo caracter.

b
b)SiL=0,cone=1 Elcoe[a,,b)nsite[co,b)<:>M<1:>f(t)§g(t),por1),como/g(t)dt<oo:>

9(t) =
b
/ F(#)dt < oo
)Si L = o0, con M =1 ey € [a,b) nsit € [c,b) & Lt; > 1 = g(t) < f(t), por 1), como

g(t
/f dt<oo:>/ t)dt < oo

3.Sea kg €N, kg >a,sineNun> kg

an+1 /f dt<Zf
n=ko n=ko
siendo los sumatorios sumas inferiores y superiores de Riemann, respectivamente. La construccién de dichas
sumas viene dada por:
1. Que la integral estda acotada superiormente por la suma superior es trivial. Cogemos una particiéon de
naturales, y entonces esa suma supera a la integral.
2. La acotacién por debajo es similar.

k oo
Jlm [ f(t)dt= f( )dt = 3 lim Z fn) =Y f(n) o

k—oo J1 k
Si Z ’ " n=ko n=ko = Z f(n)y /f(t) dt tienen el mismo
3 lim > f(n) Zf ;»ahm/f tydt = [ f
koo n=ko n=~ko
caracter O

Observacion 35. Lo importante es que los rectangulos tengan la misma base. De la misma forma podia haberse
hecho con una sucesién {t,} = contrrl =t +1 Vk €N,y el resultado seria exactamente el mismo:

k—1 th k—1
St < [ fO@ <Y Fit)
ko tko ko
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Aun mas, con que la distancia entre ¢ y tx1 fuese una constante C, también resultaria vélido el criterio.
Entonces la acotacion de la integral quedara multiplicada por dicha constante.
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Capitulo 7

Sucesiones y series de funciones

7.1. Sucesiones de funciones

7.1.1. Convergencia. Criterio de Cauchy

Definicién 62. Convergencia puntual.

Sea D # () un conjunto y sea, Vn € N, f,, : D — R (6 C) una sucesién de funciones. Entonces decimos que
fn converge puntualmente a f (f 1 f: D — R) siy sélo si

Ve € D Ve >03ngnVn>no=|f (z,) — flz)] <e

esdecir Ve € D f,(x) — f(z)

n—oo
Ejemplo 26. f,(t) =% teR
vVteR fa(t) = % — 0, luego f,, = f =0, es decir, converge puntualmente a la funcién identicamente
n—oo

nula.

Ejemplo 27. f,(t) =t" te[0,1]

fult) = 1" —

n— oo

0 si0<t<1
1 sit=1

Ejemplo 28. f,(t) =t" te[-1,1]

te (—1,0) falt)=t"—=0
F=_1 fa(=1) = (=1)" Flim (-1)" = fn(t) t € [-1, 1] no converge puntualmente
n n—oo
, t>1 falt) =" — 00
SltER{t<—1 # lim ¢
n—oo

Ejemplo 29. f,(z) = “chrTm reR

fn(z) = %2 +z — =z
n—roo

Ejemplo 30. f,(t) =1 -sin(nt+n), teR
En cambio, f,(t) = sin(nt +n), teR
# lim_ /(1)
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Definicion 63. Convergencia uniforme.
Sea D # () un conjunto y sea, Yn € N, f, : D — R (6 C) una sucesién de funciones. Decimos que f,
converge uniformemente a f (f 11 f: D — R) siy sélo si

Ve > 0 3ng n1Vn > ng se tiene que Ve € D |f(z) — f(2)| < e

Observacion 36. Noétese la diferencia en la posiciéon de los cuantificadores logicos respecto de la definiciéon de
convergencia puntual. Mientras que en el primero ny dependia del punto ¢ escogido y de €, en el caso de la
convergencia uniforme ny depende inicamente de .

Observacion 37. Por supuesto, si n converge uniformente, converge puntualmente, al ser la convergencia uni-
) ’ )
forme més fuerte que la puntual.

Ejemplo 31. La funcién del ejemplo 2 converge puntualmente, pero no uniformemente. En cambio si reducimos
el intervalo:

fa(t) =", te [0’ %]
0< fu®)=t"<(3)" =0 Wt

Ejemplo 32. f,(t)=t"(1-1t), te€]0,1]
fn(t) — f =0, que converge puntualmente y también uniformemente.
n—oo

Definicién 64. Conjunto de las funciones acotadas.
Sea D (# 0) conjunto, llamamos conjunto de las funciones acotadas a:

L2 (D,K)={f:D — K son acotadas}

y por tanto Vf € £ (D, K) se tiene que IM > 0 |f(z)| <M  Vz € D.
Definimos también para cada f € £* (D,K), la norma infinito de f, || f ||co=sup{|f(x)|, = € D}

Proposicién 69. Propiedades de L (D,K). Norma infinito
1. L (D,K) tiene estructura de espacio vectorial sobre K.

2. La aplicacién || - ||: L>® (D,K) = RT es una norma:

a) | f o= 0 f=0
b) VA€ R, f € L>(D,K) se tiene que: || A+ f o= |Al* || f lloo
c¢) Propiedad triangular:f,g € L>® (D, K):

1+ 9 lloo<l f lloo + 11 9 llo

Como consecuencia: doo (f,9) =|| f — g oo €s una métrica en L (D,K)

3. Si{fu},o; CLY(D,K) y fro— [ ends < fn — [ converge uniformemente en D.

Demostracion. O

1. Sean f,g € L* (D,K), a,8 € R
Ve € D, |(af +Bg) (@) = laf(x)+Bg(x)| < lollf(x)] + [Bllg(x)] < |af My + || Me< M =
(af + Bg) (z) € L>® (D, K). Con lo cual £L* (D,K) es un espacio vectorial sobre K

2. La norma infinito estd bien definida:

a) | f =0 |f(@)| =0 VeeDe f=0
b) Aek | Af lloo=sup {|Af(2)], @ € D} = sup {|A||f(@)], = € D} = Asup{|f(«)], x € D} = A |
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) | f+ g llo=sup{[f(x) +g(z)[, x € D} <sup{[f(2)], v € D} +sup{[g(z)[, x € D} =] [ [lco + ||

9 lloo
Veamos que es una métrica:

1) deo (f,9) >0y ds (9, f) , porque || f — g |o=[l 9 — f |l
2) doo (f,9) =0 f—gllee=0&f=yg
3) Vf,g € L2 (D,K), doo (f,9) =I f— 9 Hooiéhll =Nl + | h+ g lloc=doo (f; h) + doo (hs g)

3. fndﬁf@doo(fn,f)n:;()®%3>0 Tng 11si n > no.
doo (frs [) =l fu = f llo= sup{|fu(z) = f(z)|, z€D} < e & Vo € D |fulz) = f(2)| < e & fu

converge uniformente.

Teorema 39. Criterio de Cauchy
Sea D (#0) y sea K = R ¢ C. Sea también {f,}.—, C L£>(D,K) una sucesién de funciones acotada.
Entonces

{fn}o, converge en dog = Ve >0 Ingn sin,m>ng || fo—fm <€

Demostracion.
=) Trivial
(< Supongamos que {f, },-, es de Cauchy para do:

Ve >0 3ng e Nusin,m>ng: doo (frs fm) <€ & |fu(x) = frm (7)] < ¢
Vz € D fijo, {f, (z)},—, es de Cauchy en K(=R 6 C) = 3 lim f, (z) = f(x)
n—oo

Ahora hemos de probar que si f € £L> (D,K) y que f,, — f en do

Se tiene que Vn > ng  (asumiendo que m = nyg):

I fo lloo = I fro llool <II fro = fro o< € =] fr loo< €+ || S oo

Vn > ng
Vere D’

If(z)] <M YzeD= feLl>®(DK)

Asi, cone =1, M > 0ulfn ()] <|| fr(x) o< M entonces

Por ltimo: Dado € > 0 dng nsin,m > ng

Vo e D |[fr(z) = fm(x)] < €, tomando como limite com m — oo
Dado e >0 dng n si n,m > ng,

VeeD  |fu(z)-f@)|<ee foaf

doo (fn,f)<e

Bien, llegados a aqui, pensemos en la convergencia de funciones. En este momento, uno podria
preguntarse que pasard en el limite de una sucesion de funciones. ;Que propiedades conserva la
funcion limite de las que conforman la sucesion?: ;continuidad?, ;derivabilidad?, jintegrabilidad?

Dediquemos un breve apartado a reflexionar acerca de estas cuestiones.

Supongamos un conjunto D, de R, por ejemplo. Digamos que D = [a, b]

Suposicién 1. Sobre la continuidad de la funcion limite.
Sifn =K, (K=R 6C), tal que fr, = [ y fn es continua en D Vn € N. sEs [ continua?

Sea tg € D lim f(t) = f(tp) & lim lim f, (¢) = lim f, (to) = lim lm f,(¢)
t—to t—top n—o0 n— 00 n—oo t—to
El poder intercambiar el orden de los limites es de gran importancia.
Bien, con convergencia puntual, ésto no es posible, por ejemplo:
0 sitel0,1
fo=tr te01] fa) s =0 TIEOY
1 sit=1
Veremos que con convergencia uniforme si lo es.
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Suposicién 2. Sobre la derivabilidad de la funcion limite.
Sifn: D =R, fn = f y fn es derivable Vn € N. 4Es f derivable? ;f], — f'?
Con convergencia puntual no, con uniforme tampoco.
Por ejemplo: fy (t) = L sin (nt) t €10,1]
oo (. 0) = o loom Sup {F(8),t € 0.1} < 2 — 0
fo— =0, pero fl =cos(nt) - 0
n—oo

Suposicién 3. Sobre la integrabilidad de la funcion limite.
b b
Si fn : D — R son Riemann-integrables para todo n y f, — f 5’/ I (t) dt = / ft)de?
a a
b b b
lim [ fu(t)dt = / ft)ydt = / lim f,,(t) dt
a a n—oo

n— oo a

n  site (Y2 —12m,1/2+ 1/2n)

Con convergencia puntual, no. Por ejemplo: Sea f,, :
geneia p Jemp f {o sit € 0,12 — Yan] U Y2 + Yz, 1]

0 sitel0,1]\3
oo stt=

fn—>f(t)={

0
Pero la funcidn limite no es continua, asi que hagamos un apano. Redefinamos f,(t) = { 1
n

1
Bien, ahora podemos calcular la integral: / fa®)dt=1 VYneN fat) = f&) =0 Vte|0,1]
0

Podriamos achacar nuestros infructuosos resultados a que f, es discontinua. Veamos que nuestras sospechas
son infundadas:

Sea ahora f,(t) = {

0 sit>%
2n  sit e [0,%]

1
fn—=f=0 vt € [0,1] yademds/ fa®)dt=1
0

Supongamos que f, — f =0 converge uniformente en D:
| fn lloo=sup{|/n(t)|,t € D}

/ab fu(t)dt

En general, si f, converge uniformemente en D, y f es Riemann-integrable:

/ab Fu(t) di — /abf(t) dt

Como a continuacion veremos, cuando f, converja uniformente a f, lo que si podremos decir que f es
Riemann-integrable.

b
s/ o ()] dt <|| fu lloo (b—a) — 0

b b
/(fn—f)(t)dt s/ o= FL @)t <|| o f llo—s 0

7.1.2. Continuidad, derivabilidad e integrabilidad de sucesiones de funciones

Teorema 40. La funcion limite es continua si f, es continua y converge a ella uniformente.
Sea (M, d) espacio métrico y frn : M — K (R 6 C) continuas. Si f, converge a una f uniformemente en M,
entonces f : M — K es continua.
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Demostracion.
Seae>0=3ngeNusin>ng=>Vte M |f,(t)— f(t)] <¢/3

Sean tg,t € M, entonces: |fn(t) - f(tO)‘ 1t (tg):tf(t) |f(t) - fn(t)| + |fn0(t) - fno(to)‘ + ‘fno(to) - f (to)‘ <

<</3 () <e¢/s

(x): Como fp, es continua en tg = 30 > 01t € B(tg,d) = fno(t) € B (fng (to),5/3) = fne(t) — fno(to)

|
CIA

Teorema 41. La funcion limite es derivable si la sucesion de las derivadas es convergente.
Sean fp : [a,b] — R derivables. Supongamos que para cierto tg € [a,b] fn(to) — A€ R y fl — g
n—roo

uniformente en [a,b]. Entonces:

fn — [ uniformente en [a,b], donde fes derivable, f(to) =Ay f =g

Es decir, si la sucesion de derivadas converge uniformente, la sucesion original también. Ademds, la integral
de la funcion limite derivada es la funcion limite original.
!
Observacidn 38. f' = g: ( l{im fn) = lim f/
n—oo n—oo

Demostracion.
Sit € [a,b] y m,n € N, por el teorema del valor medio, para f,—fm,

(f7. (&) = [, (£)), esto es, fu(t) = fin (t) = fu(to) = fim(to) + (t = to) (f7, (§) — f7u ()

e (a7b) N (frn ()= fm ()= (frn(to) = Ffm (to)) _

t—to

Tomando el valor absoluto y supremos con t € [a,b]: || fn— fm [loo< [fn(to) — fin(to)| + 10— a| || fL— [ |loo

1 1 1 1 gt e

Seac> 0 _ImousimmEng | fo—f o< gpiyy
Ingusin,m>ng | fr (t0) = fon (t0) [loe< §

Ahora, tomando 7 = mdx {n(l),n%}, sin,m>mng: || fo— fm o< ¢24+¢/2=¢

Con lo cual,{f,} es de Cauchy en dn,, con lo cual converge uniformemente en [a,b] a f.

Sabemos, por el teorema anterior, que f es continua (como todas las f,, son derivables, también son conti-
nuas, luego f también). Ademsds, f,,(t0) — f(to) = f(to) = A

Veamos ahora que f es derivable y que f' =g

Sea s € [a,b] un punto fijo y también sea t € [a, b] t# s.
Por el teorema del valor medio para fy,— f,, 3§ € (a,0) 1 fr(t)= (&) —=[fn (8) — fm (8)] = (& — 8) (f}, (&) — fI, (&),
entonces:
fn (t)_fﬂ(s) fm (t)_fm(s) gl /
)=S0 InOZInl0) _ ey g 0
Dadoe >0 dngun,m > ng | fo — fin lloo< €/3
f’n(tz:f’n(s) _ fer(ti:fvrt(s) <\ FL =1 o< /3

(Hemos hecho que f,, — f, con lo cual: f,, (t) — fn (s) = f(t) — f(s))

SO = F(s)  Fao (t) = fno (5)

1.1
t—s t—s <E/3 (7 )

Ademaés, podemos suponer que si m > ng:

| o = 9 lloo< /3 (7.1.2)

Tomando m = ng, y con ayuda de 7.1.1 y 7.1.2, como f,, es derivable en s :

ng (t)—fng (s £
36> 0ult—s| < 0= |22t ()] < 5y |1, (5) = 9()] <l firy — 9 lloe o5
Por tanto:
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LOZT0) ) < |[LOZL0) e O 2 oo O N oo O 2 P O) )11, () o) < fotefofs =
Con lo cual, f es derivable en s,y f'(s) = g(s). O

Teorema 42. La funcidn limite es Riemann-integrable si lo son las de la sucesion. El limite de las integrales
es la integral del limite, que es la integral de la funcion limite.

Sea {fn}_, una sucesion de funciones tales que f, : [a,b] — R, Riemann-integrables. f, converge a f
uniformememente en [a,b]. Entonces f es Riemann-integrable en [a,b] y

b b b
lim [ fo (1) dt = / lim_f () dt = / Ft)at

Demostracion.
Veamos que f es Riemann-integrable.
Dado € >0, 3ngusin>ng I f=fnllo<e

Como f,, es Riemann-integrable, Ip € P ([a,b]) 1 S(fny.0) — $(fno.p) < €
Sip = {t;},_,, entonces
Como f,, y f se parecen mucho: || fn, — f o< &= sup {f(¢)} <sup{fn,} +¢

k k
LS (fip) =Y M;(f) (t; —tj-1) Z  (fno) (8 = tj-1) + e (b—a) = S (fug,p) + (b —a)
j=1 j=1
sup{f(t),t€[t;—1,t;]} sup{ fng (t),t€[t;_1,t;] }+e
k k
2. s(fp) =Y my(f)(t; —t Z (fro) (tj —tj—1) —€(b—a) = S (fn,.p) —€(b—a)
j=1 j=1
inf{f(t),t€lt;—1,t;1} inf{ frg (£),tE€[t;1,t;]}—¢

Luego (0 <) S(f,p) — s(f,p) < S(fng,P) — $(frng,p0) +26(b—a) <e(14+2(b—a)) = f es Riemann-integrable.

/abfn(t)dt/abf(t)dt /ab(f ) dt

Observacion 39. Integrabilidad, derivabilidad y el espacio £>.

Hemos probado que f,, : [a,b] — R y sabiendo que f,, convergia a f uniformemente en d., que f también
era Riemann-integrable.

¢ Como traducimos ésto a términos métricos?

< [ O OS] e ) 0

O

Muy sencillo: Recordemos que (£ ([a,b] ,R), ds) era un espacio métrico completo y que ademés el conjunto
de las funciones Riemann-integrables estd contenido aqui (R ([a,b]) C £°).

Sin darnos cuenta, hemos probado que el subconjunto de funciones Riemann-integrables es cerrado en
L, porque para toda sucesién, su punto de acumulacién (en nuestro caso, f) estd dentro del conjunto
(f € R([a,b]) C L), ya que es Riemann-integrable, es decir, también es acotada).

Lo mismo ocurre en el de las funciones continuas (que representamos por C [a, b]). Ademés C [a, b] C R ([a, b]).
C [a, b] es también un subconjunto cerrado: para toda sucesién de funciones continuas, su punto de acumulacién
también una funcién continua.

Teorema 43. Convergencia acotada
Sean f, : [a,b] = R Riemann-integrables tales que f, converge a f puntualmente en [a,b] y f es Riemann-
integrable. Ademds existe M > 01 |f,| < M Vt € [a,b], Vn € N. Entonces:

Jam [ fn t)dt = / F(t)dt = / Tim o (t)
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7.1.3. Criterio de Dini

Teorema 44. Criterio de Dini
Sean fp, : [a,b] = R continuas tal que Vt € [a,b]  fn(t) < frr1(t) VYn €N (idem si froy1(t) < fu(t)) v fn
converge puntualmente a f en [a,b] y [ es continua. Entonces f, — [ uniformemente.

Demostracion.
Sean gu(t) = /(1) — fat) 20 Vi€ [a}]
Vn eN, g, € C([a,b]) ¥y gn — 0 puntualmente en [a, D]
VneN  gny(t) < gn(t)

Veamos que g, — 0 uniformemente en [a,b] (<] gn ||o= sup{g(t), t € [a,b]} — 0)

Seae >0y K, ={t €la,b]ngy(t)>ec} Cla,b

L] ICn+1 C ’Cn :Site lCn+1 <~ gn(t> Z gn+1(t) Z e=>te ICn

= /C,, es cerrado Vn (g, > €, el mayor o igual) = K,, es compacto.
Si vemos cada K,, como g;, 1[e,00), (que es cerrado, porque contiene a su frontera), entonces al ser g,, continua, la
funcién inversa tansforma cerrados en cerrados, luego K, es cerrado (y al ser subconjuntos de R, son compactos).

oo
Adem4s ﬂlCn =0. Como g, — 0,Ve >0, Ingun>ng gn(t) <e, porlo que dado t, Pn 11 g,(t) > ¢ Vn.

Si exisitiera t € ﬂ Kn < gn >¢€ Vn,lo cual es absurdo.

Veamos que Ing 11 KCppy = 0 (= K, =0, Vn > ng) (que serfa decir que Ve > 0,3ng nn > ng  g,(t) <
€ Vt € [a,b], esto es, que g converge uniformemente)
Sea A,, = [a,b] \K,, el complementario de K,, para cada n. Es claro que A,, es abierto y que A,, C A, 11
c

b = J A, = <ﬂ /cn> =JKks =JAn
Bien, [a,b] C R = [a,b] es compacto y estd recubierto por una cantidad infinita de A,,. Etonces existe una

cantidad finita de A,, que recubren [a,b], con lo cual Ing 11 [a,b] = U A =Apy Ky =10 O

n=1

7.2. Series de funciones

7.2.1. Convergencia

Definiciéon 65. Serie de funcién
Sea D(#0)y fn: D —>K (RoC)y paracada M € N, x € D decimos que la suma parcial de f,(z) es:

M

oo

Luego la serie de una sucesién de funciones es hm S ( E
M—

Definicién 66. Convergencia de series de funciones

1. Decimos que Y. f,, converge puntualmente si y sélo si:

M

VreD 3 lim Y fu(e) =) fale) = S(2)

o también que Sj; — S puntualmente.
M—o00
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. (oo} . . , .
2. Decimos que >~ f, converge uniformemente en D siy sélo si:

Ve >0 3Myu M > M, > falz)| <e

o también que Sps M—> S uniformemnte. Incluso que || Spr — S ||oo— 0
— 00

7.2.2. Continuidad, derivabilidad e integrabilidad de series de funciones.

Teorema 45. Caracterizacion de las series de funciones.

1. 8i D(#£0), > fn converge uniformemente en D < {Sy}5,—, es de Cauchy en L (D,K), esto es

Ve>0 3NouM,N>Ny | S-Sy < e

<e Ve e D

> falx)

2.8 D = [a,b) C Ry f, : D — K son continuas y Y. fn converge uniformemente en D, entonces
S(x) =37 fu(x) es continua en [a,b] y

O también que

LT ACED SRR ALED BIACH

3. Sean fp : [a,b] — R derivables en [a,b] 1 Jto € [a,b] 1 D7 fn(to) converge y 3.°° fl converge uniforme-
mente en [a,b] ,entonces
S(t) = 327 fu(t) converge uniformemente en [a,b], S(t) es derivable en [a,b] y

S'(t) = (Z fn(t>> => i)

4. Sea f, : a,b] — R Riemann-integrables y S(t) = >.° fn(t) converge uniformemente en [a,b], entonces
S(t) es Riemann-integrable y

/abs(t)dt:/abif”(t)dt:i/abfn(t)dt

5. SiS(t) =Y. fu(t) converge puntualmente en [a,b] y S(t) es Riemann-integrable y IK > 011 ‘ZM fn(t)‘ <

Vit € [a,b]

K ymen -

entoces

/abf:fn(t)dt:i/abfn(t)dt

6. Si fn:la,b] = R, f, >0 Vn son continuas, S(t) = >.° fu(t) converge puntualmente en [a,b] y es
continua en [a,b], entonces
S(t) converge uniformemente en [a,b]

Demostracion.
Como las series de funciones son sucesiones de funciones a fin de cuentas, todas estas propiedades se de-
mostraron en la Parte I, de sucesiones de funciones. Veamos con algo méas de detenimiento sélo algunas de

ellas.
3.VM €N Sy(t) = S°M f.(t) son derivables y Sy (to) A
— 00

Sy (t) = SSM ) e S°°° £/ (t) uniformemente en |[a, b]
S (t) — S(t) S'(t) = thn Sy (1)

4.VM eN Sy(t) =M f£.(t) son Riemann-integrables.
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Sa(t) . S(t) uniformemente, y por lo demostrado para sucesiones de funciones:
—00

Ifm /ab Sar(t) dt = /:S(t) dt

M —o00

5. VM eN Sy =M fu(t)
Sn(t) — S(t) puntualmente, y S(t) es Riemann-integrable.
[Sm(t)| < K VM, Vt € [a, b], luego

Ifm /ab Sar(t) dt = /:S(t) dt

M —o0

6.YM eN Syt)=S" 7.t T S(t) puntualmente, y S(t) continua.
—00

Como f, >0 Vn = {Su(t)},, T (monétona creciete), luego por el criterio de Dini, S(t) converge unifor-
memente.
Idem si f, <0 Vn= {Sum(t)},, | y por el criterio de Dini, convergerfa uniformemente. O

7.2.3. Criterio M de Weierstrass

Teorema 46. Criterio M de Weierstrass.
Sea D(#£0) fn:D — Kn3K, (al que llamaremos mayorante) tal que |f,(t)| < K, Vx € D.

oo o0
Si ZK” < 00, entonces Z fn(t) converge uniformemente.

Demostracion.
Sean M, N € N (spdg, N < M)
Stz € D: [Su(z)—Sn@)| = [fvs1(@) +.. .+ fu@)| < |fva@)| + .o+ (@) < Kngr + .00+

Ky Ve e D = Sy — Sy

Spy=xM Ky,

Como ZM K, <oo= Sy —Sy — 0= [Sa(z) — Sy (a)] < Sy — Sy <e Ve>0, luego S (z) — Sy (z)
es de Cauchy. Ademis, {5’ M}M también es de Cauchy.

Por tanto, doo(Sar, SN) =l S — SN [|eo < Sy — Sy = {Sn}ys es de Cauchy en do. Dado € > 0 Fng 1
M,Nzno(spdgM>N)SMfSN§5:>E|]V}1’mSMendOO O
—00

7.2.4. Series de potencias

Definicién 67. Serie de potencias
Si{an}, .y CCyzeC

1. La serie de potencias con coeficientes {a, } centrada en zj es:

f(z):ian(z—zo)", zeC
n=1

2. Sea R= —1—— € [0,00], al que llamamos radio de convergencia de la serie de potencias.
limsup,, , o V/lan|
Observacion 40. Por convenio se toma que si R = é =0ysi R= % =00

Teorema 47. Teorema de Cauchy-Hadamard
o0
Sea f(z) = Zan (2 —20)", z, 20 € C,{an} C C. Entonces:
n=1
1. La serie de potencias converge puntual y absolutamente si |z — zg| < R Vz. Si R = 0, en conjunto

de z que hace coverger la serie es vacio y sélo converge en 29, y si |z — 20| > R la serie diverge. Si
|z — 20| = R, no puede sequrarse con certeza si la serie converge o diverge.

2. La serie converge uniformemente en D, = {z € C |z — z| < r} Vr < R. A estos conjuntos D,
se les llama discos de convergencia (de ahi lo de la serie “centrada” en zp)
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Demostracion.

1. Seaz;«ézon\z—zo|<R Entonces Hk<1l|\z—z0|<k‘ R
n k
Como R = llmsupW :>11mbup\/|an| < rmmgp = o1V = ng Yan| < Tzl

n— oo

Luego para n > ng Ylan|lz — 20| <k <1 Z|an||z—zo\ < oo

Crlteno raiz

Si |z — 20| > R = limsup V/|axs||z — 20/ > 1 = hay infinitos valores n € N tales que {/|a,||z — 20|" >
n—oo

o0

1 = hay infinitos valores |a,||z — 20/" > 1 - 0. Luego Z lan| |z — 20]" = 00, esto es, la serie diverge.
n—oo

2.Sear<R‘y\z—zo|<7°:>3k<1||r—k:R
— 1 > n k )
Como R h'msupmaT = hq?l—ilip <l = dng 11 Vn > ny Ylan| < =zl

n—oo
o0
Luego paran > ng Ylan| |z — 20|" <k < 1;lan||z — 20" < k™ (Y2, |z — 20| <7) = Z lan| |z — 20|" <
o0

E k™ < oo = la convergencia es uniforme.
Criterio M

7.2.4.1. TItegrabilidad y derivabilidad de series de potencias

Corolario 16. Integrabilidad de series de potencias.

1. Sif(z) =3 an(z—20)", {an} C C,z0 € C, con R € (0,00], entonces f(z) es continua en z € B(zg, R),
pues existe convergencia uniforme en el disco.

2. Si{an} CC,z9 € C yla,b] C (20 — R, 20 + R) entonces f(z Zan z — z0)" converge uniformemente
para z € [a,b], por tanto, f(z) es continua en [a,b] y

/ab flz)dz = /abian (2= zo)” dz = i/@b an (2 — Zo)n dz = i nﬁll (z - Zo)ﬁl}

t oo
En particular, sit € (z0 — R, z0 + R) / f(z)dz= n+1 ((t — )" (o — zo)n+1>

t 00
Ademds si a = zg : / Zan (2 —20)" dz = Znﬂ (t — 20)" ", es decir que la primitiva de una
Z

0
serie de potencias es otra serie de potencias.

Observacion 41. El radio de convergencia de la primitiva de f es le mismo que el f.
Sea R el radio de convergencia de la primitiva, y R el de f.

D _ 1 _ . n/lan| _ q¢ n 1 _ ¢ n
R= Tmsmn o/ = R, ya que limsup {/ =5 = lmsup {/]a,| - {/ 535 = limsup {/|a,|
fmsup p/| ;2| n—oo n—oo n—o0
n—oo

Notar que al separar el producto del lim sup, en realidad lo que hacemos es asumir que para toda sucesién que tenga
.z n/_1 «
por supremo de sus puntos de acumulacién /a,, el valor de }/—= T €S el mismo, luego por eso “lo descartamos”. En

ningin momento decimos que el limite superior de un producto sea el producto de limites superiores (porque no es
verdad, més que nada)

Teorema 48. Derivabilidad de series de potencias.

Supongamos {an} C C,z =x9 € R y sea f(x Zan (x —x9)" con R € (0,00]. Entonces f(z) es derivable
conx € (xg— R,zg+ R) y

o0
"(z) = Zn “an (z — xo)"_l

con el mismo R que el de f(x) (por obs. 41).
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Entonces, por tener f'(x) radio de convergencia positivo, f'(x) es continua. Luego entonces f es de clase
C® en (zo— R,zo+R) y

n! . .
[ SIS TR SN(EY) .
— )
= (n—=j)! P
Demostracion.
oo oo
Veamos la convergencia uniforme de la serie de las derivadas, Zn an (x — .TO Z (k+1)agsr (x — xo)k,
n=1 k=0
; : > 7 lim \/7:
luego su radio de convergencia (denotado por R) es R = L = - =
© & ( ) lim sup f/(k: + 1) ags1 Im sup #/ap+1 «k/ak+1
k—oo k— o0
iR e T~ Tsup YA
lim sup (ag41)" ; k41 k imsup *H/ag41
kﬁoop( +1) h;ri)solip ay PRI

Luego, > o7 | na, (z — :Co)nil converge en (rg — R, xo + R) y uniformemente en [z — R+ &,29 + R —¢] Ve >
0

(oo}
. n—1
Ademéds, f(x) E a, (x — )" converge en x = g, f es derivable y f’(x E n-an(x—1x0)" .
La funcién es de clase C*° y sus derivadas pueden obtenerse término a término. O

Corolario 17.
FEn la situacion anterior teniamos que

7)
o — f SCO)
7!
o0 o) o0 o0
y en particular s Zan (x — x0)", an (x —20)" ysi AL > 01 Zan (x —x0)" = an (x — )"
n=0 n=0 n=0 n=0

Vo € (xo — L,xzo + L) = a, = b, Vn.

Ademds, el radio de convergencia de las series es mayor o igual que L.

Demostracion.
Como f])< ): (k+])‘ak+j (3?—31‘()) =>fj)(x0):j~(j—1)-...-1-aj :]'CLJ
Sean f(x Zan z—x0)" yg(x) = 0" o bn (x — z0)" y sabemos que f(z) = g(z) Vx € (xg— L,zo+ L)

yqueszLngZL.
Como f(z) = g(x) y ambas son series de potencias, f™(z) = ¢"(x) Vn € N,Va € (zg — Lyxog+ L) =
anp ="b, Vn

Reciprocamente, sea f € C* (a,b) y ¢ € (a,b) y por el teorema de Taylor: Vx € (a,b) e “entre” x,xq tal
que

7) ) n+1)(c 1
Zof —xo)j—kj(cn_'_l()!) (x — x0) +

s8e podrad dar el salto al limite en el sumatorio?. Bueno, habria que plantearse si la serie de potencias
converge, y si es ast, que la serie obtenida sea igual a la funcion f. En caso de:

f<t)={§1/t 0 geer®)  p0)=0= 320 =04 )
j=0

f converge, pero la serie no es igual a f.
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7.2.4.2. Series de Taylor

Teorema 49. Serie de Taylor de una funcion C*
Supongamos que x € (a,b) nx # 0,

n+1)
sup {f +1 (5) |x_x0n+1} N O

€€lzo,z] O E€lx,x0] (n + 1)' n—r00

(o)
Encontces, el resto de Lagrange tiene a 0, y f(x) = Zw (x —x0) y R> |z — 20

Demostracion.
3) i
Como Vn € N,3c “entre” x,x0 11 f(x Zf (20) (1 — 20) + Ly (z,20) y sabemos que |Ly(z, )| <
n+1) (¢ n ) (z j
sup {f(;T),h:—x | +1} — 0, luego f(x ij o) (z — 20).

¢€lzo,2] O £€[z,z0)
O

Observacion 42. (n + 1)! en el denominador ayuda a que L,, — 0y si |z — zg| < 1, |z — z0|" también hace que
el resto de Lagrange tienda a 0. Un posible fallo que da al traste con todo esto seria que las derivadas en &
fueran tan grandes que se sobrepusiera a (n + 1)!'y |z — xo|".

Observacion 43. En particular, si 3M > 0 tal que sup {f"+1)(§)} < M, entonces la serie de Taylor
¢€lzo,a] 6 £€[x,m0]
converge a f.

Ejemplo 33. Transformaciones con series de potencias

Sabemos que M  zm = I’II_N;H
Si |z < 1, tomando limp/—,c queda Y 2" = 1= xe(-1,1)=R=1.
_1\n.n+1
Si ahora cogemos Y™ (=1)" 2" = 17 vy la integramos, tenemos In (z +1) = Y~ % Aunque no

(—1)"
n+1 ?

lo demostremos, si tomamos z = 1 en esta serie, tenemos que In (2) = > con lo que obtenemos una

expresion tipo Taylor para el logaritmo neperiano de 2

Sigamos haciendo modificaciones a esta serie. Tomemos ahora Y™ (—1)" 22" = I Jrlm,g

nemos =3"2n . (=1)" 2?71 serie perfectamente legal.

(1+z 2)2

Pero resulta mucho més interesante si a esta misma serie la integramos, pues obtenemos la arcotangente:

J

ﬁ = Y% (=1)"2?" = arctan(z) = 3.°° %12"“, con lo que hemos dado con otra expresién tipo Taylor
oo (="
2n-+1

para la arcotangente. Si asumimos (aunque sin que lo demostremos) que x = 1, arctan(l) = 7/4 =)

Ejemplo 34. Expresién como serie de potencias de sen(x)

Sea f(z) =sen(z), xp=0
F'(@) = cos(a) F"(x) = —sen(a)
f"(x) = —cos(z)  f")(x) = sen(x)

Bien, las derivadas de esta funcién son: { , con que, a partir de la

derivada cuarta, todo vuelve a repetirse.
‘ ™ (x ’ <1 VneN,Vz e R,y ademais, las derivadas pares se anulan en 0, luego:

- fn) 0 n = f2n+1)(0 n = -1 2 n
sen(z) = ) ng L =2 (2n+1)!)x2 T=X ((2n>+1)!$2 "

Veamos su radio de convergencia:

R = L == 1 = 1 =0
P n T . 1/ nn/2n+1 0
limsup,, _, o 2 +\1/(2n7+1)v lim sup,, _, o [(m) /n]

El cambio en la raiz se debe a que el limsup debe hacerse con la raiz n-ésima, no con la 2n + 1-ésima.

Ejemplo 35. Expresién como serie de potencias de cos(t)
Sea f(t) = cos(t), que es de clase C* (R)
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() = —sen(t) J(t) = —cos(t)
F"(t) = sen(¥) f)(t) = cos(t)

‘f") (t)’ <1 VteR,Vn € Ny sus derivadas son: { , con que, a partir

de la derivada cuarta, todo vuelve a repetirse.
Las derivadas impares se anulan en 0, luego:

e f2n) 0) on o 1 2n on
cos(t) =2 (Zn()! o= ((273)! !

con R =0

Observacidn 44. Si derivamos la expresion tipo Taylor del seno (del ejemplo anterior), obtenemos este tltimo
desarrollo, del coseno.

Observacion 45. Notar que el desarrollo de Taylor del seno tiene potencias impares y la del coseno pares, debido
a que las funciones son impares y pares, respectivamente.

Ejemplo 36. La expresién de Taylor del e*
f(z) = €7, de clase C*™ (R)
f™ =e*VneN.
iSerd un posible desarrollo de Taylor f(z) L >
Usemos el teorema 48 para comprobarlo:

Silz| < R=[f7(2)] <em VYn € N, luego  sup {fn)(f) -R”“} < "R+l 5 0, por el criterio
n—oo

oo Z™

s con R = oc0?

¢e[-R.R] (n+1)! = (n¥1)!’

del cociente.
Luego si se cumple que f(z) = >

oo ™
n!

Ejemplo 37. Desarrollo de Taylor de arcsen(x)
Sea f(z) = A= = (1 —z) '/

fll@) =120 -a) " fl(x) =341 —2) 7

“o/»» lUCgO fm(0) = (2"_1)'(2;1_3)““‘3‘1 —

Sus derivadas son: s )
{f’(x) =53/24(1—x) 7 f(2) =157[s2(1 - 1)

(2n+1)!!

2’71

Sigamos construyendo nuestra serie, veamos pues el radio de convergencia:

El radio R de (Q;fi!)” es 1. La serie es entonces f(z) = >.%° (2;&!)”1”. Si ahora llamamos g(z) =
arcsen’ () = ﬁ, entonces, a partir del desarrollo para f, decimos que el de g es g(z) = >~ %xzn,

que integrando resulta:

/9(1‘) = /arc sen’(z) = arcsen(w) = ) | (?jilw 1

I2n+1

z e (—1,1)

7.3. Series de Fourier

El objetivo que perseguimos es transformar una funcién periédica en una de la forma:
a oo o0
f@t) = 50+nzl|an|cos(nt)—&—nzl|bn|sen(nt) teR

7.3.1. Funciones 27r-periddicas. Propiedades

Definiciéon 68. Funcién 27-periddica
Sea f: R — R. Se dice que f es 2w-periddica si y sélo si

f@+2m) = f(t) vVteR
Observacion 46. Propiedades de las funciones 27-periédicas
1. El conjunto de las funciones 2m-periddicas es un espacio vectorial.

2. Vn € N, cos (nt), sen (nt), 1 son 2r-periddicas.
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3. Si f es 2m-periddica, entonces Va € R f,(t) = f (t + a)

4. Sigo: [0,27) — R, entonces 3! g : R — R, 27-periddica tal que g(t) = go(t) vVt e R

Demostracion. (de 4)

Existencia: Sit € R 3meZnten-2m(n+1)-21) = g(t) = go (t —n-27)

Unicidad: Si g1, g2 son funciones 2m-periédicas y g1 = go = g2 en [0,27) = g1 — g2 = 0 en [0,27) =
g1—g2=0 VieR= g1 =go O

Proposicion 70.
Las funciones 1, cos (nt) y sen (nt) verifican:

2m 2m 2m
/ cos(nt)dt =0 / sen (nt) dt =0 / 1dt =27
0 0 0

Ademds se tiene que:

27
/ cos (nt)sen (mt) dt =0 m,n € N
0

2 .
/ cos (nt) cos (mt) dt = {0 sin#m
0

s sim=m

™ sin=m

2 .
/ sen (nt) sen (mt) dt = {0 sin#m
0

Demostracion. Se deduce de las expresiones trigonométricas de la suma y resta de seno y coseno. O

Proposicién 71. Independencia lineal de {1}, {cos (nt)}, ,{sen (nt)},,.

Las funciones {1} ,{cos (nt)}, ,{sen(nt)}, son linealmente independientes.

Demostracion. Veamos si podemos encontrar una combinacién lineal finita no nula para Ag —I—ZnM:l A, cos (nt)+
SM B, sen (nt) = 0 (func. nula).

Bien, si integramos esta expresion, tenemos:

M 27 M 27
A0.27r+ZAn/ cos(nt)dtJrZBn/ sen(nt) dt =0= Ag =0
n=1 0 n=1 0
Seam € {1,..., M}, y multiplicamos por cos (mt) e integramos en [0, 27]:

2m
Z A, / cos (nt) cos (mt) dt + Z B, / sen (nt) cos (mt) dt =0= A, =
0

n=1

Seam € {1,..., M}, y multiplicamos por sen (mt) e integramos en [0, 27]:
ZB / sen (nt) sen (mt) dt =0 = B, =

Luego {1}, {cos (nt)}, ,{sen (nt)}, forman base de un espacio de funciones. Se dice ademds que esta base
es de Hilbert. O

Observacidn 47. Dada f(t), supongamos que hemos probado que f(t) puede descomponerse en %2 +>" | |a, | cos (nt)+

Zflo:l |bn| sen (nt) y que la convergencia de la serie es razonable. Entonces, los coeficientes ag, a, b, vienen dados
por:
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27
ap, = f(t) cos (nt) dt, neN
0

2m
b, = f(t)sen (nt) dt, neN
0

Demostracion. Como f(t) = 9 + 3 | |ay|cos (nt) + >0 |by|sen (nt), integramos. Como la convergencia es
“razonable” podemos intercambiar la serie con la integral:

2m 2m 2m 27
_ % 1
/o f@®) 27T+Zan/ cos (nt) dt—|—2b / sen (nt) dt = ; f@)det = 5 21 = ag = 7T/0 f(&)dt

O

= Para los términos a,. Sea m € N y multiplicamos por cos (mt)
f(t)cos (mt) = % cos (mt dt) + >, | an cos (nt) cos (mt) dt + >0 | by, sen (nt) cos (mt) dt, e integrando:

2m ao 2m

2 27
f(t) cos (mt) dt = 3 cos (mt) dt—i—Z an/ cos (nt) cos (mt) dt—i—Z bn, /0 sen (nt) cos (mt) dt

0 0 n=1

Luego fo% f(t) cos (mt) dt = ma,, ya que fo% cos (nt) cos (mt) dt no se anula en n = m.

= Para los términos b,, procederemos de una forma similar. Sea m € N y multiplicamos por sen (mt)
f(t)sen (mt) = % sen (mt) + Y"1 an cos (nt) sen (mt) + Y.~ by sen (nt) sen (mt), e integrando:

27 2T

2m 27
f(t) cos (mt) = a20 / cos (mt) dt + Z an/ cos (nt) cos (mt) dt + Z by, / sen (nt) cos (mt) dt
0 0 0

n=1

Luego fo% f(t) cos (mt) dt = 7b,,, ya que fozﬂ sen (nt) sen (mt) dt sélo es no nulo cuando n = m.

Observacion 48.

2m ™
1. Si f es par, entonces b, =0 Vnya, = %/ f(t) cos (nt) dt = a, = %/ f(t)dt
0 0

2m ™
2. Si f es impar, entonces a, =0 VYny b, =2 f(t)sen (nt) dt = b, = %/ f(t)dt
0

0
Demostracion.
1. b, =2+ fo -sen(nt) dt = 0, por ser par. a, = %ffw f(t) - cos(nt)dt = 2 fo - cos(nt) dt
o fo - cos(nt) dt = 0, por ser impar. b, = = [ f(t) - sen(nt)dt = L fo -sen(nt) dt

Definicién 69. Serie y suma parcial de Fourier.
Si f: R — R es 2r-periddica tal que es Riemann-integrable en [0, 27]

1. Se llama serie de Fourier de f a

t) = % + Z ap, cos(nt) + Z by, sen(nt)
n=1 n=1

2. Se llama suma parcial de Fourier de f a

Sn(f) JrZancos (nt) +Zb sen(nt)

n=1

donde ay, a,,, b, son los coeficientes de Fourier.
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Observacion 49. Si
Su(A)®) =+ |57, J(s)ds + Snly J7, F(5) cos(ns) sen(nt) ds + 3L, |7, sen(ns) sen(nt) ds| =
=L " f(s) [% + Zile cos(ns) cos(nt) + Zf‘:le sen(ns) Sen(nt)} ds =21 [T f(s)cos[n (s —t)] ds. Notar el cam-

bio de variable de integracion.

Lema 5.

sen (M + 1))

2 sen (3)

;XM
3 + nz::l cos(nz) = :

Observacion 50. Por tanto, podemos escribir la serie de Fourier como sigue:

™ 1 sen 1y (s —
suthn = [ 2= (M +5) (s = 1))

LT 2 sen (T)

Se conoce al integrando como nicleo de Dini de orden M, que denotamos por Dy (s — t). Luego, sustitu-
yendo:

suO = [ seriDuEd= [ je+oDu()d:

—m—t -

por ser la funcién w—periddica.

Observacion 51. Sy (f)(t)—f(t) = ffﬁ f(z+t)Dar(2) dz—f(t) f:, Dy(z)dz = ffw [f(z+t) — f(t)] Dar(z) dz =
fjﬂ' [f(z+t)—f(t)] _ % . %

7.3.2. Lema de Riemann-Lebesgue y criterio de Dini

Lema 6. Lema de Riemann-Lebesgue
Si f :]a,b] = R tal que es Riemann-integrable. Entonces

b
VYo, € R 1im f(t)sen(at + B)dt =0

Luego,

IS0 (1))

27 sen (7/2) 2

—T

Como lim,_, M =1, tenemos que Sy (f)(t) — f(t) = [~ PEAO=I®) 22 gen(M + 1/2)z dz

-7 z 7 sen(z/2)
Si M es integrable en z = 0, por el lema de Riemann-Lebesgue, entonces M — oo y la derivada de
f tiende a 0. La integrabilidad depende de la derivada de f(t)

Proposiciéon 72.
Si f werifica que 30 > 01 z —
f(t)

Demostracion. Por el lema de Riemann-Lebesgue. O

M es integrable en [—4, 6] ,entonces la serie de Fourier converge a

Observacion 52. Si 3f'(t), 3f/¢T) y If/ ) o |f(z+t) — f(H)| < Cl2|*, a€(0,1] Vze[-§,0], estoes, f
es de clase Lipchitz en [—d, §], entonces f converge.

> b, sen(nt). Calculemos los coeficientes de Fourier para la funcién.

. Queremos llevar f(t) a la forma % + 3™ a,, cos(nt) +

ao =1 f@ﬁ:l/1ﬁ:1
T™J)_x ™ Jo
1 (" 1 [ 1s b=
an = 7/ f(t) cos(nt) dt = 7/ cos(nt) = sen(nt)} =0
) 7 Jo Toon |,

Doble grado Informética-Matemadticas. Universidad Complutense de Madrid 106



7.3. Series de Fourier

b, = — /7T f(t)sen(nt)dt = 71T/07f sen(nt) = lM - = 11 (=" =1)

- T n o TN

1 site(0,m)

] . Qué ocurre en 0 y w7 Pues que en ambos
0 51t€(—7r,0)(’ Y

Luego f(t) queda f(t) = > W — {

casos converge, a 1/2.

Ejemplo 39. Sea f(t) = t, t € [—m,w]. Es claro que f es impar, con lo cual sabemos que a,, = 0 ¥n. Nos
limitaremos a calcular los coeficientes b,,.

1 (" 2 [T
by, = f/ t-sen(nt) = f/ t - sen(nt) dt,
0

T ) s

u=t dv = sen(nt) dt
du=dt v= =

n

que integrando por partes, {

t=m

2 [—t-cos(nt)] ™" [ cos(nt 2y 2
[COS(”)H +/ cosmt) g = 2 oyt 4 2 en(nt)
. n —0 0 n s T t=0

Luego f(t) = 3" 2 (~1)""'sen(nt) =t V¢t € (—m, 7). En —7,, la serie vale 0.

Vemos que en ambos ejemplos se sigue un patrén: en los puntos de discontinuidad de la funcidn, la serie
converge al punto medio, /2 y 0.

Ejemplo 40. Sea ahora f(t) = |¢| t € [-m,w]. Ahora tenemos que f es impar, con lo que descartamos los
términos b,. Calculemos a,, y ag.

2 [T 1,17
%—/tﬁ—tﬂ =7
™ Jo Y t=0

2 s
ap = — t - cos(nt) dt
T Jo

u=t dv = cos(nt) dt

que aplicando integracién por partes {du gty sen(n)
n

T_ﬂ 1 /07r sen(nt) dt = 2 -cos(nt)r_Tr _ 2 (=)™ =1)

2 t-sen(nt)
& t=0 T mn? t=0

n

Luego S(f)(t) =5+ >~ 202D cos(nt) = |t] = f(t) te[—m,

n?
2

Observacion 53. Sit =0, S(f)(0) = f(0)=0=2 + ™ 2, (-1)" = 1) = 1.° E = — =r*

Observacion 54. Cuando f no es continua en t, tenemos que:

™ 0 T
Su () = fz+1t) - Dy(2)dz = f(z+t)-DM(z)dz+/ f(z+1t) - Dy dz
En la primera integral, hacemos el cambio de variable z = —s,dz = —ds:

/Wf@fs)~DM<s>ds+/ﬂf<z+t>-DM<z>:/”<f<z+t>+f<tfz>>-DM<z>dz
0 0 0

Ahora, sea A € R. Sy (f)(t) — A= [, (f(z+1t) + f(t — 2)) - Dn(2) dz, por tanto

Su(f)(t) — A = /0 Uernrfizz =24, e e (O 22) d:

m es continua. jSerd (f(z+t)+fz(t_z)_2’4) Riemann-integrable?. Si asi fuera, por el lema de Riemann-
Lebesgue, Sp(f)(t) — A — 0, luego nuestra serie de Fourier es legal.
Como f ha de ser Riemann-integrable para ser convertida en serie de Fourier, el inico problema esta en 0.

Pensemos también que f(z +t) ~ f(tT) y f(t —2) ~ f(t7)
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Teorema 50. Criterio de Dini
Si f estal que JAER y 3§ > 01 2 +— w es Riemann-integrable en (0,9), entonces:

lim S (f)(t) = S(f)(t) = A

M — o0

Demostracion. Es el desarrollo del apartado anterior. O

Corolario 18.

+ —
1. Si f tiene limites laterales en t, entonces A = w

2. Supongamos que f tiene limites laterales y 36 > 03¢ > 0nz € (0,0) «(0,1], [f(t+2)— f{tT)| <c-2*

y|f(t—2)— f(t7)] <c- 2%, entonces se verifica el criterio de Dini con A = w

3. El caso anterior se da con « =1 si 3 lim_ f'(z)
z—tt
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