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Capitulo 1

Los espacios vectoriales R" y C"

1.1 Definicién. Combinaciones lineales. Clausura lineal. Dependencia e independencia
lineal. Subespacios vectoriales.

1.2 Bases. Dimension. Interseccién y suma de subespacios. Suma directa. Subespacios
suplementarios. La relacion de Grassmann.

1.3 Ejercicios. Cuestiones.

1.1. Definicién, propiedades y ejemplos

En el presente capitulo nos proponemos estudiar los espacios vectoriales R” y C", que
son generalizaciones del plano y del espacio euclideo ordinarios asi como de las magnitudes
vectoriales de la fisica. Se trata de conjuntos cuyos elementos, denominados wvectores, pue-
den sumarse entre si y asimismo multiplicarse por niimeros, que denominaremos escalares,
obteniéndose como resultado en ambos casos un nuevo vector.

Nota: En lo que sigue, la letra K denotard indistintamente el cuerpo R de los nimeros
reales o el cuerpo C de los nimeros complejos. Utilizamos el mismo simbolo “4” para
denotar la suma en el espacio K" (suma de vectores) y la suma en el cuerpo K. El simbolo
“” denota la ley externa en K" (producto de escalar por vector)?!.

Definicién 1 Sin es cualquier entero positivo, definimos el espacio K™ como el conjunto
de las n-uplas ordenadas de elementos de K, es decir:

Kn = {(x]_,.fL'Q,,,.,xn) x] € K?j = 1’2,...,77;}- (11)

Los elementos de K™ se denominan vectores. Los elementos x; € K se denominan com-
j
ponentes del vector.

'En la préctica, tanto para producto de escalares como de escalar por vector, se yuxtaponen los
términos omitiendo el punto “”.
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Definicién 2 (suma de vectores) En K" definimos la operacién suma mediante

(@1, @2, Tn) + (Y1, Y2, Yn) = (T1 + Y1, T2+ Y2o -, Ty + Yn). (1.2)

Propiedades de la suma:
La suma de vectores de K™ es una ley de composicién interna en K" (es decir, a cada par
de vectores de K" le asocia un nuevo vector de K™) que verifica las siguientes propiedades:

1. ¥x,y,z € K", (x +y)+z=x+ (y + z) (propiedad asociativa).
2. 30 € K™ tal que, ¥x € K", x + 0 = 0 + x = x (existencia de elemento neutro).

3. Vx € K", 3 —x € K" tal que x + (—x) = —x + x = 0 (existencia de elemento
simétrico).

4. Vx,y € K" x+y =y + x (propiedad conmutativa).

Las cuatro propiedades enunciadas, que se deducen inmediatamente de las de la suma de
numeros reales o complejos, dotan a la dupla (K", +) de la estructura de grupo abeliano.

Definicién 3 (vector nulo) Llamamos vector nulo de K", y lo denotamos por 0, al

vector (0,0,...,0), es decir, el elemento neutro de la suma de vectores.
Definicién 4 (vector opuesto) Dado un vector x = (x1,%s,...,x,) € K", su opuesto
es el vector —x 1= (—x1, =T, ..., —T,), €s decir, su elemento simétrico respecto a la suma

de vectores.

Definicién 5 (producto de escalar por vector) Si a € K y (x1,29,...,2,) € K",
definimos su producto mediante

a- (21,29, .., Ty) = (Qry, g, ..., OTy). (1.3)

Esta operacion también se denomina ley externa de K".

Propiedades de la ley externa:
La ley externa, en conjuncion con la suma de vectores, verifica las siguiente propiedades:
5. vx e K", VA peK, A+p) - x=X-x+p-x.
6. Vx,y e K", VAeK, A- (x+y)=A-x+X\-y.
7. ¥vx e K", VA, p e K, (Ap)-x=X-(p-x).
8. Vxe K" 1-x=x.

Todas estas propiedades se deducen facilmente de las de la suma y el producto de
ntimeros reales o complejos. Las propiedades 1 a 8 dotan a la cuaterna (K" K, +,-) de la
estructura de espacio vectorial cuya definicién general se dara en la seccion 1.3. También
se dice que K™ es un espacio vectorial sobre K.
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Propiedades adicionales:
De las 8 propiedades enunciadas se deducen con facilidad las siguientes (nétese la dis-
tincién entre el escalar 0 € K y el vector 0 € K"):

m Vx e K", 0-x=0.
s Sean A e KyxeKu A x=0)2A=0vx=0.

s VAeK Vx e K™, (=) - x=X:(—x) = —(\-x).

1.1.1. Combinaciones lineales

Definicién 6 (combinacién lineal) Una combinacion lineal de los vectores ug,ug, ..., uy
de K™ es cualquier vector de la forma

u = )\1111 + )\2112 + ...+ )\kUk, (14)

siendo A, Ao, ..., \p € K.

Ejemplo: En R3, el vector (%, 3, —%) es combinacién lineal de los vectores (1,0, —1) y
(17 37 _2)7 Yya que

1 4 2
=3, —3)=—35(1,0,-1 1,3,-2).
(53-3) = —5(L0.-D+(13,-2)

Observaciéon: El vector nulo es combinacién lineal de cualesquiera vectores. Todo vector
es combinacion lineal de si mismo.

Definicién 7 (clausura lineal) Dado un conjunto M C K", se define la clausura lineal
de M, y se denota por LIM], como el conjunto de todas las combinaciones lineales de
vectores de M.

Nota: Para M = & se adopta el convenio L[&] = {0}.

Ejemplo: En R? sea M = {(1,0,—-1),(1,3,—2)}. L[M] es el conjunto de vectores de la
forma a(1,0,—1) + (1,3, —2) con «, 3 escalares reales, es decir:

LIM] ={(a+3,38,—a—20) : o, F € R}.

El vector (%, 3, —%) del ejemplo anterior pertenece a L[M], pues se obtiene para « = —2/3
y =1
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1.1.2. Dependencia e independencia lineal

Definicién 8 (independencia lineal) Los vectoresuy, uy, ..., u; de K™ son linealmente
independientes si la unica combinacion lineal de ellos igual al vector nulo es la que tiene
todos los coeficientes nulos, es decir,

)\jGK, AU+ Aus+ ...+ A0 =0= A =X =... =)\, =0. (15)

En caso contrario, se dice que los vectores anteriores son linealmente dependientes.

Observacién: uj, us,...,u; son linealmente dependientes si y sélo si
k
I, A2, .., A €K, con algin \; # 0, tales que Y A\ju; = 0. (1.6)
j=1

Lo anterior equivale a que se pueda despejar alguno de los vectores como combinacion
lineal de los restantes, es decir,

u, = > aju;, a; €K (1.7)
J#i

(Basta considerar un u; cuyo \; # 0 en la combinacién lineal que da el vector nulo).

Definicién 9 (familia libre y ligada) Sea S = {uj,us,...,ux} C K"; se dice que S
es una familia libre st uy, g, ..., u; son linealmente independientes; en caso contrario, se
dice que S es una familia ligada.

Ejemplos:

« En R? {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} es una familia libre, ya que

a(1,1,1)+4(1,1,0)+v(1,0,0) = (0,0,0) © a+f+y=a+f=a=0=a=0=v=0.

Los tres vectores son linealmente independientes.

= En el mismo espacio, {(1 0,-1),(1,3,-2), (%,3, —%)} es ligada, ya que, como se
vio anteriormente, (%, 3, — ) = %( —1)+ (1,3, —2), lo que equivale a que
2

1 4
—=(1,0,-1 1,3,-2)—(5,3,—= ) = (0,0,0).
S(1,0,-1) + (1,3,~2) (3,,3) (0,0,0)

Los tres vectores son linealmente dependientes.
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Nota: Por razones que se veran mas adelante en este mismo tema, adoptamos el convenio
de considerar el conjunto vacio, &, como una familia libre.

Observacién: Recapitulando:

= Cualquier subconjunto de una familia libre es libre.

= Cualquier familia que contenga el vector nulo es una familia ligada.

s Cualquier familia que contenga dos vectores proporcionales es ligada.

= La unién de una familia ligada con cualquier otra siempre da una familia ligada.

= Una familia S es ligada si y sélo si algin vector de S es combinacién lineal de los
restantes vectores de S.

= S es libre si y sélo si ningin vector de S es combinacion lineal de los restantes
vectores de S.

Ejemplo: En K" consideramos los n vectorese; = (1,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...,
e, = (0,...,0,1) (para cada j = 1,2,...,n, e; es el vector que tiene nulas todas sus
componentes excepto la j-ésima que vale 1). Estos vectores se conocen como vectores
candnicos de K".

La familia formada por los vectores canénicos es libre. En efecto, si \; € K,

)\181+)\2e2+...+)\nen:0<:>()\1,)\2,...,)\n):(O,O,...,O)<:>>\j:OVj:1,2,...,n.

1.1.3. Subespacios vectoriales

El concepto de subespacio vectorial se refiere a todo subconjunto H de K" que, por
si mismo, mantenga la estructura de espacio vectorial de aquél, como por ejemplo sucede en
R? con los planos coordenados. Esta idea se traduce en que, si se efecttian las operaciones
propias de K" con los vectores de H, se tienen que obtener en todos los casos vectores
pertenecientes a H.

Definicién 10 (subespacio vectorial) Un subespacio vectorial de K" es cualquier sub-
conjunto no vacio de dicho espacio que sea cerrado para la suma y para el producto por
escalares, es decir:

H C K", se dice que H es un subespacio vectorial de K™ si:

1. 0e€ H.

2.Va,ve H  u+veH.
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3. VAieKYue H \ue H.

Notese que los apartados 2. y 3. pueden escribirse conjuntamente en la forma:
Yu,v e H VA, p €K, Au+ puv € H. (1.8)

Asi pues, un subespacio vectorial es un conjunto no vacio cerrado para las combina-
ciones lineales.

Observacién: El propio espacio K" es subespacio vectorial de si mismo; ademas, el
conjunto {0} formado tnicamente por el vector nulo, constituye un subespacio que lla-
maremos subespacio nulo. Estos dos subespacios son los llamados subespacios triviales

de K".

Ejemplos:

1. En R* consideramos el subconjunto H = {x € R* : x; = 2x3}.

H, que obviamente contiene el (0,0,0,0), es un subespacio vectorial; en efecto,
sean X,y € H, es decir, que satisfacen que x; = 2x3 e y; = 2y3. Para cualesquiera
A, 1t € R, consideramos el vector Ax+py, cuya primera componente vale A\zy+puy; =
A-2x3+ - 2ys = 2(Axs+ pys); como Axs+ pys es precisamente el valor de la tercera
componente de Ax + py, concluimos que dicho vector pertenece a H vy, por tanto,
éste es subespacio.

2. En R3, el plano de ecuacién x 4+ y — 2z = 5 no es subespacio vectorial, ya que el
vector nulo (origen de coordenadas) no pertenece a dicho plano.

3. En R3, el paraboloide P de ecuacién z = x? + y2, pese a contener al (0,0,0), no es
subespacio vectorial. En efecto, si tomamos los puntos (1,1,2) y (=1, —1,2), ambos
pertenecen a P, pero su suma (0,0,4) no satisface la ecuacién.

Observacién: La clausura lineal de cualquier conjunto M es un subespacio vectorial,
ya que las combinaciones lineales de vectores de L[M| pueden reducirse a su vez a combi-
naciones lineales de vectores de M, y pertenecen por tanto a L[M], el cual se denomina
también subespacio generado por M. Cualquier subespacio que contenga a M necesaria-
mente contiene a L[M].

Observacién: Como consecuencia de la observacién anterior, en R? los tinicos subespa-
cios no triviales son las rectas que pasan por el origen, y en R? las rectas que pasan por
el origen y los planos que contienen a dicho punto.
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1.2. Bases

1.2.1. Base y dimension

Definicién 11 (sistema generador) Dados H subespacio vectorial de K* y M C H,
se dice que M es un sistema generador (o sistema de generadores) de H si H = L[M]|,
es decir, si todo vector de H puede ponerse como combinacion lineal de los de M.

Ejemplo: Los vectores canénicos de K" constituyen un sistema generador de dicho
espacio, ya que Vx = (z1, 22, ..., x,) € K",

X =T1€1 + Ts€s + ...+ Tpe,.

Definicién 12 (base) Dado H subespacio vectorial de K", una base de H es un sistema
generador, libre y ordenado.

Definicién 13 (base candnica) En K", la familia formada por los vectores candnicos
(e1,€2,...,€,), que ya se ha visto que constituye un sistema libre y generador de K", es
por tanto una base que denominaremos base canonica de K.

Ejemplo: Encontrar una base del subespacio de R* determinado por la ecuacién
I —ZL‘2+3ZE3+$4:0.

Solucién: Puesto que tenemos una tnica ecuacién y cuatro incégnitas, podemos dar
valores arbitrarios a tres de ellas y escribir la cuarta en funcién de esas tres, por ejemplo:
To=a,x3=[,14 =7,21 =a— 30—, es decir:

1 a—33—7 1 -3 -1
T2 | o _ 1 0 0
v | = 3 —al g [ AL T o
Ty vy 0 0 1

Los tres vectores anteriores engendran de manera evidente el subespacio y son linealmente
independientes (véanse las tres ultimas componentes), constituyendo por lo tanto una base
del mismo.

Teorema 1 (existencia de bases) Todo subespacio vectorial admite una base.

Teorema 2 (equicardinalidad de bases) Todas las bases de un mismo subespacio vec-
torial tienen el mismo niumero de vectores.
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Demostracion: La demostracion de estos dos teoremas no es elemental y excede el
objeto de estos apuntes. O

Definicién 14 (dimensién) Llamamos dimension de un subespacio vectorial H, y la
denotamos por dim H, al nimero de elementos de cualquiera de sus bases.

Ejemplo: dim K" = n ya que la base canénica esta formada por n vectores.

Nota: Adoptamos el convenio de considerar al conjunto vacio, &, como la base del sub-
espacio nulo {0}. Asf pues, dim({0}) = 0. Con esta convencién, la relacién de Grassmann
que se verda mas adelante asi como otros resultados de este curso siguen siendo validos
cuando alguno de los subespacios involucrados es el nulo.

Recuérdese en todo caso que {0} asi como cualquier familia que lo contenga siempre
es una familia ligada.

Proposicién 1 De todo sistema generador de un subespacio vectorial H puede extraerse
una base.

Demostracion:

Damos un apunte constructivo restringido al caso en que el sistema generador es finito.
Sea G un generador finito de H. Si es libre el resultado estd probado. Si es ligado, existe
un vector v € G que depende linealmente de los restantes vectores de G; por tanto, al
suprimir ese vector, el conjunto resultante G\ {v} sigue engendrando el mismo subespacio
H. Se repite el argumento y, dado que G es finito, en un nimero finito de pasos habremos
extraido de G un generador libre. O

Observacion: La construccion anterior muestra que una base es un sistema generador
“minimal”, es decir, con el menor nimero posible de vectores. Asi pues, la dimension
de un subespacio equivale al minimo nimero de vectores para un sistema
generador de dicho subespacio.

Igualmente, puede demostrarse que en un subespacio de dimensién m no puede existir
un sistema libre con un niimero de vectores superior a m. Asi, una base se caracteriza por
ser un sistema libre “maximal”, es decir, con el maximo numero posible de vectores. La
dimensién es el mayor nimero posible de vectores linealmente independientes.

Algunas ideas afines a lo anterior se recapitulan en la siguiente proposicion:

Proposiciéon 2 Sea H un subespacio de K™ cuya dimension es m:

» Si{uy,...,u,} esuna familia libre de H, entonces es generadora (y por tanto base)
de H.

» Si{uy,...,u,} es un sistema generador de H, entonces es libre (y por tanto base
de H).

» Sim =n entonces H = K".
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Observacion: Si un subespacio H tiene dimension k, el vector genérico de dicho espacio
puede escribirse como

X =o1u; + ...+ apUg, o; e K, (19)

en donde (uy,...,u) es una base de H. La expresién anterior coincide con la de la solu-
cién general de un sistema de n — k ecuaciones lineales homogéneas, que denominaremos
ecuaciones implicitas de H, que caracterizan a los vectores de dicho subespacio. Para
encontrar dichas ecuaciones basta con eliminar los parametros de la ecuacién vectorial
anterior o, equivalentemente, forzar a que el vector genérico x = (z1,...,x,) sea combi-
nacién lineal de los de la base de H.

Para un subespacio H de K", el niimero de ecuaciones implicitas independientes
que lo determinan es n — dim H. Esto quedara demostrado en la proposicién 14 del tema
2.

Ejemplo: En R3, encontrar la ecuacién implicita que determina el subespacio H =
L[(1,0,1),(1,3,2)].

Solucién: El vector genérico (x,y,z) de H se expresa mediante las ecuaciones pa-
ramétricas

r = a+f
= 33
z = a+20

siendo «, § pardmetros reales. Procedemos a eliminar dichos pardmetros (formalmente,
esto equivale a forzar, en términos de z,y, z, a que el sistema lineal cuyas incégnitas son
a,  sea compatible): 8 = z — x = y = 3(z — x), de donde se concluye que la ecuacién
implicita de H es

3r+y—32=0.

Otra forma: La pertenencia a H del vector (x,y, z) equivale a que la dltima columna
de la matriz

11
0 3
1 2

INESSO

sea combinacién de las dos primeras; si conocemos el concepto de rango, sabemos que
lo anterior sucede si y solo si dicha matriz tiene rango 2 (ya que (1,0,1) y (1,3,2) son
linealmente independientes). Triangulamos la matriz mediante operaciones de reduccién
gaussiana e imponemos que el rango sea 2:

11 =z 11 x 11 T

03 y|[~]03 y ~ 0 3 Y

1 2 2 01 z—x 00 3z—2)—y
cuyo rango sera 2 si y solo si 3z +y — 3z = 0.
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Obsérvese que, puesto que la matriz es cuadrada, también podriamos haber procedido
forzando a que su determinante se anulase.

Teorema 3 (complecién de la base) Sea H un subespacio vectorial de dimension m, y
sea G = {uy, Uy, ..., u} una familia libre de H, con k < m. Entonces existen Uyy1, ..., Uy,
€ H, tales que (uy, ..., U, Ugyiq,...,Wy) s una base de H.

Demostracion constructiva:

Puesto que todo sistema generador de H tiene al menos m elementos, el conjunto G
no puede ser generador, luego existe algin vector uxy; que no es combinacion lineal de
los de G, es decir, ug1 € H \ Ljug, ug, ..., uyl.

El conjunto obtenido {uy,ug, ..., us, ux1} es un sistema libre de H, ya que ugyq no
depende linealmente de los k£ primeros vectores que, a su vez, son linealmente indepen-
dientes entre si.

Si k+1 = m, ya tenemos una base de H, pues el conjunto {uy, us, ..., u, ux41} es una
familia libre de m vectores; en caso contrario, volvemos a aplicar el mismo razonamiento
a dicho conjunto (sea ugio € H \ L[uj, ug, ..., ug, uxyq], etc.); en m — k pasos, habremos
obtenido una familia libre de m vectores, es decir, una base de H. O

Ejemplo: Encontrar una base de R?* cuyos dos primeros vectores sean (1,2,3,4),
(1,0,—1,0).

Soluciéon: En lugar de proceder paso a paso como en la construccion tedrica anterior,
vamos a intentar encontrar los dos vectores directamente. Probamos con aquéllos que
nos pueden facilitar los célculos, es decir, los candnicos, por ejemplo (0,0,1,0),(0,0,0,1)
y simplemente comprobamos si estos vectores completan la base. En efecto, la familia
obtenida es libre ya que, con una simple operacién de reduccion gaussiana por filas,

12 34 1 2 3 4
10 -1 0 0 -2 —4 —4
00 10710 o 1 o0
00 01 0 0 0 1

de donde concluimos que las cuatro filas de la matriz son linealmente independientes.
Asi pues, una base que satisface las condiciones pedidas es

((1,2,3,4),(1,0,—1,0), (0,0, 1,0), (0,0,0,1)) .

Si los dos vectores escogidos nos hubiesen proporcionado una matriz de rango inferior a
4, escogeriamos otros distintos y repetiriamos la comprobacién.

1.2.2. Coordenadas respecto a una base

Definicién 15 (coordenadas respecto a una base) Sea B = (uy,...,u,) una base
de K". Siv € K", v = zyuy + ... + z,u, con z; € K, los escalares x1,...,x, se
denominan coordenadas del vector v respecto a la base B.
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Nota: De igual modo pueden definirse las coordenadas respecto a una base de un sub-
espacio de K" de cualquier vector perteneciente a dicho subespacio.

Proposicion 3 Las coordenadas de un vector respecto a una base son unicas.

Demostraciéon: Supongamos que un vector u puede expresarse como
u=mxu +...+x,u, =20+ ...+ u,.
Entonces,
O0=zwy+...+zu, — (Ziuy + ...+ 2 u,) = (r; —2)uy + ... + (z, — 2)))u,,

lo que implica, por la independencia lineal de los uj;, que todos los escalares x; — x’; valen
0, es decir, que 2 = x; Vj =1,2,...,n. a

Definicién 16 El vector x = (z1,...,x,) € K" se denomina vector de coordenadas
de v respecto a B, y se suele denotar por [v]5.

Observacion: Las coordenadas de un vector respecto a la base canénica de K™ coinciden
con las componentes del vector, es decir, el vector de coordenadas coincide con el propio
vector.

Ejemplo: Calcular las coordenadas del vector u = (1,2,3) respecto a la base B =
((1,0,1),(1,1,-1),(1,2,0)) de R3.

Solucién: Buscamos z,y, z tales que x(1,0,1) + y(1,1,—1) + 2(1,2,0) = (1,2,3), es
decir, tenemos que resolver el sistema de tres ecuaciones lineales cuya matriz ampliada es

1 ]1
2 |2
0|3

1 1
0 1
1 -1

Realizamos operaciones de reduccién gaussiana por filas (es decir, ecuaciones), obteniendo:

1 1 1 1 1111
0o 1 2 2 |~101 2 2],
0 -2 -1 |2 0 0 316
que, despejando las incognitas de abajo a arriba, nos da la solucion z =2,y = =2, x = 1.

El vector de coordenadas es, por tanto,

[u)® = (1,-2,2).
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1.2.3. Interseccion y suma de subespacios

Recuérdese que la interseccion de dos conjuntos es el conjunto formado por aquellos
elementos que pertenecen simultaneamente a ambos, es decir:

A, B conjuntos;zr € ANB<xe ANz € B. (1.10)

Proposicion 4 La interseccion de dos subespacios vectoriales de K™ es subespacio vecto-
rial de dicho espacio.

Demostracion: Sean los subespacios M y N de K”. M N N contiene obviamente al
vector nulo. Sean los vectores u,v € M N N; asi pues, u,v € M y u,v € N; por ser estos
conjuntos subespacios, para cualesquiera A\, u € K, A\u+puv € M y A\u+puv € N, es decir,
Au+puv e MNN. O

Observacion: La unidon de subespacios vectoriales no es, en general, subespacio vec-
torial. Considérense, por ejemplo, los dos ejes coordenados de R?, que son subespacios.
Tanto el vector e; como el ey pertenecen a la union de dichos subespacios, pero su vector
suma (1, 1) no pertenece a dicha unién.

De hecho, dados dos subespacios L, M de un mismo espacio vectorial F, se tiene que

L U M es subespacio < (L C MV M C L). (1.11)

Definicién 17 (suma de subespacios) Dados dos subespacios L y M de K", definimos
SU suma como

L+M:={u+v:uel,ve M} (1.12)

En general, la definiciéon anterior puede extenderse recursivamente a un nimero finito
de subespacios de K".

Ejemplo: En R? se consideran los dos ejes coordenados OX = {(x,0,0) : z € R} y
OY ={(0,y,0) : y € R}. La suma de dichos subespacios es el plano XOY', es decir,

OX +0Y = XOY ={(x,y,0) : z,y € R}.

Obsérvese que como resultado de la suma hemos obtenido un nuevo subespacio vectorial
de R3.

Proposicion 5 La suma de subespacios vectoriales de K™ es un subespacio vectorial de
K™,
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Demostracion: 0 € M + N ya que pertenece a ambos subespacios y 0 = 0 + 0. Sean
X,y € M+ N,esdecir, x =u; +viey =uz+ vy, conu; € M yv; € N. Entonces,
VA pneK,

AX + py = AMug + vy) + p(ug + vo) = Aug + Avy + pug + pvy = (1.13)

(Auy + pug) + (Avy + pva) € M + N, (1.14)

ya que Auj +puy pertenece a M por ser combinacion lineal de vectores de M, e igualmente
le sucede al segundo sumando respecto a N. O

Definicién 18 (suma directa) Dados dos subespacios vectoriales de K", diremos que
su suma es directa, y escribiremos L & M, si L N M = {0}.

Nota: Para més de dos subespacios, se dice que su suma es directa si lo es la de cada
subespacio con la suma de todos los demas.

Proposicién 6 (Caracterizacién de suma directa) Sean L, M subespacios vectoria-
les de K™, la suma L+M es directa siy solo si¥a € L+M, existen unicosv € L, w € M,
tales que u = v + w.

Demostracién: (no exigible)

=) Supongamos que se tiene L & M, es decir, LN M = {0}, y sea un vector u = vi + wy =
vo+Wwy conv; € Ly w; € M. Entonces vi — vy = wy — w7 es un vector de L segtn la expresién
del primer miembro y de M como consecuencia de la del segundo, es decir, que pertenece a
LN M y es por tanto el vector nulo. Por consiguiente, vi = vy y w1 = wy y la descomposicién
de u es Unica.

<) Supongamos que todo vector de L + M se descompone de manera tinica. Dado cualquier
vector u € L N M podemos escribirlo como u = u + 0 pero también como u = 0 + u, siendo
en ambos casos el primer sumando perteneciente a L y el segundo a M. La unicidad de la
descomposicién obliga a que sea u = 0 y, consecuentemente, L N M = {0}. O

Definicién 19 (subespacios suplementarios) Dos subespacios L y M de K" se dicen
suplementarios si L & M = K".

Observacion: Dados dos subespacios suplementarios L, M, todo vector de K" se des-
compone de forma tinica como suma de un vector de L y otro de M.

Ejemplo: En R? cualesquiera dos rectas distintas que pasen por el origen son suplemen-
tarias. En R?, cualquier plano que contenga al origen es suplementario a cualquier recta
que lo corte unicamente en dicho punto.
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1.2.4. La relacion de Grassmann

Observacion: Dados dos subespacios M; vy M, de sistemas generadores respectivos
My y Ms, se tiene que M; U M, es un sistema generador de M; + Ms; es decir, que
la union de los sistemas generadores es un sistema generador de la suma; en
particular, la unién de las bases es un sistema generador (pero no necesariamente base)
de la suma.

Proposicién 7 (Relacién de Grassmann) Dados dos subespacios vectoriales L, M de
K", se tiene que

dim(L + M) = dim L + dim M — dim(L N M). (1.15)

Demostracién: (no exigible)

Llamamos [ = dim L, m = dim M, k = dim(L N M); queremos demostrar que
dim(L+ M) =1+m— k.

Sea (uy,...,u;) una base de L N M. Puesto que L N M C L, aplicando el teorema
de complecién de la base en este subespacio, sabemos que existen vy,...,v,_ € L tales
que (uy,...,Ug, Vi,...,V,_k) es una base de L; pero también, como LN M C M, po-
demos aplicar igualmente el teorema de complecién de la base en el espacio M: existen
Wi, .., Wy € M tales que (uy,...,ux, Wi,..., W,,_x) es una base de M.

A continuacién construimos el sistema

(W, o W, VI, e, Vi, W, e W ) (1.16)
y probaremos que es una base de L + M:
= Es sistema generador de L + M, pues es la unién de sendas bases de L y de M.

» Es sistema libre: supongamos que, para A;, uj,v; € K,

k I—k m—k
DA+ D v+ D W, =0, (1.17)
j=1 j=1 j=1
es decir,
k I—k m—k
Z )\juj + Z,LLJ‘VJ‘ = — Z ’}/jo. (118)
j=1 j=1 j=1

El primer miembro de la anterior igualdad es combinacién lineal de los elementos
de la base de L; el segundo miembro lo es de algunos elementos de la base de M,
por lo tanto, pertenece a L N M, es decir:

m—k
vw; € LN M. (1.19)

=1
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Consecuentemente, el sumatorio anterior es combinacién lineal de los vectores de la
base (uy,...,ux) de L N M, esto es,

m—k

k
VWi =Y (1.20)

j=1 j=1

para algunos escalares o; € K; pero como los vectores u;, w; son linealmente in-
dependientes por constituir todos juntos una base de M, tenemos que todos los
coeficientes en la anterior igualdad son nulos; en particular,

v =0,7=12...,m—k (1.21)

Pero esto, sustituyendo en (1.17), nos lleva a que
k I—k
Z /\jllj + Z HiVy; = 0, (122)
s =1

que, por la independencia lineal de los u;,v; (pues todos juntos constituyen una
base de L), nos permite concluir que todos los coeficientes \;, yt; son nulos. Con lo
que concluimos que todos los coeficientes A, pt;,7; de la combinacién lineal (1.17)
de partida son nulos.

Recapitulando: hemos construido una base de L+ M que tiene k+ (I — k) +(m—k) =
[ +m — k elementos, luego dim(L + M) =1+ m — k, como queriamos demostrar. O

Ejemplo: En R*, se consideran los subespacios M definido mediante las ecuaciones

M:{{L‘1+J]2—I3 = 0
Tog — Ty = 0

y N = L[(1,2,1,0),(1,1,0,—1)]. Encuéntrense sendas bases de los subespacios M N N y
M + N, asi como unas ecuaciones implicitas de los mismos.
Solucién: Calcularemos primero una base de M N N. El vector genérico de N es

04(1,2,170) +6(171707_1) = (a+ﬁ72a+ﬁ,a, _ﬁ>

al cual, para que pertenezca simultaneamente a M, le imponemos las ecuaciones de este
subespacio:
a+pB+2a+F—-—a=2a+20=0& (3= —aq;

20+ +pF=2a+20=0& [ =—a.

Asi pues, los vectores de M NN dependen de un tnico pardametro (es decir, dim(MNN) =
1), siendo estos vectores de la forma «[(1,2,1,0)—(1,1,0,—1)] = «(0,1,1, 1) y, por tanto,
una base de NN M es ((0,1,1,1)).
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Ahora, por la relaciéon de Grassmann, sabemos que dim(M + N) =242 —1 = 3; para
construir una base de M + N, partimos de la base de la interseccion y la completamos
con sendos vectores de M\ N = M\ (M NN)yde N\M = N\ (MNN). Como ningtin
vector no proporcional a (0,1,1,1) puede pertenecer a N N M, tomamos por ejemplo
(1,0,1,0) € M \ N (pues satisface las ecuaciones de M) y (1,1,0,—1) € N \ M. Hemos
construido, pues, una base de M + N,

((0,1,1,1),(1,0,1,0),(1,1,0,—1))

en la que el primer vector constituye una base de M N N, el primero junto al segundo
forman una base de M, y el primero mas el tercero son base de N.

En cuanto a las ecuaciones implicitas, dado que dim(M N N) = 1, sabemos que este
subespacio estard caracterizado por 4 — 1 = 3 ecuaciones independientes. Los vectores
proporcionales a (0, 1,1, 1) se caracterizan por ser x; = 0,29 = x3 = 14, asi que

ry = 0
o — T3 = 0
r3—x4 = 0

son unas ecuaciones implicitas de M N N (resolucidén sistematica: se elimina el pardmetro
a de las ecuaciones paramétricas (1, X2, 3, 24) = (0, a, a, @)).

Respecto a M + N, como su dimensién vale 3, estara caracterizado por 4 — 3 = 1
ecuacién. Para calcularla, obligamos a que el vector (x1, 29, 3, x4) sea combinacién lineal
de los de la base del subespacio, por ejemplo escribiendo

1 1 0|
1 0 1 i)
0 11 T3
-1 0 1 Ty

(se ha alterado el orden de los vectores de la base por comodidad en los célculos) y
obligando a que el sistema lineal cuya matriz ampliada es la antescrita sea compatible.
Realizando operaciones de reduccién gaussiana por filas,

1 1 0 T 1 1 0 Iy

0 -1 1 To — I1 0 -1 1 To — X1

0 1 1 T3 1o 1 1 T3 ’
0 1 1 T4+ X1 0 0 0 T4+ X1 — T3

de modo que el sistema sera compatible siempre que x1 —x3+ x4 = 0 y ésta es la ecuacion
implicita de M + N.

Notese que, puesto que la matriz es cuadrada, se obtiene el mismo resultado impo-
niendo que el determinante sea igual a 0.
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Observacion: Para cualesquiera subespacios L, M de interseccién nula, dim(L & M) =
dim L + dim M.

En particular, L y M son dos subespacios suplementarios en K" si, y solo si, dim L +
dim M = n y su interseccién es el subespacio nulo.

Ejemplo: Encuéntrese una base de un suplementario en R* del subespacio
M=1L[1,2,—-1,-2),(1,1,1,0)].

Solucién: Sabemos que la dimensién del suplementario ha de ser 4 — 2 = 2. Si com-
pletamos la base de M hasta una de R*, los vectores anadidos constituiran una base de
un subespacio N tal que M + N = R*, pero también dim(M N N) = dim M + dim N —
dim(M + N) = 4 — 4 = 0, luego la suma anterior serd directa o, lo que es lo mismo, N
sera un suplementario de M.

Asi pues, nos limitaremos a completar la base dada hasta una de R*. Probamos, por
ejemplo, con los dos ultimos vectores candnicos:

12 -1 -2 1 2 -1 -2
11 1 0 0 -1 2 2
00 1 of7lo o 1 o0
00 0 1 0 0 0 1

La forma escalonada de la matriz obtenida nos garantiza que la familia es libre, luego un
suplementario de M en R* es

N = L[(0,0,1,0), (0,0,0,1)].

1.3. Espacios vectoriales

En esta seccion se presenta la definicion general de espacio vectorial.

Definicién 20 Sea K un cuerpo de escalares y V' un conjunto no vacio dotado de una
operacion “+” denominada suma (¥ u, v € V, u+v € V) y de un producto por un escalar
“TVAeEK, ueV, A-ue V). Decimos que el conjunto V' es un espacio vectorial
sobre el cuerpo K, si satisface las siguientes ocho propiedades:

» La dupla (V,+) es un grupo abeliano, esto es,

1. Va,v,iweV, (u+v)+w=u+ (v+w) (propiedad asociativa).
2. 30 € V tal que, Vu € V, u+0 = 0+ u = u (ezistencia de elemento neutro).

3. YueV,d—uecV tal que u+ (—u) = —u+u = 0 (existencia de elemento
simétrico).
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4. Yu,v €V, u+v=v+u (propiedad conmutativa).
= FEl producto por un escalar verifica:

S5 YueV, VA uekK, A+p)-u=A-u+p-u.
6. Vu,ve V, VAeK A-(u+v)=A-u+A-v.
7. VaeV, Y\ pekK, (Au)-u=A-(u-u).

8. YueV, 1-u=u.

El primer ejemplo de espacio vectorial lo hemos visto ya en la definicién 1, y es el
conjunto K" de las n-uplas ordenadas de elementos en K. Tradicionalmente se le llama
“vectores” a los elementos del conjunto V', esto es debido a que asi se ha hecho con
los elementos del espacio K”, sin embargo como veremos a continuacion, la variedad de

objetos que pueden ser vectores en V' puede no tener similitud alguna con el concepto de
vector que el alumno ya tenga.

Ejemplos:

i) Sea V = K™*" ¢l espacio de las matrices de m filas y n columnas con elementos
en el cuerpo K. Definimos la suma de matrices A y B en K™*" por

(A + B)U = iy + bij;
y la multiplicacién de un escalar A € K por la matriz A € K™*" mediante
(/\A)Z] = /\aij.

Con estas operaciones se puede demostrar que en el espacio K™*" se satisfacen las
propiedades 1 a 8, es decir es un espacio vectorial.

ii) Sean K un cuerpo de escalares y ' un conjunto no vacio, denotemos por F(E, K)
al conjunto de las aplicaciones de F en K. Si f,g € F(E,K) y A es un escalar
en K, definimos las aplicaciones f + g y Af mediante

(f +9)(z) = f(z) +g(z) VzekE
AN)(x) = Af(z)  Veek.

Con las operaciones asi definidas, V' = F(FE,K) es un espacio vectorial sobre K.
Para mas propiedades sobre aplicaciones entre conjuntos, ver la seccién 1.3 de los
apéndices.

iii) Sea V = K, [z] el conjunto de los polinomios de grado menor o igual que
n con coeficientes en el cuerpo K=R o C . Si P € K, [z] entonces

P(z) = ag + ayx + axx® + ... + a,a",



Capitulo 1 19

en donde a; € Ky n € N. La suma de P(x) con Q(z) = by + b1z + baz® + ... + b,a"
estd definida de la manera usual

P(x) + Q(x) := (ag + bo) + (a1 + b))z + (ag + bo)z* 4 ... + (a, + by)z™,
asi como la multiplicacién de un escalar A por P(x) viene dada por
AP(x) = Aag + Aa1w + Aagz® + ... + da,z".

Con estas operaciones, se satisfacen las propiedades 1 a 8 enunciadas a principios
de esta seccién. Por tanto K,,[x] es un espacio vectorial. Para profundizar sobre el
tema de los polinomios, consultese el apéndice 3 de estos apuntes.

En estos espacios vectoriales, los conceptos de combinaciones lineales, dependencia e inde-
pendencia lineal, subespacios vectoriales (vistos en la seccién 1.1), bases, coordenadas con
respecto a una base, interseccion y suma de subespacios y la relacion de Grassmann (sec-
cién 1.2), siguen siendo validos. Veamos algunos ejemplos de ello en el espacio vectorial
K., [z] de los polinomios de grado menor o igual que n:

Ejemplo: Los polinomios {1, z,2?%,...,2"} constituyen un sistema generador de K, [z],
va que todo @ € K, [z] se escribe como combinacién lineal suya: Q(z) = byl +byz + by +
<+« + b,x™. Aun mas, dichos coeficientes son tunicos, por tanto la familia de polinomios
By = (1,z,2% ... ,2") constituye una base, que denominaremos base candnica del es-
pacio vectorial K,,[z]. Ademds, es claro que dimK,[z] = n + 1 ya que la base candnica
estd formada por n + 1 vectores.

Si P es un elemento de K, [z], con P(z) = ag + a1@ + aa® + ... + a,z™, entonces su
vector de coordenadas respecto a la base candnica By es simplemente

[P]%o = (ag, ay, ..., a,)" € K"

Ejemplo: Compruebe que B = (2 + 1, 22 — z, 52? — 3) es una base de Ky[z] y calcule
las coordenadas de P(z) = 622 + z — 2 respecto de la base B.

Solucién: Dado que dim Ky[z] = 3, basta demostrar que los vectores de B son linealmente
independientes; para ello buscamos escalares ¢y, ¢, c3 tales que ¢;(2z + 1) + co(2? — ) +

c3(5z* — 3) = 0 para todo x, entonces al ordenar los términos se obtiene
(c1 — 3c3) + (261 — ¢a)x + (3 + Bes)x? = 0,
como {1, z, 2%} es una familia libre, se debe cumplir
C1 — 303 =0 3 10

2c0 — =0 & 01:3C3:—502:—€C1 S =c=c3=0.
Cz+503:0
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Es decir, los tres polinomios 2z +1, 22—z v 522 —3 son linealmente independientes en
Ky [x], y por tanto constituyen una base de dicho espacio. Para la segunda parte, buscamos
1, C9, c3 tales que

c1(2z + 1) + co(2® — ) + c3(52* — 3) = =2 + 2 + 62°
o equivalentemente
(c1 — 3¢3) + (21 — e2)x + (co + Beg)w? = —2 + o + 622,

por tanto, tenemos que resolver el sistema de tres ecuaciones lineales cuya matriz ampliada
es

1 0 =3 | -2

2 -1 0 1

0 1 5 6

Resolvemos el sistema por cualquier método vélido; por ejemplo realizando operaciones
de eliminacién gaussiana por filas, obtenemos:

1 0 =3 | -2 1 0 =3 | -2
0 —1 6 5! ~ 0 —1 6 5! S =c=c3=1.
0 1 ) 6 0 0 11 11
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1.4. Ejercicios

1.1.— Se consideran los vectores (1,—1,2),(2,0,1),(a,1,0)de R3.
1. Determinar los valores del parametro a para que sean linealmente independientes.
2. Para a = 3, estudiar si el vector (1,1, —1) es combinacién lineal de ellos.

1.2.— Determinar los valores de los pardmetros A\ y pque hacen que los tres vectores
(1,2,-1,3),(1,—1,A,3) ¥ (3,2,5, 1) sean linealmente independientes.

1.3.— Comprobar la dependencia o independencia lineal de los vectores de C3
(1+4,1,0),(1+4,1—3i,1—14),(=1,1—14,1).

1.4.— Determinar justificadamente cuales de los siguientes subconjuntos son subespacios
vectoriales. Para aquellos que lo sean, encontrar una base.

1. P={(z1,79,73,m4) ER 1 0y + 20 = 13+ T4 ATy — Ty = T3 — T4}

2. H={(z,y,2) eER®: (z+y—2)(x —y+2) =0}

(z,
(

3. M {m,y,z)€R3:x+2y—z:1}.

4. N ={(z,y,2) €R*: (w,y,2) x (1,2, —1) = (0,0,0)}.
5.8 =L[(1,—-2,1),(1,—1,0] U L[(1,—3,2)].

6. J=L[(1,-2,1),(1,—1,0)] UL[(2,—3,0)].

1.5.— En R* se considera el subespacio L generado por los vectores (1,1,1,1),(1,2,3,4),
(5,3,1,-1),(0,1,0, 1) . Se pide:

1. Comprobar que esos cuatro vectores son linealmente dependientes.
2. Hallar una base de L.

3. Construir una base de R?* extendiendo la base anterior con vectores cuyas tres pri-
meras componentes sean iguales a 2.

1.6.— Calcular las coordenadas del vector (a, b, ¢) de R? respecto a la base ((1,1,0), (1,0, 1),
(0,1,1)).

1.7.— En R3 se considera una base B = (u;,us, u3), y el conjunto
V= (u; +uz,uz — 2uj,u3 — uy) .

Comprobar que V también es base de R?® y determinar las coordenadas del vector
u; + us + us respecto a dicha base.
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1.8.— En R’ se considera el subespacio M que tiene por base ((1,0,1,0,1),(0,1,—1,1,0),
(1,1,0,—1,—1)). Se pide:
1. Hallar unas ecuaciones implicitas de M.
2. Determinar los valores de a,b para que el vector (1,1, a,b,1) pertenezca a M.

3. Para esos valores, hallar las coordenadas de dicho vector respecto a la base del
enunciado.

1.9.— Se considera el subespacio de R* H = L[(1,2,0,1),(1,0,1,—1),(1,—2,2, =3)]. Se
pide:

1. Hallar unas ecuaciones implicitas de H.

2. Hallar una base y unas ecuaciones implicitas de un suplementario de H cuyos vec-
tores tengan sus dos ultimas componentes iguales pero no todas nulas.

1.10.— Sea V el subespacio de R* definido por las ecuaciones implicitas
T1+xo—23=0, 21 +24=0, 29 — 23 — 24 = 0.

Escribir las ecuaciones de un subespacio suplementario de V. jEs tinico este suplementa-
rio?

1.11.— Hallar una base de cada uno de los subespacios U + V' y U NV, siendo:
1. U =1LI[(1,0,2,2),(1,1,0,1)], V = L[(1,2,-2,0), (0,1, 1, 2)].
2. U=1[1,2,1,0),(0,-1,0,1)], V = L[(0,0,1,1),(1,1,2,2)].

1.12.— Sean F'y GG dos subespacios de R" cuyas dimensiones son p y ¢. Determinar todos
los posibles valores de las dimensiones de los subespacios F'+ Gy F N G.

1.13.— Se consideran los polinomios Q1 (x) = 1+z+2*+ 23, Qo(z) = —1+2z —22% + 27,
Q3(z) =1+ 4z + 32 y Qa(z) = 3+ 42* + 2® del espacio vectorial R3[z]. Se pide:

1. Dada la base B = (1,x,2% 23), escribir q; = [Q1]%, a2 = [@2]®, a3 = [Q3]® v
qs = [Q4]P, esto es, los vectores de coordenadas de los polinomios Q:(z), Q2(),
Q3(7) y Q4() en la base (1, z, 22, 2%).

2. Sea H = L[qi, g2, q3,q4]. Calcular una base de H que contenga, de ser posible, los
vectores q; y qo.

3. Determinar una base de un suplementario 7" de H. Descomponer el vector v =
(3,—2,3,0) segun la suma directa T @ H.

4. Utilizar la descomposicién anterior para escribir el polinomio V(x) = 3 — 2z + 322
como combinacién lineal de una base de R3[z] que contenga a Q1(x) y Qo(x).
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1.4.1. Cuestiones

1.14.— Se consideran los subespacios M, N de R* definidos por:

331—332+333—334:0
M = L[(0,1,1,0),(—=1,1,3,1),(1,1,—-1,-1)] ; N={ @y +a5+a,=0
23?1—I2+2l’3:0

Determinese la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

1. dim M = 3.
2. dim N = 2.
3. M+ N =R

4. (0,1,1,0) € M N N.
5.(1,2,0,—1) € M

1.15.— Sean u,v,w tres vectores linealmente independientes de R". Si «, 3, denotan
numeros reales, determinese la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

1. Si au+ v =0, entonces a = = 0.

2. No existen «, 3 € R tales que w = au + fv.

w

. Se cumple que au+ v+ yw =0 a=0=v=0.

o

(a+B+y)(u+v+w)=0=a=0=y=0.
5. u+v+w#0.

1.16.— Se considera la familia M = {(1,1,a), (1,a,a), (a,a,a)}, donde a es un nimero
real. Determinese la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

1. M no puede ser base de R3.

2. Va # 0, M es base de R3.

3. Sia= g, M es una familia libre.

4. Ya € R, M es un sistema generador de R3.
5. Sia =0, M es una familia libre.

1.17.— En el espacio R*, se considera el subespacio H definido mediante la ecuacién
r1+2w9+3x3+4x4 = 0. Determinese la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
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. dim H = 3.

L[(1,1,1,1)] es un subespacio suplementario de H en R*.
L[(1,0,0,0), (1,1,1,1)] + H = R*.
Si M es un subespacio suplementario de H en R*, dim M = 1.

L[(1,0,0,0),(1,1,1,1)] N H = {0}.

1.18.— Se considera la base B = ((1,1,0), (1,0, 1),(0,1,1)) de R3. Determinese la vera-
cidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

1.

2.

El vector de coordenadas de (2,0,0) respecto a B es (1,1, —1).
El vector de coordenadas de (1,1,0) respecto a B es (1,1,0).
El vector de coordenadas de (0,0, 1) respecto a B es %(1, 1,-1).

(0,1,0) es combinacién lineal de los dos primeros vectores de B.

. Todo vector de R? es combinacién lineal de los vectores de B.
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Matrices y sistemas lineales

2.1 Matrices. Aplicaciones lineales. Composiciéon de aplicaciones lineales y producto
matricial.

2.2 Imagen y nicleo de una matriz. Nicleo e inyectividad.
2.3 Rango. Operaciones de reduccion gaussiana. Matriz de cambio de base.

2.4 Sistemas lineales. Estructura de las soluciones. Teorema de Rouché-Frobenius. Re-
solucién de sistemas por reducciéon gaussiana.

2.5 Ejercicios.

2.1. Matrices

Definicién 21 Sean m,n enteros positivos. Una matriz de tamano m X n es una tabla
rectangular formada por mn escalares de K que se disponen como se indica:

ay; Q12 - Qin
Q21 Q22 -+ Q2n

(2.1)
Am1 Qm2  ° - Amn

Cada a;; se llama elemento, coeficiente o entrada de la matriz. Se dice que estd situado
en la fila i y en la columna j de la matriz.

La matriz estd formada por m filas que son vectores de K" y por n columnas que lo
son de K™. Solemos utilizar letras mayusculas para indicar una matriz A, B, M, etc. y
la correspondiente mintdscula para sus entradas: a;;, b;;, m;;. A veces expresaremos a;; =
(A);;. En general se intentara que la notacién se explique a si misma. El vector F;(A) =

25
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(ai1, aia, - . ., a;,) constituye la fila i-ésima de la matriz y el vector
Q1
CLQ]'
o) =| ™ (2.2)
Qg

es la columna j-ésima de la matriz.
El conjunto de las matrices con m filas y n columnas y coeficientes en K se denota
K™ Dicho conjunto esta dotado de las operaciones suma y producto por un escalar:

A B € K™" (A+B);:=a;+by,
Ae K, AeK™™ (M) = Aay;.

A los elementos a; de igual indice de fila que de columna se les llama elementos
diagonales de la matriz y constituyen la diagonal principal de la matriz.

En particular, si m = n se dice que la matriz es cuadrada de orden n. La matriz
cuadrada cuyos elementos diagonales son iguales a 1 y el resto nulos se llama matriz
identidad (o matriz unidad) y se denota con la letra I:

= . . . | (2.3)

Dada una matriz A = (a;;) cuadrada de orden n, se define su traza como la suma de
los elementos de su diagonal principal, es decir:

tI‘(A) = Z Al -
k=1

Definicién 22 (matrices triangulares)

n Se dice que A es triangular superior si sus elementos por debajo de la diagonal
principal son nulos, es decir, si a;; = 0 para todo © > j.

» Se dice que A es triangular inferior si sus elementos por encima de la diagonal
principal son nulos, es decir, si a;; = 0 para todo ¢ < j.

n Se dice que A es diagonal si es triangular superior e inferior simultdneamente.
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Ejemplo: La matriz identidad I es un ejemplo de matriz diagonal: obviamente, es tanto
triangular superior como triangular inferior.

Definicién 23 Para cada matriz A € K™*", se define:

» su traspuesta, que se denota por At y es la matriz de K™™ que se obtiene a partir
de A cambiando filas por columnas, esto es:

(At)ij:aji,izl,?,...,m,jzl,Q,...,n. (24)

» su conjugada, que se denota por A y es la matriz de K™ cuyos elementos son

los conjugados de los de A, (A);; = @;.

» su traspuesta conjugada, que se denota por A" y es la traspuesta de la conjugada
de A (o0 bien la conjugada de la traspuesta de A), (A");; = @j;.

Definicién 24 (matrices simétricas y antisimétricas, hermiticas y antihermiticas)

» Una matriz cuadrada A se dice que es simétrica si A' = A, es decir, si aj; = a;;
para todo i, j.

» Una matriz cuadrada A se dice que es antisimétrica si A' = —A, es decir, si
aj; = —a;; para todo i, j.

» Una matriz cuadrada A se dice que es hermitica si A" = A, es decir, si aj; = Qg5
para todo i, j.

» Una matriz cuadrada A se dice que es antihermitica si A" = —A, es decir, si
aj; = —a;; para todo i, j.

Obsérvese que los elementos diagonales de una matriz real antisimétrica deben ser
nulos.

2.1.1. Aplicaciones lineales

En numerosas ramas de la ciencia y la técnica son fundamentales las aplicaciones entre
espacios vectoriales que conservan las combinaciones lineales, es decir, aquellas para
las que el transformado de toda combinacién lineal de vectores es la combinacion lineal,
con los mismos coeficientes, de los transformados de los vectores originales.

Definicién 25 Sea una aplicacion f : K* — K™; se dice que f es lineal si verifica las
dos condiciones siquientes:

vu,v €KY, f(u+v) = f(u)+ f(v) (2.5)
Vu e K" VA € K, f(Au) = Af(u). (2.6)
Equivalentemente, f es lineal si

Vu,v e K" VA\, p € K, f(Au+ pv) = Af(u) + pf(v). (2.7)
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La condicién (2.7) que caracteriza dichas aplicaciones se llama propiedad de lineali-
dad.

K" se denomina espacio inicial de la aplicacién lineal f, mientras que K™ es el
espacio final.

Observacién: La matriz I de orden n corresponde a la aplicacién identidad de K", es
decir, la aplicacién que deja invariantes todos los vectores de K":

vx € K", I(x) = Ix = x.

Observacién: Toda aplicacion lineal f : K® — K™ verifica:

f(Ogn) = f(0-Ogn) =0+ f(Ogn) = Ogm. (2.8)

Observacién: Aplicando reiteradamente la definicién se tiene que, cualquiera que sea
el namero k de sumandos, si \; € Ky u; € K",

f (Z )\juj) = z_: A f(uy). (2.9)

Proposicién 8 Dada una aplicacion lineal f : K* — K™ y una base B = (uy,...,u,)

de K", los vectores f(uw),..., f(u,) de K™ determinan completamente f, es decir, nos

permiten conocer la imagen mediante f de cualquier vector del espacio inicial.

Demostracion: En efecto, si x = Z zju; con z; € K, por la propiedad de linealidad
j=1

(2.9) se tiene que

fx)=f (i :vjuj) = ixjf(uj). (2.10)

Como caso particular, si eq,...,e, son los vectores candnicos de K", los n vectores
f(e1),..., f(e,) determinan cualquier aplicacién lineal f con origen en K". 0

2.1.2. Matriz de una aplicacion lineal
n
Para cualquier vector x = (z1,...,x,) del espacio inicial, es decir, x = ijej,
Jj=1
sabemos que su transformado mediante f es de la forma

y = 1) =X, f(ey) @.1)
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Si consideramos los n vectores f(ey),..., f(e,), pertenecientes a K™, cada uno de ellos
podra expresarse como
m
f(e]-) = (alj, ceey ij) = Z al-jél-, (212)
i=1
en donde €y, ..., ¢&,, denotan los vectores candnicos de K™ y a;; € Kparal <i<m, 1 <

Jj<n.
Si llevamos este resultado a la ecuacién (2.11) y cambiamos el orden de sumacion,
obtenemos:

n m m n
Yy = f(X) = ZZL’j (Z az»jéi) = Z Zaijxj éz (213)
j=1 i=1 i=1 \j=1
Si ahora identificamos cada componente en la ecuacién vectorial anterior, podemos

escribir las m ecuaciones

Y; = Zaij:cj, 1< < m, (214)
j=1

que escribimos desarrolladas para mayor claridad:

Y1 =  anitaprs+ ...+ a7,
Yo =  Q21%1 + A22T2 + ...+ G2, Ty

(2.15)
Ym = Gm11 + AmaXa + ...+ ATy,

Es decir, que los m - n escalares a;; determinan completamente la aplicacién lineal,
permitiéndonos calcular las componentes del transformado de cualquier vector en funcion
de las componentes de este.

Este resultado sugiere que la relacién entre un vector genérico de K™ y su transformado
mediante f se escriba en forma matricial como sigue:

Y1 a1; a2 -+ Qip X1
Y2 Q21 Q22 -+ Q2p T2

= . . . . . (2.16)
Ym Am1 Am2 - Amn Tp

(Més adelante resultara evidente que el producto del segundo miembro corresponde al
concepto de producto matricial.)
Y abreviadamente,
y = Ax. (2.17)

Todo ello motiva la siguiente definicion:
Definicién 26 (matriz de una aplicacién lineal) Dada una aplicacion lineal f : K" —

K™, se llama matriz de f a aquella cuyas columnas son, ordenadamente, las imdgenes
mediante f de los vectores candonicos de K".
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Observacién: Se trata, por consiguiente, de una matriz de m filas (= dimensién del
espacio final) y n columnas (= dimensién del espacio inicial).

Existe, por tanto, una correspondencia biunivoca entre aplicaciones lineales de K™
a K™ y matrices de m filas y n columnas (cada matriz determina una aplicacién lineal y
viceversa).

Ejemplo: Calctilese la matriz de la aplicacién lineal f de R? a R?® caracterizada por

F1,—1) = (1,2,-1); £(1,2) = (0,1, -1). (2.18)

Soluciéon: Necesitamos conocer los transformados mediante f de los vectores canénicos
de R?, para lo cual precisamos la expresién de estos tltimos como combinaciones lineales
de los dos vectores cuyas imagenes conocemos:

2 1
(1,0) = a(1,—-1) + 5(1,2) (resolviendo) = a = g,ﬂ =3 (2.19)
1 1
(0,1) = a(1,-1) 4+ 4(1,2) (resolviendo) = a = —3,6 =3 (2.20)
Por lo tanto,
2 1 1
1 1 1
Asi pues, la matriz de f es la que tiene por columnas los dos vectores obtenidos, es decir:
1 2 -1
A= 3 5 —1 . (2.23)
-3 0

Compruébese la exactitud del resultado aplicando dicha matriz a los vectores (1, —1), (1, 2)
escritos como columnas. O

2.1.3. Composicion de aplicaciones lineales y producto matricial

Para motivar la definiciéon de producto matricial, consideramos la composicién de dos
aplicaciones lineales. Supongamos que tenemos sendas aplicaciones lineales f, g definidas
segun el siguiente esquema:

K" % K L g (2.24)

Consideramos ahora la aplicaciéon f o g : K™ — K. Veamos en primer lugar que esta
aplicacion también es lineal:

Proposiciéon 9 Toda composicion de aplicaciones lineales es lineal.
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Demostracion: En las condiciones antes establecidas, Vu,v € K", VA, u € K,

foghu+pv) = flghu+ pv)) = f(Ag(u) + pg(v)) = Af(g(u) + pf(g(v)) =

=Afog(u)+pufogv). (2.25)
O
La aplicacién f tendra asociada una cierta matriz A € K™*" mientras que g se
correspondera con una cierta B € K"*". Es razonable denotar la matriz C € K™*" de
f og, resultante de aplicar primero B y a continuacién A, como AB. ;Podremos expresar
la matriz C en términos de las dos anteriores?

Si x denota un vector arbitrario de K", y = ¢g(x), z = f(y) = f o g(x), sabemos por

la ecuacién (2.14) que cada componente de y se obtiene como

1<k<n, y.= Z brjz;, (2.26)
=1

mientras que

1 S ) S m, zZ; = Z AikYr = Z Qe (Z bijj) = Z ( aikbkj> Zj. (227)
k=1 k=1 j=1 \k=1

=1

Por otro lado, los elementos de la matriz C que transforma x en z satisfacen, por la misma
ecuacion (2.14),

1<i<m, z =) cyzj. (2.28)
j=1

Asi pues, las ecuaciones (2.27) y (2.28) han de ser equivalentes. Ello sugiere el tomar como
matriz C = AB aquella de dimensiones m x r cuyo elemento genérico se calcula mediante

1§Z§m, 1§j§7’, cij:Zaikbkj, (229)
k=1

que sera la definicién que adoptaremos para el producto de matrices.

Definicién 27 Dadas dos matrices A € K™*" B € K", se define su producto AB

como aquella matriz C € K™ tal que ¢;; = Z @ibrj, 1 =1,2,....m, j=1,2,...,r.
k=1

» El elemento (7, j) del producto se obtiene multiplicando la fila ¢ de la primera matriz
por la columna 5 de la segunda. Es preciso que el niimero de columnas de la primera
matriz iguale al nimero de filas de la segunda.

= El producto matricial NO es conmutativo: en general AB # BA aunque A, B sean
matrices cuadradas del mismo orden.
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= El producto de matrices es distributivo respecto de la suma a izquierda y derecha,
es decir:

AB+C) = AB+AC
(B+C)A = BA+CA

siempre y cuando las matrices tengan las dimensiones adecuadas para que dichos
productos puedan realizarse.

Proposicién 10 Sean A, B dos matrices para las que el producto AB tenga sentido;
entonces
(AB)' = B'A". (2.30)

(AB)" = B"A". (2.31)

Demostracién: Cada elemento (i, j) de la matriz (AB)" puede escribirse como

n

((AB)') =(AB), = kzij ajpbri = kzij biaje = > (B'). (At)kj = (B'A") . (2.32)

ij =1 ik i

Asi pues, las matrices (AB)t y BYA! coinciden elemento a elemento, por tanto son igua-
les: (AB)"! = B'A'. Finalmente, para demostrar la igualdad en el caso de la traspuesta
conjugada, basta conjugar la ecuacién anterior.

O

Producto matricial y combinaciones lineales

Sean A € K™*" B € K"*", denotemos C}, la columna k-ésima y Fj, la fila, entonces:
» Las columnas de AB son combinaciones lineales de las de A: C,(AB) = AC,(B).

» Las filas de AB son combinaciones lineales de las de B : Fj,(AB) = F,(A)B.

= La matriz AB puede expresarse como suma de matrices “producto columna-fila”:

AB =Y Ci(A)F.(B). (2.33)

k=1

La demostracion de esta ultima igualdad es inmediata, teniendo en cuenta que el elemento

(i,7) de la matriz del segundo miembro es

Z (Ck(A)Fk<B>>ij = Z ikbrj = (AB)ij (2.34)
k=1

k=1

de donde se deduce que ambas matrices coinciden elemento a elemento, luego son iguales.
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2.1.4. La inversa de una matriz

Definicién 28 Una matriz cuadrada A € K", se dice que es invertible (o regular) si
JA € K™ tal que AA™ =1 o bien A~'A =1. La matriz A~ se denomina inversa
de A y es unica.

Observacién: Al ser A cuadrada, la propiedad AA™' = T implica que A™'A =1y
viceversa.

Definicién 29 Una matriz cuadrada que no es invertible se dice que es singular.

Proposicién 11 Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden n, ambas inver-
tibles. Entonces AB también es invertible y

(AB)'=B'A. (2.35)

Demostracién: Basta comprobar que el producto de AB por la matriz B'A~! da
como resultado la identidad: en efecto, (AB) (B™*A™!) = A (BBfl) A" =AA =1

y también (B'A7!)(AB)=B'(A"'A)B=B 'B=1 O

2.2. Imagen y nicleo de una matriz

Recordemos que cualquier matriz A € K™*" transforma vectores columna de K" en
vectores columna de K™; es decir, para cada x € K" se obtiene un vector

y = Ax € K" (2.36)

Ademsds se dice que y es la imagen de x por A. Si consideramos el conjunto de todos
los vectores imagen, dicho conjunto se denomina imagen de A. Asi pues, toda matriz
A €K™™M Jleva asociados dos conjuntos: su imagen en K™, y su niucleo en K". Veamos
estas definiciones:

Definicién 30 (imagen y nicleo) Dada una matriz A € K™ ™ se define la imagen
de A como el conjunto
ImA = {Ax:x € K"} (2.37)

Se define el nicleo de A como el conjunto
ker A :={u e K": Au = 0}. (2.38)

Tanto el nicleo como la imagen de una matriz son subespacios vectoriales (la
demostracién es sencilla y se deja al lector).

Dada la correspondencia biunivoca entre aplicaciones lineales y matrices, pueden de-
finirse equivalentemente el ntcleo y la imagen de una aplicacién lineal:
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Definicién 31 Dada una aplicacion lineal f : K* — K™, se define la tmagen de f
como el conjunto

Im f:={f(x) : x € K"}. (2.39)

Se define el nicleo de f como el conjunto
ker f:={ueK": f(u) =0}. (2.40)

Resulta evidente que, si consideramos la matriz asociada a una determinada aplicacién
lineal, el nicleo y la imagen de aquella coinciden con los de esta.

Observacion: El vector Ax puede escribirse como

X1

xz
Ax=A| "7 | =00 (A) + .. + 2,0, (A) (2.41)

Tn

donde C} (A) indica la columna j-ésima de A. De ello se deduce facilmente que un vector
es de la forma Ax si y solo si es combinacién lineal de las columnas de A. Por ello ImA
es el subespacio generado por las columnas de A :

ImA = L[Cy (A) .., Co(A)] (2.42)

Definicion 32 El subespacio columna de una matriz A € K™ es el subespacio
de K™ engendrado por las columnas de A. De igual forma, su subespacio fila es el
subespacio de K™ engendrado por las filas de A.

Observaciéon: Como acabamos de ver, el subespacio columna de una matriz coincide
con Im A; andlogamente, el subespacio fila se denota Im A’.

Proposicion 12 Todo subespacio es tanto el subespacio imagen de alguna matriz, como
el nicleo de otra matriz.

Demostracion: Dado un subespacio M, si extraemos un sistema de generadores de M,
y construimos la matriz A que los contiene como columnas, se tiene que

ImA =L[C} (A), .., Co(A)] =M. (2.43)

De esta forma M es el subespacio imagen de alguna matriz.

Por otro lado, M es también el ntcleo de alguna matriz: basta con observar las ecua-
ciones implicitas de M, que se escriben matricialmente como Bx = 0; en otras palabras,
un vector x pertenece a M si y sélo si x € ker B. Por tanto, M = ker B. O
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Observacién: Una aplicacion lineal es suprayectiva si y sélo si su subespacio imagen
coincide con el espacio final, es decir:
Dada f : K" — K™ lineal, f es suprayectiva < dim(Im f) = m.

2.2.1. Nicleo e inyectividad

Sabemos que toda aplicacion lineal transforma el vector nulo del espacio inicial en el
nulo del espacio final. Por otra parte, una aplicacién lineal inyectiva es aquella para la
que ningun vector del espacio final es imagen de mas de un vector del inicial. Asi pues,
una aplicacién lineal cuyo nicleo contenga algiin vector no nulo no puede ser inyectiva.

Ademas, como vamos a ver a continuacion, la condicién de que el nicleo se reduzca al
vector nulo caracteriza la inyectividad de las aplicaciones lineales.

Por simplicidad, denotamos por 0 el vector nulo tanto de K" como de K™.

Teorema 4 Sea f: K" — K™ lineal; [ es inyectiva si y solo si ker f = {0}.

Demostracién:

Si ker f # {0}, Ju € ker f, u # 0. Como 0 = f(0) = f(u), f no puede ser
inyectiva.

Supongamos que ker f = {0} y que existen u,v € K" tales que f(u) = f(v).
Entonces, por linealidad,

flu=v) = f(u) = f(v) =0, (2.44)

luego u — v € ker f = {0}, de donde u— v = 0 as{ que u = v y por tanto f es inyectiva.
O

2.3. Rango de una matriz

Definicién 33 Dada una matriz A € K™*", su rango por columnas es la dimension
del subespacio columna de A, a saber,

dim (Im A) = dim (L[Cy (A), ..,C(A)]) . (2.45)

Es decir, el rango por columnas es el nimero maximo de columnas de A linealmente
independientes. Por otro lado, el rango por filas de A es la dimensién del subespacio
fila de A; es decir, el nimero maximo de filas de A linealmente independientes.

Proposicién 13 Para cualquier matriz A € K™*", el rango por filas y el rango por
colummnas de A coinciden.

Demostracién: Sea A € K™*" de rango r por columnas. Consideramos una matriz
C € K™*" formada por r columnas de A linealmente independientes.
Por ser las columnas de A combinaciones lineales de las de C, existira una matriz F

(cuyos elementos seran precisamente los coeficientes de esas combinaciones lineales) tal
que A = CF.
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Pero la igualdad anterior significa también que las filas de A son combinaciones lineales
de las de F; y esta matriz es de dimensiones 7 x n (tiene r filas), asi que el maximo nimero
de filas de A linealmente independientes no puede exceder de r, es decir, el rango por filas
es menor o igual que el rango por columnas.

Dado que el rango por columnas de una matriz es el rango por filas de su transpuesta,
aplicando el resultado anterior a la matriz A’ se concluye el resultado. 0

Observacién: Este resultado que hemos demostrado permite que hablemos del rango
de una matriz, sin especificar si es por filas o por columnas. A dicho niimero se le denota

por 7 (A).

Observaciéon: En esta proposicién también se ha demostrado que una matriz A de
rango r puede factorizarse en producto de dos matrices A = CF, ambas de rango maximo
r ya que el nimero de columnas de C y el nimero de filas de F son ambos r. En particular,
toda matriz de rango uno puede escribirse como el producto de un vector columna por
un vector fila.

1 -1 2
. . 2 0 2 .
Ejemplo: La matriz A = 1 1o |®s de rango 2; se ve facilmente que dos colum-
0 —1 1

nas cualesquiera son linealmente independientes y C; — Cy; — C3 = 0; por tanto puede
tomarse como matriz C la formada por las dos primeras columnas:

1 -1
2 0
1 1
0 —1

C—

En cuanto a la matriz F, sus columnas reflejan las combinaciones lineales que hay que
hacer con las columnas de C para obtener las de A:

1 0 1
F_<O 1 —1)'

Obviamente no hay unicidad, ya que la matriz C puede formarse con una base cualquiera
de Im A.

Proposicion 14

» Si A, B € K™ entonces r (A + B) <r(A)+r(B).
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= Dadas dos matrices A, B para las que el producto AB tenga sentido, se tiene que

r(AB) < min(r(A),r(B)). (2.46)

Demostracién: Para la primera desigualdad, obsérvese que la columna j-ésima de (A + B)
es C; (A)+C; (B). Por ello, el subespacio columna de (A + B) es

Im(A+B)=Im[C;(A+B),---,C,(A+B)] C ImA + ImB. (2.47)

Asi pues, r (A + B), que es la dimension del subespacio de la izquierda, no puede superar
la dimensién del subespacio ImA + ImB, que como mucho es r(A) + r(B).

Para la segunda desigualdad, basta recordar que la columnas de AB son combinacién
lineal de las columnas de A, luego Im (AB) C Im (A), de donde r (AB) < r (A). Por otro
lado, las filas de AB son combinacién lineal de las filas de B, de donde r (AB) < r(B),
concluyendo la demostracion. 0

Proposicién 15 Si A, B, C son matrices cualesquiera para las que los productos siguien-
tes tengan sentido, entonces:

» Si A tiene rango mdzximo por columnas, entonces r(AB) = r(B).
» Si A tiene rango mdzimo por filas, entonces r(CA) = r(C).
= Para cualquier matriz A, se verifica r(A"A) = r(AA") = r(A).
Teorema 5 Si A es una matriz de n columnas, entonces
dim (ker A) +r(A) = n. (2.48)
Equivalentemente: si f : K* — K™ es lineal, entonces
dim(ker f) + dim(Im f) = n. (2.49)

Demostracién (no ezigible): Como A posee n columnas, ker A es un subespacio de
K". Tomemos una base de ker A, (uy,...,u;), y completémosla hasta obtener una base
(Wy, ..., Ug, Uy, ...y Uy, ) de K™

Por la propiedad de linealidad, es facil ver que InA = L[Au,, ..., Auy, Augq, ..., Au,]
= L[Au,_,...,Au,] ya que Au; = ... = Au, = 0 por definicién. Asi, {Augiy, ..., Au,}
es un sistema de generadores de ImA constituido por n — k vectores. Si demostramos que
son linealmente independientes, entonces formaran base de ImA, y podremos garantizar
el resultado buscado:

r(A) =dim(ImA)=n—k=n—dim (ker A). (2.50)
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Basta, pues, demostrar que Auyy1, ..., Au, son linealmente independientes. Apliquemos la
definicién de independencia lineal: se considera la igualdad o Augy 1+ ... + o Au, = 0,
y el objetivo es demostrar que a; = ... = ,,_ = 0. Escribimos esta igualdad como

A (Oéluk+1 + ...+ an,kun) =0 (251)

lo cual significa que el vector ayugy1+ ...+, _pu, € ker A. Es decir cyug1+... +a,_pu,
es combinacion lineal de uy, ..., ug : Uy + ... + k1, = f1ug + ... + Grug. O, equiva-

lentemente Siu; + ...+ Gpug —agUgs1 + ... — ap g, = 0 pero como (uy, ..., Uy, Ugiq, ..., Uy,)
son independientes, todos los coeficientes deben ser 0, en particular se tiene que a; = ... =
Ay = 0. O

Del teorema anterior se desprende el siguiente resultado: para matrices cuadradas, el
rango maximo caracteriza su invertibilidad:

Corolario: Sea A una matriz cuadrada de orden n. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

A es invertible <= 7(A) =n <= ker A = {0}. (2.52)

Observacion: Sea f: K" — K™ lineal.
= Sim <mn, f no puede ser inyectiva.
= Sim > n, f no puede ser suprayectiva.

= Sim =n, f esinyectiva < f es suprayectiva.

2.3.1. Calculo del rango mediante operaciones elementales
Operaciones elementales de reduccién gaussiana

Definicién 34 Dada una matriz A € K"™*", se definen las siguientes operaciones ele-
mentales por filas (columnas) sobre la matriz A:

1) Suma de una fila (columna) de la matriz, multiplicada por un escalar, a otra fila
(columna) distinta.

2) Multiplicacion de una fila (columna) de la matriz por un escalar no nulo.

3) Intercambio de dos filas (columnas).

Definicién 35 Se llama matriz elemental por filas (columnas) a una matriz cuadrada,
resultado de efectuarle una operacion elemental por filas (columnas) a la matriz identidad.
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Ejemplos: La matriz

0
-2
000

E1:

o = O

0
0
1

_— o O O

es una matriz elemental por filas, resultante de restarle a la tercera fila de la identidad el
doble de la primera.

Asimismo, es una matriz elemental por columnas, resultante de restarle a la primera
columna de la identidad el doble de la tercera.

La matriz
1 000
0 0 01
E2=10 010
01 00

es una matriz elemental por filas, resultante de intercambiar las filas 2 y 4 de la identidad.
También es matriz elemental por columnas, resultante de intercambiar las columnas

2y 4 de la identidad.

Observacién: Toda matriz elemental por filas lo es por columnas y viceversa (aunque
no necesariamente asociadas a la misma operacion por filas que por columnas).

Observacién: Toda matriz elemental es invertible, y su inversa es la matriz elemental
asociada a la operacién inversa (la operacién inversa de la suma es la resta, la operacién
inversa de multiplicar una fila o columna por un nimero no nulo es dividir por él, y la
operacién inversa de un intercambio de filas o columnas es ese mismo intercambio). Las
matrices inversas de las de los ejemplos son:

SN O =
o O = O
o= O O
_— o O O

Algoritmo de calculo del rango mediante operaciones de reduccion gaussiana

Dada una matriz A € K™*", realizar operaciones elementales sobre sus filas equivale
a premultiplicar por sucesivas matrices elementales:

E; - EEA. (2.53)

Cada una de estas operaciones deja invariante el rango. Si mediante este proceso llegamos
a una matriz triangular (cuyo rango se deduce inmediatamente) habremos conseguido
calcular r(A).
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Igualmente puede procederse efectuando operaciones elementales sobre las columnas
(posmultiplicaciéon por matrices elementales), e incluso combinando ambos métodos.

2.3.2. Algoritmo de Gauss-Jordan

Permite calcular la inversa de una matriz usando operaciones elementales. Sea A
una matriz cuadrada e invertible. Si, de igual modo que antes, mediante operaciones
elementales sobre sus filas, conseguimos llegar a la matriz identidad, tendremos:

Ej - E.EA =1 (2.54)

Es decir, que A~' = E; ---Ey;E I, que es el resultado de efectuar, sobre la matriz
identidad, las mismas operaciones efectuadas sobre A, lo cual nos permite calcular A~!
facilmente.

También se puede proceder de igual modo por columnas, pero sin mezclar en ningin
caso ambos métodos.

Ejemplo: Vamos a calcular la inversa de la matriz
1 01
A=1|2 4 3
111

aplicando este algoritmo; consideramos la matriz (A | I) y mediante transformaciones
elementales de filas llegaremos a (I | A1)

Fy —2F]
101|100\ pm_p 0 100
3 1 Fy«—F3
24 31010 — 4 1|1 -2 1 0 A
1 1 11001 01 0] -1 0 1
1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0] -1 -1
o010l -1o0o1|™lo10|-10 1[|2[0o10] -1 0
04 1] -2120 0 01 21 —4 0 01 2 1 -4
Concluimos que la inversa que buscdbamos es
-1 -1 4
A= -1 0 1

2 1 -4
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2.3.3. Matriz de cambio de base

Si B=(by,...,b,) yV =(vy,...,v,) son dos bases de K", entonces los vectores de
cada una de ellas se pueden poner como combinaciones lineales de los de la otra, de la
siguiente forma:

vi = pubi+pubs+... +pub, (2.55)
Vo = piabi 4+ paba + ...+ ppaby,

Vp = plnbl +p2nb2 + ... +pnnbn
Estas expresiones dan lugar a la siguiente definicion:

Definicién 36 (matriz de cambio de base) Se llama matriz de cambio de base (o
matriz de paso) de B a'V a la matriz

P11 P12 " Pin
D p “tr Don

p=| 7 (2.56)
Pn1 Pn2 *°° Dnn

Es decir, es la matriz cuya columna j-ésima contiene las coordenadas del vector v; en la
base B.

Observacién: La matriz de paso de B a V es invertible y su inversa es la que hace el
cambio inverso, es decir, la matriz de paso de V a B.

Observacién: Cada vector u €K” lleva asociado un vector de coordenadas respecto a
B (denotado [u]®) y un vector de coordenadas respecto a V (denotado [u]”). Pues bien, la
matriz P de paso de B a V transforma [u]” en [u]? (jeuidado con el orden de los vectores!).
Matricialmente,

[u)® = P[u). (2.57)

Para demostrar esta tltima igualdad, simplemente reescribimos la ecuacion (2.55)
matricialmente como V = BP, donde V es la matriz cuyas n columnas son los vectores
V1,Va,...,V, y B es la matriz de columnas by, bs,...,b,. A partir de ello, todo vector
u €K" puede escribirse como

B[u)® = u= V[u]” = BP[u)". (2.58)

Igualamos el primer y el tltimo término, y multiplicamos por B™! (que existe pues B
es cuadrada de columnas independientes); de esta forma se llega a la identidad (2.57).
Nétese que P = B~1V, lo cual también permite calcular la matriz P de cambio de base.
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2.4. Sistemas de ecuaciones lineales

Se trata de encontrar, si existen, todas las n-uplas de valores x1, xa, . .., T,, en el cuerpo
K, que satisfagan simultdneamente las m ecuaciones

a1 + a12T9 + ...+ ATy = b1
a21T1 + A92T9 —+ ...+ Ao2nTy = bg

(2.59)
Am1Z1 + Qa2 + ... + Q@ = bm

en donde a;; y b; son elementos de K prefijados. Las ecuaciones anteriores (ecuaciones

lineales) constituyen un sistema lineal de m ecuaciones y n incégnitas z1, ..., z,.
Llamando
app - Qin T by
A= Lo : X = : b= : (2.60)
m1 - Gmp Tn bm

el sistema anterior puede expresarse matricialmente como
Ax =b. (2.61)

Un vector u € K" que satisfaga que Au = b se denomina vector solucién del
sistema.

La matriz A se denomina matriz de coeficientes; el vector b, vector de términos
independientes; la yuxtaposicion de ambos,

(A|b) € Kmx(n+D) (2.62)

se llama matriz ampliada, y contiene todos los datos que determinan el sistema lineal
y, por tanto, sus soluciones.

Definicién 37 Un sistema lineal se dice compatible si admite alguna solucion; si, ade-
mds, es unica, se llama compatible determinado; si admite mds de una solucion, com-
patible indeterminado; si no admite ninguna solucion, incompatible.

2.4.1. Estructura de las soluciones

Un sistema lineal se dice homogéneo si sus términos independientes son todos
nulos. En otras palabras, si el sistema es de la forma Ax = 0.

Observacion: Todo sistema homogéneo admite como solucion el vector nulo de K™, que
constituye la llamada solucion trivial. Pero el conjunto de todas las soluciones del sistema
homogéneo Ax = 0 es precisamente el niicleo de A (que se denota ker A, ya definido en
la expresién (2.38)).
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Para cada sistema lineal Ax = b, que llamaremos sistema completo, su sistema
homogéneo asociado es Ax = 0.

Se tiene que cualesquiera dos soluciones del sistema completo difieren en una solucién
del sistema homogéneo; en efecto: sean uy, us soluciones de Ax = b; entonces

A(ug —uz) =Au; — Auy, =b—-b =0, (2.63)

luego u; — uy es soluciéon del sistema homogéneo. Por otro lado, la suma de una solucion
particular del sistema completo y una solucién del sistema homogéneo da como resultado
una solucién del sistema completo (en efecto, si Au=b y Ax = 0, entonces A (u+ x) =
0+ b =Db). En resumen: fijada una solucién particular de Ax = b, cada solucién de
ese sistema puede escribirse como suma de esa solucién particular mas una determinada
solucion del sistema homogéneo asociado.

Proposicién 16 Si el sistema Ax = b es compatible y r (A) = r, entonces todas sus
soluciones vienen dadas en funcion de n — r pardmetros independientes (es decir, tantos
como el nimero de incdgnitas menos el rango de la matriz de coeficientes). Mds ain,
dichas soluciones se escriben como

X =Xo+au + -+ Qp_pUy_y (2.64)
donde Xo es una solucion particular del sistema, (uy,---,u,_,) es base de ker A, y
i, Qp_yp SON los parametros mencionados.

Demostracion: Segun la observacién anterior, fijada una solucién particular xo del
sistema Ax = b, cualquier vector x es solucion del sistema si y solo si x — xg € ker A.
Por otro lado, la igualdad (2.48) afirma que dim (ker A) = n —r , luego cualquier base de

ker A debe poseer n — r vectores independientes. Sea (uy,- - ,u,_,) una base de ker A;
el vector x — xg € ker A si y sélo si existen escalares aq,--- , a,_, tales que

X —Xg= U + -+ ppUy_y (2.65)
y esta igualdad es equivalente a la expresion (2.64). O

2.4.2. El teorema de Rouché-Frobenius

Recordando la igualdad (2.41), se tiene que todo sistema lineal Ax = b puede re-
escribirse como

2101 (A) + 2205 (A) + ... + 2,0, (A) = b. (2.66)

En otras palabras, el vector de términos independientes debe ser combinacién lineal de
las n columnas de la matriz A, cuyos coeficientes son precisamente las incognitas.

Asi pues, el sistema admitird solucién cuando, y solo cuando, b sea combinacién lineal
de las columnas de A, lo cual se expresa en el siguiente
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Teorema 6 (Rouché-Frobenius) FEl sistema lineal Ax = b es compatible si y solo si
r(Alb) =r(A).

Ademds, si el sistema lineal Ax = b es de n incdgnitas, y llamamos r al rango de A,
caben las siguientes posibilidades:

» 7(A|lb) =r+1 < sistema incompatible.

» 7(A|b) =1 <= sistema compatible. Y en ese caso,

e r =n <= compatible determinado: solucion unica.

e r < n <= compatible indeterminado; la solucion general depende de n — r
pardmetros.

Demostracién: La primera parte del teorema (condicién de compatibilidad) equivale a
la observacion previa a dicho teorema: b es combinacion lineal de las columnas de A si 'y
sélo si r(A|b) = r(A) = r. En ese caso el sistema es compatible; en cualquier otro caso
(r(Alb) > r) es incompatible. En los casos compatibles, las soluciones vienen dadas en
funcién de n — r pardmetros (es lo que afirma la Proposicién 5). En particular, el caso
r = n indica que la solucion viene dada por n —r = 0 pardmetros; ello quiere decir que
la solucién es tnica. (Obsérvese que esto se verifica cuando 7 (A) = n, es decir, cuando y
sélo cuando todas las columnas de A son independientes). U

2.4.3. Resolucién de sistemas lineales por reducciéon gaussiana

Observacion: Dado un sistema lineal Ax = b, de matriz de coeficientes A € K"™*" y
una matriz Q € K™*™ invertible, el conjunto de soluciones del sistema anterior coincide
con el de

QAx =Qb (2.67)

y se dice que este iltimo sistema es equivalente al Ax = b.

Esta observacién permite pasar de un sistema inicial a otro que posee las mismas
soluciones pero que quiza es mas facilmente resoluble; el objetivo es que la nueva matriz
de coeficientes QA sea matriz triangular o escalonada. ;Cémo conseguir que QA tenga
forma escalonada? Recuérdese el concepto de operacién elemental por filas, equivalente
a premultiplicacion por la correspondiente matriz elemental, que siempre es invertible.
Pues bien, aplicando operaciones elementales de reduccion gaussiana convertimos A en
una matriz escalonada Ey - - - EsE; A esta nueva matriz es QA, donde Q = E;, - - - EoE;4.

Obsérvese que la matriz ampliada del sistema inicial es (A|b) y la del nuevo sistema
es (QA|Qb). Ello significa que, aplicando dichas operaciones elementales sobre las
filas completas de la matriz ampliada, obtenemos un sistema equivalente y facilmente
resoluble. En esto consiste el método de reduccion gaussiana.

Veamos este procedimiento con mas detalle: a la hora de resolver un sistema lineal,
realizamos operaciones elementales por filas sobre la matriz ampliada (A|b), lo que



Capitulo 2 45

equivale a premultiplicar A y b por una misma matriz invertible, obteniendo un sistema
equivalente.

Nuestro propoésito sera llegar a una configuracién de la forma (ejemplo de tamano
4 x 6)

B o« x x x x | x
0O M *x *x % *x | %
0O 0 M *x x *x | % <2'68>
0O 0 0 M % x | %

en donde el simbolo M denota elementos no nulos, y el simbolo * elementos cualesquiera.
En este ejemplo, el sistema serd compatible indeterminado, dependiendo la solucién
general de 6 — 4 = 2 parametros; podemos dejar libres dos incégnitas, por ejemplo x5 =
A, 26 = VA, 1 € K, despejando de abajo a arriba las cuatro restantes en funcion de
éstas.
Si se llega a una situacion de la forma

, (2.69)

* % %

|
0
0
0

oo B +
o % % %
O % ¥ %
O % % %

=N EEIE

entonces el sistema serd incompatible (r(A) =3 y r(Alb) = 4).
Para llegar a estas configuraciones de matrices escalonadas, se sigue el siguiente
algoritmo:

= Sies ay; # 0, se efectiia para cada fila 2,3, ..., m la operacién
F =F, - “'F, (2.70)
an

es decir, a cada fila le restamos el adecuado multiplo de la primera para hacer ceros
en la primera columna, obteniendo

H = x| %
0 =x * | *

(2.71)
0 * -+ x | *

Si es a;; = 0, se escoge una fila k tal que sea ax; # 0, y se intercambian las filas
1 y k; a continuacién, se procede como se explicé antes. Si todos los elementos de
la primera columna son nulos, el valor x; de la primera incognita es arbitrario y se
pasa al siguiente paso.

El siguiente paso es proceder del mismo modo con la columna 2, para las ecuaciones
3,...,n. Si fuesen nulos todos los ab, , k =2,...,n, se tendria ya hecho el trabajo sobre
la columna 2 y se pasaria a operar con la 3. En caso contrario:
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Si es ajy, # 0, se hacen las operaciones

!
QU
7 7

F, , i=3,4,...,m, (2.72)

o
y si es ajy, = 0, se intercambia la fila 2 con alguna posterior cuyo elemento aj, sea no nulo,
haciéndose a continuacién las operaciones dichas.

Reiterando el proceso, se llega a la matriz escalonada.

En cada paso no trivial hay que dividir por un elemento diagonal az(-ffl) que se deno-
minard pivote o, eventualmente, intercambiar dos ecuaciones para obtener un pivote no
nulo. Asi pues, en muchos casos es imprescindible efectuar operaciones de intercambio de
filas. Por ejemplo, si tuviéramos

(2.73)

coo R
¥ ¥ B *
* X K X
* ¥ ¥ ¥
* % X X
¥ ¥ ¥ ¥

o Bl o x

serfa imposible anular el elemento ags, por lo que se procederia a intercambiar las filas 2

y 3.
En ocasiones puede llegarse a configuraciones como

m
0
0 (2.74)
0

oo B +
O O ¥ ¥
o B x ¥
O ¥ ¥ ¥
B o+ *x x
* % ¥ ¥

que nos obligan a tomar como variables libres algunas de las incégnitas intermedias (en
el ejemplo mostrado, la 3* y la 5%).
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2.5. Ejercicios

2.1.— Una aplicacién lineal f : R? — R? verifica
2 -5
(3)-1) o)
1 4
Calcular la imagen por f del vector ( _? ) Hallar asimismo la matriz de la aplicacion

lineal f.

2.2.— Hallese la matriz A que cumple:

A(3)-(a) A0)-(3)

2.3.— Para cada numero real a se considera la matriz

1 a —1 2
A=|2 -1 35
1 10 -6 1

Hallar unas ecuaciones paramétricas del nicleo de A y una base del subespacio imagen
de A.

2.4.— Sea A una matriz que verifica

1 1 1 2 1 3
Al1]=2], A|l1]|=| o], Alo]|=]2
1 3 0 —2 0 1

Se pide:
1. Escribir la matriz A.
2. Determinar una base de ker A y unas ecuaciones implicitas de Im A.

3. Dado el subespacio M = L[(1,2,0),(2,1,1)] de R?, determinar una base del su-
bespacio de los transformados de los vectores de M por la matriz A; es decir, de
{Ax, x € M}.

2.5.— De una matriz A € C*** se sabe que

A

=W N =
— N W

y que Im A ¢ ker A.
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1. Calctlese el rango de A.
2. Calculese el vector suma de las columnas de A.

2.6.— Calcular el rango de la matriz

a b b - b b

b adb --- b D

b b a --- b b
M =

bbb - a b

b b b - D

y deducir para qué valores de a y b es invertible.

2.7.— Calcular, empleando el método de Gauss-Jordan, las inversas de las matrices

Lo Lo
2928 1—1Z1—;
o2l 1 —i —1 i

2.8.— Hallar, usando el método de Gauss-Jordan, la inversa de la matriz

2 3 4

1 a a° a° «a

01 a a® d
00 1 a a
00 0 1 a
00 0 0 1

Probar que una matriz triangular es invertible si y sélo si todos los elementos de su
diagonal principal son distintos de cero y que, en ese caso, su inversa es una matriz
triangular del mismo tipo.

2.9.— Calcular, mediante el método de Gauss-Jordan, la inversa de la matriz

1 -1 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 O
0o -1 2 -1 0 0
o o0 -1 2 -1 0
o o0 0 -1 2 -1
o o0 0 0 -1 2

Generalizar el resultado obtenido a una matriz de orden n que tenga la misma estructura.
Este ejemplo pone de manifiesto que una matriz dispersa (es decir, con gran ntimero de
elementos nulos) no tiene por qué tener inversa dispersa.
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2.10.— En R3 se consideran las bases

B=(10,1),(-1,1,1),(1,-1,0)), V=1((2,1,1),(1,1,1),(1,-1,1)).
Se pide:
1. Hallar el vector de coordenadas de (2,1, 1) respecto a la base B.
2. Calcular la matriz de cambio de base de B a V.
3. A partir de lo anterior, determinar la matriz de cambio de base de V a B.

4. Calcular el vector de coordenadas respecto a la base ) del vector cuyas coordenadas
respecto a la base B son (1,2, 3).

2.11.— Sea A una matriz compleja. Demostrar que ker A" A = ker A y deducir la igual-
dad r (AhA) =r (A). Probar también que A"A = O si, y solamente si, A = O.

2.12.— Sea B una matriz n x m y C una matriz m X n, demostrar la siguiente propiedad
tr(BC) = tr(CB).

2.13.— Demostrar que una matriz A tiene rango 1 si y sélo si puede escribirse como
A = ab’ siendo a, b vectores columna no nulos. Deducir asimismo que, si A es cuadrada
de rango 1, entonces A? = tr(A)A.

2.14.— Resolver por el método de Gauss los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

20 +4y+82 =6

2c —y+3z+u+4v=2 dr +y+ 92 =12
dr+y+8z+u+12v =13 r+2y+42=3
—6x + 15y + 42z —du+v =27 or —4y + 62 =15

3r+5y+11z2=9

2.15.— Encontrar los vértices de un triangulo cuyos lados tienen por puntos medios los

puntos de coordenadas
(4,1),(2,3), (6,2).

. Quedan determinados los vértices de un cuadrilatero si se conocen los puntos medios de
sus lados? Generalizar estos resultados al caso de un poligono con un nimero cualquiera

de lados.

2.16.— Discutir segun los valores de los parametros a y b los siguientes sistemas de

ecuaciones
ar +y+z=1 ar +y+bz=1

r+ay+z=> r4+ay+bz=1
r+y+az=>b r+y+abz=>
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2.5.1. Cuestiones

2.17.— La matriz de cambio de la base B a la base V es

—_ = =

00
1 0 |. Siun vector
2 1

tiene coordenadas (1,2,0) respecto a B, {qué coordenadas tiene respecto a V'7:

O (A) (3,2,0)

(B) (1 3,5)
O (©) (1,1,-3)
(D) (=1,2,0)

2.18.— Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas (V) o falsas (F).

El producto de dos matrices invertibles es una matriz invertible

El producto de dos matrices simétricas es una matriz simétrica

Si A transforma vectores linealmente independientes en vectores
linealmente independientes, entonces su rango por columnas es maximo.

Si ker (A) = {0} entonces A transforma vectores linealmente independientes
en vectores linealmente independientes.

Si A es cuadrada, entonces el rango de A? es mayor o igual que el rango de A.

2.19.— Sean A, B, C matrices no necesariamente cuadradas. Indicar si las siguientes
afirmaciones son verdaderas (V) o falsas (F).

VI|F

Si AB = O, entonces o bien A = O o bien B = O.

Si A? = O, entonces A es necesariamente nula.

Si AB = AC entonces B = C.

Si AB = AC y A es cuadrada invertible, entonces B = C.
Si A es rectangular, de columnas independientes,
y AB = AC, entonces B = C.

Si A? = B? entonces A = £B.

2.20.— Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas (V) o falsas (F).
VIF

Si Ax = 0 tiene solucion tnica, entonces ker (A) = {0}
Si el sistema Ax = b tiene solucién tinica, entonces
el sistema Ax = 0 tiene como tnica solucién la trivial.
Si el sistema Ax = 0 tiene solucién tnica, entonces
el sistema Ax = b tiene solucion tnica.
Si Ax = b tiene solucién tnica, entonces Ax = v tiene solucién tnica.
Si b,v € Im (A) entonces
Ax = b es determinado < Ax = v es determinado.
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Producto escalar y ortogonalidad

3.1 Producto escalar y norma asociada en R". Desigualdades de Cauchy-Schwarz y
triangular.

3.2 Ortogonalidad. El suplementario ortogonal. El teorema de la proyecciéon ortogonal.
Familias ortogonales. Bases ortonormales. Matrices ortogonales. El método de orto-
normalizacion de Gram—Schmidt. Factorizacion QR.

3.3 Extensién a C".

3.4 Ejercicios. Cuestiones.

Introduccién

En los temas anteriores hemos atendido a propiedades cualitativas de los vectores:
pueden sumarse o multiplicarse por un nimero, etc. Ahora vamos a ver otras propiedades
de tipo cuantitativo: qué entendemos por longitud de un vector, como medir el angulo que
forman dos vectores, cémo proyectar un vector (sobre un subespacio), etc. En el plano
muchas de estas cuestiones pueden resolverse de forma bastante elemental, “con regla
y compas”. Queremos extender de manera natural las ideas intuitivas de la geometria
elemental tanto a R" como a C".

Nota: Por razones de notacién identificamos los vectores de R” y C™ con vectores columna.

3.1. Producto escalar y norma

Definicién 38 (producto escalar natural en R™) Dados dos vectores x,y de R" su
producto escalar es el niumero real

(x,y) = xly = ijyj = y'x. (3.1)
=1

ol
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De la definicién se desprenden las siguientes propiedades:
1. Distributividad, es decir: V u,v,w € R”, V A\, u € R
A+ pv,w) = MNu, w) + p(v,w); (u,A\v+ uw) = Xu,v) + p(u,w)  (3.2)
Se dice también que el producto escalar es lineal en cada componente.

2. Simetria:
VuveR" (uv)=(v,u). (3.3)
3. Positividad:

VueR" u#0 (wu)=uu=> uj>0. (3.4)
=1

Esta tltima propiedad es muy importante y motiva la siguiente
Definicién 39 (norma euclidea) Para cada vector u de R™ el nimero

[ul] == /{u,u) (3.5)
recibe el nombre de norma o longitud del vector.

Proposicién 17 La aplicacion que a cada vector u le asocia su norma ||ul| se denomina
norma asoctada al producto escalar y cumple:

I.VueR" ||u| >0, [u| =0 < u=0.
2.V AeR, YueR" |Aul =) |ul.

3. Vu,veR" |u+v|?=]ul?+2(u,v)+]|v]?*

Definicién 40 Dados dos vectores u,v € R" se define la distancia entre ellos:
d(u,v) :=|jlu—v|. (3.6)

Proposicién 18 (desigualdades de Cauchy-Schwarz y triangular) Sean u,v dos
vectores cualesquiera de R™. Entonces

1. La desigualdad de Cauchy-Schwarz nos da la relacion entre el producto escalar
de los dos vectores y sus longitudes:

VuveR" [(uv)|<lul v (3.7)

La igualdad se da si, y solo si, los vectores son proporcionales.
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2. La desigualdad triangular relaciona la suma de las longitudes con la longitud de
la suma:

VuveR" [|[ut+v] <ul+ v (3.8)

La igualdad se da si, y solo si, los vectores son proporcionales con constante de
proporcionalidad no negativa.

Demostracién: En virtud de la distributividad y de la simetria:
[u+Av|* = (u+ v, u+2v) = [[uf* + 2X(u, v) + X*[Jv|* (3.9)

cualquiera que sea A € R. Podemos suponer v # 0 (si v = 0 ambos miembros de (3.7)
son nulos). La expresion (3.9) es un polinomio de segundo grado en A mayor o igual que
cero para todo A. Su discriminante tiene que ser menor o igual que cero:

(w,v)? = ul*[v]* <0 <= (u,v)* < [Jul*]v]

Al tomar raices cuadradas positivas en ambos miembros queda demostrada la desigualdad.
Ademés, la igualdad en (3.7) equivale a [|lu + Av||*> = 0, es decir, u = —\v, para un
determinado valor de A: los vectores son proporcionales.

Para probar la desigualdad triangular elevamos al cuadrado el primer miembro de la
desigualdad, desarrollamos y aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

o+ vI* = fal* +2¢a, v) + [vII* < al* + 2[[ull [IvI]+ [IVI* = (fall + [Iv])*

Al extraer raices cuadradas positivas se llega al resultado deseado.
La igualdad se da si, y solo si, (u,v) = ||lu]| ||v]|, entonces u y v son proporcionales,
u = —)\v y ademas

0 < [ull [v] = (w,v) = (=Av,v) = =A||v|]

por lo que la constante de proporcionalidad (—\) es no negativa. O

Observacién: La desigualdad triangular dice que la longitud de una suma de vectores
no puede exceder la suma de las longitudes de ambos vectores. Intuitivamente es muy
natural; si pensamos geométricamente, los dos vectores definen un paralelogramo de lados
de longitudes ||ul| y ||v||, mientras que las longitudes de las diagonales son ||u £ v/||.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz permite definir el angulo entre dos vectores,

Definicién 41 Sean u,v dos vectores no nulos de R™, se define al dngulo ¢ que forman
como aquel cuyo coseno es

cos p = (u,v) . pelo,n]. (3.10)

[l v
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3.2. Ortogonalidad

Definicién 42 Dos vectores u,v € R" son ortogonales (o perpendiculares) si su pro-
ducto escalar es nulo: (u,v) = 0. En ese caso es frecuente escribir u L v.

Observacién: Si un vector es ortogonal a si mismo es nulo. Es consecuencia de la
propiedad de positividad. A veces esta propiedad se enuncia diciendo que el tinico vector
ortogonal a todos los del espacio es el nulo:

VveR" (u,v)=0=u=0. (3.11)
Teorema 7 (Pitdgoras) Dos vectores u,v € R" son ortogonales si, y solamente si
[+ v[* = [ful* + [Jv]*. (3.12)

Demostracion: Es consecuencia inmediata del apartado 3. de la proposicion 17. U

Proposicién 19 (suplementario ortogonal) Sea M un subespacio de R", el conjunto
M+ :={veR" Vuec M, (uv)=0} (3.13)

es un subespacio vectorial de R que es suplementario de M. Es decir, R® = M & M+,

Demostracién: Sea m la dimension de M. Identifiquemos M = Im A siendo A € R™*™
una matriz cuyas columnas son una base de M. Un vector x es de M+ si, y solamente si,
es ortogonal a los vectores de una base de M, es decir si A’ x = 0, asi pues M+ = ker A’
Como el rango de A es m, la dimensién del nicleo de A? es n — m, luego para que M
y M+ sean suplementarios basta que su interseccién sea nula; pero ello es evidente dado
que el Unico vector ortogonal a si mismo es el nulo, por lo que podemos concluir que
R" =M @ M+. O

Observaciéon: Notemos que este razonamiento puede hacerse también considerando una
matriz A cuyas columnas sean un generador de M, no necesariamente libre, en este caso
pueden variar sus dimensiones (habré tantas columnas como vectores posea el generador)
pero no su rango, que coincide con la dimension.

Observacién: De la relacién de dimensiones y de la definicién se desprende que (M*)+ =
M.
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Corolario: Dada una matriz real cualquiera A se verifica:

(Im A)* = ker A, (Im A")* = ker A. (3.14)

Teorema 8 (de la proyeccién ortogonal) Sea M un subespacio de R™. Entonces para
cada vector u € R™ existen tinicos v € M, w € M+ de forma que u = v + w; ademds,
para cualquier z € M se cumple d(u,z) = ||lu—z|| > |ju — v|| = d(u, V).

Demostracién: De R” = M @ M~ se desprende la descomposicién u = v +w, v € M,
w € M y su unicidad. En cuanto a la distancia, sea z € M cualquiera,

)
[l —z* = [(w=v) + (v =2)|* = [u=v|*+[}v —z|* > [ju—v|.

La igualdad en (x) se da en virtud del teorema de Pitagoras ya que (u—v) y (v —z) son
ortogonales (el primero es un vector de M=+ y el segundo es de M). U

Los resultados de este teorema motivan las dos definiciones siguientes:

Definicién 43 FEl vector v recibe el nombre de proyeccion ortogonal de u sobre M ;
lo denotaremos Pyu.

Definicién 44 Dado un subespacio M de R™, para cada vector u € R™ su distancia a M
se define como

d(u, M) := min{d(u,v), ve M} = [ju— Pyu|. (3.15)

Observacién: El teorema de la proyeccién ortogonal no solo garantiza la existencia del
minimo sino que establece que se alcanza precisamente en la proyeccién de u sobre M.

3.2.1. Familias ortogonales

Definicién 45 Un conjunto de vectores F = {uy,...,u,} de R" es ortogonal si (u;,u;) =
0 para i # j. Se dice que los vectores de F son ortogonales dos a dos.

Definicién 46 Un conjunto de vectores de R™ es ortonormal si sus vectores son orto-
gonales dos a dos y unitarios (es decir de norma 1).

Proposicién 20 Una familia ortogonal que no contiene el vector nulo es libre. En parti-
cular, toda familia ortonormal es libre.

Demostracién: Sea {u;,uy,...,u,} un conjunto de vectores tales que uju;, = 0, j # k.
Igualemos a cero una combinacion lineal:

)\1111 + )\21]2 +---+ )\sus == 0 (316)
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y multipliquemos escalarmente por u; para un indice k cualquiera,
Aubug + Aubug + - -+ Aubu, =0 (3.17)

la expresién queda reducida a

como el vector u; es no nulo, tiene que ser A\ = 0, haciendo variar k£ desde 1 hasta s
queda probada la propiedad. O
Corolario: (generalizacién del teorema de Pitdgoras) Si los vectores uy, ..., u,,

son ortogonales dos a dos, entonces

s+l = 4+ (3.19)

Observacién: El reciproco no es cierto para m > 2 como muestran los vectores

o (Yo () ()

para los que se cumple ||e; + e, +ul|? = ||e1||* + ||ez||> + ||u]|* = 4 pero no son ortogonales
dos a dos ya que por ejemplo (e, u) = 1.

Definicién 47 Una base ortogonal de R™ es aquella cuyos vectores son ortogonales dos
a dos; si ademds son unitarios la base se llama ortonormal.

Ejemplo:

() (1)) m- () 5 (2)

B, es una base ortogonal de R? mientras que B, es ortonormal.

Observacién: Sea B = (uy,...,u,) una base ortogonal de R" y sea v € R", entonces
" (v u]

(3.20)
Y e

Si en la base B normalizamos cada vector q; := u;/[|u;|| la nueva base B, = (qi, ..., q,)

es ortonormal y la expresion anterior se simplifica:

=3 (v.q)q, (3.21)
7j=1
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y el vector de coordenadas de v en la base ortonormal es muy sencillo:

<V’ q1>
ME | (3.22)

(v, dn)
Ademas, y conforme a la férmula (3.19), podemos expresar la norma:

vl = | S v, (3.23)

j=1

Mientras que el producto escalar de dos vectores v, w puede escribirse como:

Z v,q;)(q;, w (3.24)
7=1
Definicién 48 Una matriz Q € R™" es ortogonal si Q'Q =1, es decir Q' = QL.
Proposicién 21 Sea Q € R™™. Entonces son equivalentes:

1. Q es ortogonal.

2. Q conserva el producto escalar, es decir:
vx,y € R" (Qx,Qy) = (x,y).

3. Q conserva la norma, es decir:

vx e R" Qx| = [Ix]].

Demostracion: Comprobaremos la triple equivalencia mediante un razonamiento circu-
lar: (1) = (2) = (3) = (1).

(1) = (2) Sean x,y dos vectores cualesquiera, entonces:

(Qx,Qy) = (Qx)'Qy =x'Q'Qy = x'Ty = x'y = (x,y).
(2) = (3) Basta tomar x =y.
(3) = (1) Sean e;,e; dos vectores candnicos,

1Q(ei +€))1* = [ Qesll* + 2(Qes, Qe;) + [| Qe |*
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le; +e;11* = lleill” + 2(es, ;) + [le;

Por hipétesis los primeros miembros son iguales || Q(e; +€;)||* = ||e; +¢€;||?, igualemos los
segundos:

1Qeill” + 2(Qei, Qe)) + [ Qe;ll” = [lel|” + 2(ei, e;) + eI
< (Qe;, Qe;) = (e;,e;) < e!Q'Qe; = ele,

t 1 sii—i

= @@u={, 5i7]

Con lo que queda probado que Q'Q = 1. O

Observacion: Las columnas (y filas) de una matriz ortogonal Q constituyen una base
ortonormal de R™ con el producto escalar natural. Ademas, el hecho de conservar el
producto escalar y la norma se traduce en que también se conservan los angulos.

3.2.2. Ortonormalizacién de Gram-Schmidt y factorizacién QR

La base candnica en R" es ortonormal, pero pueden encontrarse otras bases ortonor-
males construidas con direcciones predeterminadas. En este apartado se demuestra este
resultado y se estudian algunas consecuencias importantes de este hecho.

Teorema 9 (Gram-Schmidt) Sea {uy,us,...,u,} una familia libre en R, entonces
existe una familia ortonormal {qi,qs,...,qmn} tal que
Lluj,ug,...,u] = Llqi,q2, ..., q), k=1,2,...,m. (3.25)

Demostracion: Es de tipo constructivo,

ug
ar = 17—
[ |
N Q2
qe = Uz — <U27Q1>Q1> Q2 = ”512H
(3.26)
~ q
qr = Ui — (uka(h>0h — <Uk,Qkf1>Qk71, qr = quH k=3,...,m.
O

Observemos que el procedimiento seguido consiste simplemente en restar a cada vector
su proyeccion ortogonal sobre el subespacio engendrado por los vectores anteriores; es
decir, en la etapa k restamos al vector uj su proyeccién sobre L[uy, ug, ..., u;_1], como
puede verse en la figura 3.1.
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v

Figura 3.1: Gram-Schmidt para tres vectores

Consecuencia importante

Sea. M un subespacio de R"™ de dimensién m y B = (uy,..., W, Wpit, ..., U,) una
base de R™ obtenida completando una base de M; al ortonormalizar por Gram-Schmidt
obtenemos una base ortonormal B, = (qi, ..., Qm; Qms1, - - - dn) de R™ Los vectores de
esta base pueden agruparse de modo que los m primeros (q,...,q,) constituyen una
base ortonormal de M y el resto (Qu41, . -,d,) una base ortonormal de M*.

Teorema 10 (factorizacion QR) Sea A € R"™™ de rango m, entonces existen matri-
ces Q € R™™ y R € R™™ tales que Q'Q =1, R es triangular superior con elementos
positivos en su diagonal y tales que A = QR. Ademds la factorizacion es unica.

Demostracién: (no exigible) Para demostrar la existencia basta con aplicar el método
de Gram-Schmidt a las columnas de A que son linealmente independientes (por hipétesis
el rango de A es m), llamemos uy, a las columnas de A y denotemos por qi los vectores
obtenidos por Gram-Schmidt, despejemos en (3.26) los vectores uy:

u; = [[w|qq,

uy = (ujqy) qu + [Juz — (uhar) a1l g2

u, = (u}‘;%) q + (UZ(D) q+---+ (111/‘;;%71) Q-1 + |Jug — 1111:;%4 qr-1— " — UZOh qi|| qx
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y escribamos matricialmente el resultado:

Xk *
0 * --- =%
(w w - wp)=(@ @ - d9du)| . . . . |=QR.

Observemos que la matriz R puede contemplarse como la matriz de paso de la base
de Im A formada por las columnas de Q a la base formada por las columnas de A. Es
evidente que R es triangular superior con elementos positivos en la diagonal.

En cuanto a la unicidad, supongamos dos factorizaciones A = QR = PT que cumplan
los requisitos, es decir Q'Q = I, P'P = I, R y T triangulares superiores con elementos
diagonales positivos, y concluyamos que son iguales. Sigase atentamente la siguiente ca-
dena:

I=QQ=(PTR ) PTR' = (TR ") P'PTR ' = (TR')' TR

La matriz TR™ es triangular superior y su inversa es su traspuesta, pero la inversa de
una matriz triangular superior es triangular superior y su traspuesta es triangular inferior,
ambas cosas simultdneamente solo son posibles si TR™! es diagonal e igual a su inversa.
Si llamamos r; > 0 a los elementos diagonales de R y t; > 0 a los de T tenemos:

t tm _ . r T'm
TR :diag(l,...,), RT 1:d1ag<1,...,>
1 'm tl tm
ti T
TR =RT ' = —=_—==r=t=r
T i
Se concluye que TR™ =1y por tanto T = R: la factorizacién es unica. (Il

3.3. Extension a C"

Todo lo visto anteriormente puede extenderse al espacio C"; el producto escalar se
define del siguiente modo:

Definicién 49 (producto escalar usual) Dados u,v € C", su producto escalar usual

es (u,v) = u'v = vhu.

Propiedades
De forma analoga a como ocurria en el caso real, se tienen las siguientes propiedades:
1. Linealidad en la primera componente, es decir:

Vuv,weC" VAueC Au+pv,w)=Au,w)+ ulv,w). (3.27)



Capitulo 3 61

2. Simetria hermitica:

VuveC" (uv)=(v,u). (3.28)

3. Positividad:
VueC",u#0 (uu)eR, (uu) >0 (3.29)

Observacién: Las propiedades 1 y 2 conjuntamente implican una propiedad llamada
antilinealidad en la segunda componente:

Vuv,weC" VA pueC (ulv+puw)=Xu,v)+auw). (3.30)

Cuando una aplicacién sobre C" x C" es lineal en la primera componente y antilineal en
la segunda se dice que es sesquilineal.

. 141 1—2 '
Ejemplo: El producto escalar de u = < 9_ ) por v = < 94+ 3 ) es:

1+

(u,v)=vhu=(1+2i 2_3i)<2—i

) =1+20)(1+4)+(2—-34)(2—1i) = —5i.

Observemos que el orden de los vectores es importante ya que, en virtud de la simetria
hermitica, (v,u) = (u, v) = 5i.

Norma y propiedades relacionadas

La definicién de norma es idéntica a la dada en (3.5),

ueC” |lul| =/(u,u) = vVuru = il\uj\z. (3.31)

1+
Ejemplo: Lanormadeu= | 2—1i | es|ul = \/|1 +i2+2—i24+1=2V2.
—1

Observacién: Las propiedades enunciadas en R generalmente son validas en el espacio
C™; por ejemplo, las desigualdades de Cauchy-Schwarz y triangular se cumplen en el caso
complejo si bien las demostraciones que hemos dado solo son vélidas en el caso real. El
teorema de Pitagoras solo se cumple en su versién generalizada, es decir, la igualdad
lu+v||* = |lu||* + ||v]|* para vectores u,v € C" no implica la ortogonalidad (véase el
ejercicio 3.16).
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3.3.1. Matrices unitarias

Definicién 50 (matriz unitaria) Una matriz U € C"™" es unitaria si U"U = 1.
Enunciamos (sin demostracién) el equivalente de la proposicién 21 para matrices unitarias.
Proposicién 22 Sea U € C* ™. Entonces son equivalentes:

1. U es unitaria.

2. U conserva el producto escalar, es decir:

Vx,y € C* (Ux,Uy) = (x,y).

3. U conserva la norma, es decir:

vxeC" [Ux| = ix].

Observacién: Como en el caso real, las columnas (y filas) de una matriz unitaria cons-
tituyen una base ortonormal de C™ con el producto escalar natural.

Ejemplo: La matriz

alid)

es unitaria. Sus columnas forman una base ortonormal de C2.

3.4. Extension a espacios vectoriales generales

En esta seccion presentamos generalizaciones de los conceptos de producto escalar y
norma euclidea definidos en la seccién 3.1 para el caso real, y en la seccion 3.3 para el
caso complejo.

Definicién 51 Sea V' un espacio vectorial general sobre el cuerpo K (K =R o C). Una
funcion (-,-) : V. xV — K es un producto interior si para todo x,y,z € V y todo
A 1€ K se verifican:

1) (Ax+ py,z) = \x,z) + uly, z). (Linealidad en la primera componente)

2) (x,y)=(y,x) (Simetria Hermitica)

3) (x,x) >0, y (x,x) =0 siysolo six=0 (No negatividad y positividad)
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Observacién: Si K = C, se tiene que las propiedades 1) y 2) implican la antilinealidad
en la segunda componente:

Vx,y,zeV,VApueK (x,Xy+pz)=Xxy)+7a(x z).

En el caso K = R la propiedad 2) se convierte en (x,y) = (y, X), y la antilinealidad toma
la forma
Vx,y,zeV, VA ueK (x,\y+ pz) = Xx,y) + u(x, z).

Ejemplos:

a) Consideremos el espacio vectorial V' = R™. De las propiedades que se desprenden
de la definicién 38, se tiene que la funcién (x,y) := x'y = X7, 7;9; = y'x, es un
producto interior sobre R".

b) Andlogamente, se tiene que en el espacio vectorial V' = C" (definicién 49) la funcién
(u,v) :=u'v =7, u;7; = v"u, define un producto interior en C".

Nota: Los productos interiores de los ejemplos a) y b) son llamados a menudo “producto escalar”.

¢) Sean x = (x1,23) e y = (y1,y2) elementos en el espacio vectorial R?. Consideremos
la funcién definida por

<X7 Y> = X1Y1 — Tolh — T1Y2 + 4T2Ys. (3.32)

Dado que (x,x) = (x; — x2)% + 323, se tiene (x,x) > 0 si x # 0. Las propiedades
1) y 2) se pueden demostrar de manera sencilla. Por tanto, la funcién definida en
(3.32) es un producto interior en R,

d) Sea V= Cla,b] el espacio vectorial de todas funciones reales continuas en el intervalo
la, b]. Consideremos la funcién (-, -) : Cla,b] x Cla,b] — R definida mediante

b
(f.9) = [ Fgt)at
Se puede demostrar que dicha funcién es un producto interior en C|a, b].

e) Sea V = R"™ " el espacio vectorial de la matrices reales de orden m x n. Para
A B € R™*" es sencillo demostrar que la funcién

<A, B> = tI‘(BtA) = Z Z CLz‘jbi]’,
i=1j5=1

es un producto interior en R™ " Aqui tr(B'A) denota la traza o suma de los
elementos diagonales de la matriz B'A cuadrada de n x n .
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Definicién 52 Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K(K = R o C). Una funcion
| -] : V — K es una norma si para todo x,y € V y todo A € K se verifican:

1) [|x]| >0, y ||x|| =0 si y solo six =0 (No negatividad y positividad)
2) ||Ax]|| = |Al]]x]] (Homogeneidad)

3) Ix+yl <|x|+ |yl (Desigualdad triangular)

Ejemplo: SiV es un espacio vectorial dotado de un producto interior (-, -), se tiene que

la funcion
1x]| ==/ (x,%),

estd bien definida y es llamada norma asociada (o norma inducida) al producto interior
(-,-). Para més ejemplos de normas que utilizaremos durante el curso, ver la seccién 7.3.
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3.5. Ejercicios

3.1.— Dados los vectores (2,—1,1) y (1,0, 1), hallar su producto escalar, sus normas y
el angulo que forman.

3.2.— Sean v y w dos vectores distintos de R™, (n > 3). Utilizar la desigualdad triangular
para demostrar que si se cumple la igualdad

[x = vl +llx = wl = [lv—wl
entonces x pertenece al subespacio generado por v y w.
3.3.— Hallar los valores de a,b y ¢ para que sea ortogonal la familia
{(1,-2,1,0),(1,a,3,-7),(b,4,—1,¢)}.

3.4.— Demostrar que dos vectores v y w tienen la misma norma si y solo si su suma
v + w y su diferencia v — w son ortogonales.

3.5.— Sean F'y G subespacios vectoriales de R™. Demostrar las siguientes igualdades:
L. (F+G)r=F-nGh.
2. (FNG)t =F++Gt

3.6.— Hallar una base ortonormal del plano x + y = 5z, de forma que su primer vector
sea proporcional a (1,—1,0).

3.7.— Probar que los siguientes subespacios son suplementarios ortogonales en R™:
L:zi+---+z,=0 M: g ==,
Calcular la proyeccion ortogonal del vector (1,0,0,--- ,0) sobre L.

3.8.— Determinar la proyeccién ortogonal del vector (1,—1,0,2) sobre el subespacio
generado por los dos vectores (1,1,0,1) y (0,2,—1,1).

3.9.— En el espacio euclideo R* se considera el subespacio M generado por los vectores
(1,0,1,1),(1,1,0,1) y (1,1,1,0). Se pide:

1. Calcular una base ortonormal del subespacio M.

2. Descomponer el vector b = (7,7,7,7) como suma de sendos vectores de M y de

ME.

3.10.— Escribir la distancia del vector (1,3,2,0) al subespacio de R* de ecuaciones z; =
To, Tz = T4.
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3.11.— Dados dos vectores uy v # 0 de R", se pide:

1. Determinar la proyeccién ortogonal de u sobre la recta generada por v.

2. Expresar la proyeccién anterior como el producto de una matriz por el vector u.

3. Sea n = 3. Escribir la matriz P del apartado anterior para el vector v = (1,1, 1)
., Cudl es su rango? Determinar bases ortogonales de ker P e Im P.

4. Determinar una base ortonormal de R? cuyo primer vector sea proporcional a v =
(1,1,1)%

3.12.— Sea a el menor entero positivo para el cual

1 0 1
0 1,{al,]1
1 1 0

es una base de R3. Se pide ortonormalizarla por Gram-Schmidt.

3.13.— Determinar la factorizacién QR de la matriz:

-3 0 8
2 -1 =2
2 2 =7
2 2 =2
2 2 =2

3.14.— Calcular todos los posibles valores reales de a,b y ¢ para que la siguiente matriz
sea ortogonal:

0 2b c
a b —c
a —b c

3.15.— Sea Q una matriz ortogonal de segundo orden y determinante igual a 1.

1. Calcular su forma mas general.

2. Interpretar el significado geométrico de la transformacion x — Qx.

: 1 L 1 )
3.16.— Dados los vectores complejos u = ;) yv= , estudiese si son ortogo-

i
—1
nales y compruébese que se cumple |[u + v||? = ||[u|* + ||v|*.
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3.17.— Sean u,v € C" tales que
[u+v]? = [al* + [IV]* A lu+v]? = [lul* + [[v]?
. Puede concluirse que son ortogonales?

3.18.— Calcular todos los posibles valores reales de a y b para que la siguiente matriz

sea unitaria:
a bi
a —bi |-

3.19.— Sea U = A +1B, con A y B reales, una matriz compleja unitaria. Comprobar

que la matriz
A —-B
-5 %)

es ortogonal.

3.5.1. Cuestiones

3.20.— En C? se considera el plano P de ecuacién = + (1 + )y — 2z = 0. Decidir sobre
la veracidad o falsedad de las siguientes proposiciones.

1. Los vectores reales de P tienen segunda componente nula.
2. Siu € P entonces u € P.

3. El tnico vector real de P es el vector nulo.

4. El vector (0,1 —4,1) pertenece a P.

5. El vector (1,1 + i, —2) es ortogonal a P.

3.21.— Sean F'y G dos subespacios de R". Decidir sobre la veracidad o falsedad de las
siguientes proposiciones.

. FCG=Ftcagt

2. FCG=GtcF+

3. RP=F®eG=R'=FtaGt
4. RP=F®Gt=F=G

3.22.— Sea A € R™" tal que (u, Au) = 0 cualquiera que sea u € R". Decidir sobre la
veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.

1. A es nula.
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2. Los elementos diagonales de A son nulos.
3. det A =0.

4. Vi, ay; = —aj;

5. A es antisimétrica.

6. R" =ImA @ ker A

3.23.— Sea A € R™ . Decidir sobre la veracidad o falsedad de las siguientes proposi-
ciones.

1. A simétrica = R" =Im A @ ker A
2. R" =Im A @ ker A = A simétrica.
3. A antisimétrica = R®" = Im A @ ker A

4. Im A = (ker A)* = A simétrica.
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Proyecciones ortogonales y sus
aplicaciones

4.1 Matriz de proyeccion ortogonal sobre un subespacio.

4.2 Fl problema de minimos cuadrados. Soluciones de minimos cuadrados de un sistema.
Solucién de minima norma de un sistema compatible indeterminado. Solucién de
minimos cuadrados y minima norma de un sistema.

4.3 Matriz de simetria ortogonal respecto a un subespacio.
4.4 El producto vectorial en R3.
4.5 Giros en R? y R3.

4.6 Ejercicios.

4.1. Matriz de proyeccién ortogonal

En el capitulo anterior, se dio la definicion de proyeccién ortogonal de un vector sobre
un subespacio (Definicién 43), que a su vez se basaba en el Teorema de la proyeccién
ortogonal (Teorema 8). Recordémoslo aqui: Si M es un subespacio de R™, entonces para
cada vector u € R™ existen tnicos v € M, w € M+ de forma que

u=v-+w.

El vector v recibe el nombre de proyeccién ortogonal de u sobre M. Asimismo, w es
la proyeccién ortogonal de u sobre M*.

A continuacion vamos a deducir que este vector proyectado puede calcularse mediante
una matriz, la llamada matriz de proyeccién ortogonal. Para ello, consideremos que M
es un subespacio de R" de dimensiéon m, y sea By, = (uy,...,u,,) una base ortogonal
de M; por otro lado, su subespacio ortogonal M= tiene dimensién n — m, y denotemos
Byt = (Wnq1, - .., 1,) una base ortogonal de M. Entonces, la reunién de dichas bases es

69
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=1
1
A~
=

M

Figura 4.1: Proyeccién ortogonal de u sobre el subespacio M

una base ortogonal de R™, y segun la ecuacién (3.20), todo vector u € R™ puede escribirse
como

" (u,u n u, u;
S, § ),

Pues bien, esta expresion puede reescribirse como u = v+w, donde el primer sumando
v es un vector perteneciente a M (es combinacion lineal de una base de M) y el segundo
sumando w es un vector perteneciente a M+ (es combinacién lineal de una base de M+).
Por tanto, v es la proyeccion ortogonal de u sobre M (y w es la proyeccién ortogonal de
u sobre M*). En otras palabras, la proyeccién ortogonal de u sobre M puede calcularse
de la siguiente forma: basta encontrar una base ortogonal de M, (uy,...,u,,), y obtener
el vector

_ i u ) (4.1)

P

Paralelamente, la proyeccién ortogonal de u sobre M+ es

n .
w= Z . uj2> u;,

aunque también se puede calcular como w = u — v.
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Asi pues, el vector proyectado puede expresarse como

v o= Z AT

- (Z ||u]||2)

donde hemos utilizado que (u, u;) = uéu. Obsérvese que la tultima expresion es un produc-
to de matriz (entre paréntesis) por el vector u. Por tanto, hemos demostrado que existe
una matriz, que denotaremos P, con

_ gt _

J=1

(u, u;)

Py = J (4.2)

tal que v = Pjpyu. Esta matriz que proporciona el vector proyectado sobre M recibe el
nombre de matriz de proyeccion ortogonal sobre M. Ahora que hemos demostrado su
existencia, podemos definirla asi:

Definicién 53 (matriz de proyecciéon ortogonal sobre un subespacio) Sea M un
subespacio de R™; se dice que Py € R™™ es matriz de proyeccion ortogonal sobre
M si, para cada u € R™, Pyu es la proyeccion ortogonal de u sobre M.

Una forma general de calcularla es mediante la expresién (4.2). En particular, la matriz
de proyeccién ortogonal sobre la recta generada por un vector no nulo v es

1
PL[v] 7VVV (4.3)

En general, la ecuacién (4.2) indica que la proyeccién ortogonal de un vector sobre
un subespacio se obtiene sumando las proyecciones ortogonales de dicho vector sobre las
rectas vectoriales generadas por los vectores de una base ortogonal de dicho subespacio.

A continuacién, damos otras expresiones de la matriz de proyeccion ortogonal:
Proposiciéon 23

= 51 Q es una matriz cuyas columnas forman base ortonormal del subespacio M,
entonces la matriz de proyeccion ortogonal sobre M es

Py = QQ! (4.4)

= 51 A es una matriz cuyas columnas forman base del subespacio M, entonces la
matriz de proyeccion ortogonal sobre M es

Py = A(A'A) A" (4.5)
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Demostracién: El primer apartado se deduce de la expresién (4.2), sin mas que tomar

u,

|uy |

q; 3=|

con lo que los vectores q; son ortogonales y unitarios:

t

q;
m qt
Py = quq; = ( 4 92 - dm ) .2 =QQ".
Jj=1 t
9

Para el segundo apartado: dado que las columnas de A forman base de M, recordemos
que una forma de obtener una base ortonormal de M es la factorizacion QR de A. En
efecto, si A = QR (con Q de columnas ortonormales y R triangular superior invertible)
entonces las columnas de Q son base ortonormal de M, y por tanto, podemos aplicar la
expresion (4.4) tomando Q = AR™:

Py = QQ'=(AR')(AR!) =AR' (R A’
~ ARR) 'A'=A(A'A) A"
En el dltimo paso se ha utilizado que
A'A =(QR)'(QR) =R'Q'QR =R'R

yva que Q'Q =1 al tener Q columnas ortonormales. Esto concluye la demostracién. [

4.1.1. Propiedades de las matrices de proyeccién ortogonal

Se cumplen las siguientes propiedades:

» Py, es simétrica (P}, = Pj,) e idempotente (P3, = Pj;), como se deduce de la
anterior expresion (4.2) de Py,.

» ImPy; = M y ker Py = M+, por lo que Im P, v ker P, son subespacios suple-
mentarios ortogonales.

» Si Py, es matriz de proyeccién ortogonal sobre M, P, =1 — Py lo es sobre M*.

Proposicion 24 Si una matriz P € R™*" es simétrica e idempotente, entonces es matriz
de proyeccion ortogonal sobre su imagen.

Demostraciéon: En efecto, para cada u € R” se tiene que u = Pu+u — Pu. Se cumplen
Pu € Im P y, por las propiedades de P, u — Pu € ker P = (Im P)L. Por tanto, Pu es la
proyeccion ortogonal de u sobre Im P. O
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Noétese que Im P = ker (I — P).

Todo lo anterior es similar en el caso de C" sustituyendo la trasposiciéon por traspo-
sicion y conjugacion, resultando la matriz de proyeccion ortogonal sobre un subespacio
hermitica e idempotente.

4.2. Los problemas de minimos cuadrados y de mini-
ma norma

4.2.1. Introduccion

Muchos de los problemas que surgen en Ingenieria se formulan como un sistema lineal
Ax = b del que se busca la solucién x. En el caso de que dicha solucién exista y sea tinica,
hemos visto varios métodos para calcularla. Pero sy si el sistema no tiene solucion, o bien
la solucion no es unica? De hecho, ambos casos se dan frecuentemente en Ingenieria:

» Por un lado, en numerosa ocasiones el sistema Ax = b resulta incompatible: o bien
porque se trata de un problema con demasiadas restricciones y no tiene solucién,
o bien porque el sistema pasa a ser incompatible debido a errores de medida o
de redondeo de datos. En este caso, es natural buscar aquellos valores de x que
minimicen ||b — Ax||. A estos valores se les denomina soluciones de minimos
cuadrados (o pseudosoluciones) del sistema.

= Por otro lado, en problemas con pocas restricciones se obtienen sistemas compati-
bles indeterminados: poseen infinitas soluciones entre las cuales hay que escoger
una. A veces es 1til elegir aquella solucién x cuya norma [|x|| sea minima (por ejem-
plo, en los casos donde se busca la solucién de minima energia). A dichas soluciones
se les denomina soluciones de minima norma del sistema.

4.2.2. Soluciones de minimos cuadrados de un sistema

Sea A € R™"™ y b € R™. En caso de que el sistema Ax = b sea compatible, sus
soluciones coinciden con aquellos valores de x para los cuales |b — Ax|| = 0. En caso de
que el sistema sea incompatible, Vx € R™ : ||b — Ax|| > 0, luego tiene sentido buscar los
vectores X que minimizan ||b — Ax||. Empleando la férmula (3.15), se tiene

min{||b — Ax||,x € R"} = min{d(b,v),v € ImA} = ||b — Py, ab||.

Se concluye que xo € R” hace minima la norma |[|b — Ax|| si y solo si es solucién
de Ax = Pp,ab (sistema siempre compatible). Esto nos lleva a adoptar la siguiente
definicion.

Definicién 54 (solucién de minimos cuadrados) Se denomina soluciéon de mini-
mos cuadrados o pseudosolucion del sistema lineal Ax = b a cualquier solucion del
sistema Ax = P, Ab.
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i

ImA

Im A

Observacién: Si el sistema Ax = b es compatible, entonces sus soluciones coinciden
con sus soluciones de minimos cuadrados.

Definicién 55 (vector residuo) Se define el vector residuo del sistema Ax = b como
r:=b—Pp,ab.

No es necesario calcular explicitamente Py, ob para hallar las pseudosoluciones, ya
que las siguientes ecuaciones proporcionan otro método de calculo.

Definicién 56 (ecuaciones normales) Dado un sistema Ax = b, se denominan ecua-
ctones normales asociadas a €l a las siguientes:

A'Ax = A'b. (4.6)

Observacién: El sistema de ecuaciones normales A'Ax = A'b es siempre compatible,
va que Im A" = Im(A'A).

Proposicion 25 xq es solucion de minimos cuadrados del sistema Ax = b si y solo si
Xo es solucion de las ecuaciones normales de dicho sistema.

Demostracién:
A'Axg=A'b & A'(b—Ax)) =0 v:i=b—Axy € kerA' = (ImA)* &

b=v+Ax; € (ImA)" $ImA & Axy) = Piyab.
O

La solucién xy de minimos cuadrados es tnica si y solo si dimker A = 0 si y solo si
r (A) = n. Ademds, en este caso 7 (A'A) =r (A) = n, luego A*A es regular y la solucién
de minimos cuadrados es xo = (A'A)~" A'b.
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Otra forma de llegar al mismo resultado es la siguiente: puesto que r (A) = n, la
matriz de proyeccién ortogonal sobre Im A es A (AtA)_1 Aly

Axo = Pruab=A (A'A) ' A'D.
Dado que r (A) = n, la ecuacién anterior se verifica si y solo si xo = (A'A)~" A'b.

Ejemplo: Calculo de un area por minimos cuadrados

En este ejemplo vamos a calcular de forma aproximada el drea de la superficie deli-
mitada por la grdfica de una funcion no negativa que se aproximard por un polinomio, el
cual a su vez se ajustard por minimos cuadrados.

Se precisa conocer el area de una determinada zona natural de dificil acceso. De la
imagen por satélite de googlemaps

se han tomado algunos valores de la frontera que se reflejan en la siguiente tabla:

x| —2]—1]1]2
fl)y | 3] 1]1]2

y permiten aproximar la zona mediante una funcién no negativa f : [—2,2] — R de forma
que el area de la zona coincide con el area limitada por la grafica de f, las rectas de
ecuaciones * = 2 y * = —2 y el eje horizontal. Ademas, el perfil del area en su limite
con el rio (véase la figura) se parece a una parabola. Por ello el drea buscada se aproxima,
mediante la féormula

S = /_Zp(x)dx

donde p es un polinomio de grado menor o igual que 2 que aproxima a la funciéon f. De
existir, se dice que p interpola la funcién en los puntos que coincide con ella.
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» En primer lugar buscamos un polinomio ¢(z) = ax? + Bz + v de forma que ¢(z) =
f(x) en los valores de la tabla, es decir:

da—28+~=3
a—pFB+v=1
at+fB+y=1
da+28+v=2

que matricialmente podemos escribir asi:

4 -2 1 3
1 -1 1 g_l
111 |1
4 2 1)07072 \2

—_—— ——

A b

Si este sistema fuese compatible ya tendriamos una aproximacién polinémica de la
funcién f, ahora bien, aunque la matriz A es de rango méaximo (es una submatriz
de una Vandermonde) es muy posible que el sistema sea incompatible, ya que un
polinomio de segundo grado queda caracterizado con 3 datos independientes; al tener
cuatro es mas probable que la informacion lejos de ser redundante sea contradictoria.

= Se comprueba (hédgalo el lector) que el sistema es incompatible, por lo tanto el po-
linomio ¢ que toma ezxactamente los valores de la tabla no existe. Podriamos refor-
mular el problema haciéndolo compatible escogiendo solo 3 puntos de interpolacion
en lugar de 4, pero esta aproximacion tiene el inconveniente de que al interpolar en
menos puntos el polinomio obtenido se parece menos a la funcion f. Otro plan-
teamiento consistiria en tomar un polinomio de grado 3, pero esto presenta algin
inconveniente, en particular que no podemos asegurar que dicho polinomio sea no
negativo y por tanto su integral no representaria un area.

= Llegados a este punto optamos por resolver el sistema por minimos cuadrados, en
este caso lo haremos resolviendo las ecuaciones normales A'Ay = A'b

340 10 a 22
010 0 g = -2
10 0 4 5 7

La solucién tnica de este sistema es (1/2,—1/5,1/2).

» Tomamos como polinomio de aproximacién a f el polinomio p(z) = 2?/2—xz/5+1/2.
Es facil comprobar que este polinomio es no negativo, o bien comprobando que no
tiene raices reales o bien expresandolo como suma de términos no negativos:

()_1< 1)2+12
PR =5\" "5 25
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Para calcular el area aproximada S que ibamos buscando, observamos que al ser el
intervalo simétrico respecto del origen, el sumando impar —z/5 tiene integral nula,
por lo tanto:

14

2 1 /2 2 8
S:/ p(:c)dx:f/(x2+1)d:c:/(x2+1)dx:f+2:—.
9 2./2 0 3 3

4.2.3. Solucién de minima norma de un sistema compatible in-
determinado

Sean A € R™*" y Ax = b un sistema compatible indeterminado. Se trata de encon-
trar, de entre todas sus soluciones, aquella cuya norma sea minima.

Sea x, una solucién de Ax = b. El conjunto formado por las soluciones del sistema
anterior es {x, +u: u € ker A}. Veamos cudl tiene la minima norma. Puesto que

R"=ImA'@ ker A,

x, se puede descomponer de forma tinica como x, = X +y, donde xo € Im A’ e
y € ker A. Obviamente, xg = PyyatX, € y = PreraX,.

Teniendo en cuenta que Im A’ y ker A son suplementarios ortogonales y utilizando el
teorema de Pitdgoras, se tiene:

2 2 2 2 2
I+ ull” = [lxo +y +ull” = [Ixo]|” + [ly + ul|” = [Ixo|,

luego la minima norma se alcanza en xg = Ppy, atX, = X, —y = X, — Pier aX,,. Observamos
ademas que la soluciéon de minima norma es tnica.

Dicha solucién xg es, por supuesto, independiente del vector x,, escogido inicialmente;
efectivamente, si X, es otra soluciéon de Ax = b, entonces x, — X, € ker A y
PIm Atf(p = PIm AtXp.

Las figuras situadas a continuacion ilustran el analisis anterior.

m=1; n=3
Yp Ax=b Ax=b

ker A

ker A

Figura 4.2: Solucién de minima norma de un sistema compatible indeterminado.
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Calculo de la solucion de minima norma de un sistema compatible indetermi-
nado

Un primer paso opcional es estudiar si el sistema incluye ecuaciones que sean com-
binacién lineal de las restantes y, en su caso, eliminarlas. Independientemente de que
se efectiie o no este paso previo de simplificacion, la solucion de minima norma puede
obtenerse por cualquiera de los siguientes métodos:

1. Proyectando ortogonalmente cualquiera de las soluciones del sistema sobre Im A®.
2. Determinando aquella solucién que pertenezca a Im A’

3. Eligiendo, de entre todas las soluciones del sistema, aquella que sea ortogonal al
ker A.

De los tres procedimientos, el més rapido suele ser el segundo, que se detalla a conti-
nuacion: buscamos un vector x, que satisfaga

y tal que xo € Im A’; es decir, serd una solucién de la forma xy = A'w para un cierto
w € R™. Sustituyendo esta expresion en (4.7), resulta el sistema compatible m x m

AA'w =Db, (4.8)

del que hallaremos una solucién wq que, finalmente, nos permitira obtener la solucion de
minima norma como xy, = Alwy.

= Si las filas de A son linealmente dependientes, el sistema (4.8) es indeterminado
(r (AAt) = r(A) < m). En ese caso solamente sera necesario el cdlculo de una

cualquiera de sus soluciones. Efectivamente, si wy y w; son dos soluciones de (4.8),
entonces w; — wy € ker AA! = ker A?, luego Alw; = Alwy,.

» Si las filas de A son linealmente independientes, el sistema (4.8) es determinado
(r (AAt> =71 (A) =m) y la solucién de minima norma puede hallarse como
xo = A'(AA")~'b. Efectivamente, en este caso la matriz AA" es regular, la solucién
unica del sistema (4.8) es (AAt)_1 b y la solucién de minima norma buscada es
AY(AAY) b,
Otro modo de llegar al mismo resultado es el siguiente: puesto que
r(AH) =r (AAt> = m, la matriz de proyeccién ortogonal sobre Im A’ es

-1
Al (AAt> A, luego la solucién de minima norma es

xo = Praax, = A' (AA") " Ax, = A’ (AAY) b,
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4.2.4. Solucién de minimos cuadrados y minima norma de un
sistema

Se considera un sistema Ax = b. Ahora se pretende determinar la solucién de minimos
cuadrados del sistema cuya norma es minima. Para ello, basta emplear los resultados
de los apartados anteriores. Como se ha expuesto, las soluciones de minimos cuadrados del
sistema Ax = b coinciden con las soluciones de sus ecuaciones normales A'Ax = A'b. De
ellas, la que tiene norma minima es la perteneciente a (ker A'A)+ = (ker A)* = Im A'.

Todo lo visto en este apartado es similar en el caso de A € C™*", sustituyendo la
trasposicion por trasposicion y conjugacion.

Ejemplo: Calculese la soluciéon de minimos cuadrados y minima norma del sistema

1 1 -1 0
2 1 -1 |[ ") |3
2 —1 1 217 9
1 -1 1 3 0

Solucion: Para calcular las soluciones de minimos cuadrados determinamos las soluciones
del sistema de ecuaciones normales

1 2 2 1 é}j 1 1 2 2 1 g
Lol =1 =1y ;0 =)= v -1 -1 ]
-1 -1 1 1 L1 1)\ -1 -1 1 1/){,
10 0 0Y [z 10
0 4 —4 Ty | = 1
0 —4 4\ -1

sistema que resulta compatible indeterminado, con soluciones
1
Ilz]., Igzz‘i‘/\, ZE3:>\ ()\GR)

De entre todas estas soluciones de minimos cuadrados, la de minima norma X, es
aquella que es ortogonal al ntcleo de la matriz de coeficientes del sistema. Dicho ntcleo,
de acuerdo con las soluciones encontradas, estd engendrado por el vector u = (0, 1, 1)t. Por
tanto, hay que determinar \ para que la solucién de minima norma xo = (1, 1/4 + X\, \)*
sea ortogonal al vector u; es decir,

1
1 1 1
t _ 1 i — i - __
uxo—(O 1 1) 4+)\)\ —4+)\+>\—2)\+4_0<:>)\— g
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Se concluye que la solucién de minimos cuadrado y minima norma igual a

Xp =

Q| =

o=

4.3. Matriz de simetria ortogonal

Definicién 57 (matriz de simetria ortogonal respecto a un subespacio) Sea M un
subespacio de R™ y Py la matriz de la proyeccion ortogonal sobre M. Entonces

es la matriz de simetria ortogonal respecto de M .

4.3.1. Propiedades de las matrices de simetria ortogonal

1
+ M

S. u

M
Figura 4.3: Matriz de simetria ortogonal
Se cumplen las siguientes propiedades:

= Sy es simétrica (Sy; = S%,) v ortogonal (Sy;Sh, = I). Es decir, S;; = Sy = S,

L SM:PM—PML
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= Si Sj; es matriz de simetria ortogonal respecto a M, entonces —Sj;; 1o es respecto a
M+,
» M =ker(Sy —I)=1Im (Sy +1)
= M+ =ker(Sy+I)=Im(Sy —1)

En particular, si M = L [v] es la recta engendrada por un vector no nulo v, la matriz
de simetria ortogonal es:

2
SL[v] = 7VVt —1I (410)

viv

Otro caso particular es la matriz de simetria respecto a un hiperplano H de R™ (es
decir, un subespacio de dimensién n—1), de ecuacién v'x = 0. La matriz de simetria
ortogonal respecto a dicho hiperplano es, por la férmula (4.10), Sy = —S L+ Dicha
matriz de simetria se llama matriz de Householder, y estd definida por el vector
v, no nulo, ortogonal a H. Su expresion es

2
H,=T- —vv' (4.11)

viv

Proposicién 26 Siuna matriz S es simétrica y ortogonal, entonces es matriz de simetria
ortogonal respecto a Im (S +1I).

Demostracién: Para que S sea la matriz de una simetria ortogonal (véase la relacién
(4.9)) es necesario y suficiente que

1

sea una proyeccion ortogonal; equivalentemente, por la proposiciéon 24, P = P2 = P! . De
la simetria de S se deduce inmediatamente la simetria de P, en cuanto a la idempotencia:

1 1 1
2—7 2:7 2 = — =
P’ = (S+1) 4(8 +28+1) S (S+D =P

Por tltimo, P es matriz de proyeccién sobre su imagen, pero Im P = Im (S + I). O

Todo lo visto en este apartado es similar en el caso de C", sustituyendo la trasposicion
por trasposicién y conjugacion, resultando las matrices de simetria ortogonal hermiticas
y unitarias.

4.4. El producto vectorial en R?

Definicién 58 (producto vectorial de dos vectores en R?) Dados dos vectores u =
(uy,ug,u3) y v = (v1,v9,v3) de R®, su producto vectorial u x v es

u X v = (UgU3 — U3V, UgV] — UIV3, U1Vg — U1 ).
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Esta expresion quiza no sea facil de recordar de memoria, por lo que suele calcularse
desarrollando por la primera fila (formada por los vectores candnicos) el determinante
stmbdlico

€e; €y e3
up Uy uz | = (ugvz — uzvg)ey + (ugvy — uvz)es + (ugve — ugvy)es
V1 Vg U3

4.4.1. Propiedades del producto vectorial

Sean u, v, w vectores cualesquiera de R3.

1. u X v=0<«= uy v son proporcionales
uXv=-vxu

ulv <= [lux v = [lullv]

Ll

Producto mixto: (u x v,w) = w' (u x v) = det (u|v|w)

4.4.2. El producto vectorial en forma matricial

Sea u € R3. Se cumple que, para cada vector v € R?

0 —Uus U9
uxv= ug 0 —up |v (4.12)
—U9 U1 0

La matriz anterior se denotard u.

Observacién: keru = L|u].

4.5. Giros en R? y R?

Definicién 59 (Matriz de giro) G € R™" (n = 2,3) es un una matriz de giro si es
ortogonal y su determinante es igual a la unidad.

4.5.1. Matriz de giro en R?

Sea G € R?*2 ortogonal y de determinante igual a 1. Conforme al ejercicio 3.46, dicha
cosp —senyp
seny  Ccosp

que G ( 1 ) = < cosp ) y G ( 0 > = ( Tseny ) Estos resultados tienen la siguiente
0 sen ¢ 1 cos

interpretacion geométrica: se trata de un giro, en sentido contrario a las agujas del reloj,
alrededor del origen de R? de dngulo de giro igual a ¢, tal como se indica en la figura 4.4.

matriz serd de la forma G = , donde ¢ € [0,27). Se tendrd, por tanto,
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e =(0,1)

2 COS () G(’:1

seng

<

P

- gen® COsQ erl= (1,0)’[

Figura 4.4: Giro en el plano

4.5.2. Matriz de giro en R?

Se comenzara utilizando el concepto geométrico de un giro de angulo ¢, alrededor de
un eje orientado en uno de sus dos sentidos. En el caso de un vector, basta proyectar
ortogonalmente dicho vector sobre el plano ortogonal al eje, efectuar el giro de angulo ¢
de dicha proyeccién, en dicho plano, segtin la regla de avance del sacacorchos en el sentido
del eje, y sumarle la proyeccion ortogonal del vector sobre el eje (véase la figura 4.5).

4.5.3. Calculo de la matriz de giro en funcién de la proyeccién
sobre el eje de giro (no exigible)

Si se considera P = uu’, matriz de proyeccién ortogonal sobre la recta L[u], donde
u es unitario, todo vector r puede descomponerse como r = Pr + (I — P)r, en donde
la primera componente permanece invariante mediante el giro de angulo ¢ y eje de giro
L[u] y la segunda, perteneciente al plano ortogonal al eje de giro, al girar se transforma
en cos p(I —P)r+senp u x (I - P)r.

Asi, pues, la matriz del giro puede escribirse en la forma

G=P+cosp (I-P)+senyp u(I-P)
y, dado que 4P = tiuu’ = O, ya que u € ker U, se tiene, finalmente

G =P +cosyp (I-P)+seneu (4.13)
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Figura 4.5: Giro en el espacio en funcién de la proyeccién sobre el eje de giro

Para demostrar que G es ortogonal de determinante igual a 1, considérese una base
ortonormal de R?, (u, v, w), donde u es el vector unitario anterior, y v y w son dos vectores
unitarios ortogonales pertenecientes al plano ortogonal a L[u], tales que det (u|v|w) = 1,
lo cual equivale a que vw = u.

Gu=u
Segun la expresion (4.13) de G se verifica § Gv = cos pv +senpw | de modo que
Gw = —sen v + cos pw
1 0 0

G:(u v W) 0 cosg —seny (u \% W)t
0 senp cosp

de donde se deduce que G es ortogonal, al serlo las matrices factores, y det G = 1.
El ejercicio 6.8 demuestra el reciproco; es decir, que toda matriz ortogonal de orden 3 y
determinante igual a 1, es un giro alrededor de un eje de dngulo de giro igual a ¢ € [0, 27).
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4.6. Ejercicios

4.1.— Hallese la matriz de proyecciéon ortogonal sobre la recta z = y = 2z. Calcilese
asimismo la matriz de simetria ortogonal respecto a esa misma recta.

4.2.— Escribanse la matriz de proyeccion ortogonal sobre el plano 2x + 2y + 2 =0, y la
matriz de simetria ortogonal respecto a dicho plano.

4.3.— Hallese la matriz de proyeccién ortogonal sobre el subespacio de R* determinado
por las ecuaciones

1+ T2 = O,

T3+ x4 = 0.
b c —2

44— SeaP=a| —4 5) d | una matriz no nula.
-2 =2 8

1. Calcilense los valores reales a, b, ¢ y d para que P sea la matriz de una proyeccién
ortogonal en R3.

2. Siendo P la matriz obtenida a partir de los resultados del apartado 1, determinese
una base ortonormal del subespacio M de R? sobre el que proyecta P.

3. Siendo P la matriz obtenida a partir de los resultados del apartado 1, determinese
la matriz de proyeccién ortogonal sobre M=.

4.5.— Determinense las matrices de Householder tales que
1. Hy(2,2,-1)" = (3,0,0)"
2. Hy(2,2,-1)" = (=3,0,0)".
Estudiese la relacion que existe entre los vectores v y w.

4.6.— Calculese la solucién de minimos cuadrados del sistema

10 1
11 (”): 9
2 1 Y 1

4.7 .— Determinese la solucién de minimos cuadrados del sistema

11 0
2 1 <x>: 1
2 1 Y 9
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4.8.— Dados los puntos del plano de coordenadas (zy,yx) con k = 1,2,...,n, la rec-
ta de regresion de y sobre x es la recta de ecuacion y = max + p, cuyas pendiente m
y ordenada en el origen p minimizan la expresién Y.}_;(yx — mzj — p)?. Dedizcase la
expresion explicita de los coeficientes m y p. Hallese la recta de regresién de los puntos
(2,1),(4,2),(6,3),(8,1),(10,2).

4.9.— Determinese la solucién de minima norma del sistema de ecuaciones

Ti+ Ty — T3+ T4 =2
IL‘1—$2—|—.’B3—$4:2 ’

4.10.—
1. Calctilese la proyeccion ortogonal del vector (1,1, 1) sobre el subespacio

F=L[1,1,0),(1,2,1),(0,1,1)]

2. Calctlese la solucién de minimos cuadrados y minima norma del sistema

1 1 0 T 1
121y |=]1
01 1 z 1
1 b —8
4.11.—SeaS=a| ¢ 7 —4 | e R3S,
d —4 1

1. Calctlense los valores reales a,b,c y d para que S sea la matriz de una simetria
ortogonal en R3.

2. Siendo S la matriz obtenida a partir de los resultados del apartado 1 con a > 0,
determinese una base ortonormal del subespacio L de R? respecto al que S simetriza.

3. Siendo S la matriz obtenida a partir de los resultados del apartado 1 con a < 0,
determinense unas ecuaciones cartesianas del subespacio M de R? respecto al que
S simetriza.

4. Estudiese si M es el suplemento ortogonal de L en R3.

5. Estidiese en cuél de los dos casos anteriores (2. 0 3.) es S una matriz de Householder
y determinese un vector v que la defina.

4.12.— Calculese la matriz de giro de angulo %’r en torno al vector (1,1,1).
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4.6.1. Cuestiones

4.13.— Marquese la tnica proposicién falsa.
Si P € R™"™ es matriz de proyeccién ortogonal, entonces

1. Rr=kerP®ImP

2. Pt =P?

3.

(ker P)" = Im (I — P)

4. YaeIm(I-P),Pu=0

4.14.— Indiquense las afirmaciones que son verdaderas y las que son falsas.
Si M es un subespacio vectorial de R™, entonces

1.
2.
3.
4.
d.

Sy =1-2Py
Py+Py. =1
SyiPy =Py
P,.Py=0

SMJ_SM == —I

4.15.— Demuéstrese la siguiente proposicion si es verdadera o dese un contraejemplo si
es falsa: “Si P € R™" es matriz de proyeccion ortogonal y b € R”, entonces Pb es la
solucion de minimos cuadrados y minima norma del sistema Px = b”.
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Capitulo 5

Reduccion por semejanza de una
matriz

5.1 Introduccion.

5.2 Matrices semejantes y matrices diagonalizables.

5.3 Valores y vectores propios. Polinomio caracteristico.

5.4 Diagonalizacién. Teorema de Cayley-Hamilton. Aplicacién.

5.5 Ejercicios. Cuestiones.

5.1. Introducciéon

En este capitulo estudiaremos condiciones necesarias y suficientes para que una matriz
sea semejante a una matriz diagonal (o dicho de otra forma, que pueda representarse por
una matriz diagonal), lo que equivale a encontrar una base de vectores que se transforman
en proporcionales a si mismos. Un vector no nulo x es vector propio de A si se transforma
en su propia direccion, es decir si se cumple que Ax = Ax. El escalar A es el valor propio
asociado a x.

En gran nimero de aplicaciones los valores y vectores propios tienen un claro significa-
do geométrico. Consideremos por ejemplo la matriz de simetria respecto a un plano en
R3. Todos los vectores de ese plano coinciden con sus transformados, luego son vectores
propios asociados con el valor propio 1 (Ax = x). Sin embargo, un vector perpendicular
al plano de simetria mantiene su direccién y cambia de sentido (Ax = —x), luego es un
vector propio asociado con el valor propio —1.

Consideremos ahora la matriz de giro que represente por ejemplo la apertura de una
puerta en R?. ;Hay algin vector asociado a la puerta que no cambie de direccién al girar
la puerta 60°7 Si, los del eje de la puerta, que seran vectores propios asociados con el valor
propio 1. Es facil ver que no hay ningtin otro vector asociado a la puerta que no cambie
de direccion con ese giro.

89
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El céalculo de valores y vectores propios tiene una gran importancia en muchas areas
de la ingenieria, como por ejemplo al andlisis sismico de estructuras. Otro ejemplo in-
teresante es el algoritmo original de Google para ordenar los resultados de las buisquedas.
Este algoritmo, denominado PageRank, estd basado en el calculo del vector propio aso-
ciado con el maximo valor propio de una matriz con tantas filas y columnas como paginas
web hay en Internet, y formada a partir de los enlaces de llegada y de salida que relacionan
cada pagina con las restantes.

Nota: Veremos a lo largo del tema que los valores propios estan relacionados con las raices
de un cierto polinomio; en virtud del teorema fundamental del Algebra (véase el apéndice
3) los polinomios complejos admiten tantas raices como su grado indica. Para garantizar
la existencia de valores propios contemplaremos tnicamente matrices complejas, si bien
en los ejemplos casi siempre seran reales pero vistas como complejas con parte imaginaria
nula.

5.2. Matrices semejantes y matrices diagonalizables

Definicién 60 Dos matrices cuadradas A y B se dicen semejantes si existe una matriz
invertible P tal que P"'AP = B.

Definicién 61 Una matriz cuadrada A es diagonalizable cuando es semejante a una
matriz diagonal, es decir cuando existe una matriz P invertible tal que P~*AP es diago-
nal.

Las matrices semejantes comparten muchas propiedades, como se vera en detalle a lo
largo de este tema. Por ejemplo, a partir de la definicién es facil observar que tienen el
mismo determinante.

5.3. Valores y vectores propios
Definicién 62 (valor y vector propio) Sea A una matriz cuadrada de orden n.

s Se dice que un escalar A de C es un valor propio o autovalor de la matriz A si
existe un vector v, perteneciente a C", no nulo y tal que Av = \v.

» Se dice que un vector v de C" es un vector propio o autovector de la matriz A si
v es no nulo y ademads existe un escalar A\ en C tal que Av = A\v.

Observaciones:

= Dada una matriz A cuadrada cualquiera, la ecuacion Av = A\v admite la solucién
nula, cualquiera que sea el valor de A; por ese motivo en la definicion de vector
propio se excluye el vector nulo. Es decir, los valores de A\ significativos son los que
resuelven la ecuacién para vectores no nulos.
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= Sin embargo, A = 0 si puede ser un valor propio de A, en concreto, asociado a los
vectores (no nulos) de ker A, es decir, cuando dimker A > 1.

= Si A es real y admite un valor propio real, los vectores propios correspondientes
pueden escogerse reales.

= Sila matriz A es una matriz diagonal, entonces los elementos diagonales son valores
propios, mientras que los vectores de la base candnica son vectores propios.

= Si la matriz A es triangular, entonces los elementos diagonales son sus valores
propios, pero los vectores candnicos ya no son, en general, sus autovectores, aunque
el que algunos puedan serlo dependera de la estructura de la matriz triangular.

A todo valor propio corresponde, al menos, un vector propio y todos los vectores
proporcionales al mismo (con excepcién del vector nulo), ya que los proporcionales no
nulos de un vector propio son vectores propios asociados al mismo valor propio.

De hecho, el conjunto de todos los vectores propios asociados a un determinado va-
lor propio constituye, junto con el vector nulo, un subespacio vectorial al que se deno-
minard subespacio caracteristico o propio de la matriz asociado al susodicho valor.

Definicién 63 Si A es valor propio de una matriz A, se denomina subespacio carac-
teristico (o subespacio propio) de A asociado a \ al conjunto de vectores propios
asociados a A\, junto con el vector nulo.

Obsérvese que dicho conjunto coincide con el subespacio ker(A — AI). En efecto, basta
observar que los vectores propios v asociados a A verifican Av — Av = 0. Es decir, son
las soluciones no nulas del sistema lineal homogéneo (A — A\I)x = 0, por consiguiente, el
subespacio caracteristico asociado a A es el ntcleo de la matriz A — AI.

Proposicion 27 Sivy,vs,..., Vv, sonr vectores propios de una matriz A, asociados res-
pectivamente a r valores propios Ay, Ao, ..., A, distintos dos a dos, entonces dichos vec-
tores son linealmente independientes.

Demostracion: Se demostrara por induccién sobre el niimero r de valores propios
distintos. Esta claro que el conjunto cuyo tnico vector propio es v; es libre, porque es
vector propio y, por tanto, no nulo. Supéngase ahora r > 1. Como hipotesis de induccion se
establece que la proposicién anterior es cierta para r—1 vectores propios en las condiciones
del enunciado.

En base a dicha hipdtesis, se parte de que los vectores vy, vs, ..., Vv, son linealmente
independientes.

Considérese la siguiente combinacion lineal nula de los r vectores:

a1V +aave + ...+ a v, =0 (5.1)
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Se ha de probar que los escalares aj,j = 1,...,7 son nulos. Premultiplicando la expresién
(5.1) por A y teniendo en cuenta que Av; = \;v; se obtiene:

Q1A1V] + AoV + ...+ a A\ v, =0 (5.2)
Si a la expresién (5.2) se le resta la expresiéon (5.1) multiplicada por A\; se obtiene:
042()\2 — )\1)V2 + Oég()\g — )\1)V3 4+ ...+ Oér()\r — )\1)V7« =0 (53)

Por la hipétesis de induccién en esta combinacion lineal los vectores son linealmente
independientes, luego los coeficientes deben ser nulos. Como (A\; — A1) # 0, se sigue que

ar = 0,k = 2,...,r. Llevando este resultado a la expresién (5.1) y teniendo en cuenta
que vy es no nulo, se sigue que también oy = 0 y por tanto los r vectores vy, vsa,...,V,
son independientes. O

Observacién: En particular, si una matriz A de orden n tiene n valores propios distin-
tos, entonces escogiendo sendos vectores propios asociados a cada uno de ellos se construye
una base de C". Si se forma una matriz P con los vectores propios de esa base, entonces
la matriz P~'AP es una matriz diagonal semejante a A y por tanto A es diagonalizable.

En efecto, las ecuaciones Av; = \;v;,7 = 1,2,...,n se pueden escribir conjuntamente
en la forma:

A1
Ao
A(v1 Vo - Vn):(Vl Vg v Vn> . (5.4)
An
Si D = diag (A1, A2, ..., \n) v P = ( Vi Vg -V, ) la ecuacién (5.4) se puede
escribir abreviadamente en las formas:
AP =PD (detP #0) (5.5)
P'AP=D (5.6)

Sin embargo, la existencia de n valores propios distintos es condicién suficiente pero
no necesaria para que exista tal base; por ejemplo, si se considera la matriz identidad,
con “1” como unico autovalor, toda base de C™ es de vectores propios de esta matriz.
Se pueden encontrar otros ejemplos no tan triviales: matrices diagonales con elementos
repetidos, etc.

Definicién 64 (espectro y radio espectral) Sea A una matriz cuadrada compleja.
= Se llama espectro de la matriz A al conjunto de todos sus valores propios.

= Se llama radio espectral de una matriz A al mdzimo de los médulos de los valores
propios. Se suele denotar como p(A).



Capitulo 5 93

5.3.1. Polinomio caracteristico

Ya se ha visto que si A es un valor propio de una matriz A, el subespacio caracteristico
asociado es precisamente ker(A — AI). Para que el sistema homogéneo admita solucién
no trivial es necesario que la matriz A — Al tenga rango inferior a su orden o, equiva-
lentemente, que su determinante sea nulo. He aqui entonces, un procedimiento para
calcular los valores y vectores propios de una matriz: una vez calculadas las raices de
la ecuacion det(AI — A) = 0, se resuelven los sistemas lineales homogéneos (\I— A)x =0
para cada una de dichas raices y las soluciones no nulas seran vectores propios.

Si consideramos

A — a1 —a12 T —Q1n
—a A—ap -+ —ag,
A—Al=| T 2, (5.7)
—An1 —Aan2 A — Qpn

observamos que el desarrollo de tal determinante nos da un polinomio en la indeterminada
A, cuyo término de mayor grado, que se obtiene a partir del producto de los elementos de
la diagonal, es \"; se trata, pues, de un polinomio ménico de grado igual al orden de la
matriz.

Observacién: Desde un punto de vista practico (numérico), el célculo de valores propios
es dificil ya que no existe regla para calcular a mano las raices de un polinomio de grado
superior a 4; incluso las férmulas para calcular las raices de polinomios de grados 3 y 4
—aunque conocidas— son poco practicas. En este curso los ejercicios son sencillos porque
lo que se pretende es que se comprendan las ideas tedricas. En cualquier texto béasico de
Algebra Numérica se explican algoritmos para el calculo aproximado de valores propios.

Definicién 65 Dada A € C™*", se llama polinomio caracteristico de A, y se denota
por Xa, al polinomio monico de grado n definido por

xa(A) = [AL—A], (5.8)
cuyas raices son los autovalores de A.

Definicién 66 Dada A € C™*", un autovalor A de A se dice que tiene multiplici-
dad algebraica igual a m si tiene multiplicidad m como raiz de xa. La dimension del
subespacio ker(A — M) se llama multiplicidad geométrica de \.

Proposicion 28 Dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico.

Demostracién: Sean A,B dos matrices semejantes, relacionadas por B = P71AP,
entonces:

xs(\) = det (\I —B) = det (\I— P~'AP)
= det [P"'(A\I — A)P] = det (\I— A) = ya(\)
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Como corolario se deduce que dos matrices semejantes tienen la misma traza (opuesto
del coeficiente de \*~! en el polinomio caracteristico), asi como el mismo determinante
((—=1)™ por el término independiente). O

Observaciones: Sea A una matriz compleja de orden n, entonces:

= En virtud del corolario del teorema fundamental del Algebra (véase el apéndice 3),
A tiene n autovalores.

» El término independiente de xa es xa(0) = det(—A) = (—1)"det A. Por otro
lado, el término independiente de un polinomio ménico es (—1)" multiplicado por
el producto de sus raices, concluimos que

det A = Mdo... A, (5.9)

en donde los \; anteriores representan todos los autovalores de A, multiplicados
tantas veces como indiquen sus multiplicidades.

= El término de grado n — 1 de xa se obtiene también a partir de la suma de todos
los elementos de la diagonal principal:

XA()\) = ()\ — an)()\ — 0/22) e ()\ - ann) + -
= A" — (a1 + ag + ... + @) A" + (términos de grado menor que n — 1) (5.10)

Se observa, pues, que el coeficiente de grado n — 1 de xa es el opuesto de la traza
de A. Ademas dicho coeficiente coincide con el opuesto de la suma de las raices vy,
en conclusion,

trA = A+ X+ ...+ Ay, (5.11)

siendo los A; todos los autovalores de A, sumados tantas veces como indiquen sus
multiplicidades algebraicas.

= Si la matriz A es invertible, los valores propios de la inversa son los inversos de
los valores propios de A. Para comprobar la relacion entre valores propios basta
observar las equivalencias:

1
Av = )\v = v=)M"lv = Alv = 3V (5.12)

Esta claro que todos los valores propios A de esta matriz han de ser distintos de
cero, puesto que si la matriz es invertible, el sistema homogéneo asociado Ax = 0
solo admite solucion trivial.

Ademds, cada valor propio de A y su correspondiente inverso, valor propio de A=!,
tienen igual multiplicidad algebraica.
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» Las matrices reales de orden impar tienen, al menos, un valor propio real.

0 1
A 00 o1

tiene como polinomio caracteristico A> + 1. Como matriz real no admite valores
propios, mientras que como matriz compleja admite dos distintos ¢ y —i: existe una
base de C? (no real) formada por vectores propios de A.

s [a matriz

» Si una matriz real (contemplada como matriz compleja) tiene un valor propio com-
plejo a, con parte imaginaria no nula, entonces @ es también valor propio con la
misma multiplicidad algebraica que a. Ademaés, los vectores propios correspondien-
tes pueden tomarse conjugados:

Av =av = Av=av (5.14)
Como consecuencia, {v, v} es libre.

= Laigualdad de los polinomios caracteristicos es una condicién necesaria, no suficiente
de semejanza. Por ejemplo, la matriz

AZ(S é) (5.15)

tiene por polinomio caracteristico A2, al igual que la matriz nula, sin embargo A no
es semejante a la nula ya que no tienen el mismo rango; ademas, la inica matriz
semejante a la matriz nula es ella misma.

» Dadas dos matrices A € C"™*" y B € C"*"™, se verifica la siguiente relacién:

Este resultado se demuestra parcialmente en el problema 5.15.

Ejemplo: Calcular los valores y vectores propios de la matriz

10 0
A= 14 -1 (5.17)
-1 0 2

Calculemos en primer lugar su polinomio caracteristico
A—1 0 0

XaN) =] =1 A=4  1|=M-1D\-4)A-2) (5.18)
1 0 A—2



96 Algebra (2017/18)

Para calcular los vectores propios asociados con A = 1 resolvamos:

00 0\ /[ 0
A-Dx=| 13 -1 2 | =] 0 (5.19)
-1 0 1 3 0

Las soluciones son los multiplos de vi = (1,0,1). Andlogamente, los vectores propios
asociados a A\ = 4:

-3 0 0 1 0
(A —4D)x = 1 0 —1 ze | =] 0 (5.20)
-1 0 -2 T3 0

Las soluciones son los multiplos de v = (0, 1,0). Por tltimo, para el valor propio A\ = 2
se tiene

“10 0\ [m 0
A-2Dx=| 12 —1 z | =] 0 (5.21)
10 0/ \ 0

Las soluciones son los miltiplos de v§ = (0, 1, 2).
Los vectores vy, vy, v3 son linealmente independientes. Si P es la matriz cuyas colum-
nas son dichos vectores,

P=<V1 Vo vn):

(S s R

0 0
11 (5.22)
0 2

el producto AP tiene como primera columna vy, como segunda 4v, y como tercera 2vs.
Dicho de otra forma, se verifica. AP = Pdiag (1,4,2). Equivalentemente, P7'AP =
diag (1,4,2).

Ejemplo: Calcular los valores y vectores propios de la matriz
2 11
A=11 21 (5.23)
11 2

Calculemos en primer lugar su polinomio caracteristico

A—-2 -1 -1
xaA) =] -1 A=2 =1 [=X-6N24+9A—4=A-4)A-1)> (5.24)
-1 -1 A2



Capitulo 5 97

Para calcular ahora los vectores propios asociados con A = 4 resolvamos:

-2 1 1 T 0
(A—4D)x=| 1 -2 1 zy | =10 (5.25)
1 1 -2 T3 0

Las soluciones son los miiltiplos de v} = (1,1,1). Los vectores propios asociados al valor
propio doble A = 1:

111\ [n 0
A-TDx=|111||a|=]0 (5.26)
11 1)\ ay 0

La matriz anterior tiene rango 1 y por tanto hay un subespacio propio de dimension 2
asociado con A = 1. Tomando x5 y x3 como variables libres a las que se da alternativamente
valor 1 6 0 se obtienen las soluciones v = (—1,1,0) y v = (—1,0,1). Los vectores propios
correspondientes son todas las combinaciones lineales no nulas de estos dos vectores.

5.4. Diagonalizacion

En el primer ejemplo se ha encontrado una matriz diagonal semejante a la matriz
original A. Los elementos de la diagonal son los valores propios de A, mientras que las
columnas de la matriz P son vectores propios. En el segundo ejemplo también se han
encontrado tres vectores propios linealmente independientes, a pesar de que uno de los
valores propios es doble.

De una forma més general, si una matriz cuadrada A es semejante a una diagonal D,
entonces la relacion AP = PD significa que la columna j-ésima de P es proporcional a
la j-ésima de AP. Dicho con otras palabras, el elemento j de la diagonal D es un valor
propio de A y tiene como vector propio asociado precisamente la columna j de P. Se
tiene que las columnas de P son una base de C™ formada por vectores propios de A.

Proposicién 29 Sea A una matriz cuadrada de orden n. Supongase que el polinomio
caracteristico de A admite la factorizacion:

XaA) ==X ... (A= )\)7" (5.27)
donde X\j,j = 1,...,1 son los valores propios distintos (dos a dos) de A y o; sus multi-
plicidades respectivas. Entonces, para cada j = 1,...,r se tiene

1 < dim ker(A — \I) < o; (5.28)

Es decir, la multiplicidad geométrica es menor o igual que la algebraica.
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Demostracion: La demostracion se hara construyendo una matriz semejante a A y
tal que admita A; como valor propio de multiplicidad al menos igual a la dimensién del
subespacio caracteristico asociado. Para ello, se considera una base B de C" tal que los
m primeros vectores formen una base del subespacio ker(A — \;I), supuesto de dimensién
igual a m. Es obvio que m es mayor o igual que 1 puesto que A; se calcula de modo que
la matriz (A — \;I) tenga determinante nulo y, en consecuencia, rango menor que n.

Si P representa la matriz cuyas columnas son los vectores de la base B entonces P es
invertible y se verifica la igualdad

e (AL, B
P AP_< V" (5.29)

en la cual I,, representa la matriz identidad de orden m, B es una matriz m x (n —m)
y C es cuadrada de orden n — m. Es claro que el polinomio caracteristico de esta matriz
coincide con el de A por semejanza y es igual a (A — X;)"xc(A). Se tiene entonces que A,
es valor propio de A de multiplicidad por lo menos m. O

Proposicién 30 (caracterizacién de matriz diagonalizable) Sea A una matriz com-
pleja, cuadrada de orden n. Entonces A es diagonalizable en C si, y solamente si, para
cada valor propio de A las multiplicidades algebraica y geométrica coinciden.

Obsérvese que una matriz real puede ser no diagonalizable en R, pero diagonalizable

en C, por ejemplo
0 1
(00) -

Observaciones: Todas las propiedades siguientes se enuncian para una matriz cuadrada
de orden n:

1. Si A es diagonalizable, entonces Af, A y A* también lo son (y la matriz de paso
que la diagonaliza es la inversa de la transpuesta de la de A).

En efecto, si P"'AP = D diagonal, entonces

D =D' = (P 'AP)' = PIA/(P~})! = P'A/(P!) . (5.31)

2. Si A es diagonalizable e invertible, entonces A~ también lo es (y la matriz de
paso que la diagonaliza es la misma que la de A).

En efecto, si PT'AP = D = diag(\y, ..., \,) con todos los A; no nulos, entonces

diag(A\[Y, ..., ) =D = (P'AP) ' =P 'A'P. (5.32)
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3. Si A es diagonalizable, entonces cualquier potencia de A también lo es (y la matriz
que la diagonaliza es la misma).

En efecto, P"'AP = D = diag(\y, ..., \,) implica que

k
diag (/\’f, Aﬁ) = DF = (P—IAP) =
= (P'AP) (P'AP) .- (P'AP) =P 'A'P (5.33)
El reciproco no es cierto. Una potencia diagonalizable no implica que A lo sea. Por
8 (1) no es diagonalizable, aunque su cuadrado es la matriz

nula que es un caso particular de matriz diagonal.

ejemplo la matriz

5.4.1. Teorema de Cayley—Hamilton

Sea A una matriz compleja y sea
PN =) a;N (5.34)
=0

un polinomio cualquiera. Se define la matriz P(A) como la que se obtiene sustituyendo
en la expresion del polinomio las potencias de A por potencias de A, es decir:

P(A) =) ajA) = apl + a1 A + @ A” + -+ + 4, A™ (5.35)
=0

donde se toma por convenio, A? = 1.

Observaciones:

1. Si A\g es valor propio de una matriz A, entonces para cualquier polinomio P, P(\g)
es valor propio de P(A).

2. Los vectores propios de A lo son de P(A) para cualquier polinomio P.

jAtencién! el reciproco no es, necesariamente, cierto. Considérese por ejemplo la
1 0

matriz A = 0 _1 | cwos valores propios son 1 y —1. Los correspondientes

) 1 - .
vectores propios son vy = ( 0 ) y vy = < (1] > Considérese el caso particular

P(A) = A? y obsérvese que A% = 1. Asf como todos los vectores propios de A son
vectores propios de I, el reciproco no es cierto porque cualquier vector no nulo en

R2, por ejemplo el , es vector propio de I, pero no tiene por qué serlo de A.

1
1
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Definicién 67 Se dice que una matriz A es raiz de un polinomio P si la matriz P(A)
es la matriz nula.

Teorema 11 (de Cayley-Hamilton) Toda matriz es raiz de su polinomio caracteristi-
co. Es decir, si su polinomio caracteristico es

XA()\> = bo -+ bl)\ —+ b2)\2 4+ .4 bnil)\nfl +An
entonces

Demostracion: La demostracion de este teorema excede el objeto de estos apuntes. O

Consecuencias:

Sea A una matriz cuadrada, sea y su polinomio caracteristico y P un polinomio
cualquiera.

1. En virtud del teorema de divisién euclidea de polinomios (Teorema 17 del Apéndice
3), P(A) = R(A) siendo R el resto de dividir P entre .

2. En particular, el resultado anterior puede utilizarse para calcular potencias de A ya
que A™ = P(A) para P(\) = \".

3. Si A es diagonalizable, entonces P(A) también lo es, cualquiera que sea el polinomio
P. En efecto, todas las potencias de A son diagonalizadas por la misma matriz P y
como consecuencia la matriz P(A) también es diagonalizada por P. Si P7'AP = D,
con D diagonal, entonces

P 'P(A)P = P(D) (5.37)

Una aplicacion interesante

Una ecuacién diferencial es una ecuacién que relaciona una funcién con sus derivadas.
Asi una de las méas sencillas de resolver son las ecuaciones diferenciales en las que la
derivada y la funcién tienen una dependencia lineal. Por ejemplo,

IHOEPYIO! (5.38)

Es claro, que la funciones de la forma

f(t) =ceM

(donde ¢ es una constante) son soluciones de (5.38), de hecho, son todas las posibles solu-
ciones. Si, en lugar de una ecuacion diferencial de una funcién, tenemos varias ecuaciones
que involucran varias funciones, la solucién no es tan sencilla de calcular. En estos casos
la diagonalizacion de matrices es una buena herramienta para calcular la solucién.
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1(t)
Ejemplo: Hallese el conjunto de funciones x : R — R3 con x(t) = | zo(t) |, de

z3(t
clase C' (continua y con primera derivada continua) solucién del siguiente ssigt)ema de
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes:
2y (t) = — 21 (t) — 2o(t) + 3x3(t)
xo(t) =+ x1(t) + 22(t) — x3(t) (5.39)
z5(t) = — 21(t) — 22(¢) + 3z3(t).

Héllese la solucion del sistema en el caso de tener condiciones iniciales x1(0) = 1, 22(0) = 0
y x3(0) = 0.

La dificultad de resolver este sistema de ecuaciones diferenciales viene de que tenemos
expresadas las derivadas de cada una de las funciones (2, x4 y %), en funcién de todas
las funciones (x1, x5 y x3). Asi, si pudiéramos expresar la derivada de cada funcién solo en
funcién de la propia funciéon podriamos resolver el sistema de forma mucho mas sencilla.
Para ello, expresamos el sistema en forma matricial.

' (t) -1 -1 3 z1(t)
X{t)=| 24(t) |=] 1 1 -1 zo(t) | = Ax(t)
x4 (t) -1 -1 3 x3(t)

Los pasos que vamos a seguir son:

1. Diagonalizar la matriz A = PDP ™.

2. Hacer el cambio de variable y(t) = P~x(t).
3. Resolver el sistema y’(t) = Dy().
4. Obtener la solucién general de x(t) deshaciendo el cambio de variable.
1
5. Obtener la solucién que cumple las condiciones iniciales imponiendo x(0) = [ 0
0

Solucién: 1. Diagonalizamos la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones A. Cal-
culamos su polinomio caracteristico:

A+1 1 -3
xa(Ad) = -1 Xx-1 L =XM-32+22=A-1)(A—2)A
1 1 A=3

Por lo tanto los valores propios son 0, 1 y 2 con multiplicidad 1. Para calcular los vectores
propios asociados con A = 1 resolvemos:

2 1 =3\ [ v 0
I-Av=|-10 1 v | =0
11 -2/ \ v 0
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1
Las soluciones son los multiplos de b; = ( 1 |. Analogamente, los vectores propios
1
asociados a A = 0:
-1 -1 3 Uy 0
Av = 1 1 —1 (%) = 0
-1 -1 3 U3 0
1
Las soluciones son los multiplos de by = | —1 [. Por 1ltimo, para el valor propio A = 2
0
se tiene:
3 1 -3 U1 0
I-Ayv=| -11 1 ve | =10
11 -1 U3 0
Las soluciones son los miltiplos de by = [ 0 |. Por tanto A = PDP !, con
1

100 1 11
D=(0o00| vy P=[1-10
00 2 1 01

2. Una vez hemos diagonalizado la matriz, ahora podemos hacer el cambio de variable
y(t) = P7'x(t). Este cambio se puede hacer porque la matriz P es invertible, es decir,
la aplicacién que lleva x(t) a y(t) es biyectiva. Ademaés, se tiene que y'(t) = P~1x/(¢),
ya que al derivar los coeficientes de P~! son constantes. Asi, las soluciones del sistema
x'(t) = Ax(t) son los x(t) = P~y(t) con y(t) solucién del sistema Py’(t) = PDy(t), o
lo que es lo mismo, solucién del sistema y’(¢) = Dy (t).

3. El sistema de ecuaciones diferenciales y'(t) = Dy(¢) es,

yi(t) = yu(t)
Yo(t) =0
y3(t) = 2ys(t).

Por tanto cada ecuacion se puede resolver de manera independiente. La solucién general
act
es de la forma y(t) = b |, donde a, b y ¢ son constantes.
2
ce

4. Deshaciendo el cambio de variable, las soluciones de x'(t) = Ax(t) son

1 1 1
x(t)=Py(t)=ace' | 1 | +b| =1 | +ce*| 0
1 0 1
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1 a+b+c
5. Imponiendo x(0) = [ 0 | = a—>b y resolviendo el sistema (a =1, b=1y
0 a—+c
¢ = —1) se obtiene la solucién que cumple las condiciones iniciales
el +1— e
x(t) = el —1
ot — o2t

Observaciones

El conjunto de funciones C*(R,R?) = {x : R — R? de clase C'} junto con la suma de
funciones y el producto por un numero real es un espacio vectorial sobre R. Ademas, el
subconjunto de funciones de C*(R,R3) que cumplen (5.39) es un subespacio vectorial del
anterior.

El método para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales lineales empleado aqui se
puede aplicar en cualquier dimensién y para cualquier matriz A de coeficientes constantes
siempre que la matriz A sea diagonalizable.
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5.5. Ejercicios

5.1.— Calcular los valores y vectores propios de cada una de las siguientes matrices

-3 -2 -1
A:(iii), B:(i j) c=|6 4 2 |,
-2 -1 -1
0 1 1 -1 -1 -1 3 1 3
D=| -1 -2 -1]|, E=| 4 3 2 |, F=| 0 1 =2
1 1 0 —2 -1 -1 -2 -1 -1

analizando si son o no diagonalizables. Para aquellas que sean diagonalizables determinar

una matriz que las diagonalice.

5.2.— Calcular los valores de a y b que hacen que (1,1, —1)" sea un autovector de la

—-b 2 0
matriz a b 1
0 0 a
1 —a+1 —1
5.3.— Indicar los valores de a € R para que | 0 —2 —3 | sea semejante a
0o -2 -1
diag (1,—4,1).
-1 -1 0
5.4.— Hallar el valor del parametro a que hace que la matriz | —2 —1 «a no sea
0o 1 -1
diagonalizable.
5.5.— Estudiar si la matriz
01 —6
A=10 2
1 0 2

es diagonalizable y diagonalizarla en caso afirmativo.

5.6.— Hallar los valores propios de la matriz

0 —c b
W = c 0 —a

—b a 0
Interpretar el resultado geométricamente considerando el operador L(r) := w X r siendo
w = (a,b,c)".

5.7.— Comprobar que una matriz y su traspuesta tienen el mismo polinomio caracteristico
y, por tanto, los mismos valores propios. Analizar lo que sucede con los vectores propios.
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5.8.— Sea A una matriz cuyo polinomio caracteristico es xa(z) = (z — 3)3(z + 4)".
Hallar el polinomio caracteristico de A — 2I.

5.9.— Dados dos vectores a y b en R", determinense los valores y vectores propios de la
matriz de rango unidad ab’. Como aplicacién, héllense los valores y vectores propios de
la matriz

n n DY n

5.10.— Establecer la relacién que existe entre los valores y vectores propios de una matriz
compleja M y los de la matriz al +bM siendo a, b nimeros complejos no nulos arbitrarios
—se aconseja revisitar el problema 2.6—. Como aplicacién, deducir los valores y vectores
propios de la matriz

c d - d
d ¢ - d
d d - c

5.11.— Sea A € C"" con r(A) = tr(A) = 1. Hallar los valores propios de A, asi como
sus multiplicidades algebraicas y geométricas. Deducir si A es o no diagonalizable.

5.12.— Se dice que una matriz A es nilpotente si existe k € N tal que A*¥ = 0. Sea A
nilpotente.

1. Calcular los valores propios de A y de A —1
2. Deducir del apartado anterior la traza y el determinante de A —1 .

5.13.— Sea A una matriz cuadrada invertible de orden n. Probar que la matriz inversa
de A se puede expresar como un polinomio en A. Obtener este polinomio (jes inico?) en
el caso particular de la matriz

1 -2 -2
-1 3 1
-2 4 5
01 00
. ) . . 0010
5.14.— Se considera el polinomio p(2) = co+ci12+ca22+c323 y lamatriz S = 000 1
1 0 0 0

1. Determinar los valores y vectores propios de S.

2. Obtener explicitamente la matriz que resulta al evaluar el polinomio p(z) en la
matriz S.
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3. Determinar los valores y vectores propios de la matriz resultante, comprobando que
siempre es diagonalizable.

4. Determinar los coeficientes de p(z) para que la matriz

3
2
1
4

N W = =
W = =N
N W

sea p(S). Deducir sus valores y vectores propios.

5.15.— Sean las matrices A € C™*" y B € C™™, demostrar que los valores propios no
nulos de AB coinciden con los de BA.

5.16.— Sea la matriz

2 =2 0
A=| -2 1 -2
0 -2 0

1. Calcular sus valores propios y deducir que es diagonalizable.
2. Determinar una base de vectores propios y comprobar que es una base ortogonal.

3. Deducir la existencia de una matriz ortogonal Q de forma que Q'AQ sea diagonal.

5.17.— Hallese el conjunto de funciones z, y : R — R, de clase C'!' (con primeras de-
rivadas continuas) solucién del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes:

Héllese la solucion del sistema en el caso de tener condiciones iniciales z(0) = 1, y(0) = 0.
(El sistema de ecuaciones anterior es equivalente a resolver z”(t) = —w? z(t), la ecuacién
diferencial del oscilador arménico.)

5.5.1. Cuestiones

0 —2 2
5.18.— Dada la matriz | 0 3 0 | senalar cudles de las siguientes afirmaciones son
3 a 1

verdaderas y cuales son falsas:

1. A es diagonalizable para todo valor de «
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2. Si a =0, entonces A tiene un subespacio propio de dimensién 2
3. Si A es diagonalizable, entonces o = 2

4. Para algtin valor de «, A tiene tres valores propios distintos

5. Si o = —2, existen tres vectores propios de A linealmente independientes
-1 21
5.19.— Dada la matriz A = 0 3 0 | eR>3, determinar cudles de las siguientes
2 -4 a

afirmaciones son ciertas:
1. A = 3 es siempre un autovalor de A.
2. Si a = —2 entonces A = 0 no es un autovalor de A.
3. Para a = 0 la matriz A no es diagonalizable.

4. Para a =0, A es semejante a diag(1,3,—2).
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Matrices normales

6.1 Semejanza unitaria y diagonalizacién unitaria.
6.2 Matrices normales.

6.3 Teorema espectral. Aplicacién a matrices hermiticas, antihermiticas y unitarias.
Descomposicién espectral.

6.4 Matrices hermiticas. Cociente de Rayleigh. Clasificacién de matrices hermiticas.
Matrices reales simétricas.

6.5 Ejercicios. Cuestiones.

6.1. Semejanza unitaria y diagonalizacién unitaria

Definicién 68 (matrices semejantes unitariamente) Se dice que dos matrices cua-
dradas complejas A y B son semejantes unitaritamente si existe una matriz unitaria

U tal que B=U"1AU.

Observacién: Puesto que U™' = U”, podemos expresar también la relacién de seme-
janza unitaria como B = U"AU.

Definicién 69 (matriz diagonalizable unitariamente y ortogonalmente)

s Dada A € C™"™, se dice que es diagonalizable unitariamente si es semejante

unitariamente a una matriz diagonal, es decir, si existe una matriz unitaria U tal
que D = U AU es diagonal.

s Como caso particular, dada A € R™"™, se dice que es diagonalizable ortogonal-
mente si existe una matriz ortogonal Q € R™" tal que D = Q1AQ es diagonal.

109
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Observacion: Los elementos diagonales de D son los autovalores de A, mientras que
las columnas de U constituyen una base ortonormal de C" formada por autovectores de
A.

La anterior observacion nos permite concluir una primera caracterizacion de las ma-
trices diagonalizables unitariamente:

Proposiciéon 31 A € C"*"; A es diagonalizable unitariamente < A es diagonalizable y
sus subespacios propios son ortogonales dos a dos.

6.2. Matrices normales

Definicién 70 (matriz normal) A € C™*" se dice que es normal si AA" = AMA.

Ejemplos: Algunos ejemplos de matrices normales son:
» Las matrices hermiticas complejas (y en particular las reales simétricas).
» Las matrices antihermiticas complejas (y en particular las reales antisimétricas).
» Las matrices unitarias (y en particular las ortogonales).

= Las matrices diagonales.

Ejemplo: Existen muchas otras matrices normales que no pertenecen a ninguno de los
10

1
tipos anteriores; por ejemplo, la matriz | 0 1 1 | es normal (compruébese).
1 01
Proposicién 32 Una matriz triangular es normal si y solo si es diagonal.

Demostraciéon: Ya sabemos que toda matriz diagonal es normal. Vamos a demostrar
que, dada una matriz triangular superior T € C"*", la hipdtesis de normalidad implica
que t;; = 0 siempre que ¢ < j (para matrices triangulares inferiores, observamos que una
matriz es normal si y s6lo si su transpuesta lo es).

tir tiz - tan
0 t coe top

SeaT=| . = ™| tal que T"T = TT".
0 0 - t,,

Calculamos los elementos diagonales de los productos anteriores y les imponemos la
igualdad:

(ThT)ll - |t11’2, (61)
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pero también

(TT")11 = [t > + [te]® + ...+ |t]® (6.2)
La igualdad de los dos resultados anteriores implica que t15 = t13 = ... =t1, = 0.
Del mismo modo,
(T"T)22 = |ta]?, (6.3)
mientras que
(TT")20 = [tao]® + [tas]> + ... + [t2n]?, (6.4)
de cuya igualdad se desprende que to3 = toy = ... = t9, = 0.

En general (supuesto que ¢;; =0sii < jparai=1,...,k—1),

(T"T) e = [tanl”, (6.5)

mientras que
(TT") i = tirl® + [tepra)® + - oo+ [trnl, (6.6)
lo que garantiza que ty 411 = ... = tg, = 0. O

Observaciéon: Una matriz compleja no real y simétrica no es, en general, nor-
1

mal. Por ejemplo, si A = ( t 1 >, A"A = ( _23 2; ), mientras que AA" =
2 =2
21 2 )

Observacién: Si una matriz A es normal, entonces toda matriz de la forma A + o,
con a € C, también lo es.

Observacién: Sidos matrices A, B son semejantes unitariamente, entonces A es normal
si y s6lo si B es normal.

6.3. Teorema espectral

El teorema espectral caracteriza de manera sencilla las matrices diagonalizables uni-
tariamente. Estas resultan ser, precisamente, las matrices normales.

Teorema 12 (Teorema espectral para matrices normales) Una matriz A € C*"
es diagonalizable unitariamente si y solo si es normal.
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Demostracion:
=) Si A = UDU?", con D = diag(\i, ..., \,), para una cierta U unitaria, entonces:

A"A = UD"U"UDU" = UDD"U" = Udiag (|\i[, -, [Aa]*) U”; (6.7)
AA" = UDU"UD"U" = UDD"U" = Udiag (|, [A]?) U", (6.8)
luego A es normal. a

<) (no exigible)

Procederemos por induccién en n, el orden de la matriz. Para n = 1 el resultado es
trivialmente cierto. Supongamos que lo es para matrices de orden n — 1, es decir, que toda
matriz normal de orden n — 1 es diagonalizable unitariamente.

Sea A € C™™ una matriz normal. A tiene algin autovalor \; € C; sea u; un vector

propio unitario asociado a A;, ampliamos hasta una base (uy, ..., u,) ortonormal de C"
y consideramos la matriz unitaria U = (uy]...|u,). Se tiene que
= A vl ~
h _ 1 _
U"AU = ( 0 A, ) =A (6.9)

para unos ciertos v € C 'y A,_; € Clr-Dx(n=1),
La matriz A es normal por ser semejante unitariamente a A. Ahora bien,

Al = ( Avl A(i)itl ) (6.10)
y, por consiguiente,
(A"A)y = [\ [ (6.11)
mientras que
(AAM) = |\ )2+ ViV (6.12)
Como ambos resultados han de ser iguales, concluimos que 0 = vV = viv = ||v||?, es
decir, v = 0. Asi pues,
A= < Aol A(:_l ) : (6.13)
Ahora resulta evidente que la normalidad de esta matriz implica la de A,,_1, ya que
APA — ( |A(1)|2 AZ_?;H_l ) (6.14)

mientras que

~an [ ] 0’
AA _< o AL ) (6.15)
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de donde deducimos que A" A, ; =A, A" .
Al ser A,_; una matriz normal de orden n — 1, podemos aplicarle la hipdtesis de
induccién: existe U,,_; € C»=D*(=1) ynitaria tal que

U" (A,_1U,_; =diag(s,...,\,) = D,_1. (6.16)

Consideramos finalmente la matriz

1 0

U=U<0 U,

) e Cm, (6.17)

que es unitaria por ser producto de unitarias. Vamos a ver que esta matriz diagonaliza
unitariamente a A. En efecto,

h - 1 Ot ~h ~ 1 Ot _
UAbU= ( 0 U, UAU o U,/ (6.18)
1 0! A ot 1 ot
(M 0! [ no _ ding(n . 620
B 0 U'Z—IAn—lUn—l - 0 Dn—l = dlag A, ..., Ap)- .
Lo cual prueba que A es diagonalizable unitariamente. 0

A continuacién particularizaremos este resultado en algunas clases de matrices nor-
males de especial relevancia.

6.3.1. Aplicacién a matrices hermiticas, antihermiticas y unita-
rias

Toda matriz A normal (A"A = AA") es diagonalizable unitariamente, es decir: para
una cierta matriz unitaria U,

U"AU = diag()\y, ..., \,) = D o, equivalentemente, A = UDU",

en donde Aq,..., A\, € C son los autovalores de A. En los casos particulares anteriormente
destacados (A hermitica, antihermitica o unitaria) la matriz D es del mismo tipo que A.

Matrices hermiticas

En este caso, puesto que D es hermitica,
diag(\1, ..., \,) = D" =D = diag(Ay, ..., \n). (6.21)

Por tanto, los autovalores de una matriz hermitica son reales.
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Reciprocamente, si una matriz A es diagonalizable unitariamente y sus autovalores
son reales,

A = Udiag(\1, ..., \,)U" con U unitaria y Ay,...,\, € R, (6.22)
entonces A" = Udiag(A1,...,\,)U" = A es decir, A es hermitica.

Todo ello se sintetiza en el resultado siguiente:

Teorema 13 (Teorema espectral para matrices hermiticas) Sea A € C"*"; A es
diagonalizable unitariamente con autovalores reales < A es hermitica.

Como caso particular, se deduce:

Corolario: (Teorema espectral para matrices reales simétricas) Una matriz real
es diagonalizable ortogonalmente si y solo si es simétrica.

Matrices antihermiticas

Como en este caso D es antihermitica, tenemos que
diag(\1,..., \,) = D" = =D = diag(— A1, ..., =), (6.23)

de donde deducimos que los autovalores de una matriz antihermitica son imaginarios
puros.

Reciprocamente, si una matriz A es diagonalizable unitariamente siendo todos sus
autovalores imaginarios puros, entonces

A" = (UDUM" = UD"U" = ~UDU" = —A, (6.24)
es decir, A es antihermitica.

Como caso particular, toda matriz real y antisimétrica es diagonalizable unitariamente
(jno ortogonalmente!) con autovalores imaginarios puros.

Matrices unitarias

Puesto que D es unitaria cuando A lo es, tenemos que I = D"D = diag(|]\(]?, ..., [\ |?),
lo que garantiza que todos los autovalores de cualquier matriz unitaria tienen modulo uni-
dad.

Reciprocamente, si A es una matriz normal cuyos autovalores tienen modulo unidad,
entonces

A"A = (UDU""UDU" = UD"U"UDU" = UD"DU" = (6.25)

= Udiag(|\ %, ..., M) U" = UMU =1, (6.26)

luego A es unitaria.

En particular, toda matriz real ortogonal es diagonalizable unitariamente con auto-
valores de médulo unidad, pero éstos pueden ser no reales (recuérdense las matrices de
giro), luego no podemos hablar en general de diagonalizacién ortogonal.
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6.3.2. Descomposiciéon espectral

Toda A € C™™ normal, diagonalizable unitariamente a través de U = (U4|...|U,,),
puede expresarse de la siguiente manera:

A = Udiag(A1, ..., \)U" = >\, U; U (6.27)

J=1

es decir, como combinacion lineal de matrices de rango 1, cada una de las cuales representa
la matriz de proyeccion ortogonal sobre su correspondiente subespacio columna, siendo
estos subespacios ortogonales entre si y los autovalores de A los coeficientes de dicha
combinacion lineal. Notese que el nimero de sumandos no nulos es igual al rango de A.

Si ahora ordenamos los autovalores no nulos de A agrupando aquellos que sean iguales,
es decir, consideramos a1, as, . . ., o, autovalores de multiplicidades respectivas my, maq, ..., m,,
con my +...+m, =r(A), los sumandos correspondientes al autovalor oy, en la expresion
(6.27) se agrupan como sigue:

O‘k(UklUZl + ...+ Ukmk Uzmk) = akPker(A—akl) (628)

en donde el subespacio propio asociado al autovalor «; se supone engendrado por las
columnas Uy, ..., Uy, de U.
En conclusion, se verifica la siguiente proposicion:

Proposicién 33 (Descomposicién espectral de una matriz normal) Toda matriz
normal A puede expresarse como

p
k=1

en donde ay, son los autovalores (distintos dos a dos) no nulos de A y Py representa la
matriz de proyeccion ortogonal sobre el subespacio propio ker(A — ayI) (estos subespacios
son ortogonales dos a dos).

6.4. Matrices hermiticas

6.4.1. Formas cuadraticas

Definicién 71 (forma cuadratica) Dada una matriz hermitica A € C" ", se llama
forma cuadrdtica asociada a A a la funcion de C" a R definida mediante

X — X"Ax. (6.30)

Por el Teorema espectral, toda matriz hermitica A es diagonalizable unitariamente, y
sus autovalores son reales. Obsérvese que, si A es un autovalor de A y u un autovector
asociado a A,

u"Au = \u|?. (6.31)
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Teorema 14 Sea A € C™" hermitica, y sean Anm Y Amax Sus autovalores minimo vy
mazimo, respectivamente. Entonces, para todo x € C", se verifica que

Nt X7 < %" Ax < A X[, (6.32)

alcanzandose cada una de las igualdades en todos los vectores propios asociados, respecti-
vamente, & Amin Y Améx-

Demostracion: Por el teorema espectral para matrices hermiticas, existe una matriz
unitaria Q tal que

Q"AQ = D = diag (Amin,*** » Amiix) - (6.33)
Denotando x = Qy se tiene que
XhAX = thhAQy = yh dlag (>\m1’n7 T 7)\méx) y= )\min’yl|2 + -+ >\méx|yn|2 (634)
pero dicha cantidad puede acotarse superiormente por

A (11 + -+ 4 [9l) = A [¥11 = A I (6.35)

(se ha usado que ||y = |Qy| = ||x|| pues Q es unitaria). Asi pues, x"Ax < Anax ||x[* -
Por la ecuacién (6.31), sabemos que la igualdad se alcanza si x es un vector propio
asociado a Ajpsx.
Andlogamente, para la acotacién inferior, se observa que la expresién (6.34) es mayor
o igual que
Amin ([9117 + -+ [ynl®) = Ao (1Y 1 = Aeuin 1] (6.36)

luego Amm ||x||> < x"Ax, concluyendo la demostracion. d

6.4.2. Cociente de Rayleigh

Definicién 72 (cociente de Rayleigh) Dada A € C"*™ hermitica, el cociente de Ray-
leigh es la funcion de C™\ {0} a R definida por el cociente
hA
R(x) =2 VYx#0. (6.37)
1]
Obsérvese que si u es autovector de A asociado al autovalor A, en virtud de la ecuacion
(6.31) se tiene que

hA
R(w) ="y = (6.38)
[ull
Por otro lado, la ecuacién (6.32) garantiza que
hA
>\m1'n < )|c|”;{ < )\mé,x Vx 7é 0, (639)
X

y la continuidad de la funcién R en C™ \ {0} garantiza que se alcanzan todos los valores
del intervalo [Amin, Améx]-
Asi pues, concluimos lo siguiente:
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Proposicion 34 Sea A real y simétrica, sean Amm, Amax (0s autovalores minimo y mdri-
mo, respectivamente, de A; entonces

. x"Ax  x"Ax
W R g e o

alcanzdandose dichos valores en los correspondientes autovectores de A asociados a Apm Y

)\méx .

6.4.3. Clasificacion de matrices hermiticas

Como hemos visto, los signos que puede tomar una forma cuadrética estan determina-
dos por los de los autovalores de la matriz hermitica que la define. Ello motiva la siguiente
clasificacion de las matrices hermiticas:

Sea A una matriz hermitica; se dice que:

» A es semidefinida positiva si x"Ax > 0 Vx, lo que equivale a que sus autovalores
sean positivos o nulos (A; > 0).

e En particular, A es definida positiva si x"Ax > 0 Vx # 0, es decir, si sus
autovalores son positivos (g > 0).

» A es semidefinida negativa si x"Ax < 0 Vx; equivalentemente, si sus autovalores
son negativos o nulos (A < 0).

e En particular, A es definida negativa si x"Ax < 0 ¥x # 0 o, lo que es lo
mismo, si sus autovalores son negativos (A < 0).

» A es indefinida si existen vectores x,y tales que x"Ax > 0 e y"Ay < 0; ello
equivale a que A posea algin autovalor positivo y alguno negativo.

Definicién 73 (signatura) Se define la signatura de una matriz hermitica A, y se de-
nota por o(A), como el nimero de sus autovalores positivos menos el nimero de sus
autovalores negativos.

Observacién: Obsérvese que la signatura, en conjuncién con el rango de la matriz (que
coincide con el nimero de sus autovalores no nulos) nos permite clasificar la matriz.

La siguiente proposicién cobrard importancia cuando estudiemos, en el iltimo tema,
la descomposicién en valores singulares. Obsérvese que cualquier matriz de la forma A"A
es hermitica y, por tanto, diagonalizable unitariamante con autovalores reales.

Proposicién 35 Para cualquier matriz A € C™*", los autovalores de A" A son no nega-
tivos. En particular, si r(A) =n (columnas linealmente independientes), los autovalores
de A"A son todos positivos.

Demostracién: Sea A € C un autovalor de A"A de vector propio unitario u. Entonces
0 < |Au|? = (Au)"Au = u"A"Au = u"\u = \ul|* = \. (6.41)
En particular, si r(A) =n, u # 0 = Au # 0, luego A\ = ||Au||* es positivo.
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Corolario: Si A € C™" A"A es semidefinida positiva (definida positiva en caso de
ser 7(A) = n).

6.4.4. Matrices reales simétricas

Toda matriz real simétrica es en particular una matriz hermitica. Por tanto, se le puede
aplicar todo lo visto en esta seccion. Pero ademas, existe un procedimiento mas sencillo
para clasificarla, sin necesidad de calcular sus autovalores. Nétese que, a estos efectos, no
nos interesan las magnitudes de los autovalores, sino tan solo sus signos.

Definicién 74 (Congruencia de matrices) Dadas dos matrices A,B € R™"  se di-
cen congruentes entre si si eriste P € R™" regular tal que B = P'AP.

Observacion: Obsérvese que la semejanza ortogonal es un caso particular (muy restric-
tivo) de congruencia: dos matrices reales simétricas son semejantes ortogonalmente si son
congruentes y, ademds, la matriz de paso P es ortogonal (P! = P~1).

Teorema 15 (Ley de inercia de Sylvester) Dos matrices reales simétricas, congruen-
tes entre si, tienen el mismo numero de autovalores positivos, el mismo niumero de nega-
tivos y el mismo numero de nulos.

En virtud de este teorema, cuya demostracién omitimos, podemos establecer el si-
guiente procedimiento, denominado diagonalizacién por congruencia, para encontrar
los signos de los autovalores de A real y simétrica, que consistira simplemente en hallar
una matriz congruente con A que sea diagonal. Sus elementos diagonales no seran, en
general, los autovalores de A, pero tendran los mismos signos que éstos.

Observamos primero que si realizamos una operacion elemental sobre las filas de A
y a continuacién la misma operacién sobre sus columnas, se conserva la simetria de la
matriz.

Ello equivale a la post- y premultiplicacién por una matriz elemental y su transpuesta:
E! AE,, obteniéndose una matriz congruente con la primera.

Reiteramos este proceso hasta obtener una matriz diagonal (lo cual siempre es posible
porque equivale a triangularizar A mediante operaciones elementales de filas), y llegamos
a:

E.---E'E'AE\E,---E;, =D, es decir, (E;Ey---E,) AEE,---E, =D.  (6.42)

Asi pues, tomando P = E {E;---Eg, esto es, la matriz resultante de realizar sobre la

identidad las mismas operaciones de columnas efectuadas sobre A, tenemos que P'AP =
D.
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1 -2 1
Ejemplo: Clasifiquese la matriz real y simétrica | -2 2 0
1 0 -1

Solucién: Diagonalizamos por congruencia realizando operaciones gaussianas:

F) = F+2F =21 Cy, = Cy+2C, Lo
B o_ m_p 0 -2 2 o — oo 0 —2 2
3 3 0 2 -9 3 3o 0 2 -2

{@::&+@} é 88

5 _

Asi pues, la matriz es indefinida, siendo su rango igual a 2 y su signatura igual a 0.
Nota: Si ademés deseamos conocer la matriz P tal que P'AP = D, en donde A es

la matriz de partida y D la diagonal congruente con ella, debemos realizar las mismas

operaciones solo por columnas sobre la matriz identidad, obteniéndose en este caso:

1
P = 1
1

o O =
S = N
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6.5. Ejercicios

6.1.— Compruébese que las dos matrices

11 10
00 ’ 00
son semejantes pero no son unitariamente semejantes.

6.2.— Determinese una base ortonormal de vectores propios de la matriz

N W

2
0
2

W N =~

6.3.— Diagonalicese unitariamente la matriz

0 -1 2
1 0 =2
-2 2 0

6.4.— Diagonalicese unitariamente la matriz

3 -1 2
1 3 =2
-2 2 3

Indicacién: Utilicense los resultados del ejercicio anterior.

6.5.— Diagonalicese ortogonalmente la matriz

1 -1 1 1
-1 1 -1 -1
1 -1 -1 -1
1 -1 -1 -1

6.6.— Diagonalicese unitariamente la matriz

10 01
01 —-120
01 10
-1 0 01

6.7.— (Ejercicio avanzado) Demuéstrese que una matriz compleja A es normal si y solo
si cumple que

vx € C", ||A"x| = ||Ax].
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6.8.— Pruébese que toda matriz ortogonal del espacio tridimensional euclideo ordinario
se reduce a una de las tres posibilidades:

a) Un giro respecto de un eje.
b) Una simetria respecto de un plano.

¢) La composicién de dos transformaciones de los tipos anteriores.

6.9.— Determinense los valores del parametro a que hacen definida positiva la matriz

— = Q

1 1
a 1
1 «a

6.10.— Clasifiquese la siguiente matriz real y simétrica

a+b —a -b
—a a+c —c , a,b,c>0.
—b —c b+ec

6.11.— Calctilense los valores maximo y minimo de la funcién R definida en R3\{(0,0,0)}

mediante
3(x* +y? + 2%) + 2(xy + yz + 27)

x2 4+ y? + 22

asi como los vectores en los que se alcanzan dichos valores.

R(x,y,z) =

)

6.12.— Calctilense los valores méximo y minimo que alcanza sobre R?\{(0, 0)} el cociente

() (52)(5)
(2, y)II? ’

indicando sobre qué vectores toma dichos valores.

6.13.— Diagonalicese por congruencia cada una de las siguientes matrices, indicando el
rango y la signatura:

1 -2 2 2 -3 -1 i’ (1) :g j
a) | -2 4 =4 ;0| -3 3 1]; ¢ 5 _9 8 3
2 -4 4 -1 1 1

-2 -1 3 1
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6.5.1. Cuestiones

13 a b
6.14.— Sean a, b, c nimeros reales no nulos. Se considera lamatrizA =| —a 13 ¢
—b —c 13

Determinese la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

1.

A no es diagonalizable unitariamente.
A es diagonalizable unitariamente y todos sus autovalores son reales.
A es diagonalizable unitariamente y todos sus autovalores son imaginarios puros.

A es diagonalizable unitariamente y todos sus autovalores tienen parte real igual a
13.

A es normal.
Ningtn autovalor de A es real.

Los subespacios propios de A son ortogonales dos a dos.

6.15.— Sea A € C™". Determinese la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

1.

2.

Si todos los autovalores de A son reales, entonces A es hermitica.

Si A"A = AA" y todos sus autovalores tienen médulo unidad, entonces A es
unitaria.

. A es diagonalizable unitariamente < A"A = AA".

Si A es normal y todos sus autovalores son reales, entonces A es real y simétrica.
A es simétrica = A es diagonalizable unitariamente.

A es normal = sus subespacios propios son ortogonales dos a dos.
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Descomposicion en valores singulares

7.1 Descomposicion en valores singulares (DVS) de una matriz. Existencia y determi-
nacién de DVS de una matriz. Propiedades de la DVS. Expresiones de los valores
singulares méximo y minimo de una matriz. Matriz pseudoinversa.

7.2 Numero de condicién espectral de una matriz.

7.3 Normas vectoriales y matriciales. Normas en C™*" (R™*") o C" (R™). Normas
matriciales inducidas por normas vectoriales.

7.4 Ejercicios.

Introducciéon

Con este tema concluye la asignatura de Algebra. La Descomposicién en Valores Singu-
lares (DVS) utiliza, compendia y generaliza el contenido de los seis temas anteriores. Asi,
en la DVS aparecen bases ortogonales de la imagen y el nicleo de una matriz, asi como
sus suplementarios ortogonales (temas 1 y 3). A partir de la DVS se calcula con facili-
dad la pseudoinversa de una matriz, que puede considerarse como una generalizacion del
concepto de inversa (tema 2) a cualquier matriz, no necesariamente cuadrada. Cuando la
matriz es de rango maximo, la pseudoinversa conduce a la solucién de minimos cuadrados
si el sistema es incompatible y a la de minima norma si es indeterminado. En el caso més
general permite hallar la soluciéon de minima norma de entre las que minimizan el error
cuadrético. La DVS permite hallar facilmente matrices de proyeccién ortogonal (tema 4).

Por otra parte, la DVS puede verse también como una generalizacion de la diagonaliza-
cién por semejanza (tema 5) o de la descomposicion espectral de una matriz normal (tema
6), con la ventaja de que existe siempre. El cdlculo de la DVS se apoya en el cédlculo de los
valores y vectores propios de una matriz normal (tema 6), en el teorema de complecién
de la base (tema 1) y en la ortogonalizacién de Gram-Schmidt (tema 3).

La DVS tiene numerosas aplicaciones tedricas y précticas en diversas ramas de la
ingenieria. Sin embargo, su generalidad no la convierte en la panacea general, en el método
universal siempre aplicable. Cuando el tamano crece, resulta mucho mas costosa que los

123



124 Algebra (2017/18)

métodos alternativos basados en la eliminaciéon de Gauss o en la factorizacion QR. Por
este motivo, su uso debe limitarse a los casos en que sea imprescindible.

7.1. Descomposiciéon en valores singulares (DVS) de
una matriz

Teorema 16 (Ezxistencia de la DVS). Para cualquier matriz A € C™ ™, de rango igual a
r, existen U € C™™ unitaria, V. € C™", unitaria, y ¥ = diag(oy,09,...,0,) € R™*",
donde p = min{m,n} tales que

A =UxV" (7.1)

yo.l2022"'207“>O-T‘+1:"':O-p:0'

Demostraciéon: Por la importancia del tema se ofrece a continuacion una demostra-
cion de tipo constructivo. Es importante porque es el método que se sigue en la practica
para calcular una DVS de una matriz.

Se va a demostrar la existencia de la DVS detallando un procedimiento bien definido
para calcular las matrices U, ¥ y V| tales que la ec. (7.1) se cumple para cualquier matriz
compleja A. Sin pérdida de generalidad se supondrda m > n. Si m < n el procedimiento
que sigue se puede aplicar a A"

La matriz A®A es hermitica, con valores propios no negativos. Suponiendo que la
factorizacién (7.1) existe, esta matriz resulta ser:

A"A = VEU"UEV" = VE'ZV" = VD, V" (7.2)
de donde se deduce que V es una matriz unitaria que diagonaliza a A"A, y D,, es la
correspondiente matriz diagonal de valores propios, reales y no negativos, que se suponen
ordenados de mayor a menor,

D, = diag(\, .. M)y A > A > A ==\ =0 (7.3)

Teniendo en cuenta que segin la ecuacién (7.2), D,, = X'3, la matriz rectangular y
diagonal 32, con elementos diagonales no negativos, queda univocamente determinada en
la forma,

3 =diag(oy,...,0,) ER™" o> >0, >0,41="=0,=0 (7.4)

Cuyos g; sO1:

g; = \/)\Z’(AhA>, i:1,2,...,n (75)

Las expresiones (7.2) y (7.4) permiten calcular V y 3. Queda por determinar la matriz
U de modo que sea unitaria y satisfaga la ec. (7.1). A partir de dicha ecuacién se tendra,

AV = US (7.6)
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que en forma desarrollada se puede escribir,

A(V1 Vy, - Vn):(alUl oUy -+ anUn) (7.7)
De donde se deduce que
AV,
U, =" =12 (7.8)
0j

La ecuacion (7.8) sélo permite calcular las r columnas de U asociadas con valores sin-
gulares no nulos. Como esta matriz debe ser unitaria, hay que demostrar que las columnas
obtenidas mediante la ec. (7.8) constituyen un sistema ortonormal. En efecto,

1 1 .
V?AhAVJ = 7)\j5ij = (51']‘, ] = ]_, 27 e, T (79)

Uy, =
0;0; 0;0;

Las restantes columnas de U se pueden calcular ampliando el sistema ortonormal
{U;,U,,...,U,} auna base ortonormal (Uy,...,U,, U,,q,...,U,,) de C™ de modo que
U = (Uy|---|U,,) resulte unitaria.

Para j = r + 1,...,n, se cumple A"AV,; = 0, y, al ser kerA = ker(AhA> (véase
problema 2.11), se tiene que AV; = 0; con lo cual queda totalmente demostrada la
férmula (7.1). O

Definicién 75 (valores singulares) Si A € C™*" los
0 = )\j(AhA), j:1,2,...,p (710)
donde p = min{m,n}, se denominan valores singulares de A.

Definicién 76 (descomposicién en valores singulares) La férmula A = UXV" se
denomina descomposicion en valores singulares (DVS) de A.

Noétese que A = UXV"H = > ajUjV?’. Es decir, toda A de rango r se puede

expresar como suma de r matrices de rango 1 utilizando la DVS. Esta observacién da
lugar a la siguiente definicion:

Definicién 77 (forma reducida de la DVS) Si {U,,j = 1,...,r} es una familia or-
tonormal de vectores de C™, {V;,j =1,...,r} es una familia ortonormal de vectores de
C",yo,>09>--->0,>0, entonces la expresion

A=>0o,UVh
j=1

se denomina forma reducida de la descomposicion en valores singulares de A.
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Observacion: La DVS no es tnica, ya que V no es unica y U, en general, tampoco lo es.
Segun el método de cdlculo que se acaba de describir, la indeterminacién esté en el calculo
de los vectores propios de A" A que constituyen las columnas de la matriz unitaria V (para
valores propios simples de A" A podrian tomarse vectores propios unitarios relacionados
por medio del factor e??; para valores propios miiltiples podrian elegirse diferentes bases
ortonormales del correspondiente subespacio propio). Tampoco el célculo de las columnas
de U correspondientes a los valores singulares nulos estd determinado (la ampliacién de
la familia ortonormal {U;,U,,...,U,}, cuando r < m, a una base ortonormal de C™
no es unica; sé6lo queda univocamente determinada la matriz U cuando todos los valores
singulares son no nulos).

Observacién: Las columnas de U son vectores propios de la matriz AA". En efecto,
sustituyendo A por su DVS, dada por (7.1),

AA" =UXV'VY'U" = UZE'U" = UD,,U" (7.11)

Sin embargo, no es correcto calcular de modo independiente la matriz U segin la
expresion (7.11) y la matriz V segun la expresién (7.2). Una vez calculada una de ellas,
la segunda debe ser calculada segin la expresién (7.1), tal como se ha hecho para U a
partir de la expresién (7.8).

Observacién: Las matrices A"A y AA" tienen los mismos valores propios no nulos y

con las mismas multiplicidades. Si m > n o n > m, el valor propio nulo tendra multipli-

cidad algebraica aumentada en m —n en AA" 0 en n —m en A"A, respectivamente. De
hecho, se sabe que

A" xara(A) = A"xaan(}) (7.12)

Este resultado permite calcular los valores singulares de A (véase (7.10)) a partir de

los valores propios de A"A o de AA", siendo conveniente elegir la de menor orden. En el

caso de efectuar la DVS a partir de AA", hay que tener en cuenta que la DVS seré la de
AM = VXU

7.1.1. Propiedades de la DVS

Se cumplen las siguientes propiedades:

1. Los vectores columna de las matrices U y V proporcionan bases ortonormales de
los cuatro subespacios asociados a la matriz A, de la siguiente forma:

mA = Im(AA") =L[Uy,..., U]
kerA = ker (AhA):L[Vm,...,Vn]

kerA" = L[U,.,..., U,
ImA" = L[Vy,...,V,]

donde 7 es el rango de A, y se ha utilizado que ker A" = (Im A)~.
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2. Si A € C™"™ es normal, entonces sus valores singulares son los médulos de sus
valores propios, comprobémoslo:

SeaW una matriz unitaria que diagonalice A, es decir:
W"AW = D = diag(\1, ..., \n)

y podemos suponer los valores propios ordenados en médulo de mayor a menor
|A1] > ... > |An] > 0, entonces:

W'A"AW = W'AP"WW"AW = D"D = diag(|\ )%, ..., |\]?) = diag(o?,...,0"),

n

de donde se deduce la relacion entre los valores propios y los valores singulares:
o = |\l

Representaciéon esquematica de la DVS

Figura 7.1: Representacion gréafica de la DVS de una matriz de rango r.

La Figura 7.1 representa la DVS de una matriz rectangular con » < n < m. Las
matrices Ur v Vi corresponden con las r primeras columnas de U y V|, respectivamente.
La DVS se puede escribir de las siguientes formas (forma general y forma reducida):

A =UZV"=Upx, Vi =Y 0,U;V! (7.13)
j=1

Obsérvense, en primer lugar, los tamanos de las distintas matrices: U y V son cuadra-
das (unitarias), mientras que ¥ tiene el mismo tamano que A. Obsérvese, también, que
las submatrices Uy y Vv no intervienen en el resultado de la DVS, al estar multiplicadas
por submatrices nulas de la matriz 3. Recuérdese que las columnas de Ug son una base
ortonormal de ImA y que las columnas de V lo son de ImA”. Asimismo las columnas
de V v de Uy son respectivamente bases ortonormales de kerA y de kerA”.
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7.1.2. Expresiones de los valores singulares maximo y minimo
de una matriz

Sea A € C™*" donde m > n. Teniendo en cuenta el concepto de norma euclidea de
un vector, definida en el capitulo 3, se tienen

A
o (ATA) = max A%l A, (7.14)
o Ixll,  xl

Z. H XH Z.
Omin = \/ Amin(APA) = min 2 — min ||Ax 7.15
( ) x#£0 HXHQ I H ||2 ( )

x|ly=1

Oméax

donde 0,40 V Tmin sON, respectivamente, los valores singulares méaximo y minimo de A y
las normas euclideas se han denotado con el subindice 2.

La demostracién puede realizarse de forma similar a la del teorema 13 del capitulo
6, considerando la diagonalizacién unitaria de la matriz hermitica A®A, cuyos valores
propios méximo y minimo son, respectivamente, o2, v 02, .

En el caso de que m < n, bastaria utilizar las férmulas (7.14) y (7.15) con la matriz
A" en vez de A.

7.1.3. Matriz pseudoinversa

Definicién 78 (matriz pseudoinversa) La matriz pseudoinversa de A € C™*" sien-
do ULV = > O’jUjV;L, una de sus DVS, se define! como

,
+ _ —1 h
AT = Zaj V,Uj (7.16)
j=1
A partir de la definicién anterior, si 3 = diag(oy,09,...,0,,0,...,0) € R™*" con
01,09, ...,0, no nulos, es facil comprobar que
ot oo 0|
| O
= 0 - o7t | € R™™
_ _ _ _|_ —
0] | O

Por tanto, la expresion anterior de la pseudoinversa de A puede escribirse, tambien, como
At =VItU"

Proposicién 36 Dado el sistema Ax = b, donde A € C™*" y b € C™, la solucion de
minimos cuadrados y minima norma de dicho sistema es xg = A™b.

'La unicidad de la matriz pseudoinversa serd justificada més adelante.
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Demostraciéon: Por una parte, xo = A*b es solucién de minimos cuadrados:

Axg = AA'b=A (Z aj—lij;?> b= (Z aj_lAVjU?) b=

j=1 j=1
= (Z Uj_l%'UjU?) b= (Z UjU?) b =P ab.
j=1 Jj=1
Por otra parte, es solucién de minima norma:
Xo=A"b = (Z ajlijg%) b=> 0;'U'bV,
j=1

es decir, xg € L[{V1,...,V,}] = InA" = (kerA)". O
Proposiciéon 37 La pseudoinversa de A € C™*™ estd univocamente determinada.

Demostraciéon: Se cumple, por la proposicién anterior, que Vb € C™ el sistema
Ax = b tiene una tnica solucion de minimos cuadrados y minima norma, dada por
ATb. Supdéngase que existiese otra matriz B € C"*™, tal que Vb € C™ dicha solucién
fuese Bb. Se tendria, pues, Vb € C™, Bb = A™b, lo cual implica que B = A™. O

7.2. Numero de condicion espectral de una matriz

En primer lugar se motivara el concepto de ntimero de condicién espectral de una
matriz.

Perturbacion del término independiente de un sistema lineal

Sean A € C™ ", de rango igual a n, y el sistema compatible y determinado Ax =
b # 0. Se desea estudiar la variacién Ax, del vector solucién xq del sistema inicial ante
variaciones Ab # 0 del vector b, en el supuesto de que el sistema A (x + Ax) = b + Ab
siga siendo compatible y determinado.

Se tiene

AXO = b
A(X0+AX0> = b+ Ab

que equivale a

AAxy = Ab (7.18)
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Teniendo en cuenta (7.14) y (7.15) se obtiene
[Axoll, _ bl

Umdx(A> Z = (719)
%ol lIxoll,
[AAX[l,  [[Abll,
Omin(A) < = (7.20)
A%l [[Axoll,
Y, a partir de lo anterior
1
[A%o]l, < T (A) | Ablf,
1 1
S O-mdz<A)7
[1%oll bl
Multiplicando miembro a miembro se llega a
18%0ll, _ Guae(A) [ Ab], _—

[I%olly ™ amin(A) bl

Definicién 79 (ntdmero de condicién espectral) FEl nimero de condicion espectral
de A € C"™ " de rango igual a n, que se denota c3(A), se define como

_ )‘méx<AhA) _ Umdx(A)
() = m  OnalA)

Si A € C™™ es normal e invertible, teniendo en cuenta que los valores singulares de
A coinciden con los médulos de los valores propios de A, se obtiene
Umdx<A) _ ’Al(A)|
Tmin(A) [An(A)]

CQ(A) =

(7.22)

en el supuesto de que los valores propios de A cumplen |A;(A)| > -+ > [\ (A)] > 0.
Es inmediato ver que c(A) > 1.
[Axoll

lIxollo
en (7.21), es el error relativo, medido por la norma euclidea, del vector solucion del

sistema cuando el vector b se modifica.

Definicién 80 (error relativo del vector solucién) El cociente , que aparece

El resultado (7.21) queda, por tanto, como

A
H XOHQ < CQ(A.)

I%olly —

|Ab]l,
b,

Por tanto, el niimero de condicién proporciona una cota superior para el posible aumento
del error relativo, cuando se modifica el término independiente del sistema. Esta cota
superior es 6ptima (es decir, alcanzable).

Pueden obtenerse expresiones que relacionan Axg, Xo y ¢2(A), cuando la matriz A
pasa a ser A + AA o cuando se modifican conjuntamente la matriz A y el vector b.
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7.3. Normas vectoriales y matriciales

En esta seccion se generaliza el concepto de norma de un vector y se extiende a
matrices de cualquier tipo. De esta manera se puede cuantificar un error definido como
diferencia entre dos matrices. Las normas de vectores y matrices sirven para estudiar
céHmo se propagan a la soluciéon de los sistemas de ecuaciones lineales los pequenos errores
o perturbaciones que se introduzcan en los datos del problema: la matriz y el término
independiente. Se define también el niimero de condicién de una matriz, que es un ntimero
real mayor o igual que 1 que cuantifica la sensibilidad que esta matriz tiene ante dichos
errores. Los valores singulares de una matriz ofrecen la mejor caracterizacion de dicha
sensibilidad. jPor qué definir distintos tipos de normas? En espacios de dimension finita
todas las normas son equivalentes lo que significa que si dos vectores o dos matrices son
suficientemente parecidos segiin una norma, también lo seran segiin cualquier otra norma.
La pluralidad de normas se justifica entonces por la mayor o menor dificultad con la que
permiten establecer ciertos resultados tedéricos y por el muy distinto esfuerzo de célculo
que requieren.

7.3.1. Normas vectoriales

En todo lo que sigue £ = K™ o0 F =K", donde K=R o K=C.

Definicién 81 Una norma en E es una aplicacion

-] : £ — R (7.23)
que verifique las siguientes propiedades:

1)
VzeFE, ||z|]| >0, y |z]| =0« z=0. (7.24)

2)
Vz € E, VA € K, || Az]| = |\|||z]| (7.25)

3)
Vz,w € E, ||z +w| <|z| + ||[w]| (Desigualdad triangular). (7.26)

Ejemplo 1. Tres ejemplos clasicos de norma en E = C" son:

— norma 1:
2ll1 = |z1] + - + [ 2] (7.27)

— norma 2 o norma euclidea (norma inducida por el producto escalar definido en el
capitulo 3, a la que ya se ha hecho referencia al considerar las expresiones de los
valores singulares maximo y minimo):

Izl = /212 + - + |2n? (7.28)
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— norma oo o norma del supremo:

|Z]|oo = max {|z1],. .., |za|} (7.29)

Se puede comprobar con relativa facilidad que cada una de las expresiones anteriores
satisface las tres condiciones de la definicién de norma.

Observacién: Toda norma || - || en E induce una distancia d(z,w) := ||z — w|| en E.
En particular, la norma euclidea en R" induce la distancia habitual.

Definicién 82 (normas equivalentes) Se dice que dos normas || - ||;, || - ||; en E son
equivalentes si existen unas constantes reales o, 3 > 0 tales que

Vae B, ozl < lzll; < 6= (7.30)

Proposicion 38 FEn los espacios vectoriales de dimension finita todas las normas son
equivalentes.

Ejemplo 2. La norma de Frobenius viene definida por

Al = 88 = [l = | Yo (7.31)

donde los o son los valores singulares no nulos de A.

7.3.2. Normas matriciales inducidas por normas vectoriales

Definicién 83 Sean A € C™*" y ||-|,, p € {1,2, 00}, una norma vectorial definida tanto
en C™ como en C". Se denomina norma matricial |- ||, en C™*" inducida por dicha
norma vectorial a

A
A, = mix 12Xl

(7.32)
x0 |||l
Se puede demostrar de un modo sencillo que la definicién anterior verifica las propieda-
des de norma. En lo sucesivo con frecuencia se omitira el subindice p y se entendera que
la norma es una de las normas vectoriales p = {1,2,00}, y la correspondiente norma
matricial inducida.
Como consecuencia de la definicion,

vxeC",  [|Ax| < [JA[[]lx]] (7.33)
Se verifica A
IA] = max JAXI | = méx ||Ax]| (7.34)
o xS |l T S
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Si A es regular se cumple

1 -1
R r e T L) (7.35)
Proposicién 39 Si || - || es una norma matricial, inducida por una norma vectorial,
VA € C™" VB € C™P, |AB]| < [|A|||IB]| (7.36)
Demostracion: Siy es un vector unitario tal que |AB|| = ||(AB)y]||, se tiene:
IAB| = [[(AB)y[l = [[A (By)| < [[A[[[Byl| < [|A] [|B] (7.37)

Ejemplos de normas matriciales inducidas

Ejemplos relevantes de normas matriciales inducidas por normas vectoriales son los
siguientes:

» Norma 1: Utilizando la norma || - ||; en C™ y C",

[Af = max [[Aull = max || Ag[| (7.38)

[lulli=1

es decir, coincide con el maximo de las normas 1 de los vectores columna A, de A.

» Norma 2 o norma espectral: Utilizando la norma || - || en C™ y C,
|All2 = ||HﬁéX1 |Au|l2 = \/p(APA) = opmax (7.39)
ullo=

donde p(A"A) es el radio espectral de dicha matriz y o4 es el valor singular
maximo de A.

» Norma oo: Utilizando la norma || - ||, en C™ y C",

1Alloe = méx [[Auo = méx |A7]]x (7.40)

l[alleo=
es decir, coincide con el maximo de las normas 1 de los vectores fila A7 de A.
Se satisfacen las relaciones,
IAllo = A"l [JA]l2 = [|A]l2 = [ A"z (7.41)
y, para cualquiera de las normas 1, 2, oo se cumple

1Al = |[4] (7.42)
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Observacion: La norma de Frobenius no estd inducida por ninguna norma vectorial,
como se comprueba considerando la matriz identidad de orden n, ya que ||L,||» = v/n.

Proposicién 40 Cualquier norma matricial || - || en C*™" inducida por una norma vec-
torial verifica

p(A) < |A] (7.43)
Demostracién: Si x es un vector propio de A y Ax = Ax, se tiene ||[Ax|| = |A|[|x]| =

|Ax| < ||A]l[|x]|, de donde |[A| < ||A]|, lo cual implica que el radio espectral de A
estd acotado superiormente por la norma de A. O



Capitulo 7 135

7.4. Ejercicios

7.1.— Determinese una descomposicién en valores singulares de las siguientes matrices:

74
A:<2 ;‘ :2),32 4 -8
4 1

7.2.— Hallese una descomposicién en valores singulares (DVS) de la matriz
1 1
A= ( i -1 ) :

7.3.— Sea A =

O N =
N O N

0
2
1
1. Calctilese una matriz Q ortogonal tal que Q'AQ sea diagonal.

2. Dedizcase una descomposicién en valores singulares UXV? de A, expresando las
matrices U y V en funcion de Q.

7.4.— Sea A una matriz compleja. Demuéstrense las siguientes propiedades:

1. A, A A’ A" tienen los mismos valores singulares.

2. Si las filas (o columnas) de A son ortonormales, entonces los valores singulares de
dicha matriz son todos iguales a la unidad. En particular, los valores singulares de
una matriz unitaria son 1.

3. Si A es cuadrada entonces el producto de sus valores singulares coincide con el
moédulo del determinante de la matriz.

7.5.— Héllese una descomposicién en valores singulares (DVS) de la matriz

5 3 5 3
M=|40420
2 6 2 6

asi como su pseudoinversa. Indicacién: Se recomienda diagonalizar (ortogonalmente) en primer
lugar M'M.

7.6.— Sea A € C"™*" y AT su matriz pseudoinversa:

1. Sim =ny A es invertible, entonces AT = A~1.

-1
2. Si el rango de A es igual a n, entonces A+ = (AhA) A"l



136 Algebra (2017/18)

i ' h A
3. Si el rango de A es igual a m, entonces At = A (AA ) .

7.7.— Dada la matriz

1 1 2

-1 -1 0

A= 1 10
-1 -1 2

1. Calctlense sus valores singulares.

2. Hallese una descomposicién en valores singulares UXV' de A, de modo que la
primera columna de V sea un vector canénico.

3. Calculese la pseudoinversa de A como suma de r matrices de rango 1, siendo r el
rango de la matriz A.

4. Calculese la solucién de minimos cuadrados y minima norma del sistema Ax =

—___ o

7.8.— Determinese el nimero de condicion espectral de la matriz ( _1? _1(2) > .

7.9.— Hallense las normas 1, 2 e oo de los siguientes vectores:
u=(1,-2,0,2), v=~1,-i,3+4i,-2+1).

7.10.— Represéntese los conjuntos del plano R? y del espacio R?® determinados por las
siguientes condiciones:

Ix[lh <1 lxll <1 xlle <1

7.11.— Haéllese la norma 2 de cada una de las siguientes matrices:
1 1 3 1 -2 —5 4 L
A:<—220>’B:<2 —1>’C:< 4—5>’D: g

7.12.— Estudiese la relaciéon entre el radio y la norma espectrales de la matriz 2 _g ) :

Compruébese que el resultado se extiende a cualquier matriz normal.
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7.4.1. Cuestiones

7.13.— Se considera la matriz

W O N
ot

Indiquese la tinica proposicion falsa:
1. A sodlo tiene dos valores singulares distintos

2. La norma espectral de A vale 28

3. minl2xle — /11

o T

4. El ntimero de condicién espectral de A vale v/2

7.14.— Se considera la matriz

02 1

-1 1 -1

A= 02 0
11 —1

Indiquese la tnica proposicion falsa:
LAl =6
2. El nimero de condicién espectral de A vale v/5
3. vx € R3\ {0}, 122> < /5

[l

4 Al =3

7.15.— Se considera la matriz

1 -1 -1
2 1 0
2 0 0
1 -1 1
Indiquense las proposiciones verdaderas y las falsas:

1. Para todo vector u unitario de R3, ||Aul|, > v/2

2. [|[AT]ly = (Al

137
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3. Todos los autovalores de AA’ son reales y no negativos
4. El nimero de condicién espectral de A vale 5

5. ||Ally = V10

7.16.— Si M™ es la matriz pseudoinversa de M, indiquense las proposiciones verdaderas
y las falsas:

1. Si P es una matriz de proyeccion ortogonal, entonces P+ = P

2. Si S es una matriz de simetria ortogonal, entonces ST = S

-1
3. Si A € C™ " de rango igual a n, entonces At = (AhA) A"

4. Si A € C™ " de rango igual a m, entonces A" = A" (AAh)_1

5. Si A € C™ " tal que AT = A, entonces A es invertible.



Soluciones a los ejercicios propuestos

Capitulo 1

1.1.—

1. Puesto que los tres vectores forman una matriz cuadrada de orden 3, el procedimien-
to mas sencillo consiste en averiguar para qué valores del parametro no se anula el
determinante de dicha matriz:

= —a+34£0a#3

S N

—1
0
1

S = N

que son los valores de a que hacen linealmente independientes dichos vectores.

2. Precisamente para este valor el vector (a, 1,0) depende linealmente de los dos prime-
ros, por lo que tenemos que estudiar si el nuevo vector (1,1, —1) depende linealmente
de aquéllos. Por el mismo procedimiento de antes,

1 -1 2
2 0 1]=0
1 1 -1

luego el tercer vector es combinacién lineal de los dos primeros. De hecho, se aprecia
a simple vista que es la diferencia entre el segundo y el primero.

1.2.—
1 2 -1 3 1 2 -1 3 1 2 -1 3
1 =1 A 3|~]0 =3x+1 0 |~|0 -3 A+1 0
3 2 5 4 0 -4 8 pu—9 0 0 20—4\ 3u—27

(en el ultimo paso se ha multiplicado la tercera fila por 3 y se le ha restado la segunda
multiplicada por 4). La independencia lineal equivale a que la dltima fila de esta matriz
triangular tenga algin elemento no nulo, es decir, a que (A, i) # (5,9).
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1.3.— Escribimos los tres vectores como las filas de una matriz (alterando el orden para
facilitar las operaciones) y procedemos a triangular mediante operaciones gaussianas:

1 1-i 1 |
. Fj=F;—F .
1+i 1 0 {Pé=Fb+O+@Fl ~ 0 3 1+

140 1-3 1—i 0 —3i 1—i
~1 1—i 1
{F=F+iF}~| 0 3 1+i
0 0 0

que nos permite concluir que los tres vectores son linealmente dependientes.
Otra forma: También se podria haber calculado el determinante de la matriz y como da
0 (compruébese), se tiene los tres vectores son linealmente dependientes.

1.4.—

1. P estd constituido por los vectores de R* que satisfacen simultdneamente dos
ecuaciones implicitas homogéneas, lo cual como sabemos caracteriza a un sub-
espacio.

dim P = 4 — 2 = 2 pues est4 caracterizado por dos ecuaciones en R*. Si en dichas
ecuaciones tratamos (x3,r4) como pardmetros libres y les damos los valores (1,0) y
(0,1), obtenemos dos vectores de P linealmente independientes, es decir, una base
de P: ((1,0,1,0),(0,1,0,1)).

2. La condicién de pertenencia a H equivaleax+y+2 =0V z —y+ z =0, es decir,
la unién de dos planos de R? que (salvo que fuesen coincidentes) no es subespacio.
En efecto, los vectores (1,—1,0) y (1,1,0) pertenecen a H, mientras que su suma
(2,0,0) no pertenece. Asi pues, este conjunto no es cerrado para la suma.

3. M no puede ser subespacio puesto que no contiene al vector nulo.

4. El vector nulo pertenece a N, pues su producto vectorial por cualquier vector es 0.
Sean dos vectores u,v € N, es decir, u x (1,2,—1) =0y v x (1,2,—1) = 0; sean
a, 3 € R cualesquiera escalares. Veamos si podemos concluir que la combinacion
lineal cu+ Bv pertenece a N. En efecto, por las propiedades del producto vectorial,

(cu+ pv) x (1,2, —-1) = (au) x (1,2, -1) + (Bv) x (1,2,—-1) =

=afux(1,2,-1))+ (v x(1,2,-1)) = a0 + 50 = 0.
Asi pues, N es cerrado para las combinaciones lineales, es decir, subespacio vectorial.
Otra forma: Desarrollando el producto vectorial tenemos que los vectores de N son
aquellos que cumplen que (z,y,2) X (1,2,—1) = (—y+ 22,2+ 2,2z +y) = (0,0,0).
Igualando coordenada a coordenada, tenemos tres ecuaciones implicitas homogéneas
y por lo tanto es un espacio vectorial. De las tres ecuaciones solo dos son linealmente
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independientes (compruébese). Por tanto, cualquier vector no nulo que cumpla las
ecuaciones sera una base.

Otra forma: N estd formado por los vectores cuyo producto vectorial por (1,2, —1)
es nulo, es decir, los proporcionales a (1,2, —1), luego N = L[(1,2,—1)]. Ello nos
permite a su vez concluir que una base la constituye ese mismo vector.

5. Sabemos que la unién de subespacios no lo es salvo que uno de ellos se encuentre
contenido en el otro. Asi pues, nuestra tarea se reduce a comprobar si la recta

estd contenida en el plano, o lo que es lo mismo, si el vector (1, —3,2) es combinacién
lineal de (1,—2,1),(1,—1,0). En efecto,

1 =21 1 -2 1
1 -1 0|~]0 1 -1
1 -3 2 0 -1 1

nos indica que el tercer vector depende linealmente de los dos primeros. En conclu-
sion, en este caso si tenemos un subespacio, que coincide con L[(1, —2,1), (1, —1,0)].

Asi pues, es obvio que una base es ((1,—-2,1),(1,—1,0)).

6. De nuevo tenemos una union de subespacios, pero en esta ocasion

1 -2 1 1 -2 1 1 -2 1
1 -10|~10 1T -1 {~]0 1 -1/,
2 =3 0 0 1 -2 0 0 -1

lo que garantiza que los tres vectores son linealmente independientes; asi,
L[(2,-3,0)] € L[(1,-2,1),(1,—1,0)] y no tenemos subespacio.

También podriamos haber concluido que los vectores eran linealmente independien-
tes viendo que el determinante de la matriz es distinto de 0.

1.5.—

1. El tercer vector es 7 veces el primero menos el doble del segundo. (Escribase la
matriz cuyas filas son dichos vectores, triangulese mediante operaciones gaussianas
y se observard que los tres restantes vectores son linealmente independientes.)

2. Por ejemplo, ((1,1,1,1),(1,2,3,4),(0,1,0,—1)) (hemos suprimido el tercer vector
porque sabemos que es combinacién lineal de los restantes).

3. Basta ampliar la anterior con un cuarto vector de la forma (2,2,2,¢) y que sea
independiente de los de la base anterior. Tras los célculos, resulta ser valido para

todo ¢ # 2.
1.6.—

(G,b, C) = .1'1(1, 170) + 1'2(1,0, 1) + 1’3(0, 17 1) = (xl + T2, Ty + X3, T2 + .’Kg)-
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Se trata de resolver el sistema

T+ X9
ZB1+373 = b
To+2T3 = ¢C

Es sencillo observar que sumando las dos primeras ecuaciones y restando la tercera, ob-
. a+b—c
tenemos 2x; = a + b — ¢, es decir, 11 = ——.

Procediendo de igual modo con x y 23 (0 simplemente observando la simetria de a, b, ¢
respecto a x1, T, r3), concluimos que el vector de coordenadas es

1
(xl,IQ,xg):§(G+b—c,a—b+c,—a+b+c).

1.7.— Debemos comprobar que los vectores de V son linealmente independientes. Toma-
mos una combinacién lineal arbitraria de dichos vectores y la igualamos a 0,

a(u; +uz) + B(—2u; +up) + y(—uz + u3) = 0,
lo que equivale a
(. —=28)u; + (B —v)ug + (@ +v)uz = 0,
lo que, en virtud de la independencia lineal de los vectores uy, us, uz, implica que los tres

coeficientes de esta ultima combinacién lineal son nulos. Ello nos proporciona un sistema
lineal homogéneo en «, (3,7 cuya matriz de coeficientes es

1 =2 0
0o 1 -1
1 0 1

(obsérvese que sus columnas son los vectores de coordenadas respecto a I3 de los vectores
de V), que mediante operaciones gaussianas entre las filas nos conduce a

1 =2 0 1 =2 0
0O 1 -1 ]~10 1 -1
0 2 1 o 0 3

Es decir: el sistema sélo tiene la solucién nula, lo que asegura que los tres vectores de V
son linealmente independientes y, por consiguiente, V' es base de R3.

Para calcular el vector de coordenadas pedido, igualamos las dos expresiones de dicho
vector,

u; +ustuz = a(u; +us)+F(ug —2u;) +y(uz —uz) = (@ —26)u; + (B —7y)us + (a+7v)us
y, por la unicidad de las coordenadas, nos queda el sistema
a—20 =1

-y =1
at+y = 1
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Lo escribimos matricialmente y resolvemos por el método de eliminaciéon de Gauss

triangularizando la matriz:

1 -2 01 1
0O 1 -1]1]|~}fO
1 0 11 0

que despejando “de abajo a arriba” nos proporciona -y

a:§+1:§.

1
El vector de coordenadas es 5(5, 1,

1.8.—

-2 0
1 -1
2 1

).

2 0] 1

1 —1 1

0 3 -2

2 2 1
-5 B =-35+1=3

1. Dado que la base estd compuesta de 3 vectores, el nimero de ecuaciones indepen-
dientes serd 5 — 3 = 2. Si escribimos las ecuaciones paramétricas de M,

ry =
Ty =
r3 =
Ty =

Ts

o+
B+
a—p
=
o —7

observamos facilmente que x3 = x1 — x9 = x5 — x4, luego unas ecuaciones implicitas
son

Tr1 — T9 — X3 = 0
T3+ Ty — Tz = 0.

2. Como ya disponemos de las ecuaciones, basta imponer que el vector dado las veri-
fique, esdecirr 1—1—a=0<a=0;0+b—-1=0<0b=1.

(1,1,0,1,1) = A(1,0,1,0,1) 4+ p(0,1,—1,1,0) + v(1,1,0,—1, —1)
equivale al sistema
Adv =
ptvo =
A—p =
H—v =
A—v =

== O ==

cuya resolucion es inmediata y proporciona los valores A = = 1,v = 0.

El vector de coordenadas es, pues, (1,1,0). También podriamos haber observado
por simple inspeccion que el vector considerado es la suma de los dos primeros de
la base.
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1.9.—

1. Escribiendo los tres vectores como filas de una matriz y realizando dos sencillas

operaciones de reducciéon gaussiana,

120 1 120 1
1 01 -1 |~10 -2 1 =2 |,
1 -2 2 -3 0 -4 2 -4

observamos que la dimensién del subespacio es 2, luego el nimero de ecuaciones
implicitas independientes serd 4 — 2 = 2. Una base es por ejemplo ((1,2,0,1),
(0,—2,1,—2)). Asi, las ecuaciones paramétricas serdn x; = a,xs = 2a0 — 23, 23 =
0B, x4 = a—20. De ahi se deduce inmediatamente que o = 221 —2x3y 4 = 11— 213,
con lo que unas ecuaciones implicitas de H pueden ser:

5(71—2[)33—5(]4 = 0

2512'1 — T —21'3 =

Otra forma: Colocamos los tres vectores como las columnas de una matriz, y forza-
mos, realizando operaciones de reduccién gaussiana por filas, a que un cuarto vector
columna genérico de R* sea combinacién lineal de ellos:

1 1 1] = 1 1 1 T 111 T
2 0 —2 | x4 0 -2 —4 | x9—214 01 2 T3

0 1 2|as|71l0 1 2 T3 T10 0 0] 2234 19— 214
1 -1 =3 | x4 0 -2 —4 Ty — X1 0 00 203 + T4 — 11

lo que nos permite deducir las mismas ecuaciones implicitas obtenidas antes.

Nota: Pese a haberse obtenido casualmente las mismas ecuaciones por ambos pro-
cedimientos, existe una infinidad de pares de ecuaciones implicitas equivalentes; se
trata en definitiva de dos ecuaciones independientes cualesquiera que sean verifica-
das por los vectores que generan H.

. La dimensién de cualquier suplementario de H vale 4 — 2 = 2. Para encontrar un

suplementario bajo los requisitos del enunciado, debemos hallar dos vectores cuyas
combinaciones lineales satisfagan dichos requisitos y sean linealmente independientes
con los dos que generan H. Probamos, por ejemplo, con (1,0,1,1),(0,0,1,1) (sus
combinaciones lineales tienen sus dos tltimas componentes iguales, pero no todas
nulas), y comprobamos si al reunirlos con una base de H obtenemos una base de
R*. Por comodidad en las operaciones colocamos estos dos vectores como la primera
y la ultima fila de una matriz, y mediante sencillas operaciones gaussianas,

1 01 1 1 0 1 1 10 1 1
1 20 1 0 2 -1 0 02 -1 0
021 -2"1o-=2 1217100 0 -2
0 01 1 0o 0 1 1 00 1 1
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concluimos que los cuatro vectores son linealmente independientes y por tanto nues-
tra eleccién ha sido valida. Asi, una base de un posible suplementario la constituye
((1,0,1,1),(0,0,1,1)), de donde se deduce inmediatamente que unas ecuaciones
implicitas de dicho subespacio son xy = 0,23 — x4 = 0.

Nota: El suplementario, aun verificando la condiciéon adicional exigida por el enun-
ciado, no es unico.

1.10.— El subespacio V' tiene dimension 4 — 2 = 2 (ya que una de las ecuaciones de-
pende linealmente de las otras dos). Su suplementario en R* es cualquier subespacio L
de dimensién 2 (dimL = 4 — dimV = 2) tal que LNV = {(0,0,0,0)}. Por tanto, di-
cho suplementario no es tinico. Basta tomar, por ejemplo, el subespacio L de ecuaciones
r1 = x9 = 0, que son dos ecuaciones independientes de las que determinan V.

1.11.—

1. Esclaro que ((1,0,2,2),(1,1,0,1)) es una base de U. Asi, unas ecuaciones paramétri-
casde U son v1 = a+ 3, xo = 3, x3 = 2a y x4 = 2a+ (3. De aqui podemos obtener
inmediatamente unas ecuaciones implicitas de U: x1 = x9 + 23/2 y 24 = X9 + 3.

El vector (1,2, —2,0) de la base de V' cumple estas ecuaciones y por tanto la dim(UN
V) > 1. De hecho, como el vector (0,1, 1,2) no cumple las ecuaciones de U tenemos
que dim(U NV) =1y de la relacién de Grassmann dim(U + V') = 3. Una base de
UNYV es la formada por el vector (1,2,—2,0) que ya hemos visto que pertenece
a ambos subespacios. Una manera sencilla de obtener una base de U + V es dar 3
vectores linealmente independientes que estén en U o en V. Por ejemplo, una posible
base de U + V es ((1,0,2,2),(1,2,—2,0),(0,1,1,2)) dada por un vector de U que
no estd en V', un vector de U NV y un vector de V' que no estd en U (3 vectores de
U + V linealmente independientes).

Nota: Estas bases no son unicas.

2. Como antes, se tiene que ((1,2,1,0),(0,—1,0,1)) es una base de U. Asi, unas ecua-
ciones paramétricas de U son 1 = «, 19 = 2a—f, v3 = ay x4 = 3. De aqui podemos
obtener inmediatamente unas ecuaciones implicitas de U: 1 = x3 v 19 = 221 — 24.
A simple vista, unas ecuaciones implicitas de V son 1 = x5 y 23 = 4.

Entonces U NV es el conjunto de vectores que cumplen las ecuaciones de U y V
a la vez. Estos son los vectores tal que z; = x9o = x3 = x4, y una base de este
subespacio es la formada por el vector (1,1,1,1). Aplicando la relaciéon de Grass-
mann obtenemos que dim(U + V) =242 — 1 = 3 y una posible base de U + V es
((0,-1,0,1),(1,1,1,1),(0,0,1,1)) formada por un vector de U que no estéd en V', un
vector de UNV y un vector de V' que no esta en U (3 vectores de U + V' linealmente
independientes).

Nota: Las bases dadas no son tinicas. Notese también que ninguno de los dos vectores
de la base de V' pertenece a U y sin embargo U NV # {(0,0,0,0)}.



146 Algebra (2017/18)

1.12.— Tanto F' como G estan contenidos en F' + (G, cuya dimensién no puede exceder
de la suma de las dimensiones ni de la del total R", luego

max(p,q) < dim (F + G) < min(p+ ¢,n).

Por otro lado, FNG esta contenido tanto en F' como en GG, y como la relacién de Grassmann
nos dice que dim(F NG) = dim F +dim G — dim(F + G) > dim F' + dim G — n,

max(0,p+q—n) <dim (F NG) < min (p,q).
1.13.—

1. Es claro que los vectores pedidos son:

qQ1 = <1a ]-7 17 1)7 qz = (_1727 _27 1)7 qs = (174a073)7 qsq = (370747 ]-)

2. Este apartado puede hacerse de varias formas; lo mas sencillo es aplicar reduccién
gaussiana:

1 1 1 1 Fy=Fy+Fy, 1 1 1 1
Fl=F3—F,
-1 2 -2 1 F;:kSFl; 0o 3 -1 2
1 4 0 3 0o 3 -1 2
0 4 1 0o -3 1 =2

Se concluye que los vectores q; y qo generan H y son linealmente independientes,
por tanto tomamos como base By = (q1, qz).

3. Tenemos que encontrar dos vectores que junto con q; y g formen una base de R*.
Lo més sencillo es tantear con los vectores candnicos. Si escogemos, por ejemplo, los
dos primeros e; y e, resulta:

11 1 1
-1 2 =21

det 1 0 0 0 =3#0
0 1 0 0

asi pues podemos tomar 7' como el subespacio que admite por base (e, e3). Para
hacer la descomposicion que nos piden, buscamos las coordenadas de v en la base

(Q17 q2, €1, 62):
vV = aiq; + axqz + bie; + boey
sustituyendo:

(3,-2,3,0) = a1(1,1,1,1) + as(—1,2,—2,1) + b;(1,0,0,0) + b5(0, 1,0, 0)
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operando llegamos a a; = —ay = by = —by = 1, es decir:
vV = (q1 - QQ> + (e1 — e2) = (2, —1,3,0) + (1, —1,0,0).

El vector (2,—1,3,0) pertenece a H y (1,—1,0,0) a T

Nota: El suplementario no es unico. De hecho, se puede elegir un suplementario T’

que contenga al vector v. En dicho caso, como v € T" tendriamos que v = 0+ v con
0OcHyveT.

4. El vector v corresponde al polinomio V(x), el vector (1,0,0,0) al polinomio 1 y
(0,1,0,0) al z, por tanto

V(z) =3 —2x+32% = a,Q1(x) + aaQa(x) + b1 + box = Q1() — Qo(x) + 1 — 2.

Nota: Esta descomposicion dependerd del suplementario T' escogido en el apartado
anterior y de su base.

114~ 1.F/2.V/3. F/4F/5V
1.15— 1.V /2.V/3.V /4. F /5 V
1.16— 1.F /2. F/3.V/4F /5 F
117~ 1.V /2.V/3.V /4 V /5 F

118~ 1.V /2. F /3. F /4 F /5 V
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Capitulo 2

1.1.— Podemos escribir el vector (2, —1) como combinacién lineal de los del enunciado,

de la siguiente forma:
2 3 1
(1) =o(5) (2

luego, por la propiedad de linealidad,

2 -5 75
f(_?>:5f<§>—13f<;>:5 —4 [ -13] 3 =1 —59 |.
1 4 —47
Por otro lado, la matriz de la aplicacién lineal f es aquella matriz A que verifica f(x) = Ax.
De los datos anteriores se deduce que

2 5
A(?%): 4 3.
14

entonces podemos hallar dicha matriz A como

2 =5 3 1\ 29 —17
A=| -4 3 ( 5 9 ) = =23 13 |.
1 4 -18 11

De ello también se deduciria que la imagen por f de (2, —1) es
29 —17 75
i 2)ea( )3 8)(2)-(5)
—-18 11 —47
1.2.— La matriz buscada puede calcularse asi:
a_( 95Y(3 2\ _(95\(-1 2\_( 13
11 3 2 1 S\ 11 3 2 -3) \ -5 13 )"

1.3.— Para a = 3, dimImA = r(A) = 2 y dimker A = 4 — 2 = 2. Unas ecuaciones
paramétricas del ntcleo son
r, = —8a — 1703
To = da + 5
r3 =T«

.T4:7ﬁ
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y una base de la imagen es ((1,2,1),(2,5,1)).

Observacién: Un procedimiento general para encontrar una base para la imagen de
una matriz A, es reducir mediante operaciones elementales por columnas a la matriz A.
Los vectores no nulos que nos queden al final del proceso, seran una base del subespacio
ImA.

Aplicando el procedimiento anterior a la matriz A (para a = 3), nos queda:

1 3 -1 2 1 000
A=]12 -1 35 |~2 100
1 10 -6 1 1 -1 0 0

De esta manera, una base alternativa para Im A es la constituida por los vectores ((1,2,1), (0,1, —1)).
Para a # 3, dimIm A = r(A) = 3, dimker A = 4 — 3 = 1, la base candnica de R? es
una base de Im A y unas ecuaciones paramétricas del nicleo son:

xlzlla
1'2:()
T3 =
T4 = —da
1.4.—
1. La matriz pedida es
1 2 3 11 1\ 1 2 3 0o 0 1 3 -1 -1
2 0 2 110 =2 0 2 o 1 -1 ]=1]12 -2 2
3 =21 100 3 =2 1 1 =1 0 1 -3 5

Otra forma: Teniendo en cuenta que el producto de cualquier matriz A € K™*”
por el j-ésimo vector candénico da como resultado la j-ésima columna de A, es decir

Ae; = Cj(A), nos queda:

1 3
Ci(A)=Ae;=A| 0 |=] 2
0 1
Por otro lado,
2 1
0 = A 1 = A(61 + 62) = Cl<A) + Cg(A)
-2
-1
= Cy(A)=| -2
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Para la tercera columna de A tenemos:

1 1
( 2 ) = A ( 1 ) = A(e1 +62+63) = Cl(A) +CQ(A) +C3(A)
1

1
5

2. Una base del nicleo es ((1,2,1)) y una base de la imagen es ((3,2,1), (=1, —2, —3)).
Unas ecuaciones cartesianas del nicleo son 2z — y = 0;y — 2z = 0. Una ecuaciéon
cartesiana de la imagen es x — 2y 4+ z = 0.

3. Los transformados de los vectores de M son combinacion lineal de los transformados
de los vectores que generan M, y éstos son:

(i)-02) G)-0)

Dado que ((1,—2,-5),(4,4,4)) son vectores linealmente independientes, podemos
asegurar que forman base de dicho subespacio.

1.5.—

1. Puesto que 4 = dim(ker A) + dim(ImA) y 1 < dim(Im A) < dim(ker A), la tnica
posibilidad es dim(Im A) = 1 y dim(ker A) = 3 , luego r(A) = 1.

2. Observamos que (1,2,3,4) + (4,3,2,1) = (5,5,5,5) y (4,3,2,1) € ker A, luego el
vector suma de las 4 columnas de A es

Ci(A)+Cy(A)+C3(A)+Cy(A) = A

— = =
I
| —
ot Ot Ot Ot
|
\
=W N
— N W o

+A

ot
=W N =
— N W
—_
=~ W N =

QU O RO QOO N _—
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1.6.— Para calcular el rango de la matriz cuadrada M de orden n, a cada columna
restamos la siguiente (empezando desde la primera columna hasta la pentltima); esto nos
lleva a la matriz

a—>b 0 0 0 b
b—a a—0b - : 0 b
0O b—a . 0 : :
0 0 .oa—0b 0 b
: : . b—a a—>b b
0 0 0 b—a a

que tiene el mismo rango que M. A continuacién, a la primera fila le sumamos todas las
demas, obteniendo

0 o -+ 0 0 (n—1)b+a
b—a a—0b "-. : 0 b

0 b—a . 0 : :

0 0 .oa—b 0 b

: : . b—a a-—"> b

0 0 0 b—a a

Si ademés colocamos la primera fila en ultimo lugar, llegamos a una matriz escalonada
que tiene el mismo rango que M :

b—a a—0b . : 0 b

0 b—a . 0 :

0 0 . a—b 0 b

: : b—a a—0» b

0 0 0 b—a a

0 o - 0 0 a+(Mn—-1)b

luego el rango es maximo si a # by a # (1 —n)b; en ese caso M es invertible. Ademas,
el rango de M es:

nsia#bya#(1—n)b

sn—1sia=(1—-n)b#0

1sia=b+#0

Osia=b=0.
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1.7.— Las inversas son, respectivamente,

58 —26 —1 bbb

M1 — -1
PO R TS R R
—49 22 1 L

1.8.— Si a cada fila se le resta la posterior multiplicada por a, se obtiene la matriz
identidad; realizando el mismo proceso sobre las filas de la identidad se deduce la inversa:

1 —a 0 0 O
0o 1 — 0 0
0 0 1 —a O
0 0 0 1 —a
0O 0 0 1

En general, toda matriz triangular proviene de realizar combinaciones lineales entre las
filas de la matriz identidad, del tipo ayxFi + sk @kmEm (para triangulares superiores,
por ejemplo), desde la primera fila (k = 1) hasta la dltima (k = n). La matriz es invertible
si y solo si dichas operaciones son reversibles, y para ello es necesario y suficiente que
aij,-..,an, (elementos de la diagonal principal) sean no nulos. En tal caso, la operaciones
elementales inversas son del tipo a,;i(Fk — Yook @emFr), desde la dltima fila (k = n)
hasta la primera (kK = 1). Efectuadas sobre las filas de la identidad, proporcionan la
matriz inversa, que resulta ser triangular del mismo tipo (superior, en el caso del ejemplo
indicado).

1.9.— Considerando desde la ultima fila hasta la segunda de la matriz del enunciado,
si a cada fila se le suman todas sus anteriores, se obtiene una matriz bidiagonal (del tipo
de la del ejercicio anterior, con a = 1); si a continuacién a cada fila (desde la penultima
a la primera) se le suma su siguiente fila, se obtiene finalmente la matriz identidad. Ello
indica que este tipo de matrices son invertibles, y sus inversas se obtienen efectuando esas
mismas operaciones sobre las filas de la matriz identidad.

En el caso particular de la matriz de orden 6 del enunciado, su inversa es

6 54 3 21
55 4 3 21
4 4 4 3 21
33 3 3 21
2222 21
111111
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Para el caso general de la matriz de orden n con la misma estructura de la del enun-
ciado, realizando estas mismas operaciones entre filas se llega a que su inversa es

n n—1 --- 3 2 1
n—-1n-—-1 --- 3 2 1
3 3 -3 21
2 2 o002 21
1 1 .. 1 11

Estos son ejemplos de matrices dispersas (es decir, con gran cantidad de elementos nulos)
cuyas inversas no son dispersas.

1.10.—

1. El vector de coordenadas de v = (2,1,1) respecto a la base B es el vector [v]®
solucién del sistema

1 -1 1 2
0 1 -1 |wf=]1
1 1 0 1

Resolviéndolo se obtienen las coordenadas [v]® = (3, -2, —3)".

2. La matriz P de cambio de base de B a V tiene por columnas las coordenadas de los
vectores de V respecto de la base B. Por ejemplo, su primera columna sera el vector
de coordenadas obtenido en el apartado anterior. Procediendo columna a columna
hallariamos la matriz P; de hecho, obsérvese que estariamos resolviendo la ecuacion

matricial
1 -1 1 21 1
0o 1 -1 |1P=|11 -1
1 1 0 11 1
de donde se obtiene explicitamente
1 -1 1\ /21 1 3 20
P=|0 1 -1 11 -1 ]=(-2 -11
1 1 0 11 1 -3 -2 2

Nétese que esto coincide con la expresién P = B™'V explicada en los apuntes (donde
B es la matriz cuyas columnas contienen los vectores de la base B, y V tiene por
columnas los vectores de la base V).

3. La matriz.de cambio de base de V a B es la inversa de la de cambio de base de de
B aV, es decir,

-2
P = 3 —
0

N=N= O
[T TGO



154 Algebra (2017/18)

4. Se nos dice que un vector u tiene coordenadas [u]® = (1,2,3)* respecto a la base B
y nos piden sus coordenadas [u]v respecto a la base V. Esto quiere decir que

u=B [u’=V [u”.
Despejamos la incégnita [u]”

[w"=V"'B [u’ =P [u’

y simplemente operamos, aprovechando la matriz obtenida en el apartado anterior:

0o -2 1 1 —1
\ 2 3 _
2 2

Obsérvese que desde el principio también podiamos haber aplicado directamente la
expresion que aparece en los apuntes:

de donde se deduce inmediatamente: [u]” = P~ [u]®, llegando al mismo resultado.

1.11.— El contenido ker A C ker A"A es trivial. El contenido ker A»A C ker A se
deduce de

uckerA"A & A"Au=0=u"A"Au=0< (Au)"(Au) =0

= (Au)>=0< (Au); =0 Vi=1,...ne
i=1

S Au=0&uckerA.

Por tanto, 7(A"A) = n — dimker A"A = n — dimker A = r(A), y
A"A =0 kerA"A =C" < kerA=C"<= A = 0.

1.12.— Las matrices BC y CB son cuadradas de orden n y m respectivamente. Léase
atentamente la cadena de igualdades:

traza (BC) = 3 (BC)u = 3" Fu(B)C4(C)

3 (bracar + -+ bmCink) = En: (f: bkjcjk) N i (ﬁ: Cjkbkj>
k=1 k=1 -
= iFj(C)Cj(B) = i(CB)M = traza (CB)

Jj=1 Jj=1
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1.13.— En efecto, una matriz A € K™*" tiene rango 1 si y sélo si es no nula, y sus
columnas son proporcionales a un vector a; por tanto puede escribirse como

albl a162 cee albn aq
asby  asby -+ asb, a

A= T = T (b b by ) =ab!
ambr amby -+ a,b, A,

de donde se obtiene que todas sus filas son proporcionales al vector b?.
Ademas, si la matriz es cuadrada (m = n), entonces se verifica

A? = ab’ab’ = a(b'a)b’ = (b'a)A,

donde hemos utilizado que ba es un niimero y por tanto conmuta con la matriz A = ab’ .
De hecho, ese nimero bfa =3}_; bray, coincide exactamente con la suma de los elementos
de la diagonal principal de A; es decir, es la traza de A. Por todo ello, A? = traza (A) A.

_ 14 ; ; =9, _ 19 —5_3,_5 —_3_5,,3
1.14.— Lasolucion del primer sistema es : & = 3—z—v,y = 3—352—¢v, u = —5—52+350

Vz,v € R. La del segundo resulta x =2y + 3, z = —y, Vy € R.

1.15.— Si denominamos (x;,¥;), ¢ = 1,2,3 los tres vértices incégnita, relaciondndolos
con sus puntos medios se llega a plantear los siguientes sistemas:

T1+x2 =38 Y1+ y2 =2
Tg + xz = 12 Yo +ys =4
T+ x3=4 Y +ys =06

que dan como solucién los vértices (0,2), (8,0) y (4,4). La solucién es tinica puesto que
la matriz de coeficientes es invertible; sin embargo, para el problema del cuadrilatero, la
matriz de coeficientes resulta ser

1100
0110
0011
1 001

que no es invertible pues no posee rango maximo, ya que la suma de las columnas pares
es igual a la suma de las impares. En general, la matriz de orden n

1 1 0 0 --- 0
0o 1 1 0
0o 0 1 1

0
0 1 1
1 0 0 1
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es invertible si y sélo si n es impar (lo cual puede comprobarse, por ejemplo, desarrollando
por la primera columna el determinante de dicha matriz). En resumen, el problema de
calcular los vértices de un poligono de n lados a partir de sus puntos medios sélo tiene
solucién si n es impar.

1.16.— Aplicando el método de Gauss, el primer sistema es equivalente a

1 1 a b?
0 a—1 l—a b(1—10)
0 0 (1-a)(a+2) | 1+b—(a+1)1?

Por tanto, es compatible determinado si y sélo si a ¢ {1,—2}. Si a = 1, obviamente el
sistema tiene solucién (no tnica) sélo cuando b = 1. Si a = —2, existe solucién (inde-
terminada) cuando y sélo cuando 1+ b + b?> = 0, es decir, si b = (1 +iv/3)/2 o bien
b=(1-1iV3)/2.

Las mismas operaciones entre filas llevan el segundo sistema a la forma

1 1 ab b
0 a—1 b(1 —a) 1—-0
0 0 bl—a)a+2)| 2—(a+1)b

Se observa que tiene solucién tunica si y sélo si a ¢ {1, -2} y b # 0 simultdneamente;
posee infinitas soluciones sia = b =1 o bien si a = b = —2, y en el resto de los casos es
incompatible.

1.17.— La respuesta correcta es (C).
118~ 1.V/2.F/3.V /4 V /5 F
119~ 1.F/2F/3.F/4V/5V /6. F

1.20— 1.V /2. V /3. F/4.F /5 V
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Capitulo 3

3.1.— Dados los vectores (2, —1,1) y (1,0, 1) , su producto escalar es ((2,—1,1),(1,0,1)) =
3, sus normas respectivas son ||(2,—1,1)|| = v/6, [|(1,0,1)|| = v2 y y el 4ngulo que forman
cumple

asi que a = /6.

3.2.— Por la desigualdad triangular se tiene

()
v —wl=lv-—x+x-—w|]<|v-x|]+]x-w]

Sabemos (véase pag. 51) que la igualdad en (x) se da si y solo si los vectores son propor-
cionales con constante de proporcionalidad no negativa, luego existe a > 0 tal que

v—x=a(x—w),

despejamos X:

1
X =
14+a

(Vv +aw).

Obsérvese que 1+ a > 0 ya que a es no negativo.

3.3.— Si se impone que el producto escalar entre cada dos de ellos sea nulo, se llega a
a=2,b=9 c=2.

3.4.— Se deduce facilmente observando que (v +w,v —w) = ||v|]* — [|w]*.

3.5.— Para demostrar la igualdad (F + G)* = F+ N G* probaremos en primer lugar
(F+G)Yt c FtnaGt:

xc(F+G)revVWweF+G (x,y)=0
FCFPF+G=2VyeF xy)=0=xcF;GCF+G=Vyeld (x,y)=0=x¢€G"

=xc NGt
Y ahora comprobemos que también se verifica F+ NG+ C (F + G)*:

XEFNGr=VyeF (x,y)=0AVz<G (x,2) =0
=V(y+z) €eF+G (x,y+z) =0=xc (F+G)"

Demuéstrese el segundo apartado aplicando el primero y sabiendo que para un sub-
espacio cualquiera M C R™ se cumple (M*4)+ = M.
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1 1
3.6.— <\/§(1,—1,0), \/5_4(5,5,2))

3.7.— Se trata de un hiperplano L y una recta M, cuyo vector director es (1,1,...,1)",
precisamente el vector normal al hiperplano L. Por tanto, son subespacios suplementarios
ortogonales.

Por otro lado, cada vector x = (x1,--- ,x,) de R™ puede escribirse como

x=(r1—¢ - ,x,—c)+e(l,... 1)

donde ¢ = (zy + - -+ + z,,) /n, de forma que x se ha escrito como un vector de L mas otro
de M (denominados proyeccién ortogonal de x sobre L y M, respectivamente).
En particular, si x = (1,0,0,---,0)" su proyeccién ortogonal sobre L es

1
—(n—1,-1,---,—-1).
n(” ) ) ) )

3.8.— - (4,0,2,2).

(=2,1,1, 1)).

=
N
Sl
\]

-2

ENEENEEN BEN
o OO O
—_ = =

3.10.— La distancia entre un vector y un subespacio es la norma de la diferencia entre
el vector dado y su proyeccién sobre dicho subespacio. En este caso se obtiene que la
distancia es 2.

3.11.— 1. En virtud del teorema de la proyeccion ortogonal el vector u puede expresarse
como u = Av + w para un cierto escalar A y (v,w) = 0, siendo Pu := \v la proyeccién
pedida. Determinamos A multiplicando escalarmente por v:

(v,u) = (v, Av +w) = A[v]* + (v, w) = A[[v[%;
al ser v no nulo, su norma es positiva y podemos despejar A, con lo que obtenemos:

Pu = v, u2>v
v

viu vv! vv!

||V||2V = ||V”2u. La matriz pedida es P = VIE

2. Pu=
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3.
1 1 1 1
t 1 1
:V"2:§ 1 (111):§ 111
HVH 1 11 1

El rango de P es 1, sus columnas son proporcionales a v, por lo que una base de la imagen
es (v). La matriz P es simétrica, entonces (véase férmula (3.14)) su nicleo e imagen son
suplementarios ortogonales. Dos vectores ortogonales y ortogonales a (v) nos daran una
base ortogonal del nicleo, por ejemplo:

4. La reunién de bases ortonormales de nticleo e imagen de P nos proporcionan la base
pedida:

N T B (1

— 1|, = -1 ], == 1
V3l ) V2l g ) VB

3.12.— Para calcular a hacemos el determinante de la matriz formada por los tres vec-
tores,

1 01
0 a 1l|l=—a—-1#0<a# -1
1 10

El menor entero positivo es a = 1. Para ortonormalizar por Gram—Schmidt, siganse las
férmulas (3.26) con la misma notacién. Entonces:

1 u 1 1
1
w=|0|=2=q=>7=—7|01],
: Ml =2 | 0
0 0 1 —1
- 1 1
w=|1]|=>q@=u—(uwq)qg =| 1 3 0 =3 2
1 1 1 1
- —1
1
= q d2

= — = — 2 R
el V6
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1
w=| 1 |=q=u— (uq)q — (u3d)q>
0
1 1 -1 1
1 1 2
1 1 —1
. 1
qs 1
Q3 =Tz = = 1
Tl ~ V3|
La base pedida es:
1 1 1 -1 1 1

7077 771
Vel ) Vel VBl

3.13.— Para calcular las columnas de la matriz Q se aplica el método de Gram-Schmidt
a las columnas de la matriz propuesta, a la que llamaremos A, y se obtiene:

3 2 2
2 -3 2
Q=-| 2 2 -3
2 2 2
2 2 2

Se tiene A = QR (*) con R triangular superior de orden 3; observemos que para obtener
esta matriz no hace falta despejar las columnas de A en funcién de las de Q, basta con
multiplicar por la izquierda en (%) por Q' y tener presente que Q'Q =1I:

A=QR=R=QQR=QA.
Al efectuar este tltimo producto se llega a:

5 2 —10
R=|0 3 0
0 0 5

1 1 1
314~ a=4+—,b=+—,c=+—.
V2 V6 V3
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3.15.— Sea Q = z Z ) una matriz ortogonal; es decir Q'Q = I. Efectuando el

producto llegamos a:

>+ =1=30cR, a=cosh,c=send
V+d*=1=3pecR, b=cosy,d=senyp

ab+cd =0 = cosfcosp+senfsenp =0
:>cos(«9—<p):0:>g0=«9+g+k7r,kEZ (3.44)

Por otro lado, det Q = ad — be, pero, conforme a las férmulas anteriores

ad — be = cos @ sen p — cos psen = sen(p — 0) (3.45)

Si det Q = 1, combinando (3.44) y (3.45) se llega a
=0+ g + 2km = cosp = —senf, senp = cos b,

1. Por tanto, las matrices ortogonales de orden 2 y determinante 1 son de la forma:

Q:<COS(9 —sen9>. (3.46)

senf cosf

2. La aplicacion x — Qx transforma el primer vector canénico e; en la primera colum-
na de Q, geométricamente equivale a girar e; un angulo 6 en sentido antihorario,
y lo mismo vale para el segundo vector canénico que se transforma en la segunda
columna de Q. Debido a la linealidad, transformar por Q un vector cualquiera con-
siste en girarlo un angulo # en sentido antihorario. Ademds, un ejercicio elemental
prueba x'Qx = cosf ||x||*> para cualquier vector x. Si este es no nulo, entonces
forma un angulo con su transformado cuyo coseno es cos 6.

3.16.—
(u,v) = viu = ( —i -1 ) ( 1 ) = —2i # 0;
v =1+ +| = 1+i* =4, [ul]* =2 = |v|?
Observamos que se cumple ||u + v||* = |Jul|? + ||v||* a pesar de que los vectores u'y v no

son ortogonales. Este resultado no contradice el teorema de Pitagoras que solo es cierto
para espacios reales.

3.17.—

a4+ v = [ul* + (u, v) + (v, u) + [[v]]%,
[+ av]* = [[ull* + (u,iv) + (v, u) + [[v]]*
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Las condiciones del enunciado equivalen a

(u,v) + (v,u) = 2Re (u,v) =0,

(u,iv) + (iv,u) = —i(u,v) + i(v,u) = 2Im(u,v) = 0.

Pero si el nimero complejo (u,v) tiene partes real e imaginaria nulas es nulo, luego se
concluye que u y v son ortogonales.

1 1
318—a=+—7,b==%

V2’ V2
3.19.— De la condicién U"U = I se obtiene que A’A +B!'B =1, A'B = BfA. Por tanto

vvi— (A B (A -B)_( AA+BB -A'B+BA )\ _,
“-B A" )\ B A )T\ -B'A+AB BB+AA |

320~ 1.V/2.F/3.F/4.V/5F
321— 1.F/2.V /3. V/4F
322~ 1.F/2V /3 F/4V/5V/6.V

323~ 1.V/2.F /3. V/4F
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Capitulo 4

4.1.— Una base de la recta . =y = 2z es ((2,2, 1)). Por tanto, la matriz de proyeccién
ortogonal sobre dicha recta es

1 2 1 4 4 2
P=_l2|(221)=2(4402
9 9
1 2 21
La matriz de simetria ortogonal respecto de dicha recta es

9 4 4 2 100 1 -1 8 4
S=2P-1= 9 4 4 2 1—-1010|= 9 8§ —1 4
2 21 001 4 4 -7

4.2.— La recta, subespacio suplementario ortogonal del plano 2x + 2y + z = 0 es
L [(2,2,1)]. Por tanto, la matriz de proyeccién ortogonal sobre dicho plano es
4 4 2 1 5 —4 -2
P=I--|(44 2 |= 9 -4 5 =2
2 21 -2 =2 8

La matriz de simetria ortogonal respecto a dicho plano es

o[ 5 —4 -2 100 WA
S—oP-T1-=2=| -4 5 2|-|o1o0|l=2| -8 1 -4
9\ 9 9 3 00 1 O\ 4 4 7

Obsérvese que se trata de la matriz de Householder, definida por el vector v = (2,2, 1)t,
de modo que puede ser calculada mediante la expresion:

2
S=1- v
V'V

y, luego, calcular la matriz de proyeccion ortogonal por medio de P = % (I+8S).
Obsérvese, también, que es igual a la matriz opuesta de la obtenida en el ejercicio 4.1,
ya que 2z + 2y + 2z =0y L [(2,2,1)] son suplementarios ortogonales.

4.3.— Una base del subespacio de R* de ecuaciones

T1+ X9 = 0
T3+ x4 =0
1 0
es ((1,-1,0,0),(0,0,1,—1)). Si A = _(1) (1) , entonces la matriz de proyeccién
0 -1
ortogonal sobre dicho subespacio es:
1 -1 0 0
- t -1 t } _]_ 1 O 0
Poa(aa) A 21 0 0 1 -1
0o 0 -1 1
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De modo alternativo, dado que la base obtenida es ortogonal, basta considerar los
vectores columna u; = (1,—1,0,0)", uy = (0,0,1, —1)" y aplicar la férmula

1 -1 0 0

Cwud  wuy 1 -1 1 0 0
i Jwl? 2| 0 0 1 -1
0 —1 1

Un ultimo método consiste en normalizar los dos vectores de dicha base, para obtener la
matriz de proyeccién ortogonal por medio de:

; 0 1 -1 0 0
1 1 1
p_| v (3 (\/5—\/5 (1] 01>:1 -1 1 0 0
0 7 0 0 % -5 2 0O 0 1 -1
0 —-L 0O 0 -1 1
2
4.4.—
b ¢ =2
1. Paraque P=a| —4 5 d | € R¥3 sea proyeccién ortogonal es necesario y
-2 =2 8
suficiente que P sea simétrica e idempotente (P = P! y P2= P). Por la simetria de
P se tiene ¢ = —4,d = —2. Introduciéndolos en la igualdad P = P? se obtiene:
b —4 =2 b*+20 —4b—16 —2b—38
al =4 5 —2 | =d*| —4b—16 45 —18 ,
-2 -2 8 —2b—8 —18 72
de donde se deduce a = é, b=>5.
5 —4 =2
2. El subespacio sobre el que proyecta P = % —4 5 —2 | es su subespacio co-
-2 =2 8

lumna (es decir, la imagen de P). Como el rango de P es igual a 2, una base de
dicho subespacio M es ((—2,—2,8),(—4,5,—2)), o bien ((1,1,—4),(0,1,—2)). Una

base ortonormal es, por ejemplo, (5—\1@ (1,1,—4), % (1, -1, 0))

3. La matriz de la proyeccién ortogonal sobre M+ es I — P = é

DN =~
DN =~ &~
— N DN
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4.5.—

1. La matriz de Householder, definida por el vector v, viene dada por Hy (2,2, —1)t =

(3,0,0)". Por tanto, puede determinarse v = (2,2, —1) — (3,0,0) = (-=1,2,-1), y
dicha matriz de Householder es:

9 —1 1 1 -2 1 1 2 2 -1
Hy=T-2| 2 |(-12 -1)=T-2| -2 4 =2 |=_| 2 -1 2

6 3 3

—1 1 =2 1 —1 2 2
Puede demostrarse que, en general, si v.=u— (||u]|,0,...,0) # 0, entonces Hyu =
t

( lu| 0 --- 0 ) . Ademds, no existe otra matriz de Householder H # H,, que
cumpla Hu = ( lu] 0 --- 0 )t.

2. Lamatriz de Householder, definida por el vector w, viene dada por Hy, ( 2 2 —1 )t =

-3 00 )t. Por tanto, w = (2,2, —1) — (—3,0,0) = (5,2, —1), y dicha matriz de
Householder es:

Y L[ 25 10 =5 , [ —10 =10
Hy =I-o-| 2 ( 5 2 —1 ) =L [ 10 4 =2 |=—| -10 1
1 S\ 5 —2 1 P\ 5 2

Obsérvese que los vectores v y w (obtenidos en ambos apartados) son ortogonales
entre si. Este iltimo resultado puede comprobarse de modo general: sean

Hx=(lx| 0 - 0)  Hyx=(-lx| 0 - 0).

Entonces v = x — ||x]|e; y w = x+ ||x|| e, donde e; es el primer vector candnico, y se
tiene que

2 2
(v, w) = (x = |Ixl[er,x + [[x[[er) = [Ix|[" + @1 [|]x]| =z [[x]| = [Ix]" = 0.

4.6.— La matriz de coeficientes del sistema incompatible

10 1
11 ('”): 9
2 1 y 1

es de rango igual a 2; por tanto, su soluciéon de minimos cuadrados es tinica. Dicha solu-
cién puede obtenerse a partir de las ecuaciones normales (sistema que resulta compatible

determinado):
11 2 r\ (112 ; ‘
011 y) \o1 1))

resultando © = 3,y = 1.

W N~
N W~ RO

5
2
14
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4.7.— La matriz de coeficientes del sistema incompatible

11 . 0

2 1 ( ) =11

2 1) \Y 2
es de rango igual a 2; por tanto, su soluciéon de minimos cuadrados es Unica. Dicha solu-
cién puede obtenerse a partir de las ecuaciones normales (sistema que resulta compatible

determinado):
(1 22) ; 1 (x)_ 1 22) ; ‘
1 11 5 1 Y 111 1
9 5 x\ (6
5 3 y ) \3
resultando z = %,y = —%.
4.8.— Obsérvese que
ry 1 v\
S (mae +p— i) o, o Al ™ 2
mx - - — pu J—
e [ Up s p) 7
Ty 1 Yn

Los valores m,p que minimizan esta expresion son las soluciones de minimos cuadrados
del sistema de matriz de coeficientes A (de rango 2, ya que las abscisas xj se supone que
no son todas iguales) y vector de términos independientes y. Por tanto, la solucién de
minimos cuadrados es Unica y se calcula resolviendo el sistema compatible y determinado
de ecuaciones normales:

n 2 n n
Dh=1Th k=1 Tk m o\ [ X p—1 TkYk
n - n
> k=1 Tk n p D k=1 Yk
Para resolverlo, es comodo utilizar las definiciones de media, que se denotara z, y varianza
de un vector x, que se denotara oy, a saber:

ka, UXZ*Z(%—!T) ;
k=1 Ny

T =

S|

y la correlacion entre dos vectores oy y = (% b1 xkyk) — ZY. Se obtienen finalmente las
soluciones o o
m=—% p=y-— 7L
X UX
En Estadistica, la recta de regresion suele escribirse como y = ‘Z’;—xy(x —Z)+y. En el caso
particular del enunciado, la recta de regresién es y = 0,05z + 1,5 tal y como aparece en

la siguiente figura.
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35

3 g
|
|
25 |
|
|
2 . | B
! [ — J—
............................. ‘
..................... |
15F | |
‘ |
‘ |
1 & :
o : : - L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 a 5 o )

Puntos del ejemplo y recta de regresién asociada

4.9.— La soluciéon de minima norma del sistema de ecuaciones compatible e indetermi-
nado

T+ Ty — 23+ 14 =2

x1—$2+$3—l’4:2

. ., . 1 1 -1 1 :
es la tinica solucién que pertenece a ImA?, siendo A = ( 1 1 1 1 ) la matriz de
coeficientes del sistema anterior.
1 1 a+ 3
Por tanto, el vector solucion sera de la forma o ! +p Lo a—p
) SV 1 17| —a+p8 |’
1 -1 a— [0
cuyas componentes han de cumplir las ecuaciones del sistema; es decir,
doa — 20 =2
—2a+46=2 "

cuyas soluciones son @ = 3 = 1. De donde se deduce que la soluciéon de minima norma es
(2,0,0,0).

OTRO METODO, solo valido si las filas de A son independientes: en ese caso,
la solucién de minima norma del sistema Ax = b viene dada por la formula

X, = A (AAh>_1 b.

En este ejercicio, A es una matriz de 2 filas independientes, asi que podemos aplicar esta
férmula (y al ser matriz real, A" = A?):

1 1 1 1 1 9
o T B 4 =2\ '[(2) | 1 =1 1) | o
Xmm—A(AA) b= 4 4 (—2 4 2o ]| -1 1 1) 7o
1 -1 1 —1 0
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4.10.—

1. Se observa facilmente que el subespacio F' es un plano de ecuacién x —y+ 2z = 0. Su
subespacio ortogonal es la recta L[(1, —1,1)]; por tanto, la proyeccién de v = (1,1, 1)
sobre el plano F' puede calcularse como

1 1 1
1 2
1 1 1

2. Las soluciones de minimos cuadrados (o pseudosoluciones) del sistema Ax = v son

las soluciones del sistema
AX :PIm(A) (V) .

En este caso, vemos que las columnas de A generan el subespacio F,luego Im (A) =
F' y basta resolver el sistema Ax =P (v), es decir:

1
2
1

2
Ax =—
3
Se obtienen facilmente las soluciones de dicho sistema: el vector de términos in-
dependientes es igual a la segunda columna de A, multiplicada por %, luego una
t

solucién particular es (O, 2, O) .Y por otro lado ker (A) = L[(1,—1,1)"] luego las
soluciones pedidas son

9
=(t,=—t,t), teR.
X (3 )

Estas son las soluciones de minimos cuadrados del sistema inicial Ax =(1,1,1)
Obsérvese que las mismas pseudosoluciones se habrian obtenido también mediante
las ecuaciones normales, que es otro método aplicable.

t

De entre ellas, la de minima norma es aquella ortogonal a los vectores de una base
del niicleo de A, esto es, ortogonal al vector (1,—1,1). Por tanto, ha de cumplirse

t— (% — t) +t = 0; resultando t = %. La soluciéon de minimos cuadrados y minima
norma es, finalmente, %(1, 2,1).

4.11.—
1 b =8
1. ParaqueS=a| ¢ 7 —4 | seasimetria ortogonal es necesario y suficiente que
d —4 1

S sea simétrica y ortogonal (S = S y S*S =1). Por la simetria de S se tiene b = ¢
y d = —8; y por ser S ortogonal b+ 7¢c—4d =0,—-8 —4c+d=0,—8b—28 —4 = 0.
Dichas ecuaciones tienen como soluciones b = —4, ¢ = —4,d = —8. Ademas, por ser
S ortogonal, cada columna es un vector unitario, lo cual implica que 81a? = 1; es
decir, a = +3.
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1 -4 -8
2. Sia = é, entonces S = % —4 7 —4 |. S simetriza respecto al subespacio
-8 —4 1

L =Im(S+1I) = ker (S —1I) que es el plano de ecuacién 2z + y + 2z = 0. Una
base de dicho plano estd constituida por u; = (1, —2,0)", uy = (0,2, —1)"; ortogo-
nalizandolos por Gram-Schmidt, se tiene:

4
/ 0 1 0 1 1 0 4 1 :
-1 -1 0 0 -1 0 -1
1 4
y normalizando, se obtiene la base ortonormal pedida: % —2 2
-5
1 —4 -8
3. Sia= —9, entonces S = é —4 7 —4 |. S simetriza respecto al subespacio
-8 —4 1

M =1TIm (S +I) = ker (S — I), cuyas ecuaciones implicitas son
{ or —2y —4z =0
r—4y+2=0
es decir, se trata de una recta vectorial, generada por el vector (2,1, 2).
4. La recta M, subespacio de dimensién 1, obtenida en el apartado 3., esta generada

por el vector (2,1,2), que es ortogonal al plano L de dimensién 2. Por tanto, M es
el subespacio suplementario ortogonal de L en R3.

También puede razonarse sabiendo que si S es una simetria ortogonal respecto a
un subespacio F, entonces —S es una simetria ortogonal respecto a F'-. En efecto,

si P es la proyeccién ortogonal respecto a F', entonces S = 2P — I; de donde
—S=1-2P=2(I—-P)—1, ysesabe que I — P es la proyeccién ortogonal sobre
Ft.

5. Para que S sea una matriz de Householder tiene que ser una simetria respecto a
un plano (hiperplano en R3). Dicha situacién se presenta en el caso 2. En ese caso
la matriz de Householder estd definida por el vector v = (2,1,2), o cualquier otro
vector proporcional a él, no nulo.

4.12.— Utilizamos la férmula que proporciona la matriz del giro
G =P+ (cosp) (I—P)+ (sen p)u

En este caso el angulo de giro es ¢ = %”, el eje de giro viene dado por el vector unitario
u= f (1,1,1)", y, a partir de él se definen las matrices

P:uut:; 111 1)=

Wl
—_ =
—_ = =
—_ = =
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0 —Us U9 0 —1 1

1
u = Uus O —U1 = —
—U2 (751 0 \/g -1 1 0

—_
)
|
—

Introduciéndolo en la formula se obtiene

00 1
G:P+<_21)(I—P)+<\f>ﬁ: é (1) 8

4.13.— La tnica proposicién falsa es la tercera.
414—- 1.F /2.V /3. V /4. V /5 V

4.15.— La proposicién es verdadera

En efecto, las ecuaciones normales del sistema Px = b vienen dadas por P'Px = P'b,
que equivale, al ser P simétrica e idempotente, a Px = Pb. x = Pb es una solucion
de minimos cuadrados del sistema, ya que P (Pb) = Pb. Dicha solucién de minimos
cuadrados es la de minima norma, ya que Pb € ImP = ImP".
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Capitulo 5
5.1.—

» Los valores propios de A son —2,1; una base de vectores propios es ((2,1),(1,2)),
por tanto es diagonalizable. Una matriz que diagonaliza a A es

2 1
Pa- (1)

_ -2 0
PAlAPA=< 0 1).

y podemos asegurar que

= La matriz B admite como tinico valor propio 1 doble y el subespacio caracteristico
correspondiente estd generado por (1,2), por tanto no es diagonalizable.

= Los valores propios de C son 0,1, —1 y sus vectores propios correspondientes son
(1,—1,-1),(1,-2,0),(1,—2,2) o cualesquiera no nulos proporcionales a ellos. Por
tanto la matriz C es diagonalizable; una matriz que la diagonaliza es

1 1 1
Pc=| -1 -2 -2
-1 0 2

y verifica Pg'CP¢ = diag (0,1, —1).

» La matriz D tiene como polinomio caracteristico A(X + 1)2. Los valores propios son
pues 0y —1 (doble). Un vector propio asociado a A = 0 es (1,—1,1). El subespacio
propio asociado a A = —1 tiene dimensién 2. Una posible base de dicho subespacio
estd formada por los vectores (—1,1,0),(—1,0,1). Como hay tres vectores propios
independientes, la matriz es diagonalizable y una matriz que la diagonaliza es

1 -1 -1
Ppb=| -1 1 0
1 0 1

puesto que P5'DPp = diag (0,—1,—1).

= El polinomio caracteristico de la matriz E es (A + 1)(A — 1)? y dos vectores propios
independientes son (1, —2,2) asociado a —1 y (1,—2,0) asociado a 1; como este
ultimo valor propio es doble y su subespacio caracteristico es de dimensién 1, la
matriz no es diagonalizable.

» Para la matriz F, el polinomio caracteristico es (A —1)3, el subespacio caracteristico
estd generado por el vector (1,—2,0), como es de dimensién 1 no existe base de
vectores propios.
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5.2.— Multipliquese la matriz por el vector, se obtiene (2 —b,a + b — 1, —a) al imponer
que este vector sea proporcional a (1,1, —1) se obtiene a = b = 1.

5.3.— Cualquiera que sea el valor de a, los valores propios de la matriz son 1 doble y —4.
Para que la matriz sea diagonalizable el subespacio propio asociado a 1 tiene que tener
dimensién 2, lo cual ocurre para a = 2.

5.4.— Los valores propios de la matriz son —1, —1 & v/a + 2. Si a # —2 son simples y
por tanto la matriz es diagonalizable, Para a = —2 la matriz tiene un valor propio triple
por lo que no es diagonalizable, ya que las matrices con un unico valor propio solo son
diagonalizables si son multiplo escalar de la identidad.

5.5.— Calculemos en primer lugar los autovalores de la matriz:

A —-1 6
xaA) = =1 X =2 | =X =222 +5A = A —1-2i)(\ — 1+ 2i)
-1 0 A-2

Al ser los valores propios distintos la matriz es diagonalizable.
Un vector propio asociado a A\; = 0 cumple las ecuaciones:

I = —21’3, To = 61‘3
—2
tomamos, por ejemplo, v = 6 |. Para el autovalor Ay = 1+ 2¢ resolvemos el sistema:
1

1+2: -1 6 1 0

-1 1+ -2 xy | =10

-1 0 -1+ x3 0
De la tercera ecuacién obtenemos x; = (—1 + 2i)x3 y, restando a la segunda ecuacién la

-1+ 2
tercera, x9 = x3. Un vector que satisface estas dos ecuaciones es w = 1 . Para
1

finalizar, un vector propio asociado a A3 = 1 — 2i = ), es precisamente W. La matriz
P =|v w W] diagonaliza A, es decir:

P'AP = diag(0,1 + 2i,1 — 2i).
5.6.— Los valores propios son 0 y =+i||w||. La matriz W representa el operador lineal L.

5.7.— El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta y como consecuencia
también tienen el mismo polinomio caracteristico, en efecto:

xar(A) = det(AI — AY) = det(A\I — A)" = det(\I — A) = xa())
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Por lo que respecta a los vectores propios, en caso de que la matriz sea diagonalizable se
puede escribir

P'AP=D= (P 'AP))=D'=D=PA'P'=D

de donde se deduce que los vectores propios de A? son las columnas de P~*. En general,
si A es un valor propio de A lo tinico que se puede afirmar es que dimker(A — A\I) =
dim ker(A’—\I) pero los subespacios son distintos y por tanto los vectores propios también
seran, por lo general, distintos.

5.8.— xa_a(z) =(z—1)1B3(z+6)".

5.9.— Sin es mayor que 1, la matriz es de rango 1 y su nticleo (de ecuacién b'x = 0)
es de dimensiéon n — 1, por tanto 0 es valor propio de multiplicidad al menos n — 1; por
otro lado (ab’)a = (b‘a)a, luego b’a es valor propio con vector asociado a. La matriz es
diagonalizable siempre que el valor propio b'a sea no nulo.

La matriz del enunciado puede factorizarse

admite como valor propio no nulo 1+ 2+ ... + n = n(n + 1)/2 asociado al vector propio
(1,2,...,n). El subespacio propio asociado a cero tiene por ecuacién x1 +x9 + ... + 2, = 0.

5.10.—
A autovalor de M <= a + \b autovalor de aI + bM.

El polinomio caracteristico de la matriz dada es x(z) = (z— (c—d))" ' (z — (c+ (n—1)d)).
Los valores propios son pues (¢ —d) y (¢ + (n — 1)d), con multiplicidades n — 1 y 1,
respectivamente.

5.11.— En una matriz de rango 1, A = uv”®, hay n — 1 valores propios nulos y solo 1 no
nulo, que serd igual a la traza de la matriz, es decir, vu. En el caso considerado en este
ejercicio los valores propios son 1 (simple) y 0 (de multiplicidades algebraica y geométrica
n — 1). La matriz es diagonalizable.

5.12.—
1. Supdngase la matriz de orden n, entonces:
xa(z)=2", xa-(z)=(z+1)"

Los valores propios de A son todos nulos, y los de A — I valen todos —1.



174 Algebra (2017/18)

2. traza (A —1I) = —n, det(A —I) = (—1)".
5.13.— El teorema de Cayley-Hamilton garantiza que
O=xA)=A"—-- -+ (=1)"det A I,
de forma que si det A # 0 podemos despejar la matriz identidad:
T=A (A" — ) (=)™ /det A;

asi, se obtiene la inversa de A expresada como un polinomio de grado n — 1 en A. La
matriz A del enunciado tiene por polinomio caracteristico 23 — 922 + 13z — 1, luego

A3 —9A% +13A =1= A (A? — 9A + 13I) de modo que

11
A '=A2_—9A+131=| 3
2

O =N
— =

ast A= = H(A) con H(z) = 2% — 9z + 13.
El polinomio no es tnico; por ejemplo, si es @Q(z) un polinomio ménico de grado m
con término independiente no nulo, se tiene

O = x(A)Q(A) = A™™ 4 ...+ (=1)" det AQ(0)T

puede despejarse la matriz identidad y multiplicarse por la inversa de A que queda ex-
presada como un polinomio en A de grado n +m — 1.

5.14.—

1. El polinomio caracteristico de S es z* — 1, sus raices son las cuartas de la unidad
1,—1,4,—i. Al ser simples la matriz es diagonalizable; como vectores propios (en el
mismo orden) se obtienen (1,1,1,1),(1,-1,1,-1), (1,4, -1, —1), (1, =i, —1,%).

2. Las primeras potencias de la matriz S son las siguientes:

0100Y/0100 0010
g@_|00tro|foo1o]|_ 0001
0001]l0001 1000 ]|
1000/\1000 0100
000 1 1000
s | 1too0o0f o 0100
S0100’80010)
0010 0001

Sustituyendo en p(S) se obtiene,

Ch C1 C2 C3
C3 C C1 C2
Ca C3 Cp C
C1 C2 C3 (g

p (S> = COI + 1S + 0282 + C383 =
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3. Los valores propios son p(1),p(—1),p(¢), p(—i). Los vectores propios de S lo son de
p(S). Toda matriz que sea un polinomio en una matriz diagonalizable es a su vez
diagonalizable.

4. p(z) = 1+ 22 + 322 + 423, Los valores propios son p(1) = 10,p(—1) = —2,p(i) =
—2—2i,p(—i) = —2+ 2i, segun el apartado anterior, los vectores propios son los de
S, calculados en el primer apartado.

5.15.— Sea A # 0 un valor propio de AB asociado a un vector v.€ C™ \ {0}. Entonces

ABv=XAXv#0=Bv#0
BA(Bv) = B(\v) = ABv

se deduce que A es valor propio de BA y un vector propio asociado es Bv.

Puede demostrarse (no trivialmente) que ademds las multiplicidades algebraicas y
geométricas son las mismas. Probaremos la igualdad de las geométricas.

Supéngase dimker(AB — M) = s y sea (vy,...,vs) una base de dicho nicleo. La
familia {Bvy,...,Bv,} es libre (demuéstrese) lo cual significa que dimker(BA — \I) > s.
Intercambiando los papeles de AB y BA se concluye la igualdad.

5.16.—

1. Calculemos el polinomio caracteristico:

A—2 2 0
detOM—A) = | 2 A—1 2
0 2 A

= AA=DA=2)—4A—2) — 4= A+ 2)(A = 1)(\ — 4).

Dado que los valores propios son simples podemos concluir que la matriz es diago-
nalizable.

2. Resolvemos el sistema lineal (A + 2I)x = 0 y obtenemos que las soluciones son
proporcionales al vector vi = (1,2,2)"; andlogamente un vector propio asociado a 1
es vo = (2,1,—2)" y por tltimo vz = (2,—2,1)" es vector propio para el autovalor
4. Observamos que la base (vi, vy, v3) es ortogonal (los vectores son ortogonales
dos a dos). Notemos que la ortogonalidad no depende de los vectores concretos que
hemos escogido, ya que cualquier otra base de vectores propios estaria formada por
vectores proporcionales a los anteriores, lo cual preservaria la ortogonalidad.

3. Si la matriz Q diagonaliza por semejanza la matriz A cada una de sus sus columnas
tiene que ser un vector propio de A, por ejemplo, si Q'AQ = diag(—2, 1, 4) entonces
su primera columna q; tiene que ser proporcional a vy, lo mismo para la segunda y
tercera columnas de Q. Por otro lado, que Q sea una matriz ortogonal recordemos
que significa que sus columnas son ortogonales dos a dos y de norma 1, asi pues
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basta tomar q; = v;/||v;|, j = 1,2,3. Observamos que ||v;|| = 3 para todo j; en
definitiva, podemos tomar:

(122
Q=y(2 1 -2
2 -2 1

5.17.— El vector que buscamos es f(t) = ( zg% ) y satisface el sistema de ecuaciones

'(t) 0 1 x(t)
Py = o0 = = Af(t
o= )= % o) (1) -arw
donde A es la matriz de coeficientes del sistema. Calculamos su polinomio caracteristico:

A—0 —1
XA (A) :‘

22— (N ~
2 )\_O’—)\ +w? = (N —iw)(\+ iw).

Los valores propios son iw y —iw con multiplicidad 1. Para calcular los vectores propios
asociados con \ = iw resolvemos:

wran- (5 2 ()= ()

Las soluciones son las combinaciones lineales de p; = (1 iw)’. Como A es matriz real,
entonces los vectores propios asociados a A = —iw son las combinaciones lineales de

P2 = (]_ — iw)t.
Por tanto A = PDP ™!, con

w0 1 1
D‘(o —m> Y P_<z’w —z’w)'

co-(2) 0w ()

se tiene que g'(t) = P!f'(), ya que al derivar los coeficientes de P~! son constantes. Asf,
las soluciones del sistema f'(t) = Af(t) son los f(t) = Pg(t) con g(t) solucién del sistema,
Pg/(t) = PDg(t), o lo que es lo mismo, solucién del sistema

g'(t) = Dg(t).
Este nuevo sistema de ecuaciones diferenciales g'(t) = Dg(t) es

o' (t) = iwul(t)
V'(t) = —iwv(t)
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con lo que cada ecuacion se puede resolver de manera independiente. La solucién de cada
ecuacion viene dada por la exponencial compleja. Aunque no se ha visto en clase, es
sencillo comprobar que es soluciéon mediante la identidad de Euler, si 6 € R se tiene que
e = cosf +isenf (véase en el Apéndice 2 de los apuntes). As,

(") = (cos(wt) +isen(wt)) = —wsen(wt) + iw cos(wt)

= iw(cos(wt) + isen(wt)) = iwe™"

a eiwt
b efiw
cambio de variable, las soluciones del sistema inicial f'(t) = Af(¢) son

(1) (2) (L) (1)

Imponiendo < y(0) ) = ( 0 ) = ( i — i ) y resolviendo el sistema (a = b = 3) se

obtiene la solucién que cumple las condiciones iniciales

() - (B ) - ()

1

y la solucién general es g(t) = . ), donde a y b son constantes. Deshaciendo el

Nétese que la solucién general z(t) = ae™t+be~™ es la solucién del oscilador arménico
y es equivalente a x(t) = C; cos(wt) + Cysen(wt) y a z(t) = C cos(wt + ¢) con Cy, Cy, C
y ¢ constantes.

5.18.— Denétese A la matriz. El polinomio caracteristico es (A — 3)%(\ — 2).

rango(A—BI):{? Zig
En consecuencia: 1.F /2. F /3. V /4. F /5 F

5.19.— El polinomio caracteristico es [A\? + (1 — a)\ — (a + 2)](A — 3).
1.V/2.F/3.F/4V
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Capitulo 6

6.1.— Son semejantes puesto que la primera matriz es diagonalizable y semejante a
diag(1,0), que es la segunda matriz. Sin embargo, no son semejantes unitariamente ya
que la segunda es una matriz normal y la primera no.

6.2.— Los valores propios son 8 (simple) y —1 (doble); una base ortonormal de vectores
propios asociados es

(639 (57529 (%5 57)

El primero corresponde al autovalor 8 y esta univocamente determinado salvo el signo.
En cuanto a los dos ultimos, asociados al —1, pueden escogerse en el plano de ecuacion
211 + x9 4+ 223 = 0, siendo validos una infinidad de otros resultados.

6.3.— Los valores propios de esta matriz real antisimétrica son 0 y +3i. Un vector
unitario de ker A es u; = 3(2,2,1).

-3 -1 2 . .
ker(A — 32,]:) = ker 1 _3Z _2 — ker ( 1 - 32 _1 — 3’L 0 . ) 7
' —2 2 —31
-2 2 =3

de donde obtenemos facilmente el vector (1 + 3i,1 — 3i,—4), que al normalizarlo nos da
uy, = (1 + 30,1 —3i,—4).

En cuanto a ker(A + 3:iI), al tratarse de una matriz real, basta conjugar el vector
anterior: ug = %(1 —3i, 1+ 3i,—4).

Asi pues, tomando la matriz unitaria U = (u;|uz|us), se tiene que

U"AU = diag(0, 3i, —3i).

6.4.— La matriz del enunciado puede escribirse como 3I + A, en donde A es la matriz
antisimétrica (y por tanto normal) del ejercicio anterior, luego es normal. Sus vectores
propios (y por tanto la matriz unitaria que la diagonaliza) son los mismos de A, mientras
que sus valores propios son 3,3 + 3¢,3 — 3.

6.5.— Obsérvese que r(A) = 2, luego dim(ker A) = 4 — 2 = 2 y, puesto que A es
diagonalizable, 0 ha de ser valor propio doble. La traza nula indica que los dos restantes
deben ser opuestos entre si. En efecto,

1—x -1 1 1 o N W 0 11 0 0
~1 1-Xx -1 “1 || 0 =h =2 =2 5 00X Ag2 2
1 -1 —1-Xx =1 | |1 =1 —=1—-Xx —=1| " [=11 x+1 1

1 —1 -1 —1-A 0 O A —A 0 0 1 -1
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1 2 0 0
S I ii; 2= RO+ 2) - 200+ 4) = N - 8).

0o 0 0 -1

Asf pues, los autovalores son 0 (doble), 2v/2 y —2v/2.

Las ecuaciones simplificadas de ker A son x1—x5 = 0, x34+x4 = 0. Una base ortonormal

del mismo es, por ejemplo, la formada por u; = \%2(1, 1,0,0), uy = \%2(0, 0,1,—-1).

Calculamos los vectores propios asociados a v/2:

1—2v2 -1 1 1
-1 1—2v2 -1 -1
A—2V20= 1 1 —1-2V2 —1 ~
1 -1 -1 —1-2v2
—2V/2 =22 0 0 1 1 0 0
~ 0 22 —2-2vV2 -2 |~[0 V2 1+vV2 1
0 0 —2V/2 22 0 0 1 -1

A la vista de la primera y de la ultima ecuacion, observamos que el vector debe ser de la
forma (o, —a, 8, ) (obsérvese que esta expresién caracteriza los vectores ortogonales a los
dos vectores propios ya calculados). Introduciendo esa expresién en la segunda ecuacién,
deducimos que —\/504—1—(24—\/5)5 = 0. Tomamos, por ejemplo, = 1y obtenemos el vector
(1++v/2,—1—+/2,1,1) como vector propio asociado al autovalor v/2. Lo normalizamos:

L (1+v2,-1—+2,1,1).

N

De igual modo se obtiene que un vector propio unitario asociado al autovalor —v/2 es

1
w=——(1-v2,-1+v21,1).
2\/2+\/§< ! )

En conclusién: si Q es la matriz ortogonal (u;|uz|us|uy), se verifica que Q'AQ =

diag(0,0,2v/2, —2v/2).

6.6.— Obsérvese que la matriz es de la forma A = I4+H, en donde H es real, antisimétrica
y ortogonal; los autovalores de H seran imaginarios puros, conjugados dos a dos y al
mismo tiempo de moédulo unidad, luego forzosamente han de ser +i (ambos dobles).
Consecuentemente, nuestra matriz A tendra los dos autovalores dobles 1 =+ 1.

También es sencillo calcular los valores propios directamente:

us

A — M| =
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_ (2 2
= 7 0 1o L | = -2at22

0 0 1 1—-A

A2 —20+2=0«< X\ =1=%1, de modo que tenemos los autovalores 1 + 4, 1 — i dobles.

- 0 0 1
. 0 — —1 0
ker(A — (1 +9)I) = ker 0 1 —i o |
-1 0 0 —
de donde facilmente podemos tomar dos vectores ortonormales como
L 1,0,0,9) L 0.1,-00)
u = —=(1,U,U,7), us = —=(U, 1, =1, .
V2 V2
Ello nos permite escoger a su vez sus conjugados
L (1,0,0,—4) L 0.1,i,0)
ug = —=(1,U,U,=1), uy = —=(U, 1,71, .
V2 V2
como vectores propios ortonormales asociados al autovalor 1 — 7.
1 0 10
En conclusién: si U = = 0 1 0 se cumple que U es unitaria y U"AU =
t 0 — 0

diag(1+i,1 44,1 —14,1 —1).
6.7.— Si A es normal, entonces Vx € C",
|AX? = (Ax, Ax) = (Ax)"Ax = x"A"Ax = x"AA"x = (A"x)"Alx = ||A"x]|]%.

Para demostrar el reciproco vamos a probar que, si A verifica la condicién ||Ax| =
|A"x|| Vx € C", entonces A"A — AA" es la matriz nula. Puesto que esta tltima matriz
es hermitica y por tanto diagonalizable, basta ver que todos sus autovalores son nulos.

Supongamos que, para algin u # 0, se verifica que (A"A — AA")u = \u, con A € C.
Ello implica que u"(A"A — AA™)u = Au"u = A||u||?. Ahora bien, el primer miembro de
la igualdad anterior vale

u"A"Au — u"AA"1 = (Au)"Au — (A"u)"AMu = ||Aul? - ||[A"Mu]]? =0,
lo que permite concluir que A = 0.

6.8.— Toda matriz ortogonal (y, por tanto, unitaria) de R3*3 tiene sus tres valores
propios de modulo 1, que pueden ser todos reales o bien uno real y dos complejos no reales
conjugados entre si. A es, por consiguiente, semejante unitariamente (ortogonalmente en
caso de que los tres autovalores sean reales) a una matriz diagonal con dichos autovalores.
Por tanto, pueden darse los siguientes casos:
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» Valor propio 1 triple: aplicacién identidad (giro de dngulo 0).
= Valores propios 1 doble y —1 simple: simetria respecto a un plano.

= Valores propios —1 doble y 1 simple: simetria respecto a una recta, que coincide con
un giro de angulo 7 respecto a dicha recta.

» Valor propio —1 triple: la opuesta de la identidad (simetria respecto al origen).

» Valores propios 1, cos o+ i sen a, cos o — i sen o (o no miltiplo de 7): giro de dngulo
« respecto a una recta.

» Valores propios —1, cos @ + i sen a, cos @ — i sen v (a no multiplo de 7): composicion
del giro anterior con la simetria respecto al plano normal al eje de giro.

6.9.— La matriz del enunciado puede escribirse como B = (¢ — 1)I + A, donde A es la
matriz de orden 3 con todos los elementos iguales a 1. Como A tiene rango 1, sus valores
propios son 0 (doble) y traza(A) = 3 (simple). Por tanto, los valores propios de B son:
A1 =a—1 (doble) y Ay = a + 2 (simple). Finalmente, para que B sea definida positiva,
sus dos autovalores deben ser positivos; se deduce que esto ocurre si y sélo si a > 1.

6.10.— Denotando por A a la matriz anterior, se cumple que

(z,y,2)A(z,y,2)" = (a+b) 2> + (a+c)y* + (b +c) 2% — 2axy — 2bxz — 2cyz =
a(z —y)* + bl — 2)* + c(z — y)* 2 0.

A la vista de este resultado, A debera ser o bien definida o bien semidefinida positiva.
Ahora bien, r(A) = 2 ya que la suma de sus filas vale 0, luego no puede ser definida y es,
por tanto, semidefinida positiva (r = o = 2).

6.11.— La forma cuadratica del numerador determina la matriz simétrica A =

— =W
W —

1
3
1
1 1
Como la suma de los elementos de cada fila vale 5, se deduce que A | 1 [ =51 1 ) , €8s

decir, 5 es valor propio que tiene por autovector a (1,1,1).

Por otro lado, los dos restantes autovalores satisfacen
5+)\2—|—)\3:tI'A:9:>)\2+)\3:4,

5)\2)\3 = det(A) =20= /\2)\3 = 4,

lo que nos permite deducir que Ay = A3 = 2. (Obsérvese que A es una matriz de las ya
estudiadas en el ejercicio 6.9, con a = 3; asi que podriamos haber deducido directamente
que sus valores propios son a + 2 = 5 simple y a — 1 = 2 doble.)
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El subespacio propio asociado al autovalor doble es
111
ker(A —2I)=ker | 1 1 1 | =L[(1,-1,0),(1,0,-1)].
1 11

En conclusion:

. m%c R(x) = 5, que se alcanza sobre los vectores de la forma (a, a, &) con o # 0.
X

. m;(r)l R(x) = 2, que se alcanza sobre los vectores de la forma (o + 3, —«a, —f3) con
X

(o, 8) # (0,0).

6.12.—
Representamos la forma cuadratica del numerador mediante una matriz simétrica:

(o) (5 2 )(5)=sewmram=(o0)(5 5) ()

Dicha matriz simétrica tiene por autovalores 6 y 4, de subespacios propios respectivos
L{(1,1)] y L[(1,-1)]. Asi, el médximo del cociente es 6, valor que se alcanza sobre los vec-
tores (o, @) Ya # 0, mientras que el minimo vale 4, que es alcanzado en los vectores (o, —«)

Va # 0.

6.13.— Téngase en cuenta que, en todos estos ejemplos, los tinicos resultados determi-
nados univocamente por la matriz son los signos de los elementos diagonales de la matriz
diagonal (y consecuentemente el rango y la signatura); las magnitudes de dichos elemen-
tos, asi como las operaciones entre filas/columnas, y la matriz de paso, pueden variar
tratandose de soluciones igualmente correctas.

a) La matriz tiene obviamente rango 1. Realizamos operaciones entre filas para in-
tentarla convertir en matriz diagonal, por ejemplo: a la tercera fila se le suma la
segunda, y a la segunda fila se le suma el doble de la primera; si se repiten esas mis-
mas operaciones entre columnas, se llega a la matriz diag(1,0,0) que es congruente
con la matriz de partida A.

Matricialmente, se cample que P!AP = diag(1,0,0) donde P es la matriz que realiza
sélo las operaciones entre columnas (a saber: C3 + Cy, Cy + 2C). Esta matriz es:

P:

S O =
S = N

0
1
1

y se dice que P diagonaliza a A por congruencia. Ademas, se tiene que el rango y
la signatura de A son los de diag(1,0,0), es decir, r = o = 1.
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b) Si a la primera fila de la matriz del enunciado se le suma la segunda fila, y a la
segunda se le resta la tercera, repitiendo dichas operaciones entre columnas obte-
nemos la matriz diag(—1,2,1) que es congruente con la de partida. Es decir, una
posible diagonalizacion por congruencia la proporciona la matriz

1 00
P=|1 10],
0 -1 1

que lleva la matriz del enunciado a diag(—1,2,1). Por tanto, r =3y o = 1.

¢) La matriz es congruente por ejemplo con diag(1,—1,0,0) a través de la matriz de

00 0 1
paso P = 8 (1) 1 _(1) . De ello se deduce que r =2y o = 0.
11 -2 1

614~ 1.F /2. F /3. F/4V /5 V/6.F/7.V

6.15.— 1.F/2.V/3.V/4.F/5F/6.V
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Capitulo 7

7.1.—

1. Calculemos la DVS de la matriz A = (

8§ 4 =8
6 3 —6
A = UXV' con X diagonal y U,V matrices ortogonales. La diagonal ¥ tiene el
mismo nuimero de columnas y filas que A, y su diagonal principal contiene los dos
valores singulares de A. Para determinarlos, primero calculamos los autovalores de

144 108

. t
la matriz AA" = < 103 81
obtiene que sus autovalores son 0 y su traza, esto es, 225. Sus raices cuadradas

son sus valores singulares, que ordenados de mayor a menor son o1 = /225 = 15,

o9 = 0. Asi pues,
15 0 0
E_< 00 0)'

Por otro lado, sabemos que las columnas de U contienen una base ortonormal de
autovectores de AA'. Como esta matriz la hemos calculado ya, es facil obtener que,
para el autovalor 0, su subespacio propio es ker (AAt) = L[(—3,4)"] y por tanto el

) , es decir, escribamosla como

, que es de rango 1 (igual que A) y facilmente se

otro subespacio propio, asociado al autovalor 225, es L[(4, 3)]. Teniendo en cuenta
el orden en el que aparecen los respectivos valores singulares en 3, se tiene que

1/4 -3
U_5<3 4)'

Por tltimo, apliquemos la igualdad A'* = VE'U’, que implica A'U = VX' esto
quiere decir que A'uy = v,o, para k = 1,2. Por tanto,

Ay, 1 i g 1[4 1 2
Vi = = — — =
T P R A

Obsérvese que este vector es unitario, tal y como garantiza el teorema. Por otro
lado, para k = 2, debe cumplirse que A‘uy; = vy0, = 0 de donde no podemos
despejar vo; de hecho, basta con que sea cualquier vector unitario ortogonal a v;.
En otras palabras, la matriz unitaria V sélo tiene univocamente determinada su
primera columna que es vi = (2,1, —2) /3. Una posible matriz es

1 21 -2
AY =3 1 2 2
-2 2 -1

El lector podria comprobar que, en efecto, ULV’ = A.
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OBSERVACION: Al tratarse de una matriz de rango 1, se obtiene automaticamente
la forma reducida de la DVS:

A:<2 ;L :2>:<§>(2 1 —2):15(

de donde se tiene que o7 = 15, (y ya podemos escribir 3 dado que oy = 0 por tener
A rango 1), pero ademads se obtiene que la primera columna de U es u; = (4/5,3/5)"
y la primera columna de V es v; = (2/3,1/3,—2/3)". Afiadiendo vectores columna
apropiados para que U y V resulten de columnas ortonormales, se finaliza el calculo

(S [VCE N
~
/~
win
W=

w

de Uy V.
[ 81 0
2. En cuanto a lamatrizB=| 4 —8 |, calculamos la matriz B'B = ( 0 81 ) =
4 1
811 de donde los dos valores singulares de B son 0, = 05 = 9. La matriz diagonal
de la DVS es
9 0
=10 9
00

y las columnas de V forman una base ortonormal de autovectores de B'B = 811I;
como todo vector es autovector de un multiplo de la identidad, como matriz V
bastaria cualquier matriz unitaria de orden 2. Pero la eleccién de V condiciona la
construccion de U, asi que proponemos elegir V como la matriz unitaria mas sencilla
posible, que es V = L.

Una vez que tenemos V, de nuevo U se obtiene aplicando B = UXV' de donde
BV = UX y esto significa que Bv, = uioy para k = 1,2. Como todos los valores
singulares son no nulos, podemos despejar uy, :

BV1 1 1 1
m = — = — = —
e 9 \0) 9

CBv, 10\ _1[ .
N W A A |

B~ =~

Obsérvese que uy, us se obtienen directamente ortogonales y unitarios, como garan-
tiza la teoria. Forman las primeras columnas de la matriz unitaria U, de la que
simplemente anadimos una tercera columna unitaria y ortogonal a las otras dos:
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Es inmediato comprobar que B = UX V' puesto que

1 7T 4 4 9 0 7T 4 4 10 7T 4
UEW:§ 4 -8 1 09 |=|4 -8 1 01|=|4 -8 |=B.
4 1 -8 00 4 1 -8 00 4 1
. 1 . . 2 2 .
7.2.— Siendo A = i1 | e tiene A"A = _9; o | Cuyos valores propios son

1
A1 =4y Xy = 0. Unos vectores propios unitarios de A" A son % <1> ,asociadoa A\ =4,y

% <_1@>7 asociado a Ay = 0. Se tiene V :% < f _1Z ) Los valores singulares son o7 = 2
. 20
y 0o = 0; y se tiene X = 00/

1

La primera columna de U se determina como U; = iAVl =5 . La segun-

7
-1
da columna de U se determina de modo que sea unitaria y ortogonal a U;. Por dicha
ortogonalidad, ha de cumplirse la ecuacién —iz — 1y = 0 (téngase en cuenta que se trata
1 1

del producto escalar estandar complejo). Por consiguiente, Uy = 7 ( _ > Se tiene

1
U=7

( _1Z _i ) Finalmente, A = UXV",

7.3.—

1. Como A es real y simétrica, se trata de una matriz normal con valores propios
reales, diagonalizable ortogonalmente. Los valores propios de A son A\ = 3,y =
—3, A3 = 0. Los subespacios propios asociados a los valores propios anteriores son,
respectivamente, ker (A—3I) = L[(1,2,2)], ker (A+3I) = L[(2,—2,1)] y ker (A) =
L[(2,1,-2)], resultando dichos subespacios ortogonales dos a dos.

La matriz
1 1 2 2
Q=—-1]2 -2 1
3le 1 2
3 00
es, por tanto, ortogonal, y se cumple Q' AQ=| 0 -3 0
0 00

Al ser A normal sus valores singulares son iguales a los moédulos de sus valores
propios; es decir, en este caso, son iguales a 3 (doble) y a 0 (simple).

2. Por el apartado anterior, se tiene A = Qdiag(3,—3,0)Q', con Q unitaria real;
pero esta igualdad NO es una DVS dado que la matriz diagonal que aparece no
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tiene elementos diagonales positivos o nulos (al menos posee un elemento diagonal
negativo), asi que no son los valores singulares de A.

No obstante, podemos escribir:

1 00\/300
A=Qlo -1 0]]l030]|Q=Uuzv
o 0o1/\0oo0o0
donde
100\ L1 -2
u=qlo -10]|==[2 2 1]
(0 01) 3\2 -1 —2
30 0 (12 2
s—|lo30], v=Q=—|2 —2 1
00 0 3le 1 22

En efecto, U y V son matrices unitarias (en este caso, ortogonales) y X es diagonal
con elementos diagonales positivos o nulos: de hecho, 3, 3,0 son los valores singulares

de A.

OBSERVACION: Este ejercicio es un ejemplo de cémo obtener la DVS de una ma-
triz normal muy ficilmente a partir de su diagonalizacién unitaria A = QDQ":
cada valor propio A\; # 0 se escribe como A\, = I%:I |[Ak|. En el caso de A\, = 0, lo
escribimos como A\p = 1-0. De esta forma, la matriz D que contiene los autovalores
puede escribirse como producto de dos diagonales:

D= dlag ()\17)\2, ey )\7‘707 ,O) =

. )\1 )\2 >\r .
—d o 2011 ) diag (] el o A0, .0.,0) = DS,
lag<|>\1|7 |>\2|7 7|)\r|7 ) ) > lag(| 1|7| 2|7 7| 7"|,07 ,O)

De esta forma
A =QDQ"=(QD)zQ"=UxV"

donde se obtiene directamente U = QD' (que es unitaria pues es producto de unita-
rias), V = Q (unitaria), y 3 =diag (|\1], [A2], -, [\, 0, ..., 0) con elementos diago-
nales positivos o nulos (esto también corrobora el hecho de que los valores singulares
de una matriz normal son los médulos de sus autovalores).

Como caso particular, si una matriz normal posee valores propios reales mayores o
iguales que cero (como por ejemplo las matrices semidefinidas positivas o definidas
positivas), su diagonalizacién unitaria coincide exactamente con una DVS de la
matriz.

7.4.—
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1. Los valores singulares de A y A" coinciden porque A"A y AA" admiten los mismos
valores propios no nulos con las mismas multiplicidades (véase el Ejercicio 5.15). El
valor singular nulo, de existir, tendrd multiplicidad igual a min(m,n) — r(A) y
seré valor singular de A y de A", Ademas, los valores propios de A"A (hermitica)
son reales luego su matriz conjugada A"A tiene los mismos valores propios; ello
implica que A y A poseen los mismos valores singulares. Finalmente, al conjugar

A" obtenemos A, que por tanto tiene los mismos valores singulares que A", y que
A y que A.

OBSERVACION: Otra forma de deducirlo es utilizar la igualdad elemental de la
DVS: A = UXV", de donde se obtienen automéaticamente DVS de A, A?, y A" :

A=USV'=TULV!
Al = VXU
Al = vXiuh

y se observa que las matrices diagonales que aparecen en estas DVS (X o X*) poseen
los mismos elementos diagonales, es decir, estas matrices poseen los mismos valores
singulares.

2. Supuesta A € C™ " si las filas (o columnas) de dicha matriz son ortogonales dos
a dos y unitarias, entonces AA" =1, (0 A"A = I,); por tanto, 1 es el tnico valor
singular de A con multiplicidad igual a m (o n). En el caso de A ortogonal, 1 es su
unico valor singular con multiplicidad igual al orden de la matriz.

3. det (A"A) = det (A") det A = |det A|*; por otro lado, det (A"A) = kﬁl e (AFA) =

1 o2(A). Como consecuencia, 1 or(A) =|det A|.
k=1 k=1

7.5.— Al multiplicar M por M, resulta la matriz

45 27 45 27
27 45 27 45
45 27 45 27
27 45 27 45

M'M =

Su polinomio caracteristico se obtiene facilmente. Ain mas, se pueden conocer sus au-
tovalores directamente razonando del siguiente modo: la matriz es normal y de rango 2
luego A = 0 es un autovalor de multiplicidad 4 — 2 = 2; por otro lado todas las filas suman
144, que es otro autovalor suyo (pues posee como autovector asociado al (1,1, 1, 1)t); por
ultimo, la traza es la suma de los cuatro autovalores, de los cuales falta por calcular uno:

180 = A+ Ao+ Ag + Ay = 0+ 0+ 144 + Ay = Ay = 36.

Resumiendo, los cuatro autovalores de MM son, de mayor a menor: 144, 36, 0 (doble).
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OTRA FORMA: Los valores propios de M'M son los valores de A\ que anulan el
siguiente determinante:

45—\ 27 45 927 45—\ 2T 45

) 97 45—\ 927 45 B 97 45—\ 27

det (M M AI) =det| s 27 45—\ 927 = det A Y
927 45 97 45—\ 0 A 0

(en la ultima igualdad, a la fila 3 le hemos restado la fila 1, y a la fila 4 le hemos restado
la fila 2, ya que estas operaciones no varian el determinante). A continuacién, para hacer
aun mas ceros, a la columna 1 le sumamos la columna 3, y a la columna 2 le sumamos la
columna 4:

90 — A 54 45 27

; _ 54 90X 27 45 | _ 90—\ 54
det (M'M = \T) =det | A det( o 90_A>.
0 0 0 -

Obsérvese que para llegar a esta ltima expresion, simplemente hemos desarrollado el de-
terminante por la ultima fila y luego por la pentltima. Ello nos indica que A = 0 es auto-

90 54\
54 90 |

valor doble, y los otros dos no son mas que los autovalores de la matriz B = (

5 3 _ 5
18 3 5 ),que son los de la matriz < 3 5
18 x 8 =144 y 18 x 8 = 36.

También, sin necesidad de realizar mas operaciones, podemos utilizar que los valores

) multiplicados por 18, asi que resultan ser

propios delas matrices 2 x 2 de la forma son a =+ b, luego los de esta matriz B

a

b

son 90+ 54 = 144 y 90 — 54 = 36. Por todo ello, los valores propios de MM son \; = 144,
)\2:36}7/\3:)\4:0.

OTRA FORMA: Observamos que M'M presenta una estructura por cajas, es decir,

A A

N —

M'M = A A

MM es igual a A2 det (\I — 2A). Asf pues, los autovalores de MM son los de A multi-

plicados por 2, y 0 (que es autovalor doble). En este caso A = ( 4527 ) =9 ( b3 ) ,

con A €R?*2%; entonces se obtiene que el polinomio caracteristico de

27 45 3 5
cuyos autovalores son 72 y 18; por tanto, se deduce que los valores propios de MM son
>\1 = 144, /\2 =36 y )\3 = )\4 =0 (doble)

Después de haber calculado estos autovalores de MM (de cualquiera de las formas
expuestas), se diagonaliza ortogonalmente esta matriz; es decir, se calcula una base orto-
normal de autovectores asociados, que forma las columnas de la matriz (ortogonal) V :

1 1 V2 0
11 -1 0 V2
211 1 =2 0

1 -1 0 —v2

V:

27
45
0
—-A
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Por otro lado, M posee tres valores singulares, que son: o7 = /144 = 12, 05 = /36 =
6, 03 = 0 luego
12 0 0 0O
Y= 06 00
0000
Finalmente, aplicando la férmula u; = Av;/o; para j = 1,2 se calculan las dos primeras
columnas de U, y la tercera columna se completa de forma que U sea ortogonal:

1 2 1 =2
U =3 1 2 2
2 =2 1

En resumen, una DVS de M = UXV" viene dada por

1 1 2
1 2 1 =2 120 0 0 1 1 \/; \/g
U=—|1 2 2|, X= 06 00|, V=
3 11 =2 0
2 =2 1 0000
1 -1 0 —V2
La pseudoinversa de M es
5 00 4 5 =2
0 Lo 1 1 110 -3 6
+_ 17t — 6 t_ t - t_
Mi=VETUR =V g g o |V =g tgvem=n| 4 5
0 00 0 -3 6

Obsérvese que para obtener la pseudoinversa de M basta conocer sélo las primeras 2
columnas de U y V y los 2 valores singulares no nulos, puesto que M tiene rango 2. En
general, si la matriz tiene rango r, bastaria sélo conocer las r primeras columnas de U y
V, y sus r valores singulares no nulos.

7.6.— Sea A = UXV" una DVS de A € C™x",

1. Si A es invertible, sus valores singulares son no nulos, luego £+ = ¥~! y entonces
At=VITU'=VZ'U"= AL
2. A" = VU, APA = VE'EV" = Vdiag(0?,...,02) V" Si A tiene rango n,

entonces A" A es invertible,

(AhA)i1 = Vdiag (Uf2, o 0*2) %

rrn

y se tiene

rYn rn

V diag (0;1, . a*l) U =vVEtuh = AT

A

(AhA)_l A" =V diag (072, ...,0,?) V'VE'U" = Vdiag (0,,...,0,%) Z'U" =
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3. AA" = UXX'U" = Udiag (0?,...,02) U" Si A tiene rango m, entonces AA" es

invertible,
m

(AA") " = Udiag (072,....0,7) U,

y se tiene

Al (AA’%)*1 = VX'U"U diag (01—2, . ,a;2) U" = VX! diag (01—2, . ,a,;?) U =
Vdiag (o7, 0,,!) U" = VItU" = At

De modo alternativo, los resultados de los tres apartados anteriores pueden justi-
ficarse, sin realizar ningun célculo, sabiendo que la matriz pseudoinversa A™ pro-
porciona la solucién de minimos cuadrados y minima norma del sistema Ax = b,
para cada b € C™*" por medio de xo = A*b. Hay que tener en cuenta, solamente,
cudl es dicha solucién (véase el capitulo 4) en los tres casos anteriores: sistema de
matriz de coeficientes invertible, siempre compatible y determinado (en el primer
caso), matriz de coeficientes de rango igual al nimero de columnas , con solucién
de minimos cuadrados unica (en el segundo caso) y matriz de coeficientes de rango
igual al nimero de filas, siempre compatible, cuyas soluciones son todas de minimos
cuadrados, con solucién de minima norma tnica (en el tercer caso).

7.7~

4 4 0

1. Los valores propios de A'/A=| 4 4 0 | son A\; = 8 doble, y Ay = 0, luego A
0 0 8
2

tiene valores singulares o1 = g9 =

2. Del apartado anterior se tiene que

2v2 0
0 2v2
0
0

> =
0
0

o O o O

Las columnas de la matriz V forman base ortonormal de autovalores de A*A (recién
calculada): el subespacio propio asociado a A\; = 8 es el plano x = y; una base orto-
normal del mismo viene dada por Vi = (0,0,1)" (como se pide) y V, = % (1,1,0),
que son ortogonales entre si y unitarios. Un vector propio unitario, asociado a Ay = 0,
es Vg = % (1,—1,0)". Por tanto, resulta

0o L L
e
V=10 35 %
10 0
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Las columnas de la matriz U se calculan de la siguiente forma:

1 1
§U2:7AV2:§

02

1 1
U, =—AV,=—
1 o1 1 \/§

_ o O =
|
— = =

Las columnas Uz y Uy han de ser unitarias, ortogonales entre si y ortogonales a U,
y a Us,. Imponiendo la ltima condicién, se obtienen las ecuaciones

l‘1+l’4:0
x1—$2+x3—x420 ’

. t .
una de cuyas soluciones es Uz = % (0,1,1,0)". Para obtener Uy ha de cumplirse,
ademas de las dos ecuaciones anteriores, la ecuaciéon zs + 3 = 0, una de cuyas

. t
soluciones es Uy = % (—=1,—1,1,1)". Por tanto, resulta

NI NN =N

o&‘“ﬁ"‘ o

= —
S o oF
NN D[N [

3. Como A = 01U V! 4+ 05U, VE; la pseudoinversa de A es

. . 1 -1 1 —1
A+:—V1U§+—V2U§:§ 1 -1 1 -1
71 72 2 00 2

4. Aplicando la matriz pseudoinversa recién obtenida, la solucién de minimos cuadra-
dos y minima norma del sistema es

x=A"

_— = O

7.8.— Los dos valores singulares de A = ( _1? _1(2) ) son o; = 10\/5, o9 = 5v/2. Por

tanto, su numero de condicién espectral es
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7.9~ Seanu=(1,-2,0,2) y v=(1,—i,3+4i,—2 + 7). Se tiene

lully =5, flully =3, Jull, =2
Ivll, =7+ V5, Ivll, = 4v2, vl =5.

7.10.— En R? ||x||; < 1 es el conjunto de puntos interiores y frontera del cuadrado
de vértices (1,0),(0,1),(—=1,0),(0,—1); [|x|l2 < 1 es el conjunto de puntos pertenecientes
al circulo unidad incluida su frontera; ||x||oc < 1 es el conjunto de puntos interiores y
frontera del cuadrado de vértices (1,1),(—1,1),(=1,—1), (1, —1).

La siguiente figura muestra los conjuntos anteriores.

Bolas unidad en R? para las normas 1, 2 e infinito.

En R? ||x|l; < 1,]|x]|2 < 1, ||x||ec < 1 son, respectivamente, es el conjunto de puntos
interiores y frontera del octaedro regular de lado /2, de la esfera unidad y del cubo de
lado 2, todos ellos centrados en el origen.

7.11.— ||Al, = V11, |BJ|, =3, [[C||, =9 (al ser C matriz normal, su norma espectral
coincide con su radio espectral); ||D]|, = v/30 (al tratarse de un vector, su norma espectral
coincide con su norma 2 o norma euclidea).

2 _g son ambos iguales a 7.
Si A es normal, denotando oysx (A) al valor singular maximo de A, se tiene ||Al], =

\P(AMA) = oax (A) = p(A).

Obsérvese que, en el caso de A normal, de lo anterior se deduce que p(A"A) = (p(A))?
lo cual no es valido para toda matriz A.

7.12.— La norma y el radio espectrales de la matriz

7.13.— La segunda proposicion es falsa.
7.14.— La tercera proposicion es falsa.
715—- 1.V/2.V /3. V /4 F/5V

716.— 1.V /2.V /3. V /4. V /5 F
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Apéndice 1: Nociones de teoria de
conjuntos

1.1

1.2
1.3

Definiciones y propiedades. Pertenencia e inclusién. Los cuantificadores. Légica for-
mal.

Union e interseccion de conjuntos. Conjuntos complementarios. Producto cartesiano.

Aplicaciones. Composicién. Inversa.

1.1. Conjuntos y léogica formal

1.1.1. Definiciones basicas

Un conjunto es una colecciéon de objetos, que se denominan elementos del con-
junto.

Los elementos de un conjunto siempre son distintos dos a dos, y no se presupone
ningin orden entre ellos. Por ejemplo los conjuntos {a,a,b} y {b,a} son iguales.

Se llama conjunto vacio y se denota por @ el conjunto que no tiene ningtn ele-
mento.

Un conjunto se dice finito si contiene un niimero finito de elementos, que en ese caso
podran numerarse y, por tanto, todo conjunto E finito y no vacio puede expresarse
como E = {ay,as, -+ ,a,}, siendo n (entero positivo) el niimero de sus elementos.

En el caso anterior, diremos que F tiene cardinal n, y lo denotaremos por Card (E) =
n.

Un conjunto se dice infinito si tiene infinitos elementos.

1.1.2. Relaciones de pertenencia e inclusién

Relacién de pertenencia: Si E es un conjunto y a es un elemento del mismo, se
denota por a € E (“a pertenece a E”). En caso contrario, escribimos a ¢ E.

195
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Relacién de inclusidon: Sean E y F' dos conjuntos, se dice que E esté contenido
en F' (y se denota por E C F) si todo elemento de E pertenece a F. También se
puede escribir F' O E (“F contiene a E”).

Si E C F, también se dice que E es un subconjunto de F'.
Cualquiera que sea el conjunto F, se tiene que @ C F.

Igualdad de conjuntos. Dos conjuntos £ y F son iguales (E = F) si y sélo si
ECFyFCE.

Asi pues, E # F significa que existe algin elemento de F que no pertenece a F' o
algin elemento de F' que no pertenece a E.

1.1.3. Los cuantificadores

Cuantificador universal: Se denota por el simbolo V (para todo). Sea P una
proposicién que depende de los elementos a del conjunto E. Si la proposicién es
verdadera para todos los elementos del conjunto, escribiremos

Vae E , P(a).
Por ejemplo, Va € Z, a € Q; es decir, todo nimero entero es racional.

Cuantificador existencial: Se denota por el simbolo 3 (existe). Sea P una propo-
sicién que depende de los elementos a del conjunto E. Si la proposicién es verdadera
para algtin elemento del conjunto, escribiremos

Ja € E , Pla).
Por ejemplo, da € Q, a € N; es decir, existe un nimero racional que es natural.
Cuando existe un tnico elemento puede escribirse dla € F.

Denotaremos por =P la negacidn de la proposicién P (es decir, la proposicién que
se cumple tinicamente cuando no se cumple P, y viceversa.

Negacion de proposiciones con cuantificadores: se comprueba facilmente que:

e -(Va€ E, P(a))siysélosiJaeE, —Pla)
e ~(Ja € FE, P(a))siysélosiVaeFE, —Pla)

Como ejemplo de la utilizacion de los cuantificadores anteriores, puede expresarse
la relaciéon de inclusion de la forma siguiente:

ECFsiysolosiVae E, ae€ F



Apéndices 197

La negacion de dicha inclusion se expresa:

~(FECF)siysblosida€ FE, a¢ F

1.1.4. Inclusién y légica formal

= Si una proposicion P, se cumple siempre que se cumpla otra cierta proposicion Py,
escribiremos

P =P

y diremos que “P; implica Py”, o bien que P; es una condicién suficiente para
Ps, o bien que P; es una condicién necesaria para P;. También diremos “si P;
entonces Py”.

s Si Py = Py y Py = Py, escribiremos
P& P,
(léase “P; siy solo si Py”) y diremos que P; y Ps son proposiciones equivalentes.
= La proposiciéon Py = P; se llama la reciproca de P; = Po

= Si E es el conjunto de los elementos que satisfacen una proposicion Py, v F' es el
conjunto de los elementos que satisfacen otra proposicién P, entonces

(P1:>P2)<:>ECF.

1.2. Operaciones con conjuntos

1.2.1. Unidn e intersecciéon de conjuntos

= Dados dos conjuntos E y F, se define su union como E U F.

FUF:={a:a€E V acF}

[Pl

El simbolo V equivale a la disyunciéon “o”.

Esta definicién se extiende naturalmente a la unién de una familia finita de conjuntos
{Al, AQ, e ,An}i
A1UA2UUAn:{aE|j, CLGAj}.

= Obsérvese que, para cualquier conjunto A, se tiene que AU @ = A.
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= Se define la interseccién de dos conjuntos E y F' como

ENF:={a:a€FE N acF}.

(1))

El simbolo A equivale a la conjuncién “y”.

Asimismo,

AiNAN...NA,

denota la interseccién de una familia finita {A, Ay, ..., A, }.
Obsérvese que, para cualquier conjunto A, se tiene que AN G = .

Dos conjuntos A y B se dicen disjuntos (entre si) si AN B = &.
Propiedades: (En todo lo que sigue, A, B, C son conjuntos).

e ANB C AC AU B. (Igualmente para B). También es vélida para uniones e
intersecciones infinitas.

e ACB& AUB=B&< ANnB=A.

e AN(BUC) =(ANB)U(ANC) (propiedad distributiva de la interseccién
respecto a la union).

e AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (propiedad distributiva de la unién respecto
a la interseccion).

1.2.2. Conjuntos complementarios

Dados F y F' conjuntos, se define la diferencia de £ y F' como

E\F:={a€E:a¢F}.

Dados A y E conjuntos, con A C E se define el complementario de A respecto a
E, y se denota A° o bien A’ o también ¢(A), como

A°=FE\A={a€E:a¢ A}

Propiedades: En todo lo que sigue, suponemos A, B C E.

o (A9 = A.
o AUA°=F.
e ANA®=0.

e A C B <& B° C A° (x); veremos después la importante traduccion de esta
propiedad a la légica formal.

e A\B=AnNB".
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e (AUB)* = A°nNn B-.
e (ANB)* = A°U B“.
Estas dos ultimas propiedades se conocen como Leyes de Morgan.

= Si A, subconjunto de F, esta constituido por los elementos de E que satisfacen una
determinada propiedad P, entonces A¢ es el conjunto de los elementos de E para
los cuales P es falsa, es decir,

A°={a € E:—Pla)}.

» La propiedad (*) antes vista, y traduciendo los conjuntos A, B a proposiciones 16gi-
cas P1, P, se convierte en

(7)1 = PQ) =4 (_‘PQ = _|'Pl).

La proposicién que se encuentra a la derecha de la doble implicacion se denomina
proposicién contrarreciproca de la de la izquierda. Ambas son equivalentes vy,
a veces, es mas facil demostrar la proposicion contrarreciproca de una dada que la
proposicion original. Este truco se emplea a menudo en razonamientos matematicos,
y es la herramienta conocida como paso al contrarreciproco.

» No debe confundirse lo anterior con el método de razonamiento conocido como
reduccidén al absurdo (o por contradiccién); en este caso, para demostrar (P, =
P») se suponen simultaneamente ciertas (P; y =Ps), y se llega a una contradiccion.

1.2.3. Producto cartesiano

= Dados dos conjuntos E y F', se define su producto cartesiano £ x F' como

ExF:={(z,y):x €k, ye F}.
Los elementos (z,y) de E x F se llaman pares ordenados.
= Recursivamente, puede extenderse la definicién anterior a cualquier nimero finito
de conjuntos: dados F1, Fs, ..., E,, se define
Ey x By x - x E, ={(z1,22,...,2,) 1 2; € Ej, j=1,2,...,n}.
Los elementos (x1, z, . .., 2,) se denominan n-uplas.

= Dos n-uplas formadas por los mismos elementos son distintas si aquéllos aparecen
en cada una en un orden diferente: De otra forma, dos n-uplas son iguales si:

(zlax27"'7$n) = (y17y27"'7yn)<:>Vi:1727"'ana T, =Y

s Cuando E; = Fr,=...=FE, = FE, se denota F; X Fy X ... x E, por E".
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1.3. Aplicaciones entre conjuntos

1.3.1. Definiciones

Sean E' y F' conjuntos no vacios. Una aplicacion f de F en F' es un subconjunto
de E x F' tal que:

Vx € E, existe un tnico y € F tal que (z,y) € f.

Se denota por
f:E—F.

Cuando (z,y) € f,con x € E, y € F, se denota por

flz)=y

y se dice que y es la imagen por f de x. También se dice que x es una contraimagen
de y mediante f.

Obsérvese que, a la vista de la notacién anterior, una aplicaciéon de E a F' no es
mas que una regla de asignacion que, a cada elemento de F, le asigna un dnico
elemento de F.

E se llama dominio o conjunto inicial de f; F' se denomina conjunto final de
f. Obsérvese que cada elemento del conjunto inicial tiene una tnica imagen.

Dados una aplicacion f : E — F, y un subconjunto A C F, se define la imagen de
A por f como

fA) =A{f(z) :x € A},
que es un subconjunto de F'.

Dado un subconjunto B C F, se define la contraimagen o imagen reciproca de B
mediante f como

f7'(B)={z € E: f(z) € B},
que es un subconjunto de A.

Nota: La notacién f~'(B) no supone la existencia de la aplicacién inversa de f,
que se definird mds adelante; f~!(B) existe cualesquiera que sean la aplicacién f y
el subconjunto B del conjunto final.

Dadas dos aplicaciones f y g, definidas entre los mismos conjuntos F y F', decimos
que f =g, siy sélo si
Vo € B, f(z) = g(x).
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= Una aplicacion f : E — F se dice inyectiva si
Ve,y € E, si f(x) = f(y), entonces x =y,

es decir, que cada elemento del conjunto final tiene, como maximo, una unica con-
traimagen.

» Una aplicacién f: E — F se dice suprayectiva si f(F) = F o, lo que es lo mismo,
Yy € F, dz € E tal que f(z) =y,
es decir, si cada elemento del conjunto final tiene, como minimo, una contraimagen.

= Una aplicacion se dice biyectiva si es a la vez inyectiva y suprayectiva, es decir, si
cada elemento del conjunto final tiene una tnica contraimagen.

= Una aplicacion biyectiva de E a F' también se denomina una biyeccién entre E y
F.

= Obsérvese que dos conjuntos finitos tienen el mismo nimero de elementos si y sélo
si existe una aplicacién biyectiva entre ellos.

= Dado un conjunto E, se define la aplicacion identidad de E, y se denota por Ig,
como aquella

Ip: E—F

tal que, Vx € E, Ig(x) = x, que, obviamente, es una aplicacién biyectiva.

1.3.2. Composiciéon de aplicaciones

= Dados tres conjuntos F, F, G y dos aplicaciones
fitE—Fyg:F—QG,

se define la composicién de f y g como la aplicacién go f (1éase “f compuesta con
g") como
gof:EFE—G

tal que, Vo € F,
go f(x)=g(f(x)).

Es decir, el resultado de aplicar sucesivamente f y g. Obsérvese que la imagen de
E por f ha de estar contenida en el conjunto inicial de g.

= Propiedades de la composicién:
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e Dadas tres aplicaciones f: ' — F, g: FF — Gy h: G — H, se tiene que

(hog)o f=hol(gof),
es decir, la composicion de aplicaciones es asociativa.
e Para toda aplicacién f: E — F, se tiene que folgp=fy Ipo f=f.
e La composicion de dos aplicaciones inyectivas es inyectiva.
e La composicion de dos aplicaciones suprayectivas es suprayectiva.

e Como consecuencia de las dos anteriores, la composicién de dos aplicaciones
biyectivas es biyectiva.

» Sean f: ' — F'y g: F — G dos aplicaciones; se cumple:

e go f inyectiva = f inyectiva.
e g o f suprayectiva = ¢ suprayectiva.

e go f biyectiva = f inyectiva y g suprayectiva.

1.3.3. La aplicacion inversa

Construccion de la aplicacién inversa: Si f : E — [ es biyectiva, quiere decir
que:
Yy € F,3dlz € E tal que f(z) =v.

Asi pues, podemos definir una nueva aplicacién f~! : F — E de la siguiente manera:
Vy e F, f'(y) =z tal que f(z) =y.

Es obvio que, Vx € E, [~} f(z))=f"Yy) =z, yqueVy e F, f(f(y)) = f(z) =
Y.

Dada una aplicacién biyectiva f : ' — F'| existe una tnica aplicaciéon g : F — E
tal que go f = Igy fog = Ip; esta aplicacién se llama la inversa de f, y se denota
por f~1.

Por otro lado, es obvio que, dada una aplicacion cualquiera f, si existe una aplicacion
f~! que satisfaga la condicién anterior, entonces f es biyectiva.

Para una aplicacion f : E — E| y para cada ntimero natural n, se usa la notacién:

fOZIE;

ff=fo.7.ofsin>1.

n
Si ademds f es biyectiva, se denota f~™ = f~to.7.0 f7L.
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= Propiedades:
Dadas dos aplicaciones biyectivas f: F — F'y g: F — (G, se cumple que:

o (fHt =T
e (gof)yt=fTlog™".



Apéndice 2: Los niimeros complejos

2.1 Definiciéon axiomatica. Operaciones con nimeros complejos.

2.2 La conjugacion y el modulo: propiedades. Representacion trigonométrica. Modulo
del producto de dos complejos. La desigualdad triangular. Argumento del producto
de dos complejos.

2.3 Potencias n—ésimas. Formula de De Moivre. Raices n—ésimas.

2.1. Definicion y propiedades

Se pretende construir un conjunto que contenga naturalmente a los nimeros reales,
cuyas operaciones sean coherentes con las del cuerpo real y en el cual todo elemento
admita raiz cuadrada. Para ello:

Definicién 84 FEl conjunto de los nimeros complejos, que se denota por C, es:

C:={z+vyi, v,y € R, i*= -1}

Observacién: El nimero i se denomina unidad imaginaria. Un nimero complejo z :=
x + yi queda determinado univocamente por los dos nimeros reales (z,y) que lo definen,
asi puede identificarse geométricamente el conjunto de los nimeros complejos con el plano
R2. Esta expresién del nimero complejo z se denomina forma bindmica.

Definicién 85 Dado z = a+ib € C, con a,b € R, el numero real a se llama parte real
de z, mientras que el niumero real b se denomina parte imaginaria de z. Se denotan
por

Rez=a , Imz=0.

Observacién: Los nimeros reales son los que tienen parte imaginaria nula; los niimeros
complejos con parte real nula se llaman imaginarios puros.

Los ntimeros complejos se suman agrupando sus partes reales e imaginarias y se mul-
tiplican operando formalmente y teniendo presente que 72> = —1. Esto es:
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Definicién 86 Dados dos nimeros complejos z := a+bi, w := c+ di se define su suma
como

z+w:=(a+c)+ (b+ d)i.
y su producto

2w = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Geométricamente, la suma de vectores se corresponde con la conocida regla del paralelo-
gramo.

La suma y el producto heredan de los nimeros reales las propiedades que se enuncian
a continuacion.

Propiedades:

1. Asociativas: Vz,w,u € C, (z+w) +u =z + (w+u), (zw)u = z(wu).

2. Para la suma existe un elemento neutro que es el 0 y para el producto un elemento
unidad que es el 1.

3. Elemento opuesto (respecto de la suma): Vz = a+bi € C, 3(—2) = —a+ (—b)i € C
tal que z + (—z) = 0.

4. Elemento inverso (respecto del producto): Vz € C\ {0}, 327! € C tal que 227! =
27l =1.

5. Conmutativas: Vz,w € C, z +w = w + z, zw = wz.

6. Propiedad distributiva del producto respecto a la suma: Vz,w,u € C, se tiene que
z(w+u) = zw + zu.

Este conjunto de propiedades nos permite decir que la terna (C, +, -) tiene estructura
de cuerpo (conmutativo).

2.2. Conjugacién, médulo y argumento

Definicién 87 Dado z = a +1b € C, con a,b € R, definimos su conjugado, y lo
denotamos por Z, como el complejo a — 1b.

La interpretacién geométrica de la conjugacién es que los vectores correspondientes a
complejos conjugados entre si son simétricos respecto al eje de abscisas.
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Propiedades de la conjugaciéon:
» V2eC,z=2z
n Vz,weC, z+w=2Z4+w.

» Vz,w e C, zZw =Zw.

1 — _ =
Ve C Res=he 4D mem T -7 = 22

Definicién 88 Dado z = x + 1y € C,z,y € R, definimos su modulo como

2] :=V2Z = a2 + 12

Geométricamente, mide la longitud del vector que representa z en el plano.
También se cumple, evidentemente, que |z| >0y (|z| =0 < 2 =0).
Propiedades del médulo:
» V2 € C, |Rez|,|Imz| <|z| < |Rez|+ |Imz|.
» V2 eC, |2] = 7]
» Vz,w € C, |zw| = |z||wl.
» Desigualdad triangular: Vz,w € C, |z4w| < |z|+|w]|; ademds, si w # 0, entonces

|z 4+ w| = |z] + |w| & 2z = aw para algiin a € R, a > 0.

1

Observacién: Si |z| = 1, entonces 2Z = 1, es decir: 27! = Z.

2.2.1. Argumento de un complejo

Dados z,y € R no simultaneamente nulos, se pueden encontrar valores de 6 € R tales
que

T
cosf) = ———— : senf = y

Por ejemplo, si # > 0, se puede tomar ¢ = arctan ¥; si x = 0, se puede tomar ¢ = 7 si
y>0y0=—7siy<0;six <0, puede tomarse § = 7 — arctan 2.

Definicién 89 Dado z € C\ {0}, el argumento de z es el conjunto

Arg (z) :={0 € R / z = |z|(cosf +isenb)}. (2.47)
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Habitualmente diremos un valor del argumento de z para indicar cualquier elemento
del conjunto Arg (z). Por abuso de lenguaje se simplifica y se dice simplemente un argu-
mento de z. En particular, se llama argumento principal de z al tinico de los valores
anteriores que pertenece al intervalo (—m, 7]. En cada intervalo de longitud 27 hay un
tnico valor del argumento. El que esta en el intervalo [0,27) se llama dngulo polar.
Geométricamente, el angulo polar de z corresponde al angulo, medido en sentido positivo
(esto es, contrario a las agujas del reloj), que forma con el eje de abscisas el vector que
representa a z.

La expresion z = |z|(cosf + isen #) se llama forma trigonométrica de z.

Observacién: Cualesquiera dos valores del argumento de un mismo nimero complejo
difieren en un multiplo entero de 2.
Si 6 es un valor del argumento de un niimero complejo z, entonces

= —@ es un valor del argumento de Z.

= 7+ 6 es un valor del argumento de —z.

2.3. Potencias. Formula de De Moivre

Proposicién 41 Dados dos complejos no nulos z = |z|(cosf + isenf) y |w|(cosp +
isen ), se cumple que

2w = |z||w| (cos(0 + ) +isen(d + ¢)) .
Es decir, que el argumento de un producto es la suma de los argumentos.

El resultado anterior motiva la siguiente notacion:

Identidad de Euler

VO eR, € :=cosf+isend (2.48)

Asi pues, la expresion general de cualquier niimero complejo no nulo es re, §,r € R
con r > 0.

Cuando un niimero complejo se escribe segiin la expresion anterior, se dice que esta en
forma exponencial.

De modo que, si tenemos dos ntimeros complejos de médulo unidad e y €, su pro-
ducto vale e!?*%) = ¢%¢i%: ademds, la unidad, que es el nimero de médulo 1 y argumento
0, se puede expresar como 1 = €?; es decir, que esta notacién es coherente con las pro-
piedades de la exponencial.
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Nota: En el contexto presente, la identidad de Euler no es mas que una notacién, pero
en realidad responde al concepto de exponencial de un nimero complejo que se estudia
en matematicas mas avanzadas.

Observacién: El producto de un ntimero z por otro de médulo unidad e*, se interpreta
geométricamente como el resultado de girar el vector que representa z un angulo 6 en
sentido positivo (que es el contrario a las agujas del reloj).

2.3.1. Foérmula de De Moivre

Dados 6 € R y n € Z, se tiene que
(cosf + isen )" = cosnf + isennb. (2.49)

(Donde para n negativo se entiende potencia —n del inverso).

Asi pues, la potenciacién de numeros complejos (para potencias enteras) consiste en
elevar el modulo a la correspondiente potencia y multiplicar el argumento por dicha po-
tencia:

(Tew)n = rneinf, (2.50)
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Apéndice 3: Polinomios

3.1 Polinomios con coeficientes en R o C. Operaciones con polinomios. Grado de un
polinomio.

3.2 Divisién euclidea de polinomios. Teorema del resto. Maximo comun divisor y minimo
comun multiplo de dos polinomios.

3.3 Raices de un polinomio: simples y multiples. El teorema fundamental del Algebra.

3.1. Polinomios con coeficientes en un cuerpo

A lo largo de todo el apéndice, la letra K representa un cuerpo que sera siempre el
real o el complejo.

Definicién 90 Dado (K, +,-) cuerpo, un polinomio con coeficientes en K es una expre-
sion de la forma

P(z) = ag + a1x + axx® + ... + a,a™,

en donde a; € K yn € N. Los a; son los coeficientes del polinomio P. Si a, # 0 en
la expresion anterior, se dice que P tiene grado n; a, se dice el coeficiente principal de
P, sia, =1 se dice que el polinomio es monico. FEl coeficiente ag se denomina término
independiente.

Definicién 91 FEl conjunto de todos los polinomios con coeficientes en K se denota por
K[z]; el conjunto de los polinomios de K[x] cuyo grado es menor o igual que n € N se
denota por K, [z].

Observacion: Es importante notar que lo que determina un polinomio son sus coefi-
cientes a;; la indeterminada = puede nombrarse mediante cualquier otra letra o simbolo.
Cuando el cuerpo K es el de los complejos, a menudo se utiliza la letra z para la indeter-
minada.
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3.1.1. Operaciones con polinomios

Definicién 92 Dados dos polinomios P(z) = > a;a’ y Q(z) = Y bz’ se define su
j=0 Jj=0

suma:
max(m,n)

(P +Q)(z) == P(x) + Q(z) = (a; + b;)a,

7=0
EN aonae suponemos que a; = S1)>n Yo, = St ) >m) Yy su proaucto:
dond i =0sij by =0 sij duct

m-+n

(PQ)(x) = P@)Q(x) = 3. 3 abya®

k=0 i+j=Fk

Es decir, que para sumar polinomios sumamos los coeficientes de términos de igual
grado. Para multiplicarlos, multiplicamos todos los términos del primero por todos los del
segundo y sumamos, agrupando los coeficientes de igual grado. El grado del producto es
la suma de los grados de los factores.

3.2. Divisiéon euclidea de polinomios

Definicién 93 Dados dos polinomios no nulos P,Q de K[z], se dice que () divide a P
(se denota por Q|P) si existe un polinomio C' € Klz] tal que P = CQ (también se dice
que @ es un divisor de P y que P es un mailtiplo de Q).

Definicién 94 Dados dos polinomios no nulos P,Q de K[x], se define un mdzimo comin
divisor de P y Q) como un polinomio D, de grado mdzimo, tal que D|P y D|Q.

Definicién 95 Dados dos polinomios no nulos P,Q de K[z|, se define un minimo comin
multiplo de P y QQ como un polinomio M, de grado minimo, tal que: P|M y Q|M.

Teorema 17 [de divisién de Euclides| Dados P,Q € K[z], con Q # 0, existen inicos
C, R € K[z] tales que
P=CQ+R

y grado(R) < grado(Q).
Observaciéon: R = 0 siy solo si ) divide a P.

Proposicién 42 Si P = CQ + R, entonces m.c.d.(P,Q) =m.c.d.(Q, R).

De esta proposicion se deduce el Algoritmo de Euclides para el cdlculo del méximo
comun divisor de dos polinomios:

Dados P, @, con grado(P) > grado(Q), hacemos la divisién euclidea P = C1Q + Ry; si
Ry es no nulo, volvemos a dividir: () = CyR; + R»; de nuevo, si Ry es no nulo, volvemos a
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dividir Ry = C3Ry+ R3, v reiteramos el proceso hasta que lleguemos a un resto Ry = 0.
Como Rjy_1 = Ciy1 Ry, en virtud de la proposicién anterior tenemos que

m.c.d.(P,Q) = m.c.d.(Q, R;) = m.c.d.(Ry, Ry) = ... = m.c.d.(Ry_1, Rx) = Ry,

es decir, que un maximo comun divisor de P y () es el dltimo resto no nulo
obtenido en el proceso anterior.

Teorema 18 (del resto) Para cualquier polinomio P # 0, y para cualquier a € K, el
resto de dividir P(x) entre x — a vale P(a).

3.3. Raices de un polinomio

Dado un polinomio de segundo grado, az? + bx + ¢, la férmula para calcular sus raices

b= V0?2 — 4dac
n 2a

X

es conocida desde la antigiiedad; sabemos también que si el discriminante A = b — 4ac
no es nulo, el polinomio admite dos raices distintas y si es nulo tiene una raiz doble.
., Qué ocurre para polinomios de grado mayor que 27 En el siglo XVI se encontraron
férmulas para obtener explicitamente las raices de polinomios de tercer y cuarto grado y
desde entonces hasta el siglo XIX fueron muchos los esfuerzos que se hicieron por encontrar
una férmula general. Fue un jovencisimo matemético francés, Evariste Galois (1811-1832),
quien demostré la inexistencia de tal féormula.

En este epigrafe indicamos algunos resultados relacionados con raices de polinomios
pero nos parece adecuado indicar la diferencia sustancial entre la existencia tedrica de
raices y el calculo explicito de las mismas.

Definicién 96 Dado P € K|z], se dice que a € K es una raiz de P si P(a) =0 (i.e. si
P es divisible entre © — a).

Se dice que a es una raiz multiple de orden m > 2 si P(x) = (z — a)"Q(x) con
Q(a) #0; para m = 1, se dice que a es una raiz simple.

Proposicién 43 (Caracterizacién de las raices miiltiples) Dados P € Klz| y a €
K, a es raiz de P multiple de orden m si y solo si

P(a) = P'(a) = ... = P™ Y (a) = 0 pero P™(a) # 0.

Teorema 19 (Fundamental del Algebra) Todo polinomio complejo no constante po-
see alguna raiz.

Si P es un polinomio de grado n > 1, tiene alguna raiz a; € C; entonces P(z) =
(z — a1)Q(z), donde @ es un polinomio de grado n — 1 que también tendra alguna raiz
as € C; podemos aplicar el teorema recursivamente hasta llegar a un polinomio de grado
0 (es decir, constante), lo que nos permite concluir el siguiente resultado:
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Corolario: (factorizacién en C|z]) Todo polinomio complejo de grado n puede escri-
birse como producto de factores n lineales, es decir:

Pz)=a(z—z)(z —2z2) ... (2 — zn),

en donde « € C es el coeficiente principal de P y 21, 29, ..., 2, € C son sus raices.

Observacion: Otra forma de expresar la factorizacion es

p
P(Z) = H(Z — Oék)mk
k=1
p
en donde «y son las raices distintas y my sus respectivas multiplicidades y Z my = n.
k=1

Observacién: (Raices de polinomios reales.) Sea P(z) = ap+a,z+. . .4a,z" € C[z];
Entonces P(z) = @y + @z + ...+ @,z", con lo que zy € C sera raiz de P siy solo si su
conjugada Zy lo es del polinomio P (el polinomio cuyos coeficientes son los conjugados de
los de P), y ambas tienen la misma multiplicidad.

En particular, si P € R[z], 2y serd raiz de P si y solo si Zy lo es. Asi, las raices de
un polinomio con coeficientes reales, o bien son reales, o bien aparecen como pares de
complejos conjugados, ambos de la misma multiplicidad.

Como consecuencia, todo polinomio real y de grado impar tiene alguna raiz real.

3.3.1. Raices de polinomios con coeficientes enteros

Proposicién 44 Sea P(z) = ag + a1x + ... ap_ 12" + a, 2"

j ,cona; €LY yag#0; st
— (fraccidn irreducible) es una raiz racional de P, entonces tlag y s|ay.
s

En particular, st P es monico, sus raices racionales tienen que ser mumeros enteros
divisores de ag # 0.
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Ejercicios

1.— Dados los ntimeros complejos z = 3+ 27 y w = 4 — i, exprésense en forma binémica
los siguientes niimeros complejos:

z 4w, 3z — 4w, iz +w, zw, z/w.

2.— Exprésese en forma binémica el niimero complejo

2+ 114
3+4i

3.— Determinese el argumento principal y la forma exponencial de los niimeros complejos
1,4, 1+, V3+1i, —1—+/3i.

4.— Utilicese la férmula de De Moivre para expresar cos 30 como un polinomio en cos ¢
y sen 36 en funcién de potencias de sen . Dedtizcanse las igualdades:

3 1

cos’ = 2 cosf + T 30,
3 1

sen’d = Zsen 0 — Zsen 36.

5.— Calculese un polinomio sabiendo que el resto de dividirlo por 42 es —2, el cociente
de dividirlo entre 22 — 4 es 3z y su derivada admite 1 como raiz.

6.— Calcilese un polinomio p(z) de grado 2 que verifique
p(1)=p(2)=-1+3i, p()=0.
. Es tnico?, jexiste algin polinomio de grado 3 que cumpla esas condiciones?, jes inico?

7.— Factoricese el polinomio P(z) = 22% — 23 — 722 + 32 + 3.

Indicacion: Utilicese la proposicién 4 para establecer las raices racionales.

8.— TFactoricese el polinomio P(z) = 42* — 1223 + 1322 — 122 + 9 sabiendo que alguna
de sus raices es imaginaria pura.

9.— Calculense las dos raices cuadradas del nimero complejo —80 — 18i.
Indicacion: Resuélvase el sistema de ecuaciones que resulta al identificar las partes real e imaginaria
en la ecuacién (z + iy)? = —80 — 18i.
Como aplicacién, resuélvase la ecuacion de segundo grado

22— (5+41)z + (26 + 7i) = 0.

10.— Calctilense las raices de la ecuacién 22 + 2|2 = 1 + 4.
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