1 Nociones preliminares sobre problemas de valor
inicial

1.1 Introduccion

En este capitulo vamos a estudiar bajo qué condiciones femaadogproblemas de valor iniciab problemas de
Cauchyadmiten soluciones y en qué casos podemos garantizar [damhite las mismas. Ademas se veralaregularidad de
las mismas, su dependencia continua respecto a los daigsnaalcuestiones generales sobre su aproximacion numérica
Se trata de un capitulo de revision de conceptos, en el que @tiara en detalles ni en demostraciones.

1.2 Existencia y unicidad de soluciones

En esta seccidn se recuerdan algunos resultados basiaeslgstproblemas de valor inicial, empezando por su
definicion. Para ello, previamente se introduce el concggtdominio deR?, cond € N.

Definicion 1.1 Un conjuntoD C R?, cond € N, es undominiode R (no confundir con el dominio de una funcion) si
D es un conjunto abierto y conexo Ré. o

Definicion 1.2 (Problema de valor inicial o de Cauchy)SeaD un dominio deR"*1, n € N, unafuncionf : D — R™,
un instante iniciat, € Ry un valor inicial§y € R™ tal que(to, &) € D. Un problema de valor inicia{o problema de
Cauchy consiste en encontrar una funcion diferenciatgle : I — R™ solucion del problema

()= f(t,z(t)), tel
(t) = f(t,=(t)) L.1)
x(tO) = 507
dondel es un intervalo d& de forma que, € Iy (t,x(t)) € D paratodd € I. g
Ejemplo 1.3 Un problema de valor inicial es
"t)=——,t>0
0= 52w 12)

para el cuak(t) = v/t, t > 0, es solucién. Notese que en este ejemplo la funcién

F(t.6) = 2—15

esta definida sobre el conjunfd= R x (R\{0})y (to,&) = (0,0) € D. o

Observacion 1.4 Cuandof € C(D) entonces, por eleorema Fundamental del Calcuida Regla de Barrowel proble-
ma de valor inicial {.1) es equivalente a encontrar las soluciong@g de la ecuacion integral

x(t) :§0+/t f(s,z(s))ds. o

Observacion 1.5En la mayoria de las aplicacionegjenota lavariable temporaly x la variable espacia{aunque hay
otros tipos de problemas, por ejemplo, de tipo geométrittn gue esto no suele ser asi). Como se aprecia, un problema
de valor inicial consta de una ecuacion diferencial (demaaéautonomacuandof no depende d8 y de una condicion
inicial. N6tese que la continuidad de la funcifmo es necesaria para la existencia de solucion del problemvaldr
inicial (1.1), pues no todas las funciones diferenciables son de €lases
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4 Nociones preliminares sobre problemas de valor inicial

Observacion 1.6 Los problemas del tipo

) (t) = f(t,z(t), 2’ (t),...,aP~D(t)), t €T
z(to) = &o

z'(to) =&

P~ (to) = &p1

conty € Iy {&,&1,...,&-1} C R™ son un caso particular de problemas de valor inicial. Se guestpresar en la
forma (1.1) mediante el cambio de variable

y(t) = (y1(6), y2(t), -, yp(t) "
con
yi(t) = x(t),y2(t) = 2 (1), ... yp(t) = 2P~V ().
En efecto, puesto que

Yp—1(t) = yp(t)
y;(t) = .f(ta yl(t)va(t)a s 7yp(t))a

se tiene la equivalencia
2P (t) = f(t,z(t), 2’ (t),...,aP~ (1)), t € T
z(to) = &o

P(to) = & b, { y'(t) Z_i(t,y(t))

y(to) 607517"'75P71)T7

2P~V (t) = Ep—1
dondey € C? (I;R™) y g : I x R"” — R"? viene dada por

g(ta C) = (<27 <37 v ana f(tv Clv <27 ceey CP))Tv
siendo¢ = (¢1, 2+, ¢p)Y. o

Observacion 1.7 Puesto que en el espacio vectorial de dimensién fititdodas las normas son equivalentes, en todo
lo que sigue denotaremos pj¢4| @ una norma arbitraria de dicho espacio. A la hora de elegimamma en concreto,
tomaremos, salvo que se explicite lo contrarimydama infinitode un vectow = (v, vs, ..., v,)T deR™ o C" dada por
ol = max v
lolle = _méx i,

donde|v;| denota, respectivamente, el valor absoluto o el médulo derfeponenté—ésima del vectos. o

Veamos algunas condiciones que nos aseguren la existensidietiones del problema de valor iniciall) asi como
su unicidad.

Teorema 1.8 (Peano (version local)Bi f es una funcién continua sobre el rectangulo
R={(t,) eR"™: |t —to| < av, [|§ — &l < B} (1.3)

para ciertosw, 5 > 0, se verifica que existe, al menos, una soluei@ del problema de valor inicig|1.1) definida
en el intervaldty — h,to + h] siendo

(B
h_mln{a,M}, (1.4)
donde
M = 2 t .
(max [1£ Sl

1En todo lo que sigue se utilizaran los vectores en formataneod, denotando par® el traspuestadel vector filav.
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Existencia y unicidad de soluciones 5

DEMOSTRACION Véase Coddington—Levinson Teorema 1.2 del Capitulo 1].o

Las hipétesis del Teorenia8 garantizan existencia de soluciones locales pero no sidadiccomo se aprecia en el
siguiente ejemplo.
: . 0, t=<0 : o
Ejemplo 1.9 Las funciones: (t) = 0y z2(t) = son soluciones del problema de valor inicial

Vi3, t>0

x'(t) = g\?’/a:(t), teR

Teorema 1.10 (Peano (version global)pity € [a,b], & € R™y f € C([a, b] x R™;R™) es una funcién acotada

entonces existe, al menos, una soluci@t) del problema de valor inicia(1.1) definida en el intervaldua, b].

DEMOSTRACION Véase (suzman, Teorema 4.1.3]. o

Teorema 1.11 (Picard—Lindeldf (version local))Seaf una funcion continua sobre el rectanguiodado en(1.3)
gue, ademas, es lipschitziana en la segunda variable,&s decir, existé > 0 (denominada constante de Lipschit
de f) tal que

1f (@, 8) = f&ml < LIIE —nl| (1.5)

para todo(¢,£), (t,m7) € R. Entonces se verifica que existe una Unica solugi@n del problema de valor ini-
cial (1.1) definida en el interval®, — h,to + h] dondeh viene dado effl.4).

DEMOSTRACION Véase Coddington—Levinson Teorema 2.3 del Capitulo 1].o

oft
9§
rectanguloR dado en(1.3), se verifica que existe una Unica soluciéft) del problema de valor inicia(1.1)
definida en el intervalfty — h, ¢, + h] dondeh viene dado effl.4).

Corolario 1.12 Si f = (f%, f2,..., f™)7T es tal que las funcioneéfi}?:1 y { } son continuas en el
i,j=1

Ejemplo 1.13 El valor h que determina el Teoreniallno es, en general, el mayor posible. En efecto, consideremos
problema de valor inicial

/ _a 2
{w@—WW) (L.6)
z(0)=1
Puesto que las funciones
(0,6) = € €CRY) y Gt = 26 € CR?) w7

se verifica quef es continua y lipschitziana en la segunda variable en ciglgectangulaR del tipo (L.3). Por tanto,
aplicando el Teorem#.11, se tiene garantizada la existencia y unicidad de solucdprbblema {.6) en el intervalo

[—h, h], siendo
, p
La regularidad.7) nos permite elegitv y 8 tan grandes como se quieray, puesto que el maximo de la funcié
B

se alcanza efimax = 1 y vale ¢(Bmax) = % (compruébese), el valor mas grandehde 0 que puede considerarse énd)

esh = i, lo que determina existencia y unicidad de solucién dellprohb (L.6) en el intervalo[—%, ﬂ Por otra parte,

mediante técnicas de integracién elemental, se tiene qodueion del problema de valor inicial ) es
1
t) = ——
2(t) = 71—
(compruébese), que estéa definida en el interfals, 1). o

Anélisis Numérico ©A. M. Ramos y J. M. Rey



6 Nociones preliminares sobre problemas de valor inicial

Teorema 1.14 (Picard—Lindel6f (version global))Seat, € [a,b], & € R™y f € C([a, b] x R™; R™) lipschitziana
en la segunda variable, es decir, verifigh5) para todot € [a,b] y &, n € R™. Entonces existe una Unica solucié

x(t) del problema de valor inicia{1.1) definida en el intervaldua, b].

DEMOSTRACION Véase Guzman, Teorema 4.1.1]. o

Teniendo en cuenta que una condicidn suficiente (y facileneatificable en las aplicaciones) para que la funcion
f € C([a,b] x R™; R™) sea lipschitziana en su segunda variable es que la matobkif@®a

oft o
& &
Def=| - o | ec(ab) xR M)
oft afr
o,  0&,

y sea acotada €n, b] x R™. Se tiene asi se tiene el siguiente resultado:

Corolario 1.15 Seat, € [a,b], & € R*y f = (f1, f2,..., f») T tal que las funciones

(Y ectat <zimyy (L) ec(ot xmim)

9E;
Si, ademas, las funciont{ } estan acotadas €fa, b] x R™, se verifica que existe una Gnica solucidm)
del problema de valor inicia{ def|n|da en el intervalqu, b].

Observacion 1.16En lo sucesivo supondremos gges [a, b] y que la funcionf € C([a, b] x R™; R™) y es lipschitziana
en la segunda variable por lo que, aplicando el Teorehg se tiene que los problemas de valor inicial de la forfna) (
gue se van a considerar van a tener solucién y ésta va a sar URic

Observacion 1.17A pesar de que los resultados anteriores garantizan, bajruadas hipétesis sobre la funcign
existencia y unicidad de solucidn del problema de valoiiah{d..1), ninguno de ellos proporciona métodos que permitan
obtener dicha solucién. De hecho, en muy pocas ocasionksdigando la ecuacidon diferencial es de las integrables
elementalmente) vamos a poder obtener la solucién exatmatdema (.1). De aqui la importancia de los Métodos
Numéricos que estudiaremos en los siguientes capitulatiante los cuales podremos obtener valores aproximados de
la solucién. o

1.3 Regularidad de las soluciones

Veamos, a continuacion, como la regularidad de la fun¢idel problema.1) determina, de manera muy sencilla,
la regularidad de sus soluciones.

Teorema 1.18Si f € C?(D) conp € N U {0}, entonces cualquier soluciét(t) de la ecuacién diferencial

() = f(t,z(t), tel

tiene la regularidade € CP+1(1).

DEMOSTRACION Lo probamos por induccion sobpe
a) Sip = 0 el resultado es obvio.

b) Supuesto cierto el resultado para 1 lo probamos para. Si f € CP(D), basta observar que la funcion

00 = o 1(t2(0) = 5 (e S0a(0)
p—1 p—1
St ( dtp r [t (t ))> + De (% f(t,a:(t))) 40
p—1 p—1
gt (jtp lf( ()))+D§(jtp 1f( ()))f(t,d?(t))
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Dependencia continua respecto a los datos de un problema de valor inicial 7

es una funcion continua, por ser composicién de funcionesra@ms. o

1.4 Dependencia continua respecto a los datos de un problema de
valor inicial

La solucionz(t) del problemaZ.1) depende, en realidad, dgo, & y f, por lo que podriamos escribir la solucién
comox(t; to, &0, f). Puesto que la ecuacion diferencial suele ser un modelagde &ndmeno fisico, econdémico, ...,
cabe esperar ciertos errores en el modelo, en los datog est® modo surgen, de modo natural, las siguientes pregunta
¢, Coémo se comportaran las soluciones frente a pequenosxsatiebmodelo o de los datos? ¢, Son parecidas las soluciones?
A continuacién damos un resultado que trata de dar respaestas interrogantes.

Teorema 1.19 SeaD un dominio d&R™*! y supongamos que se cumplen las siguientes propiedades:
a) Las funcioneg € C(D)y f € C(D).

b) La funciénf es lipschitziana en la segunda variable con constante dechitzZ > 0.

C) Hf(t,g) — f(t,g)H < e paratodo(t, &) € D.

d) Las funciones:(-) : [a,b] — R™ y Z(-) : [a,b] — R™ son soluciones respectivas de los problemas de v
inicial
{ #'(t) = ft, (1)), t € [a,b] { #(t) = f(t,#()), t € [a,b]
y ~
$(a) =&o %(a) = &o,

con(t,x(t)), (t,z(t)) € D paratodot € [a,b].

(1.9)

Entonces, para todo € [a, b], se verifica que

L(t—a) _ 1

&0 — &o|| + ———=. (1.10)

_ ¥ < oL(t—a)
laft) ~ F0)] < e -

DEMOSTRACION Véase Birkhoff-Rota, Teorema 3, pagina 145].o

Observacion 1.20La estimacion 1.10 implica la dependencia continude la solucién respecto de los datos, en el
siguiente sentido: ngo - a)‘ — 0y e — 0 entonced|z(t) — z(¢)|| — 0 paratoda € [a, b]. Es decir, si los datos de
los problemas(.9) estan préximos, las soluciones de los mismos tambiéndoést

1.5 Cuestiones generales sobre la aproximacion numeérica de ecua-
ciones diferenciales ordinarias

Para aproximar numéricamente las solucionesC?(I; R™) de la ecuacion diferencial (vectorial)
F(t,x(t),2' (t),..., 2" (t)) = r(t) (1.12)

sobre un intervalo temporél= [a, b], conr € C(I;R™), se suele discretizar el intervalo temporal mediantemaléa de
nodosdel tipo{to, t1,...,tn}, cONN € N, verificando que

a=th<t; < ---<ty_1<ty=b.

Notese que los puntdg, ¢1, . - ., tx } constituyen ungarticion del intervalol y no tienen por qué ser equiespaciados
aunque, en muchas ocasiones, se considgrasel de discretizacidfijo
b—a
h =
N

y la malla de puntos
ti=a-+ih,i=0,1,...,N.

En este caso los nodos sequidistantesSalvo que se exprese lo contrario, en todo lo que sigue lsmtrdieste tipo de
discretizacion.
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8 Nociones preliminares sobre problemas de valor inicial
La aproximacion numérica utiliza alg@squema numéric@ algoritmo) que sea capaz de encontrar una secuencia
{9, z1,...,2n} C R™ de forma que aproxime la solucidfit) en los nodos de la particion, es decir,
x; ~x(t;), i=0,1,...,N

(véase la Figura.1(a).

— Solucién exacta — Solucién exacta
—&— Solucién aproximada —&— Solucién aproximada
¢
¢—90
t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6
(a) Aproximacion por una poligonal. (b) Aproximacion por una funcién escalonada.

Figura 1.1:Ejemplos de aproximaciones de una funcion.

En la mayoria de los casos, estos esquemas numéricos sebasaontrar una aproximacion discreta de la funéién
que involucre nodos de la particion y valores aproximadodiame una relacion del tipo

Frn(ticry ooy tiye ooy titsy Timpy ooy Tiye v oy Tigs) = 0, (1.12)
gue nos permita obtener la secuencig, 1, ...,xN}.
A partir de aqui se obtienen lesrores locales; (k) definidos como
gi(h)=a(t;) —x;, i =0,1,...,N.
De esta forma, se obtiene un vector de errores
e(h) = (eo(h),e1(h), . ..,en(h))" € RPN+D (1.13)
cuya “magnitud” queremos medir.

Taly como se ha visto, las aproximaciones numéricas norspetgorcionar, por regla general, una funcidit) que
sea una aproximacion de la solucién exagtg en todo el intervalda, b], sino un conjunto de vectores que aproximan
los valorese(t;) (0, en otros casos, cierto promedio de la solucion en unvalefpréximo” at;). No obstante, a partir de
estos valores aproximados se pueden obtener diversastiesel (¢) que aproximenmn:(t). Por ejemplo, se puede hacer
una interpolacion lineal a trozos mediant@tadigonal

2h(t) = @y + T (=), € [t i) (1.14)
parai = 0,1,...,N — 1 (véase la Figura.1(a) o, también, considerar la aproximacion por la funcién leseada
xh(t) =z, tE [ti, ti+1) (115)
parai = 0,1,..., N — 1 (véase la Figura.1(b). Nétese que, mientras que la funcidht) definida en {.14) es siempre
continua en todo el intervala, b] y derivable en(a,b) salvo, quizas, en los puntdso, t1,...,tx}, la funciénz” (¢)
considerada erl(15 es, en general, discontinua en los nofiest, ..., tx}.

Llegados a este punto, podriamos preguntarno$\|7)o+E :chH donde||-|| es una norma en un espacio funcional. Por
ejemplo, una vez fijada una norma arbitrdfil enR™, las normas funcionales mas usuales que suelen consilpeaes
una funcionf : [a,b] — R™, son

b b %
1£lloe = max [LFI 1£1]; =/a F @I dt, ||l = (/ [FOll dt)

a,b]
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Clasificacion basica de los esquemas numéricos. 9

0, en general, para< p < +0o0,

) 1
|umf:(/|u@mpw) , (1.16)
siendof € C([a, b]; R™).2

En lo sucesivo trataremos principalmente con la nofinig_. En este caso, generalmente se intenta reducir, en la
medida de lo posible, uno de los siguientes errores:

a) Error de discretizacion global absolut&e define como

candh) = (W)l = _max la(t) - il

donde|| - || es la norma que se esté utilizandd®h

b) Error de discretizacién global relativaEste tipo de error tiene en cuenta el tamafio de la magnitadgroxima y
viene dado por

Eabd h
erel(h) = A’
lz(®)l]o
supuesto que # 0 enla, b].
Estos errores se generan por la acumulacion sucesiva de eqronoce comerror local de truncamientoque de una
manera general y poco precisa (veremos mas adelante lagidefs concretas), es el error algoritmidd) cometido
en la aproximacion del operador diferencial cuando sezatii solucion exacta(t), de tal forma que
Fp(tiry ooy tiyee oy tivs, ©(timr )y ooy 2(8), .- oy 2(tivs)) + 7(h) = 0.

A estoserrores algoritmicoshay que afiadir logrrores de entradale datos (debidos a imprecisiones o fallos de los
instrumentos de medida) y lesrores del ordenadoque, de forma general, pueden dividirse en:

a) Errores de desbordamiento y redondeéebidos a la incapacidad de un ordenador de representaramniera exacta,
todos los niimeros reales.

b) Errores operacionalexometidos por el ordenador al operar con nimeros.

La acumulacién de todos los errores que intervienen en eepmforman lo que se conoce comrwores de salida
Esquematicamente:

Errores i Errores + Errores | Errores
de entrada algoritmicos del ordenador| =~ | de salida

En los capitulos siguientes, intentaremos dar respuestasiguientes interrogantes:
» ¢ Como resolver numéricamente una ecuacioén diferencial?
« ¢ Cémo medir el grado de aproximacién obtenido?
» ¢ Colmo comparar dos métodos numéricos distintos paramatarel mejor de ellos?

Podemos adelantar que la Ultima pregunta no esta bien fadauén el sentido de que no hay un método que sea el
“mejor” de todos. Para calificar a un método como “bueno’lesutenerse en cuenta diversos aspectos comeesision
sucostede implementacion en el ordenador (se trata de elegir eszgieoméricos en los queghsto de memoriganto
para la ejecucion del algoritmo como para el almacenamitos datos, no sea “muy grande”),. ..

1.6 Una clasificacion basica de los esquemas numéricos de apr OXi-
macion de problemas de valor inicial

Por regla general, en este tipo de problemas, se esta aderes conocer (al menos aproximadamente) la solucién
del problema para instantes posteriores al instante ini¢idizando la notacion expuesta en la Seccidfipara las apro-
ximaciones numeéricas, para este tipo particular de praddesa iran calculando, sucesivamente, los valores,, xs, . . .

(uno tras otro). Para ello, una vez calculados los térm{ngsz1, ..., z;}, se suele calcular;;; mediante esquemas
numeéricos de uno de los dos tipos siguientes:

2Las normas anteriores estan definidas sobre espacios riafesomas generales comie™ ((a, b); R™), L1((a,b);R™), L?((a,b);R™) y
LP((a,b); R™), respectivamente.
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10 Nociones preliminares sobre problemas de valor inicial

a) Esquemas explicitafe k pasos:
Tit1 = Grtiz(k—1)s- > tir bit 1y Tim (k—1)s -+ - » Ti1, Ti)-
b) Esquemas implicitode k pasos:

Tig1 = Grtic(k=1)s -+ s tis Lit 1, Tim(k—1)s - - - » Ti, Tit1)-

Notese que para determinagr, ; debe resolverse una ecuacién implicita cuya existenciéydaa de soluciones debe
demostrarse en cada caso.

En las expresiones anteriorés, es una funciéon que se deduce de la expresidi?( despejanda; ;1.

Definicion 1.21 Un métodoesmonopasdo deun pasQ si k = 1, es decir, para calcular; ., es suficiente conocer;.
Un método seraultipasoen caso contrario. o

Observacion 1.22Debe tenerse en cuenta que, dado que (en general) paracalgyl en un esquema de pasos se
necesitan conocer l[dstérminos inmediatamente anteriores en la secugngiac,, . ..,z N}, l0s primerosk términos
de la misma no podran ser calculados con tal esquema. Unaand@evitar esto emicializar el métodoutilizando

esquemas numericos de un menor niimero de pasos.
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