2 Métodos monopaso

2.1 Introduccion

En este capitulo se van a considerar diversos métodos memppaa la aproximacién numeérica de la solucion del
problema de valor inicial

(2.1)
x(to) = 607

dondegy, € Ry tg, T € R conty < T. Recuérdese que, como se comentd en la Observaciérsupondremos que la

funcién f es continuay lipschitziana en la segunda variable con antestle LipschitZ. > 0, por lo que el problem&(1)

tiene existencia y unicidad de solucién. Ademas, siguidaddsto en la Seccion.5 dadoN € Ny tomando como paso

h= ijvt“, dividiremos el intervaldt,, 7] en N partes iguales por medio de puntos igualmente espaciados

{ z'(t) = f(t,z(t)), t € [to, T]

ti =to+ih,i=0,1,...,N. (2.2)

2.2 Método de Euler y sus variantes
2.2.1 Meétodo de Euler

El Método de Eulefexplicito), también conocido condétodo de Euler progresiv-orward Euler Method), es el
método mas simple para resolver el problema de valor in(i2id). Teniendo en cuenta que
z(t+ h) — z(t)

() = iy SR

parah suficientemente pequefio se verifica que

’ ~ .’L'(t-i—h)—(E(t) n

por lo que podemos aproximar
a'(t;) = f(ti, 2(t:))

por
M ~ f(tl,x(tl))

De esta forma, podemos tomar
Tit1 — X4
—— = [t @), (2.3)
dondez; sera una aproximacion dgt;) (valor de la solucién exacta = z(t) del problemaZ.1) en el puntot;) en
principio, tanto mejor cuanto menor sea el pas®ara calcular la solucion dé.@) basta utilizar el siguiente esquema
numérico:

Método de Euler (explicito)

Pasol zp ~¢&

Paso?2 Paraz =0,1,...,N—1
Il’Jrl = T; + hf(tl,xz)

Teniendo en cuenta los conceptos definidos en la Sedcipas claro que este método es monopaso y explicito.

A continuacidn se presenta un algoritmo para la impleménatel Método de Euler:
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12 Métodos monopaso

Algoritmo para resolver (2.1) por el Método de Euler (explicito)

ENTRADA f (funcidnf(¢,£)), t 0 (instante inicial);T (instante final)x0 (valor inicial),
N (nGmero de puntos de la malla menos 1)

SALIDA t (vector con los nodos de la malfa; } ¥ )
x (matriz con los vectorefe; } Y )

Paso 1 h=(T-t0)/N (paso de la discretizacion)

Paso 2 (Inicializacion)

t(0)=t0 (inicializat)
x(0)=x0 (inicializax)
Paso 3 Parai=0,1,..., N1

t(i+1)=t(i)+h (siguiente valor de)
x(i+1)=x(i)+hf(t(i),x(i)) (siguiente valor de)

Nétese que el algoritmo anterior esta escrito en un pseditpz@eneral que permite ser implementado, con las
adecuadas modificaciones, en la mayoria de lenguajes depragon.

2.2.2 Interpretacion geométrica del Método de Euler

Suponiendo que = 1y zo = z(ty) = & (ndtese que no siempre puede tomargeomo el valor exactd), la
ecuacion de la recta tangente a la cur{@ en el puntdty, xo) viene dada por

y(t) = xo + 2’ (to)(t — to) = xo + (t — to) f(to, zo).
Al sustituir ent = ¢;, se obtiene

y(tl) =29 + (tl — to)f(to,.%‘o) = x0 + hf(to,.%‘o) = 1.

pendiente ®

f(lz,x2
\ X

endiente
{t,x)

endiente
(ty%o)

to t1 t2 t3 t

Figura 2.1:nterpretacion geométrica del Método de Euler en dimengion

De manera similar, para obtener el siguiente valose considera la solucia#(t) del problema de valor inicial
E/(t) = f(tvg(t))v te [tlvT]
E(tl) =T

(nétese qué&(t) # xz(t), salvo en el caso de qug = z(t;)). Entonces, si(t) es la ecuacion de la recta tangente a la
curvaz(t) en el puntdt,, x1 ), es decir,
y(t) =21 + f’(tl)(t — tl) =1+ (t - tl)f(thxl),
al sustituir ent = t, se obtiene
y(t2) = 1 + hf(t1, 1) = 22.

Argumentando de forma anéloga se obtienen los restante®séls, 24, . . ., zx }. Uniendo sucesivamente los puntos
(to, xo), (t1,21),..., (tn,zn) mediante segmentos, se obtiene la denomipatigonal de Euler(1.14). La Figura2.1
muestra un gréafico de esta interpretacién geométrica.
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Método de Euler y sus variantes 13

Ejemplo 2.1 En la Tabla2.1 se muestran los resultados (y, encima, la representacific@rque se obtienen al aplicar
el Método de Eulecon pasd: = 0’1 para aproximar la solucion del problema de valor inicial

x'(t) = 2tx(t), t € [1,2]
z(1) =1,
gue tiene por solucién exacta a
2
z(t) = e 7L
En la columna “error absoluto” se encuentran los valpr€s) — x;| y en la de “error relativg%)” las cantidades
I(tl) — Ty

1
00 x o)

Método de Euler (explicito) con paso h=0.100

—6—Solucién aproximada
Solucién exacta

| Punto | Método de Euler] Valor exacto| Error absoluto| Error relativo(%) |

1’0000 1’0000 1’0000 0’0000 0’0000
1’1000 12000 12337 0’0337 27299
12000 1’4640 15527 0’0887 5’7131
13000 1’8154 19937 0'1784 8/9459
1’4000 22874 2'6117 0’3243 124189
1’5000 29278 3/4903 0’5625 16’1168
1’6000 3/8062 47588 0’9527 20’0189
17000 5’0241 6'6194 15952 24’0996
1’8000 67323 9/3933 2’6610 28'3286
1’9000 9’1560 13’5991 44431 32'6720
20000 12’6352 200855 7'4503 370929

Tabla 2.1: Método de Euler (explicito) con pdse- 0'1.

2.2.3 6—Método

Otra manera de deducir el Método de Euler consiste en intkgecuacion diferencial del problem2 {) entre dos
nodos consecutivas y t;+1, con lo que se obtiene

tit1 tit1
o) ~alt) = [ a(s)ds= [ fs,a(s)) ds (e RY)
ts ti
Utilizando laRegla del Rectangulde integracion numérica
tit1
[ o) ds = (b~ t)g(t) = ha(t)
t

7
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14 Métodos monopaso

aplicada a la funciop(s) = f(s,z(s)) se obtiene, de nuevo, Blétodo de Eulefexplicito).

Es claro que se podria haber utilizado cualquier otra reglmiggracion numérica. Por ejemplo, datl@ [0, 1],
podemos considerar la regla
tit1
[ o) ds = (1= 0)g(t:) + Og(tis0) (2.4
t;
que aproxima la integral de la funcigrentre las abscisasy ¢; 1 por el area de un rectangulo de basg altura una
combinacion lineal convexa entre los valores que tgraa los punto$; y ¢;,1 (véase la Figura.2).

0=0 0<06<1
ti ti+1 ti i+1
0=1/2 0=1

—

t t t t

i i+1 i i+1

Figura 2.2:Interpretacion geométrica de la integracion aproximg@ad) en funcion del valor del paramet e [0, 1].

De esta forma, al aplicar la regla.{) a la funciong(s) = f(s, z(s)), se obtiene que

a(tivr) —x(ts) = h (1= 0) f(ti, 2(t:)) + 0.f (titr, x(tiv1)))
y, por tanto, podemos tomar
Tiy1 — 2 = h (L= 0)f(ti,zi) + 0f (tiv1,iv1)),

dondex; serd una aproximacion de€t;) (valor de la solucion exacta = x(t) del problemaZ?.1) en el puntat;). Se
obtiene asi la siguiente familia de esquemas numéricoarocomad—Métodos:

/—Método

Paso 1l xp~¢&

Paso 2 Paraz =0,1,...,N—1
Tiy1r = o +h (1= 0)f(ts, xi) +0f(tix1,Tig1)).

(2.5)

A continuacidn se presenta un algoritmo para la implemématel 6—Método:

Algoritmo para resolver (2.1) por el 6—Método

ENTRADA f (funcidnf(¢,£)), t 0 (instante inicial);T (instante final)x0 (valor inicial),
N (nimero de puntos de la malla menosthet a (valor del parametro)

SALIDA t (vector con los nodos de la mala; } ¥ )
x (matriz con los vectoregr; }¥ )

Paso 1 h=(T-t0)/N (paso de la discretizacion)

Paso 2 (Inicializacion)

t(0)=t0 (inicializat)
x(0)=x0 (inicializax)

Paso 3 Parai =0, 1,..., N1
t(i+1)=t(i)+h (siguiente valorde)
x(i +1)=x(i)+h((1-theta)f(t(i),x(i))+theta f(t(i+1),x(i+1)))
(siguiente valor de)
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Método de Euler y sus variantes 15

Casos particulares (véase la Fig@rad):
a) Pard = 0 se recupera éMétodo de Eulefexplicito).

b) Parad = 1 se obtienéMétodo de Euler implicitaambién conocido comdétodo de Euler regresivildackward Euler
Method)

Método de Euler implicito

Pasol xp~¢&

Paso 2 Parai =0,1,...,N—1
Tip1 = i + hf(tig1, Tig1)-

c) Parad = % se esta aplicando rmula del Trapeciale integracion numérica (véaseffnte—Rey)), por lo que se
obtiene

Método del Trapecio
(o Método de Crank—Nicolson trapezoida)

Pasol zp~¢&
Paso 2 Parai=0,1,...,N—1

h
Tipr =T+ 5 (f(ti, i) + f(tiyr, zig1)).

que es una especie de “promedio” entre los Métodos de Eydicida e implicito.

Notese que paré € (0, 1] se obtiene un método monopaso implicito: el valgr; se obtiene a partir de; resolviendo
el sistema de ecuacionesg(en general, no lineal)

y=axi+h((1=0)f(tix:) +0f(tir1,9)). (2.6)

¢ Colmo garantizar la existencia y unicidad de solucionea deuacionZ.6)? El siguiente teorema es de gran utilidad a
ese respecto.

Teorema 2.2 (Punto Fijo de Banach (o de la aplicacion contrdéiva)) SeaTl : R — R™ una aplicacion con-
tractiva sobreR™, es decir, existe un nimero reflak [0,1) tal que

1T () =Tl < kllx—yll, 2,y € R".

EntoncesI” admite un Unico punto fij@ € R” (es decir,T'(z) = z). Ademas, este punto fijo puede encontrarfle
como limite de la sucesion

xo € R™ arbitrario
ZT; = T(CCi_l), i €N

y, paratodoi € N, se tiene la siguiente estimacion del error cuando se aprexi por x;:

i

|21 — 20|

k
1-k

|7 — @] <

DEMOSTRACION Véase Guzman, Pagina 75]. o
Observacion 2.3 Consideremos, para cade 0,1,..., N — 1, la funcién
Ti(y) = @i+ h (1= 0) f(ti, i) + 0f (tiv1,y))
cond € (0,1]. Sila funcidnf es lipschitziana en la segunda variable con constante dehiig L > 0, se tiene que
[Ti(y1) — Tiy2)ll = hO || f (tig1, y1) — f(tir1, y2)l| < hOL[[yr — 2, Vy1,92 € R™,

por lo que eligienda suficientemente pequefio (en concreto, basta toman < %), se verifica que cada funcidn
es contractiva efR” de constanté = h6L. Por tanto, por el Teorenia2 se deduce que el sistema de ecuaciofes (

tiene una Unica soluci@r 1. o
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16 Métodos monopaso

Ejemplo 2.4 Regresando al problema de valor inicial considerado eneshfio2.1, en la Tabla?.2 se muestran los
resultados que se obtienen (y, encima, la representac@dinajral aplicar, respectivamente Método de Euler implicito
y el Método del Trapeci@on pasd: = 0'1. Como se aprecia, el Método del Trapecio aproxima (en est® tmucho
mejor” la solucién del problema de valor inicial que los nuete de Euler (tanto explicito como implicito)g

Método de Euler implicito con paso h=0.100 Método del trapecio con paso h=0.100

25

—&— Solucién aproximada p —&—Solucién aproximada
Solucién exacta

40+ Solucién exacta

| Punto | Método de Euler implicitd Valor exacto| Error absoluto| Error relativo(%) |

1’0000 1’0000 1’0000 0’0000 0’0000
171000 172821 12337 0’0484 39211
172000 1/6869 15527 0’1314 86431
173000 2/2796 179937 0’2859 143397
174000 31661 26117 0’5544 21'2285
1’5000 4’5230 34903 10327 29’5870
1’6000 6’6515 4’7588 18927 397723
177000 10'0781 6’6194 3'4587 52/2510
178000 15/7470 9’3933 6’3536 676398
179000 25’3983 135991 1177993 86'7654
2’0000 423305 2070855 22'2450 110'7513
| Punto | Método del Trapecio | Valor exacto| Error absoluto| Error relativo(%) |
1’0000 1’0000 1’0000 0’0000 0’0000
171000 172360 12337 0’0023 0’1846
12000 1/5590 15527 0’0063 074046
13000 2/0070 179937 0’0133 0’6650
14000 2/6371 26117 0’0254 09716
1’5000 35368 34903 0’0464 1/3304
1’6000 4’8420 4’7588 0’0832 177482
17000 6’7672 6’6194 0’1478 2/2326
1’8000 9’6556 9’3933 0’2622 27918
179000 14'0661 13/5991 0’4671 3/4348
2’0000 2079234 20’0855 0’8379 4’1714

Tabla 2.2: Métodos de Euler implicito y del Trapecio con pase('1.

2.2.4 Analisis del error cometido en el §-Método

En esta seccién vamos a estudiar los errores cometidos prokeimacion numérica de la solucion del problema de
valor inicial (2.1) mediante eb—Método. Para ello utilizaremos las nociones sobre erexpsestas en la Seccidrb.

En el9—Método, elerror local de truncamiente (¢, i), asociado a una soluciande la ecuacion diferencial

' (t) = f(t,z(t)), t € [to, T], 2.7)
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Método de Euler y sus variantes 17

a partir del instante € [to, T), viene dado por

F(th) = w (1= 0)f(t,2(t)) + 6f (t + h, 2(t + h))) -
W (1 — 6)2/(t) + 62/ (¢ + h))

para todoh € (0,7 — t]. Recordamos que, tal y como se ha explicado en la Seécita terminologia “error local de
truncamiento” se debe a que indica el error local que se @aletproximar una expresién con un término que incluye
un proceso de paso al limite , como es la derivada

s a(t 4 h) — a(t)
w(t) = fim ———

por otra expresion sin este tipo de términos, como son lases incrementales

1oy T R) — 2t
x'(t) ~ —

Por el Teorema de Taylorsi la funcionz(t) = (x!(t),22(t),...,2"(t))T es de clas€® (segun se ha visto en la Sec-
cién 1.3basta con qu¢ € C?), paratodad € [ty, T — h| se verifican las relaciones

p o (e
2t +h) = a(t) + ha' (1) + " () + (@ )_“@ ) (2.9)
(=)™ (¢")
(a!)"(9")
F(E+h) =2 (&) + ha (£) + %2 (@20 | (2.10)
()" (")
donde¢*, ¥* € (t,t + h) paratoddk = 1,2,...,n. De esta forma, la relacior §) determina que
\ W
r(t,h) = ') + wa () + o | I g
(@) (c"
()" (9")
—0 | 2(t) + ha' (1) + h; (i”?).".'.(ﬂz) (2.11)
()" (")
(21)"(¢)) (21)"(9")
A <% < 9> ((w?)"'@?) Cap| @O ||
()" (") (am)" (")
Asi pues, para todoe [tg, T — h], se verifica que
(21)"(¢}) (a1)"(9")
It Rl < ¢ % - 9‘ ||z (t)] ((ﬁ)’/f’.@?) gy (a:Q)"f"(ﬁQ) B2
(@™)"(¢")) |l (@)™ (")) ||
<c %—H‘Mgh 1+369 sy,
siendo
My = max [["(t)lloo (2.12)
My = max =" ()] o (2.13)
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18 Métodos monopaso

y ¢ > 0 una constante positivVacerificando que
1Kl < ¢l¢]] o (2.14)

paratoda; € R™. De esta forma, si definimos efror local de truncamientasociado a la solucian(t) como la funcion
7:(0,T — t9] — R dada por

7(h)= ma t,h 2.15
m(h) =, max it bl (2.15)

se verifica que
7(h) < ¢ ( % - 9‘ Myh + % h2) : (2.16)

Observacion 2.5Notese que si solo se tiene la regularidadc C? (para lo cual basta con qué € C!), para todo
6 € [0, 1] se verifica que

()"(C) (2)"(0)
7(t,h) = % @SN g | @Ry (2.17)
(a™)"(¢") (&™) (")

con¢k, 9% € (t,t + h) paratodck = 1,2,...,n (ver hojas de problemas) y, por tanto,

Observacion 2.6 En los problemas considerados no se utilizan valores artoigrdeh € (0,7 — ¢o], sino valores dé
pertenecientes al conjunto

T—t
H—{ NO:NeN}. o (2.19)

Observacion 2.7 La funciénr(t, h) estd definida para todd, ) € U (es decir,r : U — R™), siendot/ C R? el
conjunto (véase la Figura3)

U={(th) eR*: h>0,t,t+helto,TIh= ) {3 x(0,7—t]= |J [to,T—hx{h} (220
te[to,T] hE(O,T—to]

h‘

T—1

h

Figura 2.3:Conjuntol{.

(nétese quét C [to,T] x [0, T — to]). Es claro que sf € C([to, T] x R™;R™), la funcionr € C(U). Ademas, definiendo

t,0)= i h) =2/ (t) — f(t,z(t)) =
T(t,0) = lim (s, k) = o/(t) = f(t,a(t) = 0
(s,h)eU

para toda € [to, T, se tiene que la funcién € C(U) y, por tanto,r es uniformemente continua &h

Geométricamente;(h) es el maximo de la norma de la funciéisobre el segmento horizontal tea alturah (véase
la Figura2.3). o

1Esta constante existe debido a la equivalencia de las ndftias||-|| ., enR™.
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Método de Euler y sus variantes 19

Vamos a describir de forma rigurosa varios conceptos (y s@espondiente notacion) que sirven para comparar los
tamafios de dos funciones cerca de un punto:

Definicién 2.8 (O de Landau) Seamn € N, a,b € R, f : (a,b) = R", g: (a,b) = Ry hg € (a,b). Se dice que
f(h) =0O(g(h)) cuandoh — hy,
si existenM > 0y § > 0 tales que
Lf(P)lloe < Mlg(h)| si [ — hol <é.

Cuandohg = 0 suele escribirse, por simplicidafl(h) = O(g(h)) (omitiendo “cuandd — 0"). o

Observacion 2.9 Si existe el limite

i 1)l
h—ho |g(h)]

y es finito, entonces se verifica qyiéh) = O(g(h)) cuandoh — hy. NOtese que el reciproco de esta propiedad, en

general, no es cierto (por ejemplo, si tomanfios) = sen (+) y g(h) = 1, se verifica quef(h) = O(g(h)); en cambio,

IO e (1))

no existe lim——= = lim
h—0 |g(h)| h—0

Ejemplo 2.10 4(h + 1) + 7(h + 1)* = O((h + 1)®) cuandoh — —1y 2 — 3h +4h?> = O(1) = 2+ O(h) =

2—3h+O(h?). o

Observacion 2.11Claramente, se verifican las siguientes propiedades:
a) Toda funciérO(h") esO(h®) sir > s.
b) O(h") + O(h*) = O(hP) conp = min{r, s}.
c) O(h")O(h®) = O(h"™™%). o
Observacion 2.12La Definicion2.8 puede extenderse al caso en el que el inter«ald) se sustituye por el conjunto
discreto{ dado en 2.19, conhy = 0. Asi, por ejemplo, sh € N, f : H — R"y g : H — R, diremos que
f(h) = O(g(h)) si existeM > 0tal que
[lf(R)|loo < M|g(h)| paratodoh € H. o

Definicion 2.13 Un método numérico esonsistente con una ecuacion diferencial del {{gd) si el error local de trun-
camientor(h) asociado a cualquier soluciasit) de dicha ecuacion tiene la propiedad de que

}lIILnoT(h) =0.

Ademas, se dice que el método esatden de precisiorp € N para una ecuacion diferencial del tip@.7) si para
cualquier solucién:(t) de dicha ecuacion se verifica que

7(h) = O(hP). g
Observacion 2.14

a) A grandes rasgos, un método de aproximacion numéricaestente con la ecuacion diferencial cuando el esquema
numérico converge a dicha ecuacion al hacer tender ellpas®ro.

b) La nocion de consistencia que se acaba de definir va ligadaniente a ecuaciones diferenciales y no a problemas
de valor inicial. Puesto que estamos estudiando el probtesmalor inicial ¢.1), requeriremos la continuidad de la
funcion f y que sea lipschitziana en la segunda variable para, decesta,ftener garantizada la existencia y unicidad
de soluciones de dicho problema (véase la Observdcidi).

¢) Obviamente, todo método de orden de precigiquara la ecuacion diferencial (/) es de orden de precisign< p
para la ecuacién diferencidl (/) y, en particular, es consistente con dicha ecuacien.
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20 Métodos monopaso
Ejemplo 2.15 Teniendo en cuenta que la solucién del problema de valaalnic

{ 2(t) = at + B, t € [to, T
z(to) =~
dondeq, 3,7 € R, es

2(t) = 5 = )+ B(t — to) + 7,

al aplicar el Método de Euler (explicito) se verifica que (poungébese)

o . { O(h") paratodor >0 si a=0

. (2.21)
O(h) SI « 7& 0. o

De esta forma, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.16 Sead < [0, 1].

a) Sif e Ci([to,T) x R™;R") se verifica que e#—Método es de orden de precisién 1 para la ecuacion difergh-
cial (2.7).

b) Sif € C?([ty, T] x R™; R"™) se verifica que el Método del Trapecio es de orden de precipgara la ecuacion
diferencial(2.7). o

La consistencia y orden de precision deMétodo puede obtenerse con condiciones mas débiles qaetkores.
En concreto, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.17 Sead € [0, 1].

a) Sif € C([to, T] x R™;R™) se verifica que e#=—-Método es consistente con la ecuacion diferen@al).

b) Sif es lipschitziangen las dos variablés se verifica que e#—Método es de orden de precisidrpara la
ecuacion diferencial2.7).

c) Sif =1, f e ([to, T] x R";R") y la funcion

FO(1,€) = 2H0.6) + Def (1,67 (1,6) (222)

(véase la Seccioh.d) es lipschitzianden las dos variabl@sse verifica que el Método del Trapecio es de ord@n
de precisior2 para la ecuacion diferencigl.7).

DEMOSTRACION Laequivalenciaentre las normag y ||-|| . enR™ determinala existencia de dos constant€$ > 0
tales que

Cllclo < M€l < cll¢l (2.23)

paratoda, € R™. Seax(t) una solucion arbitraria de la ecuaciéh®) (suponiendo que existe).

a) Puesto que por el Teorerha 8se tiene que:(t) que es de clasé! (por serf continua), dade € [to, T'), mediante
undesarrollo de Taylode primer orden, para cadac (0, T — t] (nGtese, por tanto, que, h) € ), se verifica que

(x1)(¢) S ()
st m) =)+ n | EVE oy pn | EED
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donde¢® € (t,t + h) paratodd: = 1,2,...,n. Consecuentemente,
z(t+ h) —z(t)

7t h) = - — (1= 0)f(t,x(t) + O (t + hx(t + D))
fH¢h =(¢h) FH(t, (1)) fHt+ hya(t +h))
| e | g g | 20| [ 720+ e )
S, z(¢)) [t =(t)) frt+h,x(t + h))
fl(C;w(C;)) fl(taw(t)) fi(é;w@;)) f2(f+h ,x(t+h))
— (-0 f2(¢ .,'x.(é Nl_ 1/ (t.v'x.(t)) Lol € ',.a'f(C Nl _ |/ (t+h :17( h))
¢ z(¢M) fr(t, z(t)) (G I(4)) f"(t+h w(t+h))

Puesto que las funciongé(-, z(-)), conk = 1,2, ..., n, son continuas sobre el compaftq 7] y, por tanto, unifor-
memente continuas éty, T'], dadoe > 0 existed = d(¢) > O tal que

‘f (t,2(t)) — f*(s,2(s )| <esift—s| <o (2.24)
Asi pues, si se toma € (0, 9), se verifica que

. k i .
max —t| <6 max — (t+h)| <6,
ke{1,2,.., n}|< | Y ke{1,2,..., n}|< (t+ 1)

y, por tanto,
£UC.2(C) = £ ()
el < (1 — e || F2C 26D = F2(6.2te)
£(c2(¢) - Pttt |
PG (C) = £H(t+ ho(t + )
ol P22 = P ate+n)
FrCT@(CM)) = F(t + by (e + h)
= (1-f)e,_max [FH(C2(¢H) - F(ta()

ke{l1,2,...,

4 k( k k &
+acke{T2?).(.,n}‘f (¢ x(C) = f (t-l-h,x(t—i-h))‘

< (1 =0)ce + bce = ce

— —

(2.25)

o0

paratoddt, h) € U conh € (0,0). Por tanto, se verifica que
lim 7(h) =
hanoT( )=0,
lo que prueba la consistencia del método.

b) Si, ademas, la funciéf = (f*)7_, es lipschitziana en las dos variables con constante delitpstc > 0, entonces
cada componentg® es, también, lipschitziana en las dos variables de comséam 0 (véase la hoja de problemas).
De esta forma, a partir d& 25, se verifica que

I, Wl < (1 =0)c  max |fH(C",2(¢F) - fH(t,2(t))]

ke{1,2,...,n}
o, max [FACH2(¢) — G+ hya(t + b))
(1- 0y k . (2.26)
< — _
<O DE  max (6t el - (o))
o L (|<k (t+ h)| + | |2(c*) =t + B)|]) -
C k€{12
Puesto que para cada= 1,2, ...,n se verifica que

ICF —t| < h
ICF—(t+h)|<h
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y, por elteorema del Valor Medio
||2(¢*) = 2(@)]| < e[[x(¢F) = 2@®)]| , < eMalCk —¢] < eMih,
[|(¢F) = 2(t + h)|| < e]]a(¢h) — x(t+ h)|| < MK — (t+ h)| < cMih,

donde
My = méx ||2'(t)|], < 4o, (2.27)
tE[toT
se verifica que
{ max  (I¢¥ =t + [|z(¢*) —2(@®)|]) < (1 + cM)h
ke{1,2,...,n}
max F_(t+h) Ry —a(t+h) (1 + cM)h.

pegmax (7= (e |+H (€% =t +h)[]) < (1 +cMy)

De esta forma, regresando a la expresibif), se concluye que
cL(1+ cMy)
It bl < ==5—h
paratoddt, h) € U, lo que indica que
7(h) = O(h).

Puesto que por el Teoremal8se tiene quer(t) que es de clasé? (por serf € C!), a partir de .17 conf) = %
para caddt, h) € U, se verifica que existeff', 9 € (¢,t + h) paratoddk = 1,2, ...,n, tales que

(fONHCE 2(¢h)) = () (" 2 (91))
e = L (FOPEale) = (O 2@) |,
(fO) (€ a(¢™) = (FO) @, 2(9™))
donde se ha tenido en cuenta que para toddt,, T'] se verifica que

(1) = %(t (1)) + Def(t, 2(1)2'(t) = %(tvx(t)) + Def (t, () f(t,a(t) = fO(t,2(2)).

Por tanto,

3

(FONHC, 2(Ch) = (N (@, 2(91))

||T(t h)|| < ﬂ (f(l))Q(C2ax(C2)) ~ (f(l))2(192a$(192))
’ - 92 Y. .
(FOYm(C,2(C™) — (FO)m @, 2(wm) ) || (2.28)
= max O a(ch) — (O (0, a(0")

para todq(t, h) € U. Puesto que la funcigf®) = ((f1)*)7_, es lipschitziana en las dos variables con constante de
LipschitzL; > 0, entonces cada componefifé!))* es, también, lipschitziana en las dos variables con coestin
Lipschitz % > 0. De esta forma, a partir d&.¢8), se verifica que

(&Il <

20 iy max (|<’f 9|+ |[(¢F) — 2(0%)]]) . (2.29)

Puesto que para cadta= 1,2, ..., n se verifica que
¢F =" <h
y, por elteorema del Valor Medio
||x(€k) - :1:(19k)|| < cHx(Ck) - :17(19k)||oo < cM1|<k - 19k| < cMih,
dondeM; esta definido en(27), se tiene que

Ty (68 =94 ) =M < bt

De esta forma, regresando a la expresib9), se concluye que

CLl(l + CMl)

2
2C h

7 (¢, p)l| <

paratoddt, h) € U, lo que indica que
7(h) = O(h?). o
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A la vista de los resultados obtenidos en los Teoreta8y 2.17, y con el objeto de simplificar sus enunciados,
vamos a considerar la siguiente definicion.

Definicién 2.18 Un método numérico esonsistentesi es consistente para cualquier ecuacion diferencialpte(2.7)
con f € C([to,T] x R™;R™). Ademas, el método es drden de precisiom € N si lo es para cualquier ecuacion
diferencial del tipo2.7) con f € CP([to,T] x R™;R™). o

Con la nocién anterior se tiene el siguiente resultado:

1 si 0+#
Corolario 2.19 Seaf € [0, 1]. El ¢—-Método es consistente y de orden de preci%ég

N[ N

si 0=

Supongamos a continuacidn que la funcjdas continua y lipschitziana en la segunda variable, con éosgutiene
garantizada la existencia y unicidad de soluciones dellpnodde valor inicial Z.1) (véase la Observacidn16). Tiene
sentido, por tanto, preguntarse por el error cometido abaprar la (Gnica) solucién de dicho problema.

Definicion 2.20 Dadoh = % € H, definimos ekrror de discretizacion global absolutmmo

h) = max TR 2.30
e(h) = max len)] (2.30)
siendo

gi(h) = x(t;) — z; € R,
parai = 0,1,..., N, dondez(t) es la solucién del problema de valor inicial ) y {z;}}¥, es la aproximacién numérica
obtenida. o

En cada paso del Método de Euler (explicito), pata0,1,..., N — 1, se tiene que
ZTit1 — x; = hf(ti, ), (2.31)
mientras que la solucian(t) verifica
a(tiv1) — x(ts) = hf(ti, x(t:)) + hr(ts, h) (2.32)

(considerarZ.8) cond = 0y t = t;). Por tanto, en el calculo de cada nuevo valgr; se introduce un error de tamafio
h||7(t;, h)|| que, paraf suficientemente regular (véanse los Teorethasy 2.17), es unaO(h?). Puesto que estos
errores se van acumulando en cada etapa se puede pensar,danera intuitiva, que al final del procesoMealculos,
se tendra un error de orden

Tt
N x O(h?) = TO x O(h?) = O(h).
Veamos que esto es asi. En efecto, si a la ecuagiBf)(se le resta la ecuaciof.@l), se obtiene

o(tiv1) — w1 = (2(t) — i) + b (f(ti, (i) — f(ti, i) + hr(ti, h),

es decir,
gir1(h) = ei(h) + h (f(ti, x(t:)) — f(ti,2)) + hr(ts, h) (2.33)
parai = 0,1,..., N — 1. De esta forma, si la funcidfies lipschitziana en la segunda variable con constante delhiiz
L > 0, entonces
e (W] < lles()[| + RL [les(A)|] + R [[7(ti, B)|| < (1 + AL) [lei(R)]| + 7 (h) (2.34)

parai =0,1,...,N — 1.
Observacion 2.21Si se considera la funciéR : R — R dada por
R(z) =142z =¢" +0(z%), (2.35)
la estimacion Z.34) determina que
lleiv1 (W < R(WL) |lei(h)]| + hT(h) = (" + O(h*)) [les(h)|| + hT(h)

parai = 0,1,..., N — 1. Es decir, la estimacién sobfie;(h)|| crece en cada paso multiplicada (o amplificada) por una
funcion con cierta similitud a una exponencial. Por estémala funcionR definida en 2.35 se denominduncion de
amplificacion(o funcién de estabilidaddel método. Como se vera mas adelante en la Seéciesta misma funcion
nos aparecera en el estudio de la estabilidad absoluta detimé o
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Para continuar, resulta de gran utilidad el siguiente tadaltécnico:

Lema 2.22 (Acotacion) Si{y; }2°, es una sucesion de nimeros reales no negativos que verifica
Yir1 < (1 + Ay + B

parai =0,1,2,...cond >0y B > 0, entonces

: 1+ A)y -1
yo< (Lt ayg+ LA g (2.36)
parai = 0,1,2,... En particular, se verifica que
) iA 1
yi < ey + ——B (2.37)

parai =0,1,2,...

DEMOSTRACION ProbamosZ.36) por induccién en el indice
a) Para = 0 el resultado es evidente.

b) Supuesto cierto el resultado para 1 lo probamos para Aplicando la hipdtesis de induccion se tiene que:

i-1
m§ﬂ+Am1+B§ﬂ+m<u+mHm+giﬁ%—JB)+B
, 1+A)—-1-A , 1+ Ay -1

e+ AT A g gy U

con lo que queda probadd.6).

Finalmente, la relacior?(37) se deduce, trivialmente, a partir d2%6) sin mas que tener en cuenta que, porser 0,

= AF A2 A3
A_ ¥ 208 4
e _Zk! =1+A++ 5t > 1+ A,
k=0
lo que determina quel + A)* < ¢4 parai =0,1,2,... ¢

Regresando a la estimacion del error de discretizacionaghitsoluto en el Método de Euler (explicito), teniendo
en cuenta la expresior @4, si aplicamos el Lem&.22tomandoy; = ||e;(h)||, A = hL 'y B = h7(h), para cada
1=0,1,..., N setiene que

) eihL -1
lei(A)]| < e Jleo(R)]| + ———

T 7(h),

de donde se deduce la estimacién
NhL 1

£(h) < NP [leo(h)|| + ——

_ L(T—to) elT=to) —1 _
(k) = T ()| + L (). 2.39)

En general, para @#-Método, se tiene la siguiente estimacién del error de eligercion global absoluto:

Teorema 2.23Sead € [0, 1]. Si f € C([to, T] x R™;R™) y es lipschitziana en la segunda variable con constarfge
de Lipschitz > 0y0 < h < % el error de discretizacion global absoluto endelMétodo verifica que

(h) — 1

() < w() leo(m)| + L= 7 (h) (2:39)

para todoh € H tal queh < h, estando la funcion definida como

L(T—tg)

Y(h) ==t | b > 0.
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DEMOSTRACION Si a la ecuacionA.8) cont = t¢; y multiplicada porh = % € H se le resta la ecuacion del
6#—Método, se obtiene que

T(tiv1) = wipr = (@(ts) — 23) + (L= O)h (f (i, x(t:)) — f(ti, z:))
+ O0h (f(tiv1, o(tiv1)) — f(tivr, zip1)) + h7(ts, h),
es decir,
gir1(h) = &i(h) + (L = O)h (f (i, z(t:)) — f(ti, x:))
+O0h (f(tiv1, x(tiy1)) — f(tiv1, Tiy1)) + h7(ts, h)

parai = 0,1,...,N — 1. De esta forma, como la funcighes lipschitziana en la segunda variable con constante de
Lipschitz L > 0, entonces

(2.40)

lewsr (W)I] < lles(W]] + (1 = O)RL [lex(h)]| + OAL llewss (b)]| + Ik, B

2.41
< (1 (L= O)BL) [lss(h)]| + OAL lexsa (]| + H(h) @40
parai =0,1,..., N — 1, con lo que si tomamads € H tal que:

a) h < ﬁ en el caso de que< (0, 1] (hipotesis bajo la que, tal y como se vi6 en la Observazigyse tiene garantizada
la existencia y unicidad de las ecuaciones implicitas qyejbha resolver en cada paso).

b) h > 0 cuandd@ = 0 (recuérdese que en este caso no hay ninguna restriccicegqiasa:).

se verifica que

1+ (1—0)hL el
i1 (D] < ———=—|lei(h ——7(h 242
e (W] < —T o= llei(Wl| + =5 7(h) (2.42)
parai = 0,1,..., N — 1. Por tanto, aplicando el Lenta22cony; = ||;(h)||,
1+(1-0hrL kL h _ . A
A=—=gr YT imar Y PTiTon W T
paracada =0,1,..., N se tiene que
L
-1
il < e || + L7 (),
de donde, dado que— 0hL > 0, se deduce la estimacion
NhL elfg’fL -1
e(h) < eT [leo(W)]| + ——F——7(h)
L(T—tg) L1(7T97ht19) 1
=e ToRL ||50(h)|| + %?(h) (2.43)
P(h) =1 _
= y(h) [leo(W)[| + ——F—7(h).
Puesto que la funcién(h) verifica que
2 t
Sy = OL*(T —to) i -

(1 —6hL)?
para toddh > 0 (n6tese que)(h) es constante cuando= 0) y
P(0) = LTt > g,

se tiene que N _
0<¢(h)<(h) si0<h<h.

De esta forma, a partir d@ 43, se verifica la relacior?(39 para valores € H tales queh < h< % o

Observacion 2.24La expresionZ.39 relaciona el error de discretizacion global absoluto dagr®r local de trunca-
miento y el (posible) error en los datos iniciales;

Definicién 2.25
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a) Dada una funcioyfi : [to, T] x R™ — R™, un método monopaso esnvergente para el problema de valor inic{al 1)
(supuesto que admite solucidn Unica) si el error de diga@itin global absoluto tiene la propiedad de que

flllinog(h) =0,

supuesto que
lim =4(h) = 0. (2.44)
h—0

b) Un método monopaso e®nvergentesi para toda funciorf € C([to,T] x R™;R™) y lipschitziana en la segunda
variable se verifica que el método es convergente para eigonalde valor inicialZ.1). o

Observacion 2.26

a) Un método numérico es convergente cuando la solucionsgeleena numeérico converge a la (Unica) solucion del
problema de valor inicial al hacer tender el pasmcero.

b) Obviamente, los métodos convergentes son los Unicosienue sentido considerar desde el punto de vista de las
aplicaciones.

c) En la préctica, la condicior?(44) juega un papel importante, en el sentido de que es conderesnoger buenas
aproximaciones iniciales. g

Corolario 2.27 El I—Método es convergente para tofle [0, 1]. Ademas:

a) Sif € Cl([to, T] x R™;R") es lipschitziana en la segunda varialftef es lipschitziana en las dos variabjgs
[leo(R)|| = O(h) se verifica que(h) = O(h).

b) Si6 = 1y f € C*([to,T] x R";R") es lipschitziana en la segunda varialfte f € C!([to,T] x R";R") es
lipschitziana en la segunda variable y la funcigfl) dada en(2.22) es lipschitziana en las dos variabjes
lleo(R)|| = O(h?) se tiene que(h) = O(h?).

DEMOSTRACION Basta aplicar los Teoremaslg 2.17y 2.23 o

Observacion 2.28Cuandof € C!([tg, T] x R™;R"™) es lipschitziana en la segunda variablgsy(h)|| = O(h), los
valores{zy, z1,...,2n} que se obtienen a partir #&HMétodo aproximan los valores exacfasty), z(t1), . .., z(tn)}

al menos con un orden de er@(h) (notese que al disminulraumentaV y, por tanto, el nUmero de puntos de la malla).
Téngase en cuenta que, aun siefleg(h)|| = O(h") conr > 1, no se mejora el resultado anteriok

Observacion 2.29Debe resaltarse el hecho de que la estimacid®Y puede resultar “engafiosa”. Asi, por ejemplo,
cuandd = 0, f € C'y f es lipschitziana en la segunada variable con constantepdehitzZ > 0, de .39y (2.19 se
sigue que

el(T—=to) _ 1 CM2

e(h) < T4 |lgo(h)]] + 7 h,0<h<h,

pudiendo ocurrir que las constantes
(T —t0) ettt —1 y cMy
’ L 2
sean muy grandes (por ejemplo, cuando son muy grandes léidmigl intervalo y/o la constante de Lipschitz), lo que

puede obligar a utilizar pasdsextremadamente pequefios para obtener resultados derapeadm, en muchos casos,
poco satisfactorios. o

Observacion 2.30Dadof < [0,1], si se considera l&uncién de amplificaciéifo de estabilidal R : (—5,5) — R
definida como

14+ (1—-6)z -

R(z)= —7———=( Z (1+(1=0)z) (1+60z+6°2" +6°2° + O(z*))
— 0z
:1+9z+92z2+93z3+(1—9)z (1—6)022 +( —0)6%2% + 0(z%) (2.45)
e*+0(z%) si 0+#1
=1+ z+62° +92z3+0
e +O Si 9_5
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la estimacionZ.42) determina que

h .
h (ehL + O(hQ)) ||€1(h/)|| + m T(h) si 0 7§ %
lleiri (Ml < R(RL) [lei(R)]| + 3—77 T(h) =~ oh,
hL 3 ) = i -1
(e" +O(h ))||€z(h)||+2_hLT(h) si =3
parai = 0,1,..., N — 1. Es decir, la estimacién sobfie;(h)|| crece en cada paso multiplicada (o amplificada) por una

funcién con cierta similitud a una exponencial. Notese gnesste caso, el crecimiento de la estimacién para el Método
del Trapecio es mas rapido que el obtenido en el Método dea EaMplicito) pero menos que en el Método de Euler
implicito, ya que

24+ hL 1

5—hL " 1-hL

si0 < h < 1. De hecho, cuando < h < £, la funcién¥ : [0,1] — R dada por

1+hL <

1/(1-hLY

1+hL

0 1

1+ (1—6)hL

Figura 2.4:Gréafica de la funcionl (0) = T—OhL

, 0 €10,1] cuandoh = 0’6y L = 1.

(véase la Figura.4) tiene las propiedades

1 WL\’

(compruébense). Por tanto, siempre que h < % se verifica que

1+ (1—6)hL 1
<

Vil < — 57 1—hL’

6 € (0,1).

De esta forma, en un primer analisis, pareceria que el Mé&edBuler explicito es “mejor” y “mas barato” que el
Método de Euler implicito. Mas adelante veremos que estaaion es falsa pues, para que se verifique la condicion de
estabilidad absoluta en los métodos explicitos, puedarergge valores del pagoextremadamente pequefios

Observacion 2.31Como acabamos de ver, cuando la funcjoes suficientemente regular, el orden de precision del
Método del Trapecio es dos y, por tanto, mayor que el ordeMéaddo de Euler (explicito) (véanse los Teoreridss

y 2.17). Esto, en principio, no significa que el Método del Trapesia “mejor” que el de Euler puesto que, mientras que

el Método de Euler es explicito (el vectey,; se obtiene a partir de; de una forma bastante sencilla), el del Trapecio

es implicito y requiere mayor coste computacional puesaéa etapa, debe resolverse un sistema de ecuaciones que, en
general, es no lineal. Por eso, en muchas ocasiones esleefermétodo de orden bajo pero con un coste computacional
pequefio (aunque haya que dar mas pasos) que uno de ordervad® elon un coste computacional mayas.

2.2.5 Otras caracteristicas y propiedades del Método de Eul  ery sus variantes

Finalizamos esta seccién haciendo algunas considerasobee el Método de Euler explicito que, facilmente, pueden
generalizarse #-Método.
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Teorema 2.32Dadaf € C!([to,T] x R";R") y lipschitziana en la segunda varialiespectivament, lipschit-
ziana en las dos variablgsse considera el método de Eulexplicitg

zo >~ &o
{ ZTit1 =x; + hf(ti,z;), 1=0,1,...,.N—1
y la poligonal de Eule1.14), es decir,
() = x4+ Lt —ty), t € [ti, tisa), (2.46)
parai =0,1,...,N — 1. Si||¢ — xo(h)|| = O(h), se verifica que
Hxh(') - ‘T(')HC([tO,T];R") = O(h),

siendoz(t) la Unica solucién del problema de valor inicié?.1).2

®Recuérdese quégllc(fs,,77;rm) = tErEéxT] [lg(t)]| parag € C([to, T]; R™).
0>

DEMOSTRACION Claramente, la funcior” € C([to,T]) y es derivable erfto, T') salvo, quiza, en los puntos de la
particion {to, t1,...,tn} (véase la Figurd.l(a). Fijadoh > 0 suficientemente pequefioiec {0,1,...,N — 1}
arbitrario, para todo puntoc [t;, t;11] Se verifica que

Ha:h(t) —a(t)|| = Ha:h(t) — i+ — x(ts) + 2(t;) — z(t)||
< || () = @] + |z — ()] + [|z(t:) — 2(@)]].- (2.47)
Acotemos cada uno de los tres sumandos del miembro de lahderec
a) Por el Teorema.23se tiene que
eL(T—to) _ 1
lles = 2(ti)]] = lle (W] < e(h) < T ||eg(h)|| + ————7(h) < c1h (2.48)

L

para cierta constantg > 0 ya que, por hipotesis|&y — zq|| = O(h) y, por el Teorem&.16 (respectivamente, el
Teorema2.17), se tiene qu&(h) = O(h).

b) Puesto que; <t <t;;1 =t; + h, por elteorema del Valor Medige verifica que
ll2(ts) — 2@ < elle(ti) = 2(t)]|, < eMult; — t] < eMih,
estanda: > 0y M; definidas, respectivamente, éni4) y (2.27).
c) De (2.46) se deduce que

Ti+1 — T4

o 1) — ] = |22

(t—1t:)

‘ = 1S (s, ) (¢ = )] = [If (b, @) [ [t = ta] < |If (Es, ) [[ b (2.49)

Puesto que la funcigfi es lipschitziana en la segunda variable con constante deliig L > 0, se verifica que

1S (i, zi) = f(ti, 2(t:))]] < Ll — 2(t:)]]
de donde se obtiene que
f (t, za)l| < I1f (ta, 2] + Lz — 2(t)l] = [l2" ()] + L[|z — 2(t:)]| < My + Lerh (2.50)
(véase 2.49). Por tanto, regresando a.49, se verifica que
[|2"(t) = 2| < (M1 + Leth) h.
Consecuentemente, sustituyendo las cotas obtenidas prés®n £.47), se tiene que existen > 0y h > 0 tales que
||2"(t) — z(t)|| < (eM1+ Lerh) h+ erh + eMih = (2¢My + e1(1 4+ Lh)) h < coh

paratodah € (0, h)y paratoda € [to, T, lo cual concluye el resultado.q
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Observacion 2.33Nétese que, en particular, el Teorema2implica que{z"(-)};, — =(-) uniformemente enty, T
cuandoh — 0. g

2 Método de Euler con pasos h=0.100 y h=0.020

Solucién exacta
—&—Solucién aproximada (h=0.100)

—e— Solucién aproximada (h=0.020)

Figura 2.5:Método de Euler con pasds= 0’1y h = 0'02.

Ejemplo 2.34 En la Figura2.5se comparan los resultados al aplicar el Método de Euleli¢itep para la resolucion del
problema de valor inicial del Ejempld1cuando se toman como pados- 0’1 y h = 0'02, respectivamente. o

Como se aprecia en las expresior2d §) y (2.18), a veces resulta interesante disponer de una estimaclamdema
de las derivadas de la solucion. ¢ Cémo se puede obtenarderea cuenta que la solucion es, en general, desconocida?
En algunas ocasiones puede obtenerse a partir de la fuficjae aparece en la ecuacion diferencial pues, como se vio
en la demostracion del Teorerhd § se verifica que

0

" y ¢
2"(t) = 5

fQt () + Def(t, =(t)) f (¢, (1))

y, a partir de aqui, se pueden obtener las derivadas susetgve(t) expresadas en términos de la funcifry sus
derivadas.

Comenzamos con un lema en el que aparece una desigualdeddid debido a T. H. Gronwall, que permite obtener
una estimacion de una funcion a partir de una inecuaciogriaite

Lema 2.35 (Gronwall) Seanx : [a,b] — R, 8 : [a,b] — [0,+00) yu : [a,b] — R funciones continuas tales que

u(t) < a(t) —i—/ B(s)u(s)ds, Yt € [a,b].

Entonces se verifica que

u(t) < a(t) + /at a(s)B(s) exp (/:B(r) dr> ds, V't € [a,b]. (2.51)

En particular, si la funciony es no decreciente, se tiene que

u(t) < a(t) exp (/{:ﬁ(s) ds) , Vt € [a,b].

DEMOSTRACION Véase Guzman, Lema 4.4.1]. o
Veamos como se puede obtener una cotgude)|| utilizando la siguiente estimacion a priori:
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Teorema 2.36 (Estimacion a priori) Seaf € C!([to,T] x R™;R") y lipschitziana en la segunda variable co
constante de Lipschitz > 0 (o f lipschitziana en las dos variables con constante de Ligsdhi> 0). Siz(t) es
la Unica solucién del problema de valor inicig?. 1), se verifica que
L(T*t()) _ 1
le(®)l] < eHT=) ||gol| + ——F—— M (253)

paratodot € [to, T, siendo

M= max ||f(s,0)]. (2.54)
SE[to,T]

DEMOSTRACION Paratoda € [to, T] se verifica que

t
x(t) = &o + t f(s,2(s)) ds
y, por tanto,
[z < [I€ol| +/t I1f (s, 2(s))ll ds. (2.55)

Por otra parte, como la funcighes lipschitziana en la segunda variable con constante deliig L > 0, para todos €
[to, T] se tiene que
[1f (s, 2(s)) = £(s,0)[| < Ll (s)ll
y, por tanto,
£ (s, 2(s)I] < Llz(s)l| + (1 (s, 0)I] < L[z (s)[| + M

(véase 2.59). De esta forma, utilizando esta cota en la expresiébt, para toda € [ty, T'] se verifica que

t t
(@) < 1ol +/t (Lllz(s)l] + M)ds = [|€ol| + M (t — to) + L t [|(s)]] ds.
Aplicando la desigualdad?(51) del Lema de Gronwall a las funcione$t) = ||z(t)|], a(t) = ||| + M(t — to) ¥
B(t) = L, paratoda € [to, T] se obtiene que

t
llz(®)]] < |I§o|I+M(t—to)+L/ (I|€ol] + M(s — to)) eXt=)ds

to

t t
= ||§0|| +M(t—t0) — ||§0||6L(t—8) ) +J\/[L/ (S _to)eL(t—s)dS
0

to

L(t*to) _ 1
= Jeoll + Me—=T5) — gl + 6ol — Mle—t5) + ————
eL(T*to) _ 1
— M

L 3
donde se ha utilizado, integrando por partes, que

t _ L(t*to) _
_ t to (& 1
s —to)e ds = — + . o
/to( L L2

< [léolle™ ") +

Ejemplo 2.37 Consideremos el problema de valor inicial

() ==xz(t)+t, te 0,1
(t) = x(t) [0,1] 256
x(0) =0,
cuya solucién exacta egt) = e — t — 1y, por tanto,
||2" (t)||, = max e’ = e ~ 2/7183. (2.57)
te0,1]

Por otra parte, la cota que se obtiene de la norma de la dardeginda de la solucion del probleré&g) en funcion de

(L6 =t+ces

I Ol =|[55/02(0) + gt D a@)]| =N+ 140l <24 120l (@58)
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Puesto que, en este cago=T — tp = 1y & = 0, la estimacionZ.53) determina que

t < (e—1) max =e—1.
2] |oc < (e = 1) maX [|s]|o = e

Sustituyendo esta cota e %8 se obtiene la estimacion
2" ()] <24+e—1=e+1~37183
(compéarese con el valor exactb 7).

En las secciones anteriores se ha considerado que, tamarfearos, como las operaciones con nimeros, se realizan
de forma exacta. Sin embargo, tal y como se explicaba en E&eL5, esto no se suele cumplir al utilizar ordenadores
y se introducen errores, tanto de redondeo como operaemri¢ esta forma, cuando se implementa el Método de Euler
en un ordenador, en realidad no se obtiene la secuéngia, ..., zx }, Sino otra secuencifej, 3, . . ., 2% } dada por

Método de Euler (explicito) en un ordenador

Pasol xzj=¢& +do

Paso 2 Parai=0,1,...,N —1
ziq =] + hf(t, x7) + 0i

siendod; el error de redondeo y operacionédebido al ordenador) en la etap@sima. Si denotamos

*(h) =  max (R,
)= max [lef ()]
siendo
er(h) =x(t;) —x; € R"
parai =0,1,..., N,y consideramos @rror de redondeo y operacional maximo
0= max ||6]l,
i€{0,1,...,N}

argumentando como en la obtencion @e3Q) se obtiene que
eivi(h) =& (h) +h (f(ti, x(ti)) = f(ti, 27)) + hr(ti, h) — dipa

parai = 0,1,..., N — 1. De esta forma, si la funcidfies lipschitziana en la segunda variable con constante delhiig
L > 0, se tiene que
e (W] < (0 +AL) |lef (W] + W7 (h) + 6

parai = 0,1,..., N — 1. Por tanto, aplicando el Lena22cony; = ||ef(h)||, A = hLy B = h7(h) + 0, para cada
1=0,1,..., N setiene que

* ihL || % etht —1 (_ 1)
lle; (W] < e leg(M)]| + ——— (T(h) + = | ,
L h
de donde se deduce la estimacién
L(T*t()) -1

* NhL || _* eVl J L(T—to) € — J
e*(h) <e ||50(h)||+T T(h)-i-g =e 0 ||5o||+T T(h)-i-g . (2.59)

Observacion 2.38A diferencia de lo que ocurria carih) (véase la Observaciéh29, sid > 0 ya no se tiene que
e*(h) = O(h) pues, en general, ni siquiera se cumple que

fim (1) =0

debido al error de maquina que se puede producir en cada psisqor ejemplo, si aplicamos el Método de Euler
(explicito) a la resolucidon del problema de valor inicial

{ 2'(t) =0, te]0,1]
cuya solucion exacta est) = w, se obtiene que
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parai = 0,1,..., N, donder(r) indica el redondeo del nimero(nimero maquina mas cercano & éPor tanto, para
todoh > 0 se verifica que
e*(h) = max t;) —xf| =7 — > 0.
(h) = _ max  la(t) ] = |z —r(r)

El hecho de que el numerono sea un nimero maquina hace que la diferencia, en valoluaisentrer y r(7) sea
siempre una cantidad positiva que no puede tender a cero.

Observacion 2.39La estimacion 2.59 indica que, para > 0 fijo conocido, a la hora de elegir el pagchay que
seguir dos estrategias opuestas: por una lado interegaspeepequefio (para mejorar la precisiorr (fe)) mientras que,
por otro lado, no interesa quesea demasiado pequefio (para no empeorar la estimaciomgdbegaor el términ(%).
Puede ser conveniente hacer un balance entre las dosgissaMas concretamente, sic C!([to, T] x R™;R"), f es
lipschitziana en la segunda variable con constante de hiigst > 0y 6g = 0, de las relacione2(59 y (2.18 tomando
6 = 0, se sigue que

eL(Tftg) -1

e (h) < S wlh), (2.60)
siendo \ A
— c 2 _
p(h) = 5 h + W

De esta forma, para minimizar la cota de la estimaci6( basta minimizarp(h). Para ello, dado que la funcién
p € C*(0,+00) tiene las propiedades

<0 si h<hmn

, . , 4 / 7 CM2 )y i . . . )
w(h) >0V h >0, }Jﬂ)h w(h) = 400, thoo oh) =400y ¢'(h) = - "2 = 0 si h=hmn
>0 si h>hmn
siendo
26
Rmin = —
min CMQ,

se verifica que la funciép(h) alcanza el minimo absoluto en el puriig,, siendo este valor minimo
©min = Min (h) = ©(hmin) = \/2c¢M26
h>0

(compruébese). En la Figu?a6 se muestra la gréfica de la funcigih) cuandoc = 1, My = 2y 6 = 1075, en cuyo
casohmin = 1073y Ymin = 2 x 1073,

c=1,M,=2, 8=10"°
0.02

0.018

0.016

0.014

0.012

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002

Figura 2.6:Gréfica de la funciénp(h).

Claramente, a medida que se tomen valorés s pequefios qugn, la funcidong(h) va tomando valores cada vez
mas grandes. También debemos destacar que la optimalitwmiddes sobre la cota de estimacion dada2esl) (es
decir, sobre su término de la derecha), lo que no impide qegeenplos concretos se puedan obtener mejores resultados
para valores dé mas pequefios.n

2En la mayoria de los ordenadores actuales se tiene(@gye= 3'14159265358979 en doble precision.
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2.3 Métodos de Taylor

Hasta ahora, el inico método que hemos obtenido de ordemrdsipn 2 ha sido el Método del Trapecio. Tal y como
se comentd en la ObservacidrBl, este método tiene la desventaja de ser implicito. Por afta el Método de Euler si
que es explicito pero, tan solo, es de primer orden. Cabéapiar, preguntarse si es posible obtener métodos expltbio
orden superior a uno. En esta seccion vamos a ver como serpoie@@er métodos de este tipo a partir de los desarrollos

de Taylor.

2.3.1 Deducciéon de los métodos

Segun se ha visto en la Seccidr3, si f € CP([ty,T] x R";R™) conp € N U {0}, entonces la solucién(t) del
problema de valor iniciald.1) es de clas€?*!([to, T]; R") y

Floalt)) = 5 (s 1050

<;; 11 f(, > + D¢ <5%_11 f(t,a:(t))) 2/ (t)
<dp ' f(t, > + Dy <;; 11 ft,a(t ))> ft,a(t)
(,

2 (1) =

dr
dte
0
ot
0
ot \ dtr—1
= fP) (¢, 2

donde, por definicién,

FOt,€) = f(t,€)

af(kfl)
JO() = =5— (6.0 + Def UV O (1), k=1.2,...

Observacion 2.40Antes de continuar veamos cdmo son algunas de las funcionsgleradas er?(61) cuandon = 1.
Para simplificar la notacion, vamos a denotar

(2.61)

of

T 0O Y Je(t.€) = (1.6,

ft(tv 5)

prescindiendo, si no hay lugar a confusion, del argumgntg. De esta forma,

fO = fo+ fef

FO = 1O fF = fu+ fref + fefo+ (Fre + feef + J2) ] = Fuo+ 2] + feef? + (fo+ Jef) fe.  (2.62)
Asi, por ejemplo, si consideramos la funcién
f(t,8) =t +¢€
se tiene que
FO,€) =2t +26(° + €)
FO(,6) =24+ 2082 + €2)2 4 (2t + 26(t2 + £2))26 = 2 + 4t + (262 +662) (12 + €2). o
De esta forma, por dleorema de Taylopara todqt, k) € U se verifica que

@) (ch)

_ W+ ey 4ot LR NG (S
x(t+h)—x(t)+hx(t)+2x(t)+ +p!x (t)+(p+1)!
()P ()
h : e
_ 2 1 P p—1 p+1 IQ p+1 CQ
w(t) + hf Ot 2(0) + o Ot a(0) +- + Hf( (t, 2(t)) + TR . (2.63)
()P ()

e (Ch)
W (@ ()

= 2(t) + W (6 2(0) ) + =gy

)

(@)D (¢™)

Anélisis Numérico ©A. M. Ramos y J. M. Rey



34 Métodos monopaso

donde¢® € (t,t + h) paratoddk = 1,2,...,ny T,(t,&, h) es elpolinomio de Taylode orderp (que es un polinomio
de gradg — 1 en la variable:) dado por

Tt = PO + (e 4ot 00 e = S Mg g (2.64)
ANSRS] - ) 2 ) p' o 5 S _kzo(k+1)' 9 . .

Lo anterior conduce al siguiente esquema:

Método de Taylor de ordenp

Pasol zp ~¢&

Paso 2 Para =0,1,...,N—1
Tiy1 = ‘Ti'i‘th(tiuxiah)'

(2.65)

Teniendo en cuenta los conceptos definidos en la Sedcires claro que este método es explicito y monopaso, pero
tiene la dificultad practica de tener que calcular y evalodas las funcionegf (), f(1) ... =11,

Observacion 2.41Parap = 1 se obtiene el Método de Euler (explicito) dado que, en ese€at, &, h) = f(t,€). o

2.3.2 Analisis del error cometido

Segun las nociones sobre errores expuestas en la Sécgidla argumentacion seguida en la Secciéh4 definimos
el error local de truncamienta(t, k), asociado a una solucién exaat@) de la ecuacion diferencial(7) a partir del
instantet € [to,T"), como
z(t+ h) — z(t)

h
paratodd: € (0,7 — t]. Ala vista de £.63), se tiene que

(t,h) = — T, (t,z(t), h) (2.66)

(z')PFD(¢h)
| @)
t,h) = ——
eVl B
(@m)PD(¢™)
donde¢® € (t,t + h) paratoddk = 1,2,...,n. De esta forma, para el error local de truncamietfto) dado en .15,
se verifica que

C]\/[p+1
e (2.67)

7(h) <

donde

M, ., = méx‘
P o T]

2Pt (t) ‘ ‘

(o9}

y ¢ > 0 verifica 2.14). Hemos probado, por tanto, el siguiente resultado:

Teorema 2.42 El Método de Taylo(2.65 es de orden de precisign o I

Respecto al error de discretizacion global absoluto defierd@.30), se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.43Seaf € CP([to,T] x R™*;R"), conp € N, de forma que la funciorf*) definida en(2.61) es
lipschitziana en la segunda variable con constante de hipad., > 0 parak = 0,1,...,p — 1. Dadoh > 0, el
error de discretizacion global absoluto en el Método de @aye orderp verifica que

- (T—to)y(h) _q
e(h) < eT=tvM) |10 ()| + eL— 7(h) (2.68)
0

para todoh € H tal que0 < h < h, siendo

1

]
I
~
B

L L,_
hk:L0+éh+"'+#hP715hZO- (2.69)
! p!

¥(h) =

el
Il
=)
—
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DEMOSTRACION Si a la ecuacion.66) multiplicada porh y particularizada en = ¢; se le resta la ecuacion del
Método de TaylorZ.65), se obtiene

x(ti+1) — Tij41 = (I(tl) — Il) =+ h (Tp(ti, I(tl), h) — Tp(ti, i, h)) =+ hT(ti, h),

es decir,
EiJrl(h) = El(h) =+ h (Tp(ti, I(tl), h) — Tp(ti, ZTi, h,)) + hT(ti, h)
p—1 k
h (2.70)
— (k) (. Y R (o .
=)+ 13 Gy (£9 s a(t)) = F9 (b)) + hr(ts, )
parai = 0,1,..., N — 1. De esta forma, puesto que la funcifi¥) es lipschitziana en la segunda variable con constante
de LipschitzL; > 0 parak = 0,1,...,p — 1, se verifica que
p—1
Lk k —
leira ()| < (1+h) ) RE N lei (M)l + BT (ts, )| < (1 + hap(h)) [les(R)[| + h7(h) (2.71)
k=0 ’
parai = 0,1,..., N — 1. Por tanto, aplicando el Lenta22cony; = ||e;(h)||,
~ 7(h)
¢(h)y (h) o)
paracada =0,1,..., N setiene que
) thip(h) _ 1
gi(h Selhw(h) colh —l—ei?h,
lles (R lleo(R)]| o (h)
de donde, utilizando qué&(h) > 0 parah > 0, se deduce la estimacion
Nh(h) _ q e(T—to)¥(h) _ |
e(h) < NPV (o (h)]| + & 7(h) = e Tt |20 (h)|| + ———————T(h). 2.72
(h) < oI+ —5—7(h) leo(h)l T @)
Puesto que la funcién(h) verifica que
p—1
l{Lk _ L1 L2 (p — 1)L —1 _
"(h) = pert = 2L 2y o M TR 2
vin) 2kt 1)) PR N >0

parah > 0y 1(0) = Lo, se tiene que
0<Lo<¢(h) <p(h) si0O<h<h
y, por tanto, a partir de2(72), se obtiene la relacior? (68 para valore® < h < h. o

Observacion 2.44La expresionZ.68 relaciona el error de discretizacion global absoluto dagr®r local de trunca-
miento y el (posible) error en los datos iniciales;

Corolario 2.45 Sila funcionf € CP([to, T] x R";R") conp € N es tal que las funcionelsf (), s, ... =11
definidas en(2.61) son lipschitzianas en la segunda variable, se verifica qudétbdo de Taylor de orden es

convergente para el correspondiente problema de valoiahi@.1). Ademas, sjleo(h)|| = O(hP) se tiene que
e(h) = O(hP).

DEMOSTRACION Basta aplicar los Teoremasi2y 2.43 g

Ejemplo 2.46 Los métodos de Taylor de 6rderieg 3 aplicados al problema de valor inicial

{ ' (t) =12+ (x(t))?, t € [to, T
z(to) = &o
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son, de acuerdo con lo visto en la Observaéiém, z( ~ &,

h
Tit1 =i+ h (f(o)(tiaﬂfi) + §f(1)(tz'a1?i)> =i +h(t] + ) + 1 (ti + (8] +27))

h h?
Tip1 =z +h (f(o)(ti,xi) + §f(l)(ti,$i) + Ff(z)(tiaxi))
h3
= + h(t] +a7) + B*(ti + x(t7 + 7)) + ?(1 + 2t5x; + (87 + 327) (87 + 27)),

respectivamente. o

2.4 Métodos de Runge—Kutta
2.4.1 Generalidades

Segun se ha visto, con los Métodos de Taylor se pueden atcargenes de convergencia muy altos, pero tienen
la desventaja de requerir un analisis previo a su programadado que se necesitan calcular y evaluar las funciones
{f@, f® . fP=D} LosMétodos de Runge—Kutvitan estas dificultades puesto que sélo necesitan eiafiesc
de la propia funciory y no de sus derivadas. Para ello se aproxima la furi€jdt ¢, ) del Método de Taylor de orden
p por cierta funcionb(t, £, h), que solo necesita evaluaciones de la fundipwverificando que

O(t, &, h) = Tp(t, &, h) + O(hP). (2.73)

Concretamente, se utiliza el siguiente esquema:

Método de Runge—Kutta der etapas

Pasol zp ~¢&

(2.74)
Paso2 Paraz =0,1,...,N —1
Tiy1 = Z; + hq)(ti,l'i, h),
siendo .
(I)(ta 51 h) = Z Cka (t7 51 h) (275)
k=1
y
Fip(t,&h) = f [ t+ B, €+ hY_aFi(tEh) | k=1,2,...,m, (2.76)
j=1

donde las constantes, by, y ax; se eligen adecuadamente en funcién del orden de preciséseqquiera obtener. Cada
una de las posibles elecciones determina un Método de RKntfe-{monopaso) de etapas.

Observacion 2.47En general, el ordepdel método no tiene por qué coincidir con el nUmede etapas. o

Observacion 2.48Una forma habitual de expresar los Métodos de Runge—Kuttaad@pas es a través de lableros
de Butcher

by | a1r a2 -+ air
by | a1 a2 - agr
br (78] ar2 ot Qpp
| Cl 02 “ e CT
0, en forma matricial,
b| A
T
donde
aip a2 - Glr
az1 Q22 -+ Q2 T T
A= T ,b:(bl,bQ,...,bT) yC:(Cl7027...7CT) . O
ari ar2 ot Qpp
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Observacion 2.49

a)

b)
<)

d)

Si se verifica que

ar; = 0 cuandoj > k, (2.77)
es decir, cuando la matri4 es triangular inferior con ceros en la diagonal principatlafuncionF; puede obtenerse
de forma explicita en términos de las funciones anteripfasFs, ..., Fix_1} y se dice que el Método de Runge—

Kutta (2.74) esexplicita Son aquellos para los cuales

k—1
Fu(t,&,h) = f t—i—hbk,g—i—hZakJF,-(t,g,h) L k=1,2,...,7 (2.78)

j=1

Los diagramas de Butcher de los métodos explicitos son dertzaf

b1 0 0 0 0

b2 a1 O O O
. (2.79)

br Ar1  Ar2 Qp r—1 0

| c1 Co Cr—1 Cr

Si no se verifica la condiciér2 (77) se dice que el Método de Runge—Kuttar(4) esimplicito.

En el caso particular de que se verifique
ar; = 0 cuandoj > k,

es decir, cuando la matri es triangular inferior, se tiene que

k
Fk(tagvh’):f t+hbk7§+hzakij(t7§5h) ,k:1,2,...,7"

j=1

y se dice que el Método de Runge—Kutta7?) essemi—implicito Los diagramas de Butcher de los métodos semi—
implicitos son de la forma

b1 ail O e O O

by | az1 agy - 0 0

br ar1  ar2 o Qppr—1 Gpp
v 2 - o1 o

Cuando el Método de Runge—Kutta no es explicito, las amesF(¢,¢, h) se obtienen a partir d&(74), (2.75
y (2.76) (no solo de 2.76). En efecto, consideremos, por ejemplo, el Método de Rdfgtta semi—implicito dado

por el diagrama de Butcher
1

N
=N

es decir,
Tip1 = x; + hF1 (L, i, h), (2.80)

donde

h h
Fi(ti,zi,h) = f <ti +tgait §F1(ti,$i7h)> :
De (2.80) se tiene que
Fl(tiv'rivh’) = W7

de donde se deduce que
h h Tivr1 — X4
Tig1 =T, +hf (ti+ §,$i+§ +T) .

Asi pues, el método resultante es

h xit1+x;
Tiy1 = +hf (tH—E,%)- O
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Observacion 2.50ElI Método de Runge—Kutta mas simple es el Método de Euletifgixy), que es un Método de Runge—
Kutta de 1 etapay orden 1, dado por la funcion

q)(tagah) = le(t + hbl,f)

concy =1yb; =0. g

2.4.2 Analisis del error cometido

De manera analoga a lo hecho paradedétodos y los métodos de Taylor, definimos el error locardedamiento
7(t, h), asociado a una solucion exaat@) de la ecuacion diferencia (7) a partir del instante € [to, "), como

t+h)—x(t)

(tn) =2 - — B(t,x(t), h), (2.81)

paratodd: € (0,T — t], donded esta dada er2(75. Por otra parte, puesto que

t+ h) — x(t)

TTaonr(t7 h) = a( - — T, (t,x(t), h),

restando las dos expresiones anteriores se obtiene, baftasis 2.73), que
7(t,h) = 7L, h) + O(RP),

paratoddt, h) € U. De esta forma, el Teoren2ad2determina que, sf € C?([ty, T] x R™; R™), entonces el error local
de truncamient@(~) dado en 2.15) verifica que

7(h) =T (h) + O(h?) = O(h?),
por lo que el Método de Runge—Kutta considerado tiene ordgmetisionp.

En todo lo que sigue, Unicamente consideraremos MétodosingeRKutta explicitos de etapas, que vienen dados
a partir de la funcién

r T k—1
(I)(tagvh’): Cka(tagvh’):Z Ck.f t+hbk7€+hzak]Fj(ta€7h’) (282)
k=1 k=1 j=1

(véase 2.79).

Observacion 2.51Né6tese que el nimero de evaluaciones de la fungi@ue se necesitan aplicar en cada paso del
Método de Runge—Kutta definido a partir deq2) coincide con el nimernde etapas. o

2.4.3 Métodos de Runge—Kutta explicitos de érdenes 1y 2

Veamos como deben elegirse los coeficiehies;, y ax; para que el método anterior sea, al menos, de orden 1. Para
ello, se debe cumplir que
O(t,&,h) = Th(t,€ h) + O(h) = f(t,§) + O(h). (2.83)

Si f € CY([to, T] x R™;R™), un desarrollo de Taylor de primer orden de la fungjoh) = (¢, £, h) determina que

g(h) = g(0) + O(h),

es decir,

T

(I)(t,f, h) = @(t,& 0) + O(h) = (Z Ck) f(t,f) + O(h)

k=1
(véase 2.82). Por tanto, para que se cumpfag3), los coeficientes, deben ser tales que

T

da=1, (2.84)

k=1

pudiendo elegirse los coeficientgsy ay; de forma arbitraria. Hemos probado asi el siguiente reduilta
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Teorema 2.52 La condicidn necesaria y suficiente para que un Método de &tiagita explicito de etapas tenga,

al menos, orden de precision 1 es que se verif(@ue). o

Siademay € C%([ty, T] x R™; R™) y queremos que el método anterior sea al menos de orden 2veigfiearse que
q)(ta§7h) = TQ(t7§ah) +O(h2)7 (285)

siendo

Tat,61) = 1009 + 5100 = 106 + 5 (S0, + Def (.07 . (286)

Un desarrollo de Taylor de segundo orden de la fungidn) = ®(¢, &, h), hace que

q)(t £,0)h+ O(h?).

B(.E.h) = D(1E.0) + F7

Puesto que, a partir d&.82), se verifica que

y
9 9 =f(t,€)
o5 (16,0) = clbl Lt 6) + Z i bk Lit,€)+ Def(t,6) > an; F(t,€,0)
j=1
<Z Ckbk> o (t,€) + (Z Ckz aka) Def(t,€)f(t,€),
se tiene que
r T af T k—1
(I)(t,f,h) = <Z Ck) f(t,f) + (Z Ckbk> E(tag) + Z Ck Z akj Dgf(t,f)f(t,g) h’ + O(hQ)
k=1 k=1 k=2 j=1

Comparando esta expresion c@ndd) (teniendo en cuent (86)), los coeficientesy, by, Y ai; deben ser tales que

1
> cnbi =5 (2.87)

k=2 j=1

Se tiene asi el siguiente resultado:

Teorema 2.53 La condicién necesaria y suficiente para que un Método de &tigfta explicito de etapas tenga,

al menos, orden de precision 2 es que se verif@ue’). o

Observacion 2.54Puesto que el sistema.87) tiene muchas mas incégnitas que ecuaciones y, por tanggraral no
va a tener unicidad de solucién, por simplicidad, suelengese los coeficientes de forma que

b1 =0
k-1
2.88
bk:Zak,ﬁk:Z?’a---ar ( )

Jj=1
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De esta forma, los coeficientgs estan univocamente determinados una vez conocidos losieatdiay,; y las compo-
nentes del vectdr = (by, bo, ..., b,)T se obtienen sumando, respectivamente, las filas de la matriZay;)), j—1 €N el
diagrama de ButcheB(79. En esta situacion, basta encontrar soluciones del sistem

T

ch:1

S R (2.89)
chZakj = 5 (]

k=2 j=1

2.4.4 Meétodos de Runge—Kutta explicitos de 2 etapas y orden 2

La férmula general de un Método de Runge—Kutta explicitd deapas es
Ti+1 = T4 —+ hq)(tz, i, h),

siendo
O(t,§,h) = c1f(t+ hb1, &) + caf (t + hba, & + haz f(t + hb1,§)) (2.90)

(véase 2.82). Veamos cémo elegir los coeficientgscs, by, b2 y az1 para que el orden del métodd.90) sea, al menos,
dos. Para = 2 el sistemaZ.87) toma la forma

c1+e=1
1
c1b1 + caby = 5
1
C20a21 = 3,

cuya solucién general es

aa=1-a,ca=aqa b =0 b2=M y (lzlzi-
2« 2c
Se obtiene asi que la familia de Métodos de Runge—Kuttadiqdide 2 etapas y orden 2 viene definida a partir de la
funcién i ,
B(t.6.) = (1= )0+ 15,9 +af (40 =20 = 0 e 00,9, 291)

cona € R\{0} y 8 € R arbitrarios.

Observacion 2.55La simplificacion considerada ef.89 equivale a tomag = 0. En tal caso, se tiene que

1-2(1-« 1
b1:[320yb2:#:%2021

paraa # 0, lo que conduce a la subfamilia de Métodos de Runge—Kutta
B(LER) = (1= ) f(1€) +af (14 &+ 2 f(2,6) (2.92)
) ) - a ) a 20[’ 2@ ) .

cona € R\{0}. Los Métodos de Runge—Kutta explicitos de 2 etapas y orde@is2conocidosson los correspondientes
a los valores:

a) a = 1: Método de Euler modificado

Método de Euler modificado

Paso 1l zp~¢&
Paso2 Para =0,1,...,N —1
h h
Tip1 = +hf (tri— 5%t §f(ti,£vi))-

b) o = 3: Método de Heun

SHay que destacar que esta nomenclatura no es universal gritsres de estos métodos pueden variar de unos textos a otros.
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Método de Heun

Paso 1l xy~¢&
Paso 2 Para: =0,1,...,N —1

h 2h 2h
Tiy1 = T; + 1 (f(ti,xi) +3f <t¢ + 50T + ?f(tnxz))>

¢) o = 3: Método de Euler mejorado

Método de Euler mejorado

Paso 1l zy~¢&
Paso2 Para =0,1,...,N —1
h
Tip1 =Tit+ g (f(tis i) + f (tivr, wi + hf(ti, 2:)))-

(2.93)

Observacion 2.56Los tableros de Butcher asociados a los métodos anterimmes s

Método de Euler modificado Método de Heun Método de Eulernaspo
0[O0 O 0[O0 O 0]0 O
313 0 212 0 1{1 0
U Tg 5 3

Observacion 2.57Né6tese que en los Métodos de Runge—Kutta de la familia ant&¥io se necesitan, en cada etapa, dos
evaluaciones de la funciohfrente a las tres que se precisan,fde sus derivadas, en el Método de Taylor de orden 2
cuandon = 1 (que sonf(t;, ;), fu(ti, x:) Y fe(ti,xi)). o
Observacion 2.58 (Interpretacion del Método de Euler mejoado) En el Método de Euler se utiliza la pendiente en el
extremo izquierdo del intervalp;, t;11] para aproximar el valor de la soluciét) en el noda;;, a partir de su valor
en el noda;:

w(tiv1) = o(ti) + ha'(t:) = x(t:) + hf (ts, 2(t:)),
de donde se obtiene el Método de Euler (explicito)

Tip1 = x; + hf(ti, ;). (2.94)

Podemos mejorar esta técnica si, en lugar de consideramtdigmge en el extremo izquierdo del intervdde, ¢; 1],
consideramos el promedio de las pendientes en los extreshosgmo:

w(tin) ~ 3(t) + h ' () +2$'(fz'+1) [, x(t:)) + J;(ti+1ax(ti+1))’

de donde se obtiene el Método del Trapecio

=uz(t;)+h

f(ti, @) + f(tiv1, Tiv1)
2 3

gue proporciona, tal y como se ha visto en la Seci@ una mejor estimacion deen el nodd;+; que la obtenida

con el Método de Euler (explicito). Sin embargo, no es pesblicar directamente la formula.05 ya que, por tratarse

de un método implicito, se desconoce el valorrge,. EI Método de Euler mejorado da respuesta a este problema al

estimar o “predecir” un valor de;; por medio del Método de Eule? 94) para luego usar este valor en el Método del

Trapecio .95, obteniendo, asi, una estimaciéon mejorada o “corregiéat’;d,. Por este motivo, al Método de Euler

mejorado también se le conoce coMétodo de prediccion—correccion de Eulen el Capitule! se estudiaran este tipo

de métodos). La manera habitual de implemergz&#3 es

Método de Euler mejorado

Paso 1l o ~&
Paso2 Para =0,1,...,N —1
By = f(ti, z;)
{ Fy = f(tiv1,2; + hF1)

h
Tig1 = T; + 3 (F1 + F3).
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Notese que el orden de precision de este método, al igual geeBapecio, es dos y tiene la ventaja de ser explicito.

Observacion 2.590bviamente, existen Métodos de Runge—Kutta explicitos el@a@as y orden 2 que no forman parte
de la subfamilia relativa a la funcié2.02). Asi ocurre, por ejemplo, cuando se toma- % y 8 = 2, que dalugar a la
funcién

1 3 2h
w6 =3 S0+ 20+ 57 (ner 2 on0)
a partir de la cual se obtiene el correspondiente Método dg&tKutta, cuyo tablero de Butcher es

2
0

=Wy O
Blw| © O

Notese que, al igual que sucedia con la familia de métodos plad@.92), en el método anterior sélo se necesitan, en
cada etapa, dos evaluaciones de la fungigméanse la Observaciong$7y 2.51). o

Respecto al error global de discretizacion, se tiene elesigei resultado:

Teorema 2.60Seaf € C([to,T] x R™;R™) y lipschitziana en la segunda variable con constante dedhips
L > 0. Dadoh > 0, el error de discretizacion global absoluto en la familialétodos de Runge—Kutta explicito
de 2 etapas definidos a partir ¢2.91) verifica que

e(T=to)y(h) _1

e(h) < eT=0¥M ||go(R)|| + —— 7
(T —al+|a])L

(h) (2.96)

para todoh € H tal que0 < h < h, siendo

L2
b(h)=(1=al+la)L +—-h, h 2 0.

DEMOSTRACION Si a la ecuacion.81) multiplicada porh y particularizada en = ¢; se le resta la ecuacion del
Método de Runge—Kutta de orden 2, se obtiene

I(tiJrl) — Tij41 = (Z(tz) — xz) + h ((I)(tl, I(tl), h) — @(ti,xi, h,)) + hT(ti, h),

es decir,
EiJrl(h/) = El(h) =+ h ((I)(tz, .I(tz), h) — (I)(tl, Xy, h)) =+ hT(ti, h)
= cu(h) + h(1 = @) [ F(ti + BB, a(ts)) — F(ti + B, w0)|
a0 =Bk . (2.97)
a1 (10002202 )4 0+ 18000
-f (fi + hM, T + if(fi + hp, xi)>:| + hr(ti, h)
2 2c
parai = 0,1,..., N — 1. De esta forma, puesto qyfees lipschitziana en la segunda variable con constante deliig
L > 0, entonces
hL
leiva (M) < llei()I| + AlL — af L ||e:(R)|] + hIaIL( e (R)I| + 3al IIEi(h)II) + |7 (t:, W)l

< (1 + h|l — a|L + hla|L (1 + %)) lle:(h)]| + h7(R) (2.98)

= (L+hp(h)) [lea(h)]| + hT(R)

parai =0,1,..., N — 1. Por tanto, aplicando el Lenta22cony; = ||e;(h)||,

A=ho(h) y B=h(h) = A
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paracada =0,1,..., N se obtiene que

eih¥(h) _ 1

——7(h),
oy

de donde, utilizando qué&(h) > 0 parah > 0, se deduce la estimacion

lles(m)I| < €™ [eo(R)]] +

Nhp(h) _ e(T—to)w(h) _ |
e(h) < NP [|eo (]| + T F(h) = T ||go(R)|| + ——————— F(h). 2.99
(h) < oWl + 55— 7 o)l + 7). (2:99)
Puesto que la funcién(h) verifica que
L2

parah > 0y ¢ (0) = (|1 — a| + |a|)L > 0, se tiene que
0< (|1 —a|+|a|)L <o) <) si0<h<h
y, por tanto, a partir de2(99), se obtiene la relaciér2(96) para valore$ < h < h. o

Observacion 2.61La expresionZ.96) relaciona el error de discretizacién global absoluto dogrr local de trunca-
miento y el (posible) error en los datos iniciales;

Observacion 2.62Bajo las hipotesis del Teorenzab0, puesto que

=1 si ae(0,]1]
[1—af + o :
>1 si a¢]l0,1],

a partir de la relacion(96) se verifica que

- (T—to)(h) _
(k) < WD gy (b)]| + ———F—— (k)

paratodd < h < h. o

Corolario 2.63 Sila funciénf € C?([to, T] x R™; R") y es lipschitziana en la segunda variable, se verifica quefja
familia de Métodos de Runge—Kutta explicitos de dos etagfasidos a partir dg€2.91) es convergente. Ademas,
lleo(R)|| = O(h?), se tiene que(h) = O(h?).

DEMOSTRACION Basta aplicar el Teorenta6Q.

2.4.5 Otros métodos de Runge—Kutta

La formula general de un Método de Runge—Kutta explicitd d&apas es
Ti+1 = T4 —+ hq)(tz, i, h),
siendo

(I)(t,g, h) = le(t + hb17§) + C?f (t + hb27§+ hanf(t + hblag))

+ C3f(t + hb3, & + haz1 f(t + hb1, &) + haga f (t + hba, § + hag1 f(t + hbl,ﬁ)))-
En este caso, nos planteamos encontrar los coeficientes cs, b1, bo, b3, a1, az1 Y azs para que el orden del método
anterior sea, al menos, tres. Argumentando de forma analogmo se ha hecho en la Seccib.4 bajo la hipétesis de

simplificacién de suma por filas
b1 =0

ba = az

b3 = a3 + a3z

Andlisis Numérico ©A. M. Ramos y J. M. Rey



44  Métodos monopaso
(véase 2.89), se deduce (tras célculos algo tediosos) que los restanteeficientes son solucion del sistema

c1+ca+cezg=1

Ccobs + c3bs =

[SSI I T

CQb% —|— Cgb% =

1
czbaaze = 5.

En particular, una solucién de los sistemas anterioregwdeda por

3 1 3
173—Z,a21:§7a31:0ya32:Z7

1 4 1
, C2 3563 97 1 s U2 27

Nel i \V)

C1 =

gue da lugar al siguiente método:

Método de Runge—Kutta de 3 etapas y orden 3

Pasol xp~¢&

Paso?2 Parai=0,1,...,N —1
Fy = f(ts, )
h h (2.100)
BE=flti+ s,z + -0
2 2
3h 3h
F3=f(ti+z,$i+zF2)

h
Ti+1 = T4 + 5 (2F1 + 3F2 + 4F3),

cuyo tablero de Butcher es

00 0 0

1 1

11l 00

3 3

/0 71 0
2 1 4
9 3 9

Aunque los Métodos de Runge—Kutta de cuatro etapas y ordatoce deducen de manera semejante a los de segundo
y tercer orden, la complejidad de las operaciones aumentidarablemente dado que, al tener que comparar términos
hastah*, se obtiene un sistema de 10 ecuaciones con 14 incdgnitaspiratanto, cuatro grados de libertad). Con el
fin de evitar muchas operaciones de calculo que puedenatitgratencion del lector sin aportar ninglin aspecto nuevo
relevante, no deduciremos estos métodos, sino que pres®s)ta continuacién, el método de orden cuatro mas utilizado
(puede demostrarse que, efectivamente, es de orden 4 yasgdewnvergente):

Método de Runge—Kutta de 4 etapas y orden 4 (clasico

Pasol zp~¢&
Paso2 Paras =0,1,...,N —1
Fi = f(ti, ;)

h h
FQ—f(ti+§aIi+§Fl)

h h
F3=f(ti+§,$i+§F2)

Fy=f(t;i+h,a; +hF3)

h
Tip1 = T; + 5 (Fy + 2Fy + 2F5 + IFy),
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cuyo tablero de Butcher es

00 0 0 0
il o0 00
110 2 0 0
110 0 1 0
i1 1 1
6 3 3 6
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Observacion 2.64Como ya se vio en la derivacion de los Métodos de Runge—Kufihicitos de dos etapas y orden
dos, no hay unmétodo de Runge—Kutta de un orden dado, sino una fadglimétodos de Runge—Kutta de ese orden
(debido a que hay ciertos parametros que deben selecadriansda siguiente tabla se observa como el nimero de etapas
requeridas aumenta mas rapidamente que el correspondidetemaximo de los métodos de Runge—Kutta explicitos:

NuUmero de etapas 112345

8

9

Orden maximo del Método de Runge—Kutta expligitb | 2 | 3 | 4

6

(véase Kincaid—Cheney]). En general, puede demostrarse que un Método de Runge—&licito der etapas no
puede tener un orden de precision superiof\ease Butcher] 6 [Hairer—Norsett—Wanner]). Esto hace que el método
de Runge—Kutta que se use con mayor frecuencia sea el méésimale Runge—Kutta de ordénse trata de un método

muy utilizado que da excelentes resultados. Los métodosidgdr-Kutta de orden superior como, por ejemplo,

Método de Runge—Kutta de 6 etapas 'y orden 5

Pasol xp~¢&
Paso?2 Para: =0,1,...,N —1
Fy = f(ti, ;)

h h
FQ_f(tZ+§’I1+§F1)

2 4

h h
FB—f(ti+_aIi+_(Fl+F2)>

2h h

5 625

h
Tit1 = X + % (14F1 + 35F, + 162F5 + 125F6)

h h
Fs=f (ti + -,z + — (28F1 — 125F5 + 546 F3 + 54 F4 — 378F5))

son menos atractivos debido al aumento de su coste comgudihcon respecto a otros métodos, como el anterior de

ordend.

(]
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