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3.1 Introducción

Los métodos estudiados en el Capítulo2 sonmétodos monopaso(o de un paso) porque sólo utilizan la información de
un elemento de la secuencia del método para calcular el siguiente. Unmétodo multipasoutiliza varios valores anteriores
para calcular el siguiente elemento del método. En este capítulo se introducen y analizan las nociones fundamentales
deconsistencia, 0–estabilidady convergenciaque permiten el estudio general de los métodos multipaso. Enél se van a
considerar diversos métodos multipaso para la aproximación numérica de la solución del problema de valor inicial

{
x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ [t0, T ]

x(t0) = ξ0,
(3.1)

dondeξ0 ∈ Rn y t0, T ∈ R cont0 < T . Recuérdese que, como se comentó en la Observación1.16, supondremos que la
funciónf es continua y lipschitziana en la segunda variable con constante de LipschitzL > 0, por lo que el problema (3.1)
tiene existencia y unicidad de solución. Además, dadoN ∈ N, tomando como pasoh = T−t0

N
dividiremos el intervalo

[t0, T ] enN subintervalos iguales por medio de puntos igualmente espaciados

ti = t0 + ih, i = 0, 1, . . . , N.

3.2 Deducción de algunos métodos

En esta secciónx(t) denota una solución arbitraria de la ecuación diferencial

x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ [t0, T ]. (3.2)

3.2.1 Método del Punto Medio

Teniendo en cuenta que

x′(t) = lím
h→0

x(t+ h)− x(t− h)

2h
≃ x(t+ h)− x(t− h)

2h

parah > 0 suficientemente pequeño, podemos aproximar la derivada

x′(ti+1) = f(ti+1, x(ti+1))

por medio de la fórmula de diferencias finitas centrada

x(ti+2)− x(ti)

2h
≃ f(ti+1, x(ti+1)),

lo que conduce al siguiente esquema:

Método del Punto Medio

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 x1 calculado mediante otro método

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − 2
xi+2 = xi + 2hf(ti+1, xi+1).

Teniendo en cuenta los conceptos definidos en la Sección1.6, es claro que este método es explícito y de dos pasos.
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46 Métodos multipaso

Observación 3.1El Método del Punto Medio también puede obtenerse obtenersea partir de laRegla del Punto Medio
de integración aproximada ∫ ti+2

ti

g(t) dt ≃ 2hg(ti+1).

En efecto, basta observar que para todoi = 0, 1, . . . , N − 2 se tiene que

x(ti+2)− x(ti) =

∫ ti+2

ti

x′(t) dt =

∫ ti+2

ti

f(t, x(t)) dt ≃ 2hf(ti+1, x(ti+1)). ✷

Definimos elerror local de truncamientodel Método del Punto Medio,τ(t, h), asociado a una soluciónx(t) de la
ecuación diferencial (3.2) a partir del instantet ∈ [t0, T ), como

τ(t, h) =
x(t+ 2h)− x(t)

2h
− f(t+ h, x(t+ h)) =

x(t+ 2h)− x(t)

2h
− x′(t+ h) (3.3)

para todoh ∈
(
0, T−t

2

]
, y el error local de truncamientodel Método del Punto Medio asociado a la soluciónx(t), como

la funciónτ :
(
0, T−t0

2

]
→ R dada por

τ(h) = máx
t∈[t0,T−2h]

||τ(t, h)|| .

Por elTeorema de Taylor, si la funciónx(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))T es de claseC3 (según se ha visto en el Teore-
ma1.18basta con quef ∈ C2), para todot ∈ [t0, T − 2h] se tiene que

x(t + 2h) = x(t+ h) + hx′(t+ h) +
h2

2
x′′(t+ h) +

h3

6




(x1)′′′(ζ1)
(x2)′′′(ζ2)

· · ·
(xn)′′′(ζn)


 (3.4)

y

x(t) = x(t+ h)− hx′(t+ h) +
h2

2
x′′(t+ h)− h3

6




(x1)′′′(ϑ1)
(x2)′′′(ϑ2)

· · ·
(xn)′′′(ϑn)


 (3.5)

dondeζk ∈ (t+ h, t+2h) y ϑk ∈ (t, t+ h) para todok = 1, 2, . . . , n. De esta forma, de (3.3), (3.4) y (3.5), se sigue que

τ(t, h) =
1

12







(x1)′′′(ζ1)
(x2)′′′(ζ2)

· · ·
(xn)′′′(ζn)


+




(x1)′′′(ϑ1)
(x2)′′′(ϑ2)

· · ·
(xn)′′′(ϑn)





h2. (3.6)

Así pues,

||τ(t, h)|| ≤ 1

12




∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣




(x1)′′′(ζ1)
(x2)′′′(ζ2)

· · ·
(xn)′′′(ζn)




∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣




(x1)′′′(ϑ1)
(x2)′′′(ϑ2)

· · ·
(xn)′′′(ϑn)




∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣


h2 ≤ cM3

6
h2

para todot ∈ [t0, T − 2h] y, por tanto, el error local de truncamiento verifica que

τ(h) ≤ cM3

6
h2 (3.7)

dondec > 0 y M3 están definidos, respectivamente, en (2.14) y (2.13). De esta forma, el Método del Punto Medio es de
orden de precisión2.

3.2.2 Método de Simpson

Si utilizamos la aproximación de la integral que determina la Regla de Simpson
∫ ti+2

ti

g(t) dt ≃ h

3
(g(ti+2) + 4g(ti+1) + g(ti)) ,

cuyo error esO(h5) para funcionesg ∈ C4([ti, ti+2]) (véase [Infante–Rey]) se tiene que

x(ti+2)− x(ti) =

∫ ti+2

ti

x′(t) dt =

∫ ti+2

ti

f(t, x(t)) dt ≃ h

3
(f(ti+2, x(ti+2)) + 4f(ti+1, x(ti+1)) + f(ti, x(ti))).

Se obtiene así elMétodo de Simpson, cuyo esquema numérico es
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Deducción de algunos métodos 47

Método de Simpson

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 x1 calculado mediante otro método

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − 2

xi+2 = xi +
h

3
(f(ti+2, xi+2) + 4f(ti+1, xi+1) + f(ti, xi)),

que es un método implícito y de dos pasos. Definimos elerror local de truncamientodel Método de Simpson,τ(t, h),
asociado a una soluciónx(t) de la ecuación diferencial (3.2) a partir del instantet ∈ [t0, T ), como

τ(t, h) =
x(t+ 2h)− x(t)

2h
− 1

6
(f(t, x(t)) + 4f(t+ h, x(t+ h)) + f(t+ 2h, x(t+ 2h)))

=
x(t+ 2h)− x(t)

2h
− 1

6
(x′(t) + 4x′(t+ h) + x′(t+ 2h))

(3.8)

para todoh ∈
(
0, T−t

2

]
, y el error local de truncamientodel Método de Simpson asociado a la soluciónx(t), como la

funciónτ :
(
0, T−t0

2

]
→ R dada por

τ(h) = máx
t∈[t0,T−2h]

||τ(t, h)|| .

Nótese que en la expresión (3.8) se ha dividido por2h para que

x(t+ 2h)− x(t)

2h
≃ x′(t+ h).

Por elTeorema de Taylor, si la funciónx(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))T es de claseC3 (según se ha visto en el Teore-
ma1.18basta con quef ∈ C2), para todot ∈ [t0, T − 2h] se tiene que





x(t+ 2h) = x(t + h) + hx′(t+ h) +
h2

2
x′′(t+ h) +

h3

6
x′′′(t+ h) +

h4

24
xiv)(t+ h) +

h5

120




(x1)v)(ζ1)

(x2)v)(ζ2)
· · ·

(xn)v)(ζn)




x(t) = x(t+ h)− hx′(t+ h) +
h2

2
x′′(t+ h)− h3

6
x′′′(t+ h) +

h4

24
xiv)(t+ h)− h5

120




(x1)v)(ϑ1)

(x2)v)(ϑ2)
· · ·

(xn)v)(ϑn)




(3.9)

y 



x′(t+ 2h) = x′(t+ h) + hx′′(t+ h) +
h2

2
x′′′(t+ h) +

h3

6
xiv)(t+ h) +

h4

24




(x1)v)(µ1)

(x2)v)(µ2)
· · ·

(xn)v)(µn)




x′(t) = x′(t+ h)− hx′′(t+ h) +
h2

2
x′′′(t+ h)− h3

6
xiv)(t+ h) +

h4

24




(x1)v)(ν1)

(x2)v)(ν2)
· · ·

(xn)v)(νn)


 ,

(3.10)

dondeζk, µk ∈ (t+ h, t+ 2h) y ϑk, νk ∈ (t, t+ h) para todok = 1, 2, . . . , n. De esta forma, de (3.8), (3.9) y (3.10), se
tiene que

τ(t, h) =
1

240







(x1)v)(ζ1)
(x2)v)(ζ2)

· · ·
(xn)v)(ζn)


+




(x1)v)(ϑ1)
(x2)v)(ϑ2)

· · ·
(xn)v)(ϑn)





h4 − 1

144







(x1)v)(µ1)
(x2)v)(µ2)

· · ·
(xn)v)(µn)


+




(x1)v)(ν1)
(x2)v)(ν2)

· · ·
(xn)v)(νn)





h4.

Así pues,

||τ(t, h)|| ≤ c

(
1

120
+

1

72

)
M5h

4 =
cM5

45
h4
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48 Métodos multipaso

para todot ∈ [t0, T − 2h], y, por tanto, el error local de truncamientoτ (h) verifica que

τ (h) ≤ cM5

45
h4,

dondec > 0 está definido en (2.14) y

M5 = máx
t∈[t0,T ]

∣∣∣
∣∣∣xv)(t)

∣∣∣
∣∣∣
∞
.

De esta forma, el Método de Simpson es de orden de precisión4.

3.3 Métodos de Adams, Nyström y Milne

SeanN,m ∈ N e i, r ∈ N ∪ {0} tales queti+r, ti+r−m ∈ {t0, t1, . . . , tN}. Siguiendo las ideas anteriores, al integrar
la ecuación diferencial (3.2) entre los nodosti+r−m y ti+r, se obtiene que

x(ti+r)− x(ti+r−m) =

∫ ti+r

ti+r−m

x′(t) dt =

∫ ti+r

ti+r−m

f(t, x(t)) dt. (3.11)

Dada una soluciónx(t) de la ecuación diferencial (3.2), para obtener los valores{x0, x1, . . . , xN} que aproximenx(t)
en los nodos{t0, t1, . . . , tN} hacemos lo siguiente: supuesto conocidos los valoresx0, x1, . . . , xi+r−1, para calcular el
valorxi+r reemplazamos la función desconocidat 7→ f(t, x(t)) por un polinomio de interpolaciónPi(t) en los puntos
tj ∈ ∆i (donde∆i ⊂ {t0, t1, . . . , ti+r}), que tome los valores

Pi(tj) = fj ,

donde, con vistas a simplificar la notación, denotamos

fj = f(tj, xj).

Como la aproximaciónxi+r no se conoce, en el caso de queti+r ∈ ∆i, el método será implícito. Las elecciones concretas
que vamos a hacer del conjunto∆i son:

a) ∆i = {ti, ti+1, . . . , ti+r−1}, con r ∈ N, que proporcionan métodos explícitos. Nótese que el nodoti+r 6∈ ∆i y
card(∆i) = r.

b) ∆i = {ti, ti+1, . . . , ti+r}, con r ∈ N ∪ {0}, que proporcionan métodos implícitos. En este casoti+r ∈ ∆i y
card(∆i) = r + 1.

Como se ha dicho anteriormente, denotaremosPi(t) al único polinomio de grado menor o igual ar − 1 si el método es
explícito, o de grado menor o igual ar si el método es implícito, que interpola los valores{(tj , fj)}j cuandotj ∈ ∆i. De
esta forma, a partir de (3.11), utilizaremos la aproximación

x(ti+r)− x(ti+r−m) =

∫ ti+r

ti+r−m

f(t, x(t)) dt ≃
∫ ti+r

ti+r−m

Pi(t) dt,

que determina el método

xi+r − xi+r−m =

∫ ti+r

ti+r−m

Pi(t) dt. (3.12)

Nótese que el número de pasos del método (3.12) es

σ = máx{r,m}

(el número de pasos viene determinado por el miembro de la izquierda de la igualdad (3.12) si r ≤ m, y por el miembro
de la derecha de la misma sir ≥ m).

a) Los métodos conm = 1 se denominanMétodos de Adams. Más concretamente,

i) Métodos de Adams–Bashforthsi son explícitos.

ii) Métodos de Adams–Moultonsi son implícitos.

b) Los métodos conm = 2 se califican como:

i) Métodos de Nyströmsi son explícitos.
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Métodos de Adams, Nyström y Milne 49

ii) Métodos de Milnesi son implícitos.

Observación 3.2Puesto que los métodos anteriores son multipaso siσ > 1, para inicializarlos se necesitanσ valores
iniciales{x0, x1, . . . , xσ−1} que aproximen los valores exactos{x(t0), x(t1), . . . , x(tσ−1)}. Por regla general, se toma
x0 = ξ0 y los valores{x1, x2, . . . , xσ−1} suelen obtenerse a partir de métodos de un número inferior depasos. ✷

Veamos, a continuación, la fórmula general y los principales casos particulares de las subfamilias de métodos men-
cionados anteriormente (m = 1 y m = 2).

3.3.1 Métodos de Adams–Bashforth

Estos métodos son explícitos y corresponden al caso en quem = 1, r ∈ N y

∆i = {ti, ti+1, . . . , ti+r−1},

por lo que el número de pasos de estos métodos es

σ = máx{r, 1} = r.

Puesto quePi(t) es el polinomio de interpolación de la funciónf en los nodos del conjunto∆i, por la Fórmula de
Interpolación de Lagrange, dicho polinomio viene dado por

Pi(t) =

r−1∑

k=0

f(ti+k, xi+k)Lik(t),=

r−1∑

k=0

fi+k Lik(t) (3.13)

siendo

Lik(t) =

r−1∏

j=0
j 6=k

t− ti+j

ti+k − ti+j

lospolinomios básicosen la interpolación de Lagrange parak = 0, 1, . . . , r − 1 (véase [Infante–Rey]). Nótese que para
todoq ∈ {0, 1, . . . , r − 1} se verifica que

Lik(ti+q) =
r−1∏

j=0
j 6=k

ti+q − ti+j

ti+k − ti+j
=

{
1 si q = k

0 si q 6= k.

De esta forma, losMétodos de Adams–Bashforthvienen dados por

xi+r − xi+r−1 =

∫ ti+r

ti+r−1

Pi(t) dt =

r−1∑

k=0

fi+k

∫ ti+r

ti+r−1

Lik(t) dt. (3.14)

La equidistancia entre los nodos del conjunto∆i permite que, para cadai = 0, 1, . . . , N − r, mediante el cambio de
variable

t = ti + sh, (3.15)

se tenga
t− ti+j = (s− j)h y ti+k − ti+j = (k − j)h.

De esta forma, denotando

ϕk(s) =

r−1∏

j=0
j 6=k

s− j

k − j
y βk =

∫ r

r−1

ϕk(s) ds

(independientes dei) parak = 0, 1, . . . , r − 1, se tiene que

Lik(t) = ϕk(s) y
∫ ti+r

ti+r−1

Lik(t) dt = h

∫ r

r−1

ϕk(s) ds = hβk.

Obsérvese que los coeficientes{β0, β1, . . . , βr−1} son independientes de la funciónf y del intervalo[t0, T ]; tan sólo
dependen del númeror de puntos de interpolación. Reemplazando estos valores en (3.14) se obtiene el siguiente esquema
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50 Métodos multipaso

Método de Adams–Bashforth der pasos

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 {x1, x2, . . . , xr−1} calculados mediante otros métodos

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − r

xi+r = xi+r−1 + h

r−1∑

k=0

βkfi+k.

Casos particulares:

a) r = 1. En este caso∆i = {ti} y el único polinomio de grado 0 que pasa por(ti, fi) es

Pi(t) ≡ fi,

por lo que

xi+1 − xi =

∫ ti+1

ti

Pi(t) dt = hfi

y se obtiene el Método de Euler (explícito).

b) r = 2. En este caso∆i = {ti, ti+1} y el único polinomio de grado menor o igual que 1 que pasa por(ti, fi) y
(ti+1, fi+1) es

Pi(t) = fi +
fi+1 − fi

h
(t− ti), (3.16)

por lo que

xi+2 − xi+1 =

∫ ti+2

ti+1

Pi(t) dt = hfi +
fi+1 − fi

2h
(t− ti)

2

∣∣∣∣
ti+2

ti+1

= hfi + 3
fi+1 − fi

2h
h2 =

h

2
(3fi+1 − fi).

Se obtiene así:

Método de Adams–Bashforth de 2 pasos

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 x1 calculado mediante otro método

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − 2

xi+2 = xi+1 +
h

2
(3fi+1 − fi).

c) r = 3.

Método de Adams–Bashforth de 3 pasos

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 {x1, x2} calculados mediante otros métodos

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − 3

xi+3 = xi+2 +
h

12
(23fi+2 − 16fi+1 + 5fi).

d) r = 4.

Método de Adams–Bashforth de 4 pasos

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 {x1, x2, x3} calculados mediante otros métodos

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − 4

xi+4 = xi+3 +
h

24
(55fi+3 − 59fi+2 + 37fi+1 − 9fi).

e) r = 5.
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Métodos de Adams, Nyström y Milne 51

Método de Adams–Bashforth de 5 pasos

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 {x1, x2, x3, x4} calculados mediante otros métodos

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − 5

xi+5 = xi+4 +
h

720
(1901fi+4 − 2774fi+3 + 2616fi+2 − 1274fi+1 + 251fi).

3.3.2 Métodos de Adams–Moulton

Estos métodos son implícitos y corresponden al caso en quem = 1, r ∈ N ∪ {0} y

∆i = {ti, ti+1, . . . , ti+r},

por lo que el número de pasos de estos métodos es

σ = máx{r, 1} =

{
1 si r = 0

r si r ≥ 1.

Puesto quePi(t) es el polinomio de interpolación de la funciónf en los puntos{ti, ti+1, . . . , ti+r}, por laFórmula de
Interpolación de Lagrange, dicho polinomio viene dado por

Pi(t) =
r∑

k=0

f(ti+k, xi+k)Lik(t) =
r∑

k=0

fi+k Lik(t), (3.17)

siendo

Lik(t) =

r∏

j=0
j 6=k

t− ti+j

ti+k − ti+j

los polinomios básicosen la interpolación de Lagrange parak = 0, 1, . . . , r. De esta forma, losMétodos de Adams–
Moultonvienen dados por

xi+r − xi+r−1 =

∫ ti+r

ti+r−1

Pi(t) dt =

r∑

k=0

fi+k

∫ ti+r

ti+r−1

Lik(t) dt. (3.18)

El cambio de variable (3.15) determina que

ϕk(s) =

r∏

j=0
j 6=k

s− j

k − j
y βk =

∫ r

r−1

ϕk(s) ds

parak = 0, 1, . . . , r, verifiquen que

Lik(t) = ϕk(s) y
∫ ti+r

ti+r−1

Lik(t) dt = hβk.

Reemplazando estos valores en (3.18) se obtiene el esquema numérico

Método de Adams–Moulton der ≥ 1 pasos

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 {x1, x2, . . . , xr−1} calculados mediante otros métodos

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − r

xi+r = xi+r−1 + h

r∑

k=0

βkfi+k.

Casos particulares:

Análisis Numérico © Á. M. Ramos y J. M. Rey



B
or

ra
do

r

52 Métodos multipaso

a) r = 0. Se trata de un caso especial en el que el número de pasosσ = 1 difiere der. En este caso∆i = {ti} y el único
polinomio de grado 0 que pasa por(ti, fi) es

Pi(t) ≡ fi,

por lo que

xi − xi−1 =

∫ ti

ti−1

Pi(t) dt = hfi

y se obtiene el Método de Euler implícito.

b) r = 1. En este caso∆i = {ti, ti+1} y el único polinomio de grado menor o igual que 1 que pasa por(ti, fi) y
(ti+1, fi+1) es el dado en (3.16). Por tanto,

xi+1 − xi =

∫ ti+1

ti

Pi(t) dt = hfi +
fi+1 − fi

2h
(t− ti)

2

∣∣∣∣
ti+1

ti

= hfi +
fi+1 − fi

2h
h2 =

h

2
(fi+1 + fi)

y se obtiene el Método del Trapecio.

c) r = 2.

Método de Adams–Moulton de 2 pasos

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 x1 calculado mediante otro método

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − 2

xi+2 = xi+1 +
h

12
(5fi+2 + 8fi+1 − fi).

d) r = 3.

Método de Adams–Moulton de 3 pasos

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 {x1, x2} calculados mediante otros métodos

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − 3

xi+3 = xi+2 +
h

24
(9fi+3 + 19fi+2 − 5fi+1 + fi).

e) r = 4.

Método de Adams–Moulton de 4 pasos

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 {x1, x2, x3} calculados mediante otros métodos

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − 4

xi+4 = xi+3 +
h

720
(251fi+4 + 646fi+3 − 264fi+2 + 106fi+1 − 19fi).

3.3.3 Métodos de Nyström

Estos métodos son explícitos y corresponden al caso en quem = 2, r ∈ N y

∆i = {ti, ti+1, . . . , ti+r−1},

por lo que el número de pasos de estos métodos es

σ = máx{r, 2} =

{
2 si r = 1

r si r ≥ 2.
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Al igual que en los Métodos de Adams–Bashforth, el polinomiode interpolaciónPi(t) de la funciónf en los puntos
{ti, ti+1, . . . , ti+r−1} viene dado en (3.13). De esta forma, losMétodos de Nyströmse obtienen a partir de la relación

xi+r − xi+r−2 =

∫ ti+r

ti+r−2

Pi(t) dt =

r−1∑

k=0

fi+k

∫ ti+r

ti+r−2

Lik(t) dt. (3.19)

El cambio de variable (3.15) determina que

ϕk(s) =

r−1∏

j=0
j 6=k

s− j

k − j
y βk =

∫ r

r−2

ϕk(s) ds

parak = 0, 1, . . . , r − 1, verifiquen la relación

Lik(t) = ϕk(s) y
∫ ti+r

ti+r−2

Lik(t) dt = hβk.

Reemplazando estos valores en (3.19) se obtiene el siguiente esquema

Métodos de Nyström der ≥ 2 pasos

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 {x1, x2, . . . , xr−1} calculados mediante otros métodos

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − r

xi+r = xi+r−2 + h

r−1∑

k=0

βkfi+k.

Casos particulares:

a) r = 1. Se trata de un caso especial en el que el número de pasosσ = 2 difiere der. En este caso∆i = {ti} y el único
polinomio de grado 0 que pasa por(ti, fi) es

Pi(t) ≡ fi,

por lo que

xi+1 − xi−1 =

∫ ti+1

ti−1

Pi(t) dt = 2hfi

y se obtiene el Método del Punto Medio.

b) r = 2. En este caso∆i = {ti, ti+1} y el único polinomioPi(t) de grado menor o igual que 1 que pasa por(ti, fi) y
(ti+1, fi+1) es el dado en (3.16). Por tanto,

xi+2 − xi =

∫ ti+2

ti

Pi(t) dt = 2hfi +
fi+1 − fi

2h
(t− ti)

2

∣∣∣∣
ti+2

ti

= 2hfi +
fi+1 − fi

2h
4h2 = 2hfi+1

y vuelve a obtenerse el Método del Punto Medio.

c) r = 3.

Método de Nyström de3 pasos

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 x1, x2 calculados mediante otro método

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − 3

xi+3 = xi+1 +
h

3
(7fi+2 − 2fi+1 + fi).
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54 Métodos multipaso

3.3.4 Métodos de Milne

Estos métodos son implícitos y corresponden al caso en quem = 2, r ∈ N ∪ {0} y

∆i = {ti, ti+1, . . . , ti+r},

por lo que el número de pasos de estos métodos es

σ = máx{r, 2} =

{
2 si r ∈ {0, 1}
r si r ≥ 2.

Al igual que en los Métodos de Adams–Moulton, el polinomio deinterpolaciónPi(t) de la funciónf en los puntos
{ti, ti+1, . . . , ti+r−1} viene dado en (3.17). De esta forma, losMétodos de Milnese obtienen como

xi+r − xi+r−2 =

∫ ti+r

ti+r−2

Pi(t) dt =

r∑

k=0

fi+k

∫ ti+r

ti+r−2

Lik(t) dt. (3.20)

El cambio de variable (3.15) hace que

ϕk(s) =

r∏

j=0
j 6=k

s− j

k − j
y βk =

∫ r

r−2

ϕk(s) ds

parak = 0, 1, . . . , r, cumplan la relación

Lik(t) = ϕk(s) y
∫ ti+r

ti+r−2

Lik(t) dt = hβk.

Reemplazando estos valores en (3.20) se obtiene el esquema numérico

Método de Milne der ≥ 2 pasos

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 {x1, x2, . . . , xr−1} calculados mediante otros métodos

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − r

xi+r = xi+r−2 + h

r∑

k=0

βkfi+k.

Casos particulares:

a) r = 0. Se trata de un caso especial en el que el número de pasosσ = 2 difiere der. En este caso∆i = {ti} y el único
polinomio de grado 0 que pasa por(ti, fi) es

Pi(t) ≡ fi,

por lo que

xi − xi−2 =

∫ ti

ti−2

Pi(t) dt = 2hfi,

de donde se obtiene

Método de Milne de2 pasos

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 x1 calculado mediante otro método

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − 2
xi+2 = xi + 2hfi+2,

que es, precisamente, la unión de dos Métodos de Euler implícitos independientes, sobre un conjunto de nodos tem-
porales de paso2h: uno de ellos comenzando ent0 con valorx0 y otro comenzando ent1 con valorx1. Se obtienen
así dos conjuntos independientes (uno por cada Método de Euler implícito) que constituyen la aproximación numérica
buscada: {

{x0, x2, x4, . . . , xN} y {x1, x3, x5, . . . , xN−1} siN es par

{x0, x2, x4, . . . , xN−1} y {x1, x3, x5, . . . , xN} siN es impar.
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b) r = 1. Se trata también de un caso especial en el que el número de pasosσ = 2 difiere der. En este caso∆i =
{ti, ti+1} y el único polinomioPi(t) de grado menor o igual que 1 que pasa por los puntos(ti, fi) y (ti+1, fi+1) es el
dado en (3.16). Por tanto,

xi+1 − xi−1 =

∫ ti+1

ti−1

Pi(t) dt = 2hfi +
fi+1 − fi

2h
(t− ti)

2

∣∣∣∣
ti+1

ti−1

= 2hfi

y vuelve a obtenerse el Método del Punto Medio. Nótese que, eneste caso, el término defi+1 ha “desaparecido” en el
proceso de integración, por lo que este método resulta ser explícito.

c) r ∈ {2, 3}. Se obtiene elMétodo de Simpsonconsiderado en la Sección3.2.2(compruébese).

Observación 3.3Nótese que cuandor ∈ {0, 1, 2, 3} se obtienen métodos de2 pasos. Puesto que parar = 1 y r ∈ {2, 3}
se obtienen, respectivamente, el Método del Punto Medio y elMétodo de Simpson, se suele denominar Método de Milne
de2 pasos el correspondiente al valorr = 0. ✷

Observación 3.4

a) Hay que puntualizar que, aunque en las fórmulas generalesde los métodos anteriores aparecen coeficientesβk, tal y
como se ha visto, estos toman, en general, valores distintosen cada una de ellas.

b) Aunque teóricamente pueden considerarse Métodos de Adams, Nyström o Milne con un mayor número de pasos, en la
práctica no suele hacerse debido, fundamentalmente, a que las expresiones de las fórmulas van siendo más complicadas
a medida que aumenta el número de pasos.✷

El análisis de la convergencia de los Métodos de Adams, Nyström y Milne se verá en la siguiente sección, como casos
particulares de una familia más general de métodos multipaso.

3.4 Métodos multipaso lineales

3.4.1 Preliminares

Todos los métodos multipaso estudiados hasta ahora (y algunos de los monopaso) son parte de una familia de métodos
más generales que se denominanmétodos lineales der pasosen los que la fórmula general es del tipo

r∑

k=0

αkxi+k = h

r∑

k=0

βkfi+k (3.21)

parai = 0, 1, . . . , N − r, donde los coeficientes{αk}rk=0 y {βk}rk=0 son independientes dei, h y f y se supone que

αr 6= 0 y |α0|+ |β0| > 0. (3.22)

Estos métodos se califican como lineales der pasos puesto quexi+r es combinación lineal dexi+k y fi+k = f(ti+k, xi+k)
parak = 0, 1, . . . , r y, para calcularxi+r, se necesitan conocer losr valores anteriores{xi, xi+1, . . . , xi+r−1}. El esque-
ma numérico de estos métodos es:

Métodos lineales der pasos

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 {x1, x2, . . . , xr−1} calculados mediante otros métodos

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − r
r∑

k=0

αkxi+k = h

r∑

k=0

βkfi+k.

(3.23)

Observación 3.5

a) El Método de Euler y el resto deθ–Métodos, estudiados en el Capítulo2, son casos particulares de métodos lineales
de un paso. En cambio, los Métodos de Taylor y de Runge–Kutta no son, en general, métodos lineales.

b) Nótese que el método multipaso (3.23) no cambia si se multiplica cada miembro de la igualdad (3.21) por una constante
no nula. Por eso, en la práctica, suele tomarseαr = 1.
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c) Las condiciones dadas en (3.22) eliminan métodos “aparentemente” der pasos que, en realidad, son de un número
inferior de pasos. Por ejemplo, el método

xi+2 = xi+1 + hfi+1

es, en realidad, el Método de Euler explícito
xi+1 = xi + hfi.

d) Para poder aplicar el método multipaso (3.23) es necesario inicializarlo con losr primeros valores{x0, x1, . . . , xr−1}.
El problema de valor inicial (3.1) nos proporciona el valorx0 ≃ ξ0 y los r − 1 valores restantes{x1, x2, . . . , xr−1}
suelen obtenerse mediante otros métodos (como los de Euler,Taylor, Runge–Kutta,. . . ) con el orden de precisión
adecuado en función del orden del método multipaso. Puesto que estos valores son aproximados, llevan asociados un
error y, por tanto, no es de esperar que el método (3.23) converja si se ha hecho una mala elección de los mismos.✷

Se distinguen dos tipos de métodos der pasos:

a) Explícitos, cuandoβr = 0 . En estos métodos se verifica que

αrxi+r +

r−1∑

k=0

αkxi+k = h

r−1∑

k=0

βkfi+k,

por lo que se puede despejarxi+r en términos de losr valores anteriores{xi, xi+1, . . . , xi+r−1}. Se tiene así el
siguiente esquema 




x0, x1, . . . , xr−1 dados

xi+r =
1

αr

r−1∑

k=0

(−αkxi+k + hβkfi+k) , i = 0, 1, . . . , N − r.
(3.24)

b) Implícitos, si βr 6= 0 . Puesto que

αrxi+r +

r−1∑

k=0

αkxi+k = hβrfi+r + h

r−1∑

k=0

βkfi+k = hβrf(ti+r , xi+r) + h

r−1∑

k=0

βkfi+k,

si consideramos

A =

r−1∑

k=0

αkxi+k, B =

r−1∑

k=0

βkfi+k y ψ(η) =
hβrf(ti+r, η) + hB −A

αr
, (3.25)

se verifica que
xi+r = ψ(xi+r) (3.26)

y, por tanto, el valorxi+r se obtiene como punto fijo de la funciónψ. Si la funciónf es lipschitziana en la segunda
variable de constante de LipschitzL > 0, se tiene que la funciónψ es, también, lipschitziana con constante de Lipschitz

Λ =
h|βr|L
|αr|

(compruébese). De esta forma, para pasosh verificando

0 < h <
|αr|
|βr|L

, (3.27)

se verifica queψ es, de hecho, una función contractiva por lo que elTeorema del Punto Fijo de Banach(véase el
Teorema2.2) garantiza la existencia de un único puntoxi+r ∈ Rn verificando (3.26). Además, el punto fijoxi+r se
obtiene como límite de la sucesión





x
[0]
i+r arbitrario

x
[q+1]
i+r = ψ

(
x
[q]
i+r

)
, q ∈ N ∪ {0},

(3.28)

es decir,
xi+r = lím

q→+∞
x
[q]
i+r ,

y se tiene la siguiente estimación del error de truncamiento:
∣∣∣
∣∣∣x[q]i+r − xi+r

∣∣∣
∣∣∣ ≤ Λq

1− Λ

∣∣∣
∣∣∣x[1]i+r − x

[0]
i+r

∣∣∣
∣∣∣

para todoq ∈ N.
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Notación 3.6 Puesto que un método lineal der pasos puede caracterizarse mediante las secuencias de coeficientes
{α0, α1, . . . , αr} y {β0, β1, . . . , βr}, vamos a considerar los polinomios

̺(z) =

r∑

k=0

αkz
k y σ(z) =

r∑

k=0

βkz
k

y denominaremos(̺, σ)–Métodoal método multipaso considerado en (3.23). Nótese que̺ es un polinomio de grador
(puesαr 6= 0) y σ es un polinomio de grado menor o igual quer (sólamente tiene grador cuando el(̺, σ)–Método es
implícito). ✷

3.4.2 Consistencia y orden de precisión de los métodos

Tal y como se ha comentado en la Observación3.5, el (̺, σ)–Método (3.23) es equivalente al(µ̺, µσ)–Método que
se obtiene, a partir del anterior, multiplicándolo por una constanteµ ∈ R\{0}. Siguiendo la filosofía empleada hasta el
momento sobre los errores locales de truncamiento, puesto que

µ

h

r∑

k=0

αkx(t+ kh) ≃ µ

r∑

k=0

βkf(t+ kh, x(t+ kh)) (3.29)

para todot ∈ [t0, T ), veamos cómo debemos elegir el parámetroµ para que la expresión (3.29) converja ax′(t) cuando
h→ 0. Puesto que

lím
h→0

(
µ

r∑

k=0

βkf(t+ kh, x(t+ kh))

)
= µ

r∑

k=0

βkf(t, x(t)) = µσ(1)x′(t),

basta tomar

µ =
1

σ(1)

en el supuesto de que
σ(1) 6= 0. (3.30)

Tal y como se verá más adelante (véanse las Observaciones3.25y 3.43), la condición (3.30) es necesaria para la conver-
gencia del(̺, σ)–Método. Puesto que los métodos convergentes son los únicosinteresantes desde el punto de vista de las
aplicaciones, en todo lo que sigue (salvo que se explicite locontrario) supondremos, por tanto, que el(̺, σ)–Método (3.23)
verifica la hipótesis (3.30).

Los comentarios anteriores motivan la siguiente definición:

Definición 3.7 Para un(̺, σ)–Método (3.23) que verifica (3.30) se tiene que:

a) El error local de truncamiento, τ(t, h), asociado a una soluciónx de la ecuación diferencial (3.2) a partir del instante
t ∈ [t0, T ), viene dado por

1

hσ(1)

r∑

k=0

αkx(t+ kh) =
1

σ(1)

r∑

k=0

βkf(t+ kh, x(t+ kh)) + τ(t, h), h ∈
(
0,
T − t

r

]
.

Es decir,

τ(t, h) =
1

hσ(1)

r∑

k=0

(αkx(t+ kh)− hβkf(t+ kh, x(t+ kh)))

=
1

hσ(1)

r∑

k=0

(αkx(t+ kh)− hβkx
′(t+ kh)) , h ∈

(
0,
T − t

r

]
.

b) El error local de truncamientoasociado a la soluciónx es la funciónτ :
(
0, T−t0

r

]
→ R dada por

τ (h) = máx
t∈[t0,T−rh]

||τ(t, h)|| . ✷ (3.31)

Vamos a introducir, a continuación, las nociones de consistencia y orden de precisión de un método multipaso lineal.

Definición 3.8
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a) Dada una funciónf : [t0, T ]× Rn → Rn, el (̺, σ)–Método (3.23) esconsistente con la ecuación diferencial(3.2) si
el error local de truncamientoτ dado en (3.31) asociado a cualquier soluciónx de dicha ecuación tiene la propiedad
de que

lím
h→0

τ (h) = 0.

Además, se dice que el(̺, σ)–Método (3.23) es deorden de precisiónp ∈ N para la ecuación diferencial(3.2) si para
cualquier soluciónx de dicha ecuación se verifica que

τ (h) = O(hp).

b) El (̺, σ)–Método (3.23) esconsistentesi, para todaf ∈ C([t0, T ]× Rn;Rn), se verifica que el(̺, σ)–Método (3.23)
es consistente con la ecuación diferencial (3.2). Además, el(̺, σ)–Método (3.23) es deorden de precisiónp ∈ N si,
para todaf ∈ Cp([t0, T ]×Rn;Rn), se verifica que el(̺, σ)–Método (3.23) es de orden de precisiónp para la ecuación
diferencial (3.2). ✷

Observación 3.9Obviamente, sif ∈ Cp([t0, T ]× Rn;Rn), todo método multipaso de orden de precisiónp ∈ N para la
ecuación diferencial (3.2) es consistente con dicha ecuación, pues

τ(h) = O(hp) → 0 cuandoh→ 0. ✷

Observación 3.10La funciónτ(t, h) está definida para todo(t, h) ∈ U (es decir,τ : U → Rn), siendoU ⊂ R2 el
conjunto (véase la Figura3.1)

U = {(t, h) ∈ R
2 : h > 0, t, t+ rh ∈ [t0, T ]} =

⋃

t∈[t0,T ]

{t} ×
(
0,
T − t

r

]
=

⋃

h∈(0,T−t0
r ]

[t0, T − rh] × {h}. ✷

(3.32)

Figura 3.1:ConjuntoU .

Claramente, sif ∈ C([t0, T ]× Rn;Rn), la funciónτ ∈ C(U) (por ser composición de funciones continuas) y, como
se ha definido anteriormente,

τ(t, h) =
1

hσ(1)

r∑

k=0

(αkx(t+ kh)− hβkx
′(t+ kh)) . (3.33)

Veamos bajo qué condiciones puede extenderse por continuidad la definición deτ(t, h) ah = 0.

Lema 3.11 Seaf ∈ C([t0, T ] × Rn;Rn) y x(t) una solución arbitraria y no idénticamente nula de la ecuación
diferencial(3.2). Una condición necesaria y suficiente para queτ(t, h) ∈ C(U) es que̺ (1) = 0, en cuyo caso

τ(t, 0) =

(
̺′(1)

σ(1)
− 1

)
x′(t), t ∈ [t0, T ].
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DEMOSTRACIÓN. Por serf ∈ C([t0, T ] × Rn;Rn), por el Teorema1.18 se tiene quex ∈ C1([t0, T ];R
n). Por lo

comentado anteriormente, basta demostrar la continuidad de la funciónτ(·, ·) cuandoh = 0. Para ello, dado(s, 0) ∈ U
veamos bajo qué condiciones existe el límite

lím
(t,h)→(s,0)
(t,h)∈U

τ(t, h), (3.34)

en cuyo caso, bastaría definir
τ(s, 0) = lím

(t,h)→(s,0)
(t,h)∈U

τ(t, h). (3.35)

A partir de la relación (3.33), desarrollando por Taylorx(t+ kh) en torno ax(t), se tiene que

τ(t, h) =
1

hσ(1)

r∑

k=0

(αkx(t+ kh)− hβkx
′(t+ kh))

=
1

hσ(1)

r∑

k=0


αk


x(t) + k




(x1)′(ζ1k)
(x2)′(ζ2k)

· · ·
(xn)′(ζnk )


h


− hβkx

′(t+ kh)




=
1

hσ(1)

(
r∑

k=0

αk

)
x(t) +

1

σ(1)

r∑

k=1

kαk




(x1)′(ζ1k)
(x2)′(ζ2k)

· · ·
(xn)′(ζnk )


− 1

σ(1)

r∑

k=0

βkx
′(t+ kh)

=
̺(1)

hσ(1)
x(t) +

1

σ(1)

r∑

k=1

kαk




(x1)′(ζ1k)
(x2)′(ζ2k)

· · ·
(xn)′(ζnk )


− 1

σ(1)

r∑

k=0

βkx
′(t+ kh),

(3.36)

dondeζjk ∈ (t, t + kh) parak = 0, 1, . . . , r y j = 1, 2, . . . , n. Dado quex 6≡ 0, existet ∈ [t0, T ) tal quex(t) 6= 0. Por
tanto, la condición necesaria y suficiente para que exista ellímite (3.35) es que̺ (1) = 0, en cuyo caso,

lím
(t,h)→(s,0)
(t,h)∈U

τ(t, h) =
1

σ(1)

(
r∑

k=1

kαk

)
x′(s)− 1

σ(1)

(
r∑

k=0

βk

)
x′(s) =

(
̺′(1)

σ(1)
− 1

)
x′(s)

(téngase en cuenta que̺′(1) =
r∑

k=1

kαk y σ(1) =
r∑

k=0

βk). ✷

Veamos ahora bajo qué condiciones se tiene la continuidad deτ (h) enh = 0.

Lema 3.12 Seaf ∈ C([t0, T ] × Rn;Rn) y x(t) una solución arbitraria y no idénticamente nula de la ecuación
diferencial(3.2). Una condición necesaria y suficiente para queτ ∈ C

([
0, T−t0

r

])
es que̺ (1) = 0. Además, en tal

caso, se verifica que

τ(0) =

∣∣∣∣
̺′(1)

σ(1)
− 1

∣∣∣∣ máx
t∈[t0,T ]

||x′(t)|| .

DEMOSTRACIÓN.

⇐ Supongamos que̺(1) = 0. Por el Lema3.11se tiene queτ(·, ·) ∈ C(U). Para demostrar queτ (·) es continua, basta
observar que parah ∈

[
0, T−t0

r

]
arbitrario se tiene que

lím
ĥ→h

ĥ∈(0,T−t0
r ]

τ (ĥ) = lím
ĥ→h

ĥ∈(0,T−t0
r ]

(
máx

t∈[t0,T−rĥ]

∣∣∣
∣∣∣τ(t, ĥ)

∣∣∣
∣∣∣
)

= máx
t∈[t0,T−rh]

||τ(t, h)|| = τ(h).

⇒ Puesto queτ ∈ C
([
0, T−t0

r

])
, en particular,τ (·) es continua enh = 0 y, por tanto,

τ (0) = lím
h→0

h∈(0,T−t0
r ]

τ (h) = lím
h→0

h∈(0,T−t0
r ]

(
máx

t∈[t0,T−rh]
||τ(t, h)||

)
< +∞. (3.37)
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Ahora bien, según se ha visto en (3.36), se tiene que

τ(t, h) =
̺(1)

hσ(1)
x(t) +

1

σ(1)

r∑

k=0

kαk




(x1)′(ζ1k)
(x2)′(ζ2k)

· · ·
(xn)′(ζnk )


− 1

σ(1)

r∑

k=0

βkx
′(t+ kh). (3.38)

Puesto quex 6≡ 0, existet ∈ [t0, T ) tal quex(t) 6= 0. Por tanto, de (3.38) se deduce que̺(1) = 0 ya que, en caso
contrario

||τ(t, h)|| → +∞ cuandoh→ 0,

lo que contradice (3.37).

Por último, si̺ (1) = 0, de las relaciones (3.37) y (3.38) se deduce que

τ(0) = máx
t∈[t0,T ]

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
1

σ(1)

r∑

k=0

kαkx
′(t)− 1

σ(1)

r∑

k=0

βkx
′(t)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
̺′(1)

σ(1)
− 1

∣∣∣∣ máx
t∈[t0,T ]

||x′(t)|| . ✷

El siguiente resultado caracteriza cuándo un(̺, σ)–Método es consistente, en términos de los polinomios̺(z) y σ(z).

Teorema 3.13El (̺, σ)–Método(3.23) es consistente si, y sólo si,

̺(1) = 0 y ̺′(1) = σ(1), (3.39)

es decir, si se verifica que
r∑

k=0

αk = 0 y
r∑

k=0

(kαk − βk) = 0.

DEMOSTRACIÓN. La consistencia del(̺, σ)–Método (3.23) equivale a demostrar que para todaf ∈ C([t0, T ]×Rn;Rn)
y toda soluciónx de la ecuación diferencial (3.2) se verifica que

lím
h→0

τ(h) = 0.

Utilizando el Lema3.12, esto es equivalente a:

{
̺(1) = 0 (para que exista el límite)

τ (0) = 0
⇔





̺(1) = 0
∣∣∣∣
̺′(1)

σ(1)
− 1

∣∣∣∣ máx
t∈[t0,T ]

||x′(t)|| = 0
⇔
{
̺(1) = 0

̺′(1) = σ(1). ✷

Veamos, a continuación, una caracterización de los(̺, σ)–Métodos de ordenp:

Teorema 3.14El (̺, σ)–Método(3.23) es de orden de precisiónp ∈ N si, y sólo si, se verifica que

c0 = c1 = · · · = cp = 0, (3.40)

donde 



c0 = ̺(1) =

r∑

k=0

αk

c1 = ̺′(1)− σ(1) =
r∑

k=0

(kαk − βk)

cj =
1

j!

r∑

k=1

(kαk − jβk) k
j−1, j = 2, 3, . . .

(3.41)

Además, si el(̺, σ)–Método(3.23) tiene orden de precisiónp ∈ N y f ∈ Cp+1([t0, T ]× Rn;Rn), el error local de
truncamiento asociado a una soluciónx(t) de la ecuación diferencial(3.2) a partir del instantet ∈ [t0, T ) viene
dado por

τ(t, h) =
cp+1

σ(1)
hpxp+1)(t) +O(hp+1). (3.42)
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DEMOSTRACIÓN. Con vistas a simplificar la demostración (y también para justificar la Definición3.15 que se dará
posteriormente), supondremos quef ∈ Cp+1([t0, T ] × Rn;Rn) (el casof ∈ Cp([t0, T ] × Rn;Rn) se puede hacer de
manera análoga tal y como se indica en la Observación3.17). Seax ∈ Cp+2([t0, T ];R

n) una solución arbitraria de la
ecuación diferencial (3.2) y t ∈ [t0, T ) arbitrario. Por definición,

τ(t, h) =
1

hσ(1)

r∑

k=0

(αkx(t+ kh)− hβkx
′(t+ kh))

para todoh ∈
(
0, T−t

r

]
. Desarrollando por Taylor, para todok = 0, 1, . . . , r se tiene que





x(t+ kh) = x(t) + khx′(t) + · · ·+ (kh)p

p!
xp)(t) +

(kh)p+1

(p+ 1)!
xp+1)(t) + O(hp+2)

x′(t+ kh) = x′(t) + khx′′(t) + · · ·+ (kh)p−1

(p− 1)!
xp)(t) +

(kh)p

p!
xp+1)(t) +O(hp+1),

es decir, 



x(t+ kh) =

p+1∑

j=0

(kh)j

j!
xj)(t) +O(hp+2)

x′(t+ kh) =

p+1∑

j=1

(kh)j−1

(j − 1)!
xj)(t) +O(hp+1).

Por tanto,

τ(t, h) =
1

hσ(1)

r∑

k=0


αkx(t) +

p+1∑

j=1

(
αk

(kh)j

j!
− hβk

(kh)j−1

(j − 1)!

)
xj)(t)


 +O(hp+1)

=
1

hσ(1)




r∑

k=0

αkx(t) +
r∑

k=0

p+1∑

j=1

1

j!
(kαk − jβk) k

j−1hjxj)(t)


+O(hp+1)

=
1

hσ(1)



(

r∑

k=0

αk

)
x(t) +

p+1∑

j=1

(
1

j!

r∑

k=0

(kαk − jβk) k
j−1

)
hjxj)(t)


 +O(hp+1)

=
1

hσ(1)


c0x(t) +

p+1∑

j=1

cjh
jxj)(t)


+O(hp+1) =

1

hσ(1)

p+1∑

j=0

cjh
jxj)(t) +O(hp+1)

=
1

σ(1)

(c0
h
x(t) + c1x

′(t) + · · ·+ cph
p−1xp)(t) + cp+1h

pxp+1)(t)
)
+O(hp+1).

⇒ Si el (̺, σ)–Método es de ordenp, se tiene queτ(h) = O(hp) y, por tanto,

||τ(t, h)|| = O(hp),

por lo que, al serf una función arbitraria, debe verificarse (3.40).

⇐ Si se verifica (3.40) entonces se da la relación (3.42), de donde se deduce queτ(h) = O(hp) y, por tanto, el
(̺, σ)–Método es de ordenp. ✷

Definición 3.15 Si cp+1 es el primer coeficiente no nulo de los definidos en (3.41), se denominaconstante de errordel
(̺, σ)–Método (3.23) a la cantidad

cerror =
cp+1

σ(1)
. ✷

Observación 3.16Por el Teorema3.14, si el(̺, σ)–Método (3.23) es de ordenp ∈ N entonces, para todax ∈ Cp+2([t0, T ])
solución de la ecuación diferencial (3.2), se verifica que

r∑

k=0

αkx(t+ kh) = h

r∑

k=0

βkx
′(t+ kh) + cp+1h

p+1xp+1)(t) +O(hp+2)

para todot ∈ [t0, T ) conh > 0 suficientemente pequeño (en concreto, fijadot ∈ [t0, T ) debe tomarse0 < h < T−t
r

). ✷
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Observación 3.17La demostración del Teorema3.14se puede realizar, de forma análoga, cuandof tan sólo tiene la
regularidadf ∈ Cp([t0, T ]× Rn;Rn). En efecto, basta observar que, en tal caso, se obtiene

τ(t, h) =
1

σ(1)

(c0
h
x(t) + c1x

′(t) + · · ·+ cph
p−1xp)(t)

)

+
1

σ(1)

1

(p+ 1)!

r∑

k=0


kαk




(x1)p+1)(ζ1k)

(x2)p+1)(ζ2k)
· · ·

(xn)p+1)(ζnk )


− (p+ 1)βk




(x1)p+1)(ϑ1k)

(x2)p+1)(ϑ2k)
· · ·

(xn)p+1)(ϑnk )





 k

php

dondeζjk, ϑ
j
k ∈ (t, t+ kh) parak = 0, 1, . . . , r y j = 1, 2, . . . , n (compruébese).✷

Observación 3.18Una consecuencia inmediata de los Teoremas3.13y 3.14es:

El (̺, σ)–Método (3.23) es consistente⇔ c0 = c1 = 0 ⇔ El (̺, σ)–Método (3.23) es de orden1.

Es decir, en el(̺, σ)–Método (3.23) se da la siguiente equivalencia:

Para todaf ∈ C([t0, T ]× R
n;Rn) se verifica que lím

h→0
τ (h) = 0

⇔ Para todaf ∈ C1([t0, T ]× R
n;Rn) se verifica queτ (h) = O(h). ✷

Ejemplo 3.19 Determinemos los órdenes de algunos de los métodos de2 pasos considerados en la Sección3.3. Recor-
demos que, por (3.41), se tiene que





c0 = ̺(1)

c1 = ̺′(1)− σ(1)

cj =
1

j!

(
α1 − jβ1 + (2α2 − jβ2)2

j−1
)
, j ≥ 2.

a) Método de Adams–Moultonde2 pasos: Puesto que




α2 = 1, α1 = −1, α0 = 0 ⇒ ̺(z) =

2∑

k=0

αkz
k = z2 − z = z(z − 1)

β2 =
5

12
, β1 =

2

3
, β0 = − 1

12
⇒ σ(z) =

2∑

k=0

βkz
k =

1

12
(5z2 + 8z − 1),

se verifica que (compruébese)

c0 = c1 = c2 = c3 = 0 y c4 = − 1

24
,

por lo que el Teorema3.14determina que el Método de Adams–Moulton de 2 pasos tiene orden3. Además, como
σ(1) = 1, la constante de error del Método de Adams–Moulton de2 pasos es

cerror =
c4

σ(1)
= − 1

24
.

b) Método de Simpson: Puesto que




α2 = 1, α1 = 0, α0 = −1 ⇒ ̺(z) =
2∑

k=0

αkz
k = z2 − 1

β2 =
1

3
, β1 =

4

3
, β0 =

1

3
⇒ σ(z) =

2∑

k=0

βkz
k =

1

3
(z2 + 4z + 1),

se verifica que (compruébese)

c0 = c1 = c2 = c3 = c4 = 0 y c5 = − 1

90

por lo que el Teorema3.14determina que el Método de Simpson tiene orden 4 (recuérdeseque este resultado ya se
había obtenido en la Subsección3.2.2). Además, comoσ(1) = 2, la constante de error del Método de Simpson es

cerror =
c5

σ(1)
= − 1

180
. ✷
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3.4.3 Convergencia de los métodos

Supongamos que el problema (3.1) admite una única solución (para ello bastaría, tal y como sevio en el Capítulo1,
que la funciónf fuese continua y lipschitziana en la segunda variable). En la sección anterior se han obtenido condicio-
nes sobre los coeficientes de los polinomios̺(z) y σ(z) para que un(̺, σ)–Método aproxime localmente la ecuación
diferencial (3.2) pero al aplicar el(̺, σ)–Método, ¿se aproximará globalmente la (única) solución del problema de valor
inicial (3.1)? Con vistas a responder a esta cuestión, introducimos la noción de convergencia en un método multipaso.

Definición 3.20

a) Dada una funciónf : [a, b]×Rn → Rn, el (̺, σ)–Método (3.23) esconvergente para el problema de valor inicial(2.1)
(supuesto que admite solución única) si el error de discretización global absoluto tiene la propiedad de que

lím
h→0

ε(h) = 0,

supuesto que
máx

i∈{0,1,...,r−1}
||εi(h)|| → 0 cuandoh→ 0. (3.43)

b) El (̺, σ)–Método (3.23) esconvergentesi para toda funciónf ∈ C([a, b] × R
n;Rn) y lipschitziana en la segunda

variable se verifica que el(̺, σ)–Método (3.23) es convergente para el problema de valor inicial (2.1). ✷

Introducimos, a continuación, un resultado técnico que utilizaremos en la demostración del Teorema3.23:

Lema 3.21 Las sucesiones{xi}∞i=0 ⊂ C solución de la ecuación en diferencias lineal homogénea

r∑

k=0

αkxi+k = 0, i = 0, 1, 2, . . . (3.44)

forman un espacio vectorial sobreC. Además,

a) Siµ ∈ C es raíz del polinomio̺(z) (es decir,̺ (µ) = 0), se verifica que{µi}∞i=0 es solución de(3.44).

b) Siµ ∈ C\{0} y ν ∈ C\{0} son raíces distintas de̺(z), se verifica que{µi}∞i=0 y {νi}∞i=0 son dos soluciones
linealmente independientes de(3.44)

c) Siµ ∈ C\{0} es raíz doble del polinomio̺(z) (es decir,̺ (µ) = ̺′(µ) = 0), se verifica que{µi}∞i=0 e{iµi}∞i=0

son dos soluciones linealmente independientes de(3.44).

DEMOSTRACIÓN. Si {xi}∞i=0 ⊂ C e{yi}∞i=0 ⊂ C son soluciones de la ecuación en diferencias (3.44) y consideramos

zi = Axi +Byi para todoi ∈ {0, 1, 2, . . .}
conA,B ∈ C arbitrarios, se verifica que

r∑

k=0

αkzi+k = A

r∑

k=0

αkxi+k +B

r∑

k=0

αkyi+k = 0,

lo que prueba que{zi}∞i=0 es solución de (3.44). Por tanto, el conjunto de soluciones de la ecuación en diferencias (3.44)
es un espacio vectorial sobreC.

a) Si̺(µ) = 0, tomandoxi = µi en (3.44), se verifica que

r∑

k=0

αkxi+k =

r∑

k=0

αkµ
i+k = µi

r∑

k=0

αkµ
k = µi̺(µ) = 0,

por lo quexi = µi es solución de (3.44).

b) SiA,B ∈ C son tales que
Aµi +Bνi = 0 para todoi ∈ {0, 1, 2, . . .}

los dos primeros índicesi = 0 e i = 1 conducen al sistema lineal
{
A+B = 0

Aµ+Bν = 0
⇒
{

B = −A
A(µ− ν) = 0,

de donde se deduce queA = 0 (ya queµ 6= ν) y B = −A = 0.
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c) Si̺(µ) = ̺′(µ) = 0, tomando ahoraxi = iµi en (3.44), se verifica que

r∑

k=0

αkxi+k =

r∑

k=0

αk(i + k)µi+k = µi

(
i

r∑

k=0

αkµ
k + µ

r∑

k=0

kαkµ
k−1

)
= µi (i̺(µ) + µ̺′(µ)) = 0,

por lo quexi = iµi es también solución de (3.44). Además, las soluciones{µi}∞i=0 e {iµi}∞i=0 con µ 6= 0 son
linealmente independientes, ya que siA,B ∈ C son tales que

Aµi +Biµi = 0 para todoi ∈ {0, 1, 2, . . .}

se verifica que
(A+Bi)µi = 0 para todoi ∈ {0, 1, 2, . . .}

de donde se deduce (basta considerar los casosi = 0 e i = 1) queA = B = 0. ✷

Observación 3.22La dimensión del espacio vectorialV que forman las soluciones de la ecuación en diferencias lineal
homogénea (3.44) es

dim (V ) = r − s,

siendos la multiplicidad deµ = 0 como raíz de̺ (z) (de esta forma, en los casos en los queµ = 0 no sea raíz de̺(z), se
verifica quedim (V ) = r). ✷

Se tiene el siguiente resultado, que relaciona la convergencia de un(̺, σ)–Método con su consistencia y orden:

Teorema 3.23Si el(̺, σ)–Método(3.23) es convergente entonces es consistente y de orden de precisión1. Además,
se verifica queσ(1) 6= 0.

DEMOSTRACIÓN. A la vista de los Teoremas3.13y 3.14, todo se reduce a probar que̺(1) = 0 y ̺′(1) = σ(1) 6= 0.
Dividimos la prueba de estas afirmaciones en tres etapas:

1) ̺(1) = 0. Consideramos el problema de valor inicial
{

x′(t) = 0, t ∈ [0, 1]

x(0) = 1,
(3.45)

cuya solución esx(t) ≡ 1. El (̺, σ)–Método (3.23) aplicado al problema anterior conduce a la ecuación en diferen-
cias (3.44). Tomando como datos iniciales los valores

xi = 1, i = 0, 1, . . . , r − 1,

por ser el(̺, σ)–Método convergente, se verifica que

ε(h) = máx
i∈{0,1,...,N}

|x(ti)− xi| = máx
i∈{r,r+1,...,N}

|1− xi| → 0 cuandoh→ 0,

lo que obliga a que
xi → 1 cuandoh→ 0

parai = r, r + 1, . . . , N . De esta forma, la relación (3.44) determina, haciendo tenderh→ 0, que

̺(1) =

r∑

k=0

αk = 0. (3.46)

2) ̺′(1) 6= 0. Supongamos que̺′(1) = 0 y derivemos una contradicción. Para ello, consideramos el problema de valor
inicial {

x′(t) = 0, t ∈ [0, 1]

x(0) = 0,
(3.47)

cuya solución esx(t) ≡ 0. El (̺, σ)–Método (3.23) aplicado al problema anterior conduce de nuevo a (3.44). Como
estamos suponiendo que

r∑

k=0

kαk = ̺′(1) = 0, (3.48)
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por el apartado 1) se verifica quez = 1 es raíz de̺ (z) con multiplicidad mayor o igual que 2. De este modo

yi = 1 y zi = i

son dos soluciones linealmente independientes de la ecuación en diferencias lineal y homogénea (3.44) (véase el
Lema3.21y la Observación3.24). Por tanto, como las soluciones de (3.44) forman un espacio vectorial, se tiene que

xi = ih

también es solución de dicha ecuación. Puesto que los datos iniciales

xi = ih, i = 0, 1, . . . , r − 1

verifican que
máx

i∈{0,1,...,r−1}
|x(ti)− xi| = máx

i∈{0,1,...,r−1}
ih = (r − 1)h→ 0 cuandoh→ 0,

se debe cumplir que
ε(h) = máx

i∈{0,1,...,N}
|x(ti)− xi| → 0 cuandoh→ 0,

por ser el(̺, σ)–Método convergente. Sin embargo, lo anterior no se cumple,ya que

ε(h) = máx
i∈{0,1,...,N}

ih = Nh = 1 6→ 0 cuandoh→ 0.

3) ̺′(1) = σ(1). Para ver que la cantidad

̺′(1)− σ(1) =

r∑

k=0

(kαk − βk)

es nula, consideramos el problema de valor inicial
{

x′(t) = 1, t ∈ [0, 1]

x(0) = 0,
(3.49)

cuya solución esx(t) = t. El (̺, σ)–Método (3.23) aplicado al problema anterior conduce a la siguiente ecuación en
diferencias lineal no homogénea (véase, de nuevo, la Observación3.24)





x0, x1, . . . , xr−1 dados
r∑

k=0

αkxi+k = h

r∑

k=0

βk, i = 0, 1, . . . , N − r.
(3.50)

Veamos cómo hay que elegirγ ∈ R para que
xi = γih

sea una solución de la ecuación en diferencias no homogénea (3.50). Puesto que

r∑

k=0

αkxi+k = hγ

r∑

k=0

αk(i+ k) = hγ

(
i

r∑

k=0

αk +

r∑

k=0

kαk

)
= hγ (i̺(1) + ̺′(1)) = hγ̺′(1)

(véase (3.46)), se tiene que

r∑

k=0

αkxi+k = h

r∑

k=0

βk ⇔ hγ̺′(1) = hσ(1) ⇔ γ =
σ(1)

̺′(1)

(nótese que, por el apartado 2), la constanteγ está bien definida). Por tanto, tomando como valores iniciales

xi =
σ(1)

̺′(1)
ih, i = 0, 1, . . . , r − 1,

puesto queti = ih, se verifica que

máx
i∈{0,1,...,r−1}

|x(ti)− xi| = máx
i∈{0,1,...,r−1}

∣∣∣∣1−
σ(1)

̺′(1)

∣∣∣∣ ih =

∣∣∣∣1−
σ(1)

̺′(1)

∣∣∣∣ (r − 1)h→ 0 cuandoh→ 0
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y

ε(h) = máx
i∈{0,1,...,N}

|x(ti)− xi| = máx
i∈{0,1,...,N}

∣∣∣∣1−
σ(1)

̺′(1)

∣∣∣∣ ih =

∣∣∣∣1−
σ(1)

̺′(1)

∣∣∣∣Nh =

∣∣∣∣1−
σ(1)

̺′(1)

∣∣∣∣ .

Ahora bien, dado que el(̺, σ)–Método convergente, debe cumplirse que

ε(h) → 0 cuandoh→ 0,

lo que obliga a que
σ(1)

̺′(1)
= 1 y, por tanto,̺ ′(1) = σ(1).

Finalmente, los apartados 2) y 3) determinan queσ(1) = ̺′(1) 6= 0. ✷

Observación 3.24Las ecuaciones consideradas en (3.44) y (3.50) son casos particulares de las denominadasecuaciones
en diferencias. El lector interesado en un estudio detallado sobre este tipo de ecuaciones puede consultar, por ejem-
plo, [Fernández–Vázquez–Vegas]). ✷

Observación 3.25

a) A la vista de la demostración del Teorema3.23, basta pedir que el(̺, σ)–Método (3.23) sea convergente para los
problemas de valor inicial (3.45), (3.47) y (3.49) para obtener que el(̺, σ)–Método anterior sea consistente y de orden
de precisión1.

b) Si el(̺, σ)– Método (3.23) es convergente, como se ha visto en el Teorema3.23, se verifica queσ(1) 6= 0. Consecuen-
temente, como comentamos al comienzo de este capítulo,σ(1) 6= 0 es una condición necesaria para la convergencia
del (̺, σ)–Método. ✷

3.4.4 0–estabilidad de los métodos

A partir del Teorema3.23se tiene que la consistencia es una condición necesaria parala convergencia. Cabe pregun-
tarse si será, también, una condición suficiente para la misma. La respuesta es negativa, como lo pone de manifiesto el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.26 Consideremos el método de 2 pasos

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 x1 calculado mediante otro método

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − 2
xi+2 = 4xi+1 − 3xi − 2hf(ti, xi)

(3.51)

Puesto que {
α2 = 1, α1 = −4, α0 = 3 ⇒ ̺(z) = z2 − 4z + 3 = (z − 1)(z − 3)

β2 = 0, β1 = 0, β0 = −2 ⇒ σ(z) = −2,

se tiene que 



c0 = ̺(1) = 0

c1 = ̺′(1)− σ(1) = 2− 4− (−2) = 0

c2 =
1

2
(α1 − 2β1 + 4α2 − 4β2) =

1

2
(−4 + 4) = 0

c3 =
1

6
(α1 − 3β1 + 8α2 − 12β2) =

1

6
(−4 + 8) =

2

3
,

por lo que los Teoremas3.13y 3.14determinan que el método (3.51) es consistente con la ecuación diferencial (3.2) y
tiene orden de precisión 2. No obstante, como veremos a continuación, el método (3.51) no es convergente. En efecto,
consideremos el problema de valor inicial escalar

{
x′(t) = 0, t ∈ [0, 1]

x(0) = ξ0
(3.52)

que tiene por única solución la función
x(t) = ξ0, t ∈ [0, 1]. (3.53)
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Puesto quef ≡ 0, la ecuación en diferencias que determina el método considerado en (3.51) es

{
x0, x1 dados

xi+2 = 4xi+1 − 3xi, i = 0, 1, . . . , N − 2.
(3.54)

Teniendo en cuenta que las raíces del polinomio característico

̺(z) = z2 − 4z + 3

son z1 = 1 y z2 = 3, de acuerdo con el Lema3.21, se verifica queζi = 1 y ηi = 3i son soluciones linealmente
independientes de la ecuación en diferencias (3.54), por lo que podemos expresar su solución general como

xi = α+ β3i

parai = 0, 1, . . . , N , dondeα, β ∈ R. Determinemos los parámetrosα y β para que se satisfagan los valores inicialesx0
y x1. Dado que {

α+ β = x0

α+ 3β = x1

se obtiene que

α =
3x0 − x1

2
y β =

x1 − x0

2
.

Consecuentemente, la solución de (3.54) es

xi =
3x0 − x1

2
+
x1 − x0

2
3i (3.55)

parai = 0, 1, . . . , N .

a) Desde el punto de vista teórico, si en la expresión (3.55) se toman como datos iniciales los valores

x0 = x1 = ξ0,

se obtiene que

xi = ξ0

parai = 0, 1, . . . , N , en concordancia con la solución exacta (3.53).

b) Sin embargo, si se toman como datos iniciales

x0 = ξ0 + h y x1 = ξ0 + 3h,

se verifica que

máx
i∈{0,1}

|εi(h)| = máx{|ξ0 − x0|, |ξ0 − x1|} = 3h → 0 cuandoh→ 0,

y la expresión (3.55) toma la forma

xi = ξ0 + 3ih (3.56)

parai = 0, 1, . . . , N . Por tanto, se verifica que

ε(h) = máx
i∈{0,1,...,N}

|εi(h)| = máx
i∈{0,1,...,N}

|ξ0 − xi| = máx
i∈{0,1,...,N}

3ih =
3N

N
→ +∞ cuandoN → +∞

o, equivalentemente, cuandoh→ 0, por lo que el método (3.51) no es convergente.✷

Nótese como, en el ejemplo anterior, las pequeñas perturbaciones introducidos en los datos iniciales se amplifican en
las siguientes iteraciones. Tenemos, por tanto, que asegurarnos que esto no ocurra, de forma que pequeñas perturbaciones
en los datos conlleven pequeñas perturbaciones en toda la solución (dependencia continua con respecto a los datos). Esto
motiva la siguiente definición:
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68 Métodos multipaso

Definición 3.27 El (̺, σ)–Método (3.23) es0–establesi para todaf ∈ C([t0, T ]×Rn;Rn) y lipschitziana en la segunda
variable existen dos constantes positivasC1 y C2, independientes deh, tales que si las secuencias{x0, x1, . . . , xN} e
{y0, y1, . . . , yN} verifican





x0, x1, . . . , xr−1 dados
r∑

k=0

αkxi+k = h

r∑

k=0

βkf(ti+k, xi+k), i = 0, 1, . . . , N − r





y0, y1, . . . , yr−1 dados

r∑

k=0

αkyi+k = h

(
r∑

k=0

βkf(ti+k, yi+k) + γi

)
, i = 0, 1, . . . , N − r

entonces
máx

i∈{0,1,...,N}
||yi − xi|| ≤ C1 máx

i∈{0,1,...,r−1}
||yi − xi||+ C2 máx

i∈{0,1,...,N−r}
||γi|| . ✷ (3.57)

Observación 3.28

a) Nótese que el(̺, σ)–Método (3.23) es0–estable cuando pequeñas perturbaciones en los datos suponen pequeñas per-
turbaciones en las soluciones (se trata de la versión discreta de la dependencia continua considerada en la Sección1.4).

b) El calificativo “0–estabilidad” se debe a que la estabilidad de un(̺, σ)–Método puede determinarse a partir de su
comportamiento cuando se considera exclusivamente la funciónf ≡ 0 (véase, más adelante, la Observación3.37). ✷

Observación 3.29El (̺, σ)-Método mostrado en el Ejemplo3.26no es0–estable. En efecto, como para el error local de
truncamiento asociado a la solución del problema (3.52) y particularizado en un nodoti se da la igualdad

x(ti+2)− 4x(ti+1) + 3x(ti) = hσ(1)τ(ti, h),

si elegimosyi = x(ti) y γi = σ(1)τ(ti, h) = −2τ(ti, h), se verifica (como se ha visto en el Ejemplo3.26) que

máx
i∈{0,1,...,N}

||yi − xi|| → +∞ cuandoh→ 0,

mientras que máx
i∈{0,1}

||yi − xi|| y máx
i∈{0,1,...,N−2}

||τ(ti, h)|| convergen a cero cuandoh → 0 y, por tanto, están acotados.

Esto hace que no se pueda cumplir una desigualdad del tipo (3.57). ✷

3.4.5 Relaciones entre convergencia, consistencia y 0-estabilidad

La consistencia y0–estabilidad de un(̺, σ)–Método garantizan la convergencia de éste. Concretamente,

Teorema 3.30Seaf ∈ C([t0, T ] × Rn;Rn) y lipschitziana en la segunda variable. Si el(̺, σ)–Método(3.23) es
0–estable entonces el correspondiente error de discretización global absoluto verifica

ε(h) ≤ C1 máx
i∈{0,1,...,r−1}

||εi(h)||+ C2τ(h),

dondeC1 y C2 son constantes positivas e independientes deh y τ (h) es el error local de truncamiento dado
en(3.31). Si, además, el(̺, σ)–Método(3.23) es:

a) consistente, entonces es convergente.

b) de orden de precisiónp ∈ N y
máx

i∈{0,1,...,r−1}
||εi(h)|| = O(hp),

entonces
ε(h) = O(hp).

DEMOSTRACIÓN. Seax ∈ C1([t0, T ];R
n) la única solución del problema de valor inicial (3.1). Por definición de error

local de truncamiento, se verifica que

r∑

k=0

αkx(ti+k) = h

r∑

k=0

βkf(ti+k, x(ti+k)) + hσ(1)τ(ti, h). (3.58)
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parai = 0, 1, . . . , N − r. Por ser el(̺, σ)–Método0–estable, la relación (3.58) nos permite aplicar la Definición3.27con
yi = x(ti) y γi = σ(1)τ(ti, h), obteniendo así que existen números positivosC1 y C2, independientes deh, tales que

ε(h) = máx
i∈{0,1,...,N}

||εi(h)|| ≤ C1 máx
i∈{0,1,...,r−1}

||εi(h)||+ C2 máx
i∈{0,1,...,N−r}

||τ(ti, h)||

≤ C1 máx
i∈{0,1,...,r−1}

||εi(h)||+ C2τ (h).
(3.59)

a) Si, además, el(̺, σ)–Método es consistente y se verifica que

máx
i∈{0,1,...,r−1}

||εi(h)|| → 0 cuandoh→ 0,

la desigualdad (3.59) hace que

ε(h) ≤ C1 máx
i∈{0,1,...,r−1}

||εi(h)||+ C2τ (h) → 0 cuandoh→ 0,

lo que indica que el(̺, σ)–Método (3.23) es convergente.

b) Si, además, el(̺, σ)–Método (3.23) es de orden de precisiónp ∈ N y

máx
i∈{0,1,...,r−1}

||εi(h)|| = O(hp),

la relación (3.59) determina que
ε(h) = O(hp). ✷

Observación 3.31

a) El Teorema3.30nos lleva a examinar separadamente la consistencia y estabilidad de los métodos multipaso pues, si
tienen ambas propiedades, la convergencia la tendrán automáticamente.

b) En realidad, como se verá en el Teorema3.42, de hecho se verifica que el(̺, σ)–Método (3.42) es convergente si, y
sólo si, es consistente y0–estable. ✷

Observación 3.32Tal y como se ha visto, el Método del Punto Medio tiene orden deprecisión2. Si f ∈ C2([t0, T ] ×
Rn;Rn) es lipschitziana en la segunda variable, para inicializar este método se suele tomarx0 = x0(h) = ξ0 +O(h2) y,
comox1, un valor de forma que

ε1(h) = O(h2).

Para ello se puede considerar, por ejemplo, el Método de Euler explícito, es decir,

x1 = x0 + hf(t0, x0) = ξ0 + hf(t0, ξ0) + h
(
f(t0, x0)− f(t0, ξ0)

)
+O(h2) = ξ0 + hf(t0, ξ0) +O(h2),

donde se ha utilizado que la funciónf es lipschitziana en la segunda variable. Veamos que este valorx1 aproxima el valor
exactox(t1) con un error del orden deO(h2). En efecto, puesto quef ∈ C1([t0, T ]× Rn;Rn), a partir del desarrollo de
Taylor de segundo orden

x(t1) = x(t0 + h) = x(t0) + hx′(t0) +
h2

2




(x1)′′(ζ1)
(x2)′′(ζ2)

· · ·
(xn)′′(ζn)


 = ξ0 + hf(t0, ξ0) +

h2

2




(x1)′′(ζ1)
(x2)′′(ζ2)

· · ·
(xn)′′(ζn)




conζj ∈ (t0, t0 + h), se tiene que la cantidad

x1 = x0 + hf(t0, x0)

aproxima el valor exactox(t1) con un error

ε1(h) = x(t1)− x1 = O(h2).

Nótese que, puesto que el Método del Punto Medio tiene orden de precisión2 y, tal como se verá en el Ejemplo3.41,
es0–estable (por ser un caso particular de Método de Nyström), utilizando esta elección dex1, por el Teorema3.30se
tiene queε(h) = O(h2). Nótese también que, aunque el orden de precisión del Métodode Euler es uno, se tiene que
ε1(h) = O(h2). ✷
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El hecho comentado anteriormente de que en la primera iteración del método de Euler se gana una unidad en el orden
de convergencia del primer términoε1(h) puede ser generalizado: si en lugar de estimar el máximo entre losN valores
del (̺, σ)–Método y los valores exactos (conN pudiendo tender eventualmente a+∞ cuandoh tiende a0), lo hacemos
con una cantidad finitâN < N , conN̂ independiente deh, se gana un orden de aproximación en el error de discretización
global absoluto. Concretamente,

Corolario 3.33 SeanN̂ ∈ N fijo independiente deh tal queN̂ < N y f ∈ Cp([t0, T ] × Rn;Rn) conp ∈ N y
lipschitziana en la segunda variable. Si el(̺, σ)–Método(3.23) es de ordenp y

máx
i∈{0,1,...,r−1}

||εi(h)|| = O(hp+1) (3.60)

entonces
máx

i∈{0,1,...,N̂}
||εi(h)|| = O(hp+1). (3.61)

DEMOSTRACIÓN. Obviamente, sólo hay que probar el resultado en el supuestode queN̂ ≥ r. Por definición, para todo
i = 0, 1, . . . , N̂ − r se verifica que





αrx(ti+r) = hβrf(ti+r, x(ti+r)) +

r−1∑

k=0

(−αkx(ti+k) + hβkf(ti+k, x(ti+k))) + hσ(1)τ(ti, h)

αrxi+r = hβrf(ti+r, xi+r) +

r−1∑

k=0

(−αkxi+k + hβkf(ti+k, xi+k)) ,

de donde se deduce que

|αr| ||εi+r(h)|| = |αr| ||x(ti+r)− xi+r || ≤ h|βr| ||f(ti+r, x(ti+r))− f(ti+r, xi+r)||

+

r−1∑

k=0

(|αk| ||x(ti+k)− xi+k||+ h|βk| ||f(ti+k, x(ti+k))− f(ti+k, xi+k)||) + h|σ(1)| ||τ(ti, h)||

≤ h|βr|L ||εi+r(h)||+
r−1∑

k=0

(|αk|+ h|βk|L) ||εi+k(h)||+ h|σ(1)|τ (h),

dondeL > 0 es la constante de Lipschitz de la funciónf con respecto a su segunda variable. De esta forma, tomando

a) h > 0 arbitrario, si el(̺, σ)–Método es explícito.

b) 0 < h <
|αr|
|βr|L

, si el (̺, σ)–Método es implícito (como se vio en (3.27), esta restricción sobre el pasoh garantizaba

la existencia dexi+r).

se tiene que

||εi+r(h)|| ≤
1

|αr| − h|βr|L

(
r−1∑

k=0

(|αk|+ h|βk|L) ||εi+k(h)||+ h|σ(1)|τ (h)
)
, (3.62)

donde, por ser el(̺, σ)–Método de ordenp, se tiene queτ(h) = O(hp). Mostremos que

||εi+r(h)|| = O(hp+1) para i = 0, 1, . . . , N̂ − r (3.63)

por inducción completa eni:

a) Parai = 0: la hipótesis (3.60) determina que

||εk(h)|| = O(hp+1)

parak = 0, 1, . . . , r − 1. Por tanto, comoτ(h) = O(hp), a partir de (3.62) se tiene que

||εr(h)|| = O(hp+1).
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b) Supuesto cierto el resultado para0, 1, . . . , i−1, lo probamos parai ≤ N̂ − r. La hipótesis de inducción determina que

||εi+k(h)|| = O(hp+1)

parak = 0, 1, . . . , r − 1. Puesto queτ(h) = O(hp), la relación (3.62) determina que

||εi+r(h)|| = O(hp+1).

La relación (3.61) se sigue directamente de (3.63), teniendo en cuenta que el máximo de una cantidad finita de funcio-
nesO(hp+1) es unaO(hp+1). ✷

La definición de0–estabilidad de un método multipaso tiene el inconvenientede que no es fácil de verificar en la
mayoría de los casos. Sería conveniente, por tanto, poder disponer de un procedimiento sencillo para comprobar dicha
propiedad. Para ello introducimos la siguiente definición:

Definición 3.34 El polinomio

̺(z) =
r∑

k=0

αkz
k

verifica lacondición de Dahlquist(o condición de la raíz) si susr raíces{z1, z2, . . . , zr} ⊂ C verifican:

a) |zi| ≤ 1, i = 1, 2, . . . , r (lasr raíces de̺ se encuentran en el disco unidad).

b) Si |zi| = 1 entonceszi es raíz simple de̺ (las raíces que están en la circunferencia unidad tienen multiplicidad 1). ✷

Observación 3.35Si el (̺, σ)–Método (3.23) es consistente entonces̺(1) = 0 y ̺′(1) = σ(1) (véase el Teorema3.13),
por lo quez = 1 es raíz de̺ . Además, como en la Definición3.7 de error local de truncamiento se ha supuesto que el
(̺, σ)–Método (3.23) verificaσ(1) 6= 0, se tiene quez = 1 es raíz simple de̺. ✷

La 0–estabilidad de un(̺, σ)–Método queda caracterizada a partir de la condición de Dahlquist:

Teorema 3.36El (̺, σ)–Método(3.23) es0–estable si, y sólo si, el polinomio̺(z) verifica la condición de Dahl-
quist.

DEMOSTRACIÓN.

⇐ Véase [Henrici ].

⇒ Argumentamos por reducción al absurdo: supongamos que̺(z) no verifica la condición de Dahlquist y derivemos
una contradicción. En efecto, consideramos el problema de valor inicial

{
x′(t) = 0, t ∈ [0, 1]

x(0) = 0,
(3.64)

cuya solución esx(t) = 0. El (̺, σ)–Método (3.23) aplicado al problema anterior conduce a




x0, x1, . . . , xr−1 dados
r∑

k=0

αkxi+k = 0, i = 0, 1, . . . , N − r.
(3.65)

Claramente̺ (z) es el polinomio característico de la ecuación en diferencias lineal homogénea (3.65) y la secuencia

xi = 0, i = 0, 1, . . . , N

es una solución (la trivial) de dicha ecuación. Para que, taly como estamos suponiendo, no se cumpla la condición de
Dahlquist, hay dos posibilidades, que pasamos a considerarde forma independiente en los dos siguientes apartados:

1) Si existeη ∈ C tal que̺(η) = 0 y |η| > 1, tal y como se vio en el Lema3.21, otra solución de (3.65) es la
secuencia definida por

yi = hηi, i = 0, 1, . . . , N.
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Por ser el(̺, σ)–Método (3.23) 0–estable se verifica que existe una constante positivaC (independiente deh)
tal que

máx
i∈{0,1,...,N}

|yi − xi| ≤ C máx
i∈{0,1,...,r−1}

|yi − xi|

= Ch máx
i∈{0,1,...,r−1}

|η|i = Ch|η|r−1

=
C

N
|η|r−1 → 0 cuandoN → +∞.

(3.66)

Por otra parte, puesto que|η| > 1, se tiene que

máx
i∈{0,1,...,N}

|yi − xi| ≥ |yN − xN | = h|η|N =
1

N
|η|N → +∞ cuandoN → +∞,

lo que contradice (3.66).

2) Si existeη ∈ C tal que̺(η) = ̺′(η) = 0 y |η| = 1, se tiene queη es raíz de̺ con multiplicidad al menos 2.
Por tanto, por el el Lema3.21, otra solución de (3.65) es la secuencia definida por

zi = i
√
hηi, i = 0, 1, . . . , N.

Por ser el(̺, σ)–Método (3.23) estable se verifica que existe una constante positivaC (independiente deh) tal
que

máx
i∈{0,1,...,N}

|zi − xi| ≤ C máx
i∈{0,1,...,r−1}

|zi − xi|

= C
√
h máx
i∈{0,1,...,r−1}

i|η|i = C(r − 1)
√
h

=
C(r − 1)√

N
→ 0 cuandoN → +∞.

(3.67)

En cambio, por otra parte, se tiene que

máx
i∈{0,1,...,N}

|zi − xi| ≥ |zN − xN | =
√
hN |η|N =

√
N → +∞ cuandoN → +∞,

lo que contradice (3.67). ✷

Observación 3.37De acuerdo con el Teorema3.36y la Definición3.34, la propiedad de0–estabilidad de un método
no depende de la funciónf que aparece en la ecuación diferencial del problema de valorinicial considerado (ya que la
condición de Dahlquist no depende de ésta). De hecho, de acuerdo con lo visto en la demostración del anterior teorema,
en la Definición3.27de0–estabilidad basta considerar sólo el casof ≡ 0. ✷

El Teorema3.36motiva la siguiente definición:

Definición 3.38 El (̺, σ)–Método (3.23) es:

a) Fuertemente establesi el polinomio̺(z) verifica la condición de Dahlquist y tiene az = 1 como única raíz de
módulo 1.

b) Débilmente establesi el polinomio̺(z) verifica la condición de Dahlquist y tiene más de una raíz de módulo 1.

c) Inestablesi el polinomio̺(z) no verifica la condición de Dahlquist.✷

Observación 3.39Si un(̺, σ)–Método es débilmente estable puede proporcionarsoluciones numéricas espurias, en el
sentido de que tengan comportamiento anómalo con respecto ala solución exacta. Por ejemplo, soluciones numéricas con
bruscas oscilaciones cuando la solución real no las tiene (que pueden desaparecer al disminuir el paso de discretización
temporalh). Así ocurre con elMétodo de Milne explícito de4 pasos





x0, x1, x2, x3 dados

xi+4 = xi +
4h

3
(2fi+3 − fi+2 + 2fi+1), i = 0, 1, . . . , N − 4.

(3.68)

Se trata de un método que tiene orden4 y, como todas las raíces del polinomio

̺(z) = z4 − 1 = (z − 1)(z + 1)(z − i)(z + i)
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se encuentran en la circunferencia unidad, el(̺, σ)–Método (3.68) es débilmente estable. Cuando se aplica este método
al problema del péndulo 




θ′′(t) + θ′(t) + 9′8 sen(θ(t)) = 1, t ∈ [0, 10]

θ(0) = 0′1

θ′(0) = 0,

(3.69)

se obtienen las gráficas que se muestran en la Figura3.2. ✷
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(a) Método de Milne conN = 100
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(b) Método de Milne conN = 1000

Figura 3.2: Método de Milne (3.68) aplicado al problema (3.69).

Ejemplo 3.40 Puesto que el polinomio̺(z) del (̺, σ)–Método

Paso 1 x0 ≃ ξ0

Paso 2 x1 calculado mediante otro método

Paso 3 Parai = 0, 1, . . . , N − 2
xi+2 = (1 + λ)xi+1 − λxi + (1− λ)hf(ti, xi)

conλ ∈ R es
̺(z) = z2 − (1 + λ)z + λ = (z − 1)(z − λ),

se verifica que el(̺, σ)–Método anterior es:

a) Fuertemente estable si|λ| < 1.

b) Débilmente estable siλ = −1.

c) Inestable si|λ| > 1 ó λ = 1. ✷

Ejemplo 3.41 Estudiemos la0–estabilidad de los métodos considerados en la Sección3.3:
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a) En los Métodos de Adams–Bashforth y Adams–Moulton der pasos se tiene que

̺(z) = zr − zr−1 = zr−1(z − 1).

Puesto que las raíces del polinomio̺(z) son
{
z1 = 1 (simple) sir = 1

z1 = 1 (simple) yz2 = 0 (con multiplicidadr − 1) si r ≥ 2,

se verifica que el polinomio̺(z) verifica la condición de Dahlquist y tiene az1 = 1 como única raíz de módulo 1. Por
tanto, por el Teorema3.36se tiene que estos métodos son0–estables y, de acuerdo con la Definición3.38, fuertemente
estables.

b) En los Métodos de Nyström y Milne der pasos se tiene que

̺(z) = zr − zr−2 = zr−2(z2 − 1) = zr−2(z − 1)(z + 1).

Puesto que las raíces del polinomio̺(z) son
{
z1 = 1 (simple) yz2 = −1 (simple) sir = 2

z1 = 1 (simple),z2 = −1 (simple) yz3 = 0 (con multiplicidadr − 2) si r ≥ 3,

se verifica que el polinomio̺(z) verifica la condición de Dahlquist y tiene dos raíces de módulo 1. Por tanto, por el
Teorema3.36se tiene que estos métodos son0–estables y, de acuerdo con la Definición3.38, débilmente estables.✷

En cuanto a la caracterización de la convergencia, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.42El (̺, σ)–Método(3.23) es convergente si, y sólo si, es consistente y0–estable.

DEMOSTRACIÓN.

⇐ Basta aplicar el Teorema3.30.

⇒ Por el Teorema3.23se tiene que el(̺, σ)–Método (3.23) es consistente. Para ver que es0–estable, a la vista del
Teorema3.36, basta ver que el polinomio̺(z) verifica la condición de Dahlquist. Argumentamos por reducción
al absurdo: supongamos que̺(z) no verifica la condición de Dahlquist y derivemos una contradicción. En efecto,
consideramos nuevamente el problema de valor inicial (3.64) cuya solución esx(t) = 0, de forma que el(̺, σ)–
Método (3.23) aplicado al problema anterior conduce a (3.65). Para que, tal y como estamos suponiendo, no se
cumpla la condición de Dahlquist, hay dos posibilidades, que pasamos a considerar de forma independiente en los
dos siguientes apartados:

1) Si existeη ∈ C tal que̺(η) = 0 y |η| > 1, tal y como se vio en el Lema3.21, se tiene que la secuencia

yi = hηi, i = 0, 1, . . . , N

es solución de (3.65). Claramente, se verifica que

máx
i∈{0,1,...,r−1}

|εi(h)| = h máx
i∈{0,1,...,r−1}

|η|i = h|η|r−1 =
1

N
|η|r−1 → 0 cuandoN → +∞

pero, en cambio

ε(h) = máx
i∈{0,1,...,N}

|εi(h)| = h|η|N =
1

N
|η|N → +∞ cuandoN → +∞,

lo que contradice que el(̺, σ)–Método (3.23) sea convergente.

2) Si existeη ∈ C tal que̺(η) = ̺′(η) = 0 y |η| = 1, por el Lema3.21se tiene que la secuencia

zi = i
√
hηi, i = 0, 1, . . . , N

es solución de (3.65). Claramente, se verifica que

máx
i∈{0,1,...,r−1}

|εi(h)| =
√
h máx
i∈{0,1,...,r−1}

i|η|i = (r − 1)
√
h =

r − 1√
N

→ 0 cuandoN → +∞
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pero, en cambio

ε(h) = máx
i∈{0,1,...,N}

|εi(h)| =
√
hN |η|N =

√
N → +∞ cuandoN → +∞,

lo que contradice que el hecho de que el(̺, σ)–Método (3.23) sea convergente.✷

Observación 3.43Si el (̺, σ)– Método (3.23) es convergente, por el Teorema3.42se verifica que es consistente y0–
estable.

a) Por ser consistente, se tiene que (véase el Teorema3.13)

̺(1) = 0 y σ(1) = ̺′(1).

b) Por se estable, verifica la condición de Dahlquist (véase el Teorema3.36). Puesto que̺(1) = 0, se tiene quez = 1 es
una raíz de̺ y, como ésta es una raíz simple, se cumple que

σ(1) = ̺′(1) 6= 0.

Esta condición ya había sido obtenida en el Teorema3.23(véase también la Observación3.25). ✷

Observación 3.44Podemos cuestionarnos cuál es el orden de precisión máximo que puede obtenerse a partir de un
(̺, σ)–Método der pasos. Claramente, el(̺, σ)–Método (3.23) está determinado a partir de los2r + 2 coeficientes
{α0, α1, . . . , αr} y {β0, β1, . . . , βr}. Puesto queαr 6= 0 podemos tomar, sin pérdida de generalidad,αr = 1, por lo que
quedan libres:

a) 2r + 1 parámetros, si el(̺, σ)–Método es implícito.

b) 2r parámetros, si el(̺, σ)–Método es explícito (puesβr = 0).

Recordemos que, por el Teorema3.14, la condición necesaria y suficiente para que el(̺, σ)–Método (3.23) sea de orden
p ∈ N es que se verifiquen lasp + 1 condicionesc0 = c1 = · · · = cp = 0, que forman un sistema lineal de ecuaciones
algebraicas cuyas incógnitas son{α0, α1, . . . , αr} y {β0, β1, . . . , βr} (véase (3.41)). Consecuentemente,

a) En un método implícito en el que hay2r + 1 incógnitas{α0, α1, . . . , αr−1} y {β0, β1, . . . , βr}, se consideranp+ 1
ecuaciones independientesc0 = c1 = · · · = cp = 0, obteniendo un sistema lineal (que es no homogéneo, pues se ha
fijadoαr = 1) cuyas soluciones forman un espacio afín de dimensión2r+1− (p+1) = 2r−p. Por tanto, el máximo
orden que puede alcanzar el(̺, σ)–Método esp = 2r. Dahlquist demostró en 1959 que cuandop = 2r el sistema
anterior tiene una ínica solución.

b) En un método explícito en el que hay2r incógnitas{α0, α1, . . . , αr−1} y {β0, β1, . . . , βr−1}, se consideranp + 1
ecuaciones independientesc0 = c1 = · · · = cp = 0, obteniendo un sistema lineal no homogéneo cuyas soluciones
forman un espacio afín de dimensión2r − (p + 1) = 2r − p − 1. Por tanto, el máximo orden que puede alcanzar el
(̺, σ)–Método esp = 2r − 1.

En base a lo anterior, a los(̺, σ)–Métodos der pasos implícitos de orden2r o explícitos de orden2r − 1, se les llama
maximales. ✷

Desafortunadamente, no se tiene garantizado que los métodos maximales sean0–estables. De hecho, Dahlquist de-
mostró en 1956 que no existe ningún(̺, σ)–Método der pasos consistente y0–estable con un orden de precisión mayor
quer + 2. Concretamente,

Teorema 3.45 (Primera barrera de Dahlquist) Si el (̺, σ)–Método(3.23) es0–estable y de orden de precisión
p ∈ N, se verifica que

p ≤





r + 2 si r es par

r + 1 si r es impar

r si
βr

αr
≤ 0.

DEMOSTRACIÓN. Véase [Hairer–Norsett–Wanner]. ✷

Observación 3.46Del Teorema3.45se deduce que el orden de un(̺, σ)–Método explícito der pasos y0–estable es, a
lo sumo,r (puesto queβr = 0). ✷
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Definición 3.47 Un (̺, σ)–Método der pasos que sea0–estable y de ordenr + 2 se denominaoptimal. ✷

Observación 3.48Puede demostrarse (véase [Suli]) que los(̺, σ)–Métodos optimales son débilmente estables y todas
las raíces del polinomio̺(z) tienen módulo 1 (con multiplicidad 1, por ser el método0–estable), lo que supone ciertas
desventajas en términos de sus propiedades de estabilidad (véase la Observación3.39). Es por ésto por lo que apenas se
utilizan en la práctica. Por esta razón, el mejor orden de un(̺, σ)–Método “útil” der pasos esr + 1. ✷

Ejemplo 3.49 Obtengamos los métodos optimales de 2 pasos. Un(̺, σ)–Método de 2 pasos es de la forma
{
x0, x1 dados

xi+2 + α1xi+1 + α0xi = h(β2fi+2 + β1fi+1 + β0fi), i = 0, 1, . . . , N − 2
(3.70)

donde hemos supuesto, sin pérdida de generalidad, queα2 = 1. Los polinomios que definen el(̺, σ)–Método (3.70) son

̺(z) = z2 + α1z + α0 y σ(z) = β2z
2 + β1z + β0.

Para que el(̺, σ)–Método (3.70) sea optimal, debe ser de ordenr + 2 = 4 y, por tanto, debe verificarse que

cj = 0, j = 0, 1, 2, 3, 4

siendo 



c0 = ̺(1) = 1 + α1 + α0

c1 = ̺′(1)− σ(1) = 2 + α1 − β2 − β1 − β0

c2 =
1

2
(α1 − 2β1 + 4− 4β2)

c3 =
1

6
(α1 − 3β1 + 8− 12β2)

c4 =
1

24
(α1 − 4β1 + 16− 32β2) .

Puesto que la única solución del sistema lineal de5 ecuaciones con5 incógnitas





α0 + α1 = −1

α1 − β0 − β1 − β2 = −2

α1 − 2β1 − 4β2 = −4

α1 − 3β1 − 12β2 = −8

α1 − 4β1 − 32β2 = −16

es

α0 = −1, α1 = 0, β0 =
1

3
, β1 =

4

3
y β2 =

1

3

(compruébese), se tiene que el método buscado es





x0, x1 dados

xi+2 − xi =
h

3
(fi+2 + 4fi+1 + fi) , i = 0, 1, . . . , N − 2.

que es, precisamente, el Método de Simpson. Finalmente, dado que

̺(z) = z2 − 1 = (z − 1)(z + 1)

se tiene que el polinomio̺(z) verifica la condición de Dahlquist y, por tanto, el Método de Simpson es0–estable (de
hecho, débilmente estable). Consecuentemente, el Método de Simpson es el único método optimal de 2 pasos. Además,
puesto que

2r = r + 2 ⇔ r = 2,

de acuerdo con la Observación3.44, se tiene que el Método de Simpson es, también, de orden máximo (pues2r = 4). ✷
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