3 Métodos multipaso

3.1 Introduccidn

Los métodos estudiados en el Capittikonmétodos monopago de un paso) porque soélo utilizan la informacion de
un elemento de la secuencia del método para calcular eksiguiUnmétodo multipasatiliza varios valores anteriores
para calcular el siguiente elemento del método. En esteubaysie introducen y analizan las nociones fundamentales
de consistencia0—estabilidady convergenciajue permiten el estudio general de los métodos multipasél E& van a
considerar diversos métodos multipaso para la aproximazitérica de la solucion del problema de valor inicial

Z'(t) = f(t,x(t)), t € [to, T]
x(to) = 607

donde$, € R"y ¢y, T € R conty < T. Recuérdese que, como se comenté en la Observaciérsupondremos que la

funcién f es continuay lipschitziana en la segunda variable con antestle LipschitZ. > 0, por lo que el problem&s(1)

tiene existencia y unicidad de solucién. Ademas, ddde N, tomando como pasb = % dividiremos el intervalo
[to, T] en N subintervalos iguales por medio de puntos igualmente &exEe

(3.1)

ti=to+th,1=0,1,...,N.

3.2 Deduccion de algunos métodos
En esta seccidn(t) denota una solucion arbitraria de la ecuacion diferencial

' (t) = f(t,z(t)), t € [to, T). (3.2)

3.2.1 Método del Punto Medio

Teniendo en cuenta que

vy @t h) —x(t—h) x(t+h)—a(t-h)
v (t) = fim, 2h = oh

parah > 0 suficientemente pequefio, podemos aproximar la derivada
' (tis1) = f(tiv1, 2(tiv1))
por medio de la formula de diferencias finitas centrada

w(tite) — x(t:)

o ~ f(ti+171’(ti+1))7

lo que conduce al siguiente esquema:

Método del Punto Medio

Pasol xp~&
Paso 2 x; calculado mediante otro métodop

Paso3 Para;=0,1,...,N —2
Tito = T + 2hf(tig1, Tig1)-

Teniendo en cuenta los conceptos definidos en la Sedcipas claro que este método es explicito y de dos pasos.
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46 Métodos multipaso

Observacion 3.1 El Método del Punto Medio también puede obtenerse obteagpsgtir de laRegla del Punto Medio

de integracién aproximada

t;
En efecto, basta observar que para toeo0, 1, . ..

tit2
/ g(t)dt ~ 2hg(tit1).

, N — 2 se tiene que

$(ﬁi+2) — J}(tl) = /t e J}/(t) dt = /t i+2 f(f, $(ﬁ)) dt ~ th(ti—i-l; $(ti+1)). O

i i

Definimos elerror local de truncamientalel Método del Punto Media;(¢, k), asociado a una solucia(t) de la

ecuacion diferencial3(2) a partir del instante € [tq, T'), como

x(t + 2h) — x(t)

r(t h) = S

— F(t+ ha(t+h)) =

x(t + 2h) — x(t)

o
5 z'(t+h)

(3.3)

para todoh € (0 %} , y el error local de truncamientdel Método del Punto Medio asociado a la solucidt), como

)
T—to
)

la funcion7 : (0, L5

| = R dada por

= max

7(h)

telto,T—2h]

Por elTeorema de Taylgssi la funcionz(t) = (z*(t), 22(t), ...

7 (¢ R -

,z"(t))T es de clas€? (segln se ha visto en el Teore-

mal.18basta con qu¢ € C?), paratoda € [to, T — 2h] se tiene que

; <)
w(t +2h) = 2(t + h) + ha' (t + h) + %x”(t +h) % (2 ) . .(C ) (3.4)
(l,n)/l/(cn)
y
(1}1)”/ 191
2 3 2\ (92
x(t) = x(t + h) — ha'(t + h) + %z”(t +h) — % (@ ). . .(19 ) (3.5)
(xn)///(,&n)
donde¢® € (t+ h,t+2h) y 9% € (t,t + h) paratodck = 1,2, ...,n. De esta forma, de3(3), (3.4) y (3.5), se sigue que
@ SR 2o
r(hy= g [ | T T e (3.6)
(xn)///(cn) (xn)///(,&n)
Asi pues,
R SRR
T I R 1 IR I T
(xn)lll(cn) (:L,n)lll(,&n)
paratoda € [to, T — 2h] y, por tanto, el error local de truncamiento verifica que
7(h) < % h? (3.7)

dondec > 0y M3 estan definidos, respectivamente, 2ri{) y (2.13. De esta forma, el Método del Punto Medio es de

orden de precision.

3.2.2 Método de Simpson

Si utilizamos la aproximacion de la integral que determalRdgla de Simpson

~

tito
/ g(t)dt
t,

7

g (9(ti2) + 4g(tir1) + g(ti)) ,

cuyo error e$)(h°) para funcioneg € C4([t;,t;12]) (véase [nfante—Rey]) se tiene que

h

~

mM@—waz/mw@w=/”memw y

ti ti

(f(tiva, x(tiy2)) +4f (tivr, 2(tiv1)) + f(ts, x(ti))).

Se obtiene asi éllétodo de Simpsgoruyo esquema NUMErico es
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Deduccioén de algunos métodos 47

Método de Simpson

Pasol xp~&
Paso 2 z; calculado mediante otro método
Paso3 Parai=0,1,...,N —2

h
Tiyo = T; + g(f(ti+27xi+2) +4f(tig1, wig1) + f (i, 20)),

que es un método implicito y de dos pasos. Definimasrelr local de truncamientalel Método de Simpsorm(t, h),
asociado a una soluciarit) de la ecuacion diferenciaB(2) a partir del instante € [to, "), como

7t h) = W - %(f(t, 2(t)) + Af(t + h,2(t + h)) + f(t+ 2h, z(t + 2R)))
x(t +2h) —x(t) 1 (3:8)
B e g(l’/(t) + 42/ (t + h) + 2/ (t + 2h))

para todoh € (0, T*t], y el error local de truncamientalel Método de Simpson asociado a la solucit), como la

2
funcion7 : (0, Z5%] — R dada por

7(h) = max t.h)||.
7(h) te[tmT_%]IIT(, i

Nétese que en la expresiéh §) se ha dividido poRh para que

x(t + 2h) — x(t)

~ !
5h ~z'(t+h).

Por elTeorema de Taylossi la funcionz(t) = (x!(t), 22(t),...,2"(t))T es de clas€? (segln se ha visto en el Teore-
mal.18basta con qu¢ € C?), paratoda € [ty, T — 2h] se tiene que

(zh)(¢")
2 3 4 5 72 v) (2
z(t 4+ 2h) = x(t + h) + ha'(t + h) + %x”(t +h) + %x’”(t +h) + Z—4xw)(t +h) + lh—20 ) : .(C )
CORID 3.9)
2 3 4 , (e |
2(t) = x(t + h) — ha'(t + h) + %x”(t—i—h) _ %x”’(t-ﬁ-h) + %xiv)(t+h) — 1h_20 (@) (9%)
(@) (")
y
. , \ (JC;)U;(M;)
o' (t +2h) = ' (t + h) + ha' (t + h) + %x”’(t +h)+ %xi”) (t+h)+ % (@ >. . .(M )
(@) (")
( 1)U)( 1) (3.10)
/ / " h2 " h3 ] h4 ($2)U) (V2)
«/(t) = a'(t+ h) = ha''(t +h) + -z (t+h)*g$w)(t+h)+ﬂ v
(l,n)v)(yn)

dondec®, u* € (t + h,t +2h) y 9%, v* € (t,t + h) paratodd: = 1,2, ...,n. De esta forma, de3(8), (3.9 y (3.10), se
tiene que

(w;)”’ (C;) (l’;)”’(ﬂ;) (l’;)“) (u;) (l’;)”)(l/;)
it = - Sl I L R | PR Rl B e N P
(@) (™) (™)) (") (@) (u™) (@) (")
Asi pues,

11 M
th)|| < el ==+ == | Msh* = ht
Il < 135+ 75 ) M
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48 Métodos multipaso

paratoda € [to, T — 2h], Y, por tanto, el error local de truncamiertgh) verifica que

CM5

h4
45 ’

7(h) <
dondec > 0 esté definido en(14) y

Ms = max ‘
te(to, T

x”)(t)HOO.

De esta forma, el Método de Simpson es de orden de predision

3.3 Meétodos de Adams, Nystrom y Milne

SeanN,m € Nei,r € NU{0} tales qué&;,, ti1r—m € {to,t1,...,tn}. Siguiendo las ideas anteriores, al integrar

la ecuacion diferenciaB(2) entre los nodos; ., Y t;1, S€ obtiene que

titr tiyr

T(tigr) — 2(tigr—m) = / 2/ (t)dt = / F(t,z(t))dt. (3.11)

titr—m titr—m
Dada una solucior(t) de la ecuacion diferenciaB(2), para obtener los valords:y, z1,...,2 5} que aproximen:(t)
en los nodogt, t1, ..., tNn} hacemos lo siguiente: supuesto conocidos los valeses;, . .., x;,—1, para calcular el
valor z; 1, reemplazamos la funcion desconocida f(¢,x(t)) por un polinomio de interpolacioR;(t) en los puntos
t; € A; (dondeA; C {to,t1,...,tiyr}), que tome los valores

Pi(t;) = f5,
donde, con vistas a simplificar la notacién, denotamos

fi = [t 2;).

Como la aproximaciom; . no se conoce, en el caso de gue. € A;, el método serd implicito. Las elecciones concretas
gue vamos a hacer del conjuniq son:

a) A; = {ti,tit1,.-.,tisr—1}, conr € N, que proporcionan métodos explicitos. Notese que el npdo¢ A; y
card(A;) = r.

b) A; = {ti,tix1,...,tixr}, cOnr € N U {0}, que proporcionan métodos implicitos. En este dasp € A; y
card(A;) =r+ 1.

Como se ha dicho anteriormente, denotarefigs) al Unico polinomio de grado menor o iguala- 1 si el método es
explicito, o de grado menor o iguatai el método es implicito, que interpola los valofés;, f;)}, cuanda; € A;. De
esta forma, a partir d&(11), utilizaremos la aproximacion

oltier) ~atirm) = [ Sta®)at= [ R

titr—m titr—m

gue determina el método
"titr
Litr — Lidtr—m — / R(t) dt. (312)

ti+T—nL
Notese que el nimero de pasos del métaddvd) es

o =max{r,m}

(el numero de pasos viene determinado por el miembro deUéeimtp de la igualdad3(12) sir < m, y por el miembro
de la derecha de la mismarsi> m).

a) Los métodos com = 1 se denominaMétodos de Adam#1as concretamente,

i) Métodos de Adams—Bashforhson explicitos.
i) Métodos de Adams—Moultenson implicitos.

b) Los métodos com = 2 se califican como:

i) Métodos de Nystrormsi son explicitos.
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Métodos de Adams, Nystrom y Milne 49

i) Métodos de Milnai son implicitos.

Observacion 3.2 Puesto que los métodos anteriores son multipasosi 1, para inicializarlos se necesitanvalores
iniciales{xg, 21, ...,z,—1} que aproximen los valores exactps(t), z(t1), ..., x(t-—1)}. Por regla general, se toma
xo = & y los valores{z1, 22, ..., 2,—1 } suelen obtenerse a partir de métodos de un nimero inferjgastes.

Veamos, a continuacion, la formula general y los principaksos particulares de las subfamilias de métodos men-
cionados anteriormentei(= 1y m = 2).

3.3.1 Meétodos de Adams—Bashforth

Estos métodos son explicitos y corresponden al caso emgud, » € Ny
A=At tiv1y o tigr—1
por lo que el nimero de pasos de estos métodos es
oc=max{{r,1} =r.

Puesto queP;(t) es el polinomio de interpolacién de la funcignen los nodos del conjuntd;, por laFérmula de
Interpolacion de Lagrangedicho polinomio viene dado por

r—1 r—1
Pi(t) = Z f i, Tivk) Lik(t), = Z Jivk Li(t) (3.13)
k=0 k=0
siendo
r—1
t—tiv;
Lin(t) = [ 7—2
o bitk — litj
J#k
los polinomios basicosn la interpolacion de Lagrange para= 0, 1,...,r — 1 (véase [nfante—Re}]). Notese que para

todog € {0,1,...,r — 1} se verifica que

r—1 i
tor o — i 1sig=k
Lir(tivg) = [ 7;‘%1 — tl_ﬂ_ = .

=0 i+k i+j 0 si q 7é k.
J#k

De esta forma, lobétodos de Adams—Bashfoktienen dados por

ot r—1 ot
Tigr — Tigr—1 = / Pi(t) dt = Z fiJrk/ Lix(t) dt. (3.14)
titr—1 k=0 tigr—1
La equidistancia entre los nodos del conjufp permite que, para cada= 0,1,..., N — r, mediante el cambio de
variable
t =1t; + sh, (3.15)
se tenga

t—tiyj=(s=J)h Y tixk —tiy; = (k= j)h.

De esta forma, denotando

r—1 r
s —
oK(s) = 2 Ly B —/ or(s)ds

. r—1

7=0

J#k
(independientes dg parak = 0,1,...,r — 1, se tiene que

ti+T T
L (t) = Pk (S) y Lik(ﬁ) dt = h/ <pk(s) ds = hf.
ti+7‘71 r—1

Obsérvese que los coeficientg8y, 51, .. ., 5-—1} son independientes de la funcigny del intervalo[to, T; tan sélo

dependen del nimerade puntos de interpolacion. Reemplazando estos valorésef ¢e obtiene el siguiente esquema
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50 Métodos multipaso

Método de Adams—Bashforth der pasos

Pasol zp~¢&

Paso 2 {z1,xs,...,z,_1} calculados mediante otros métodd
Paso3 Para =0,1,...,N —r
r—1
Titr = Tipr—1 + hz B fitk-
k=0

Casos particulares:
a) r = 1. En este casd\; = {¢;} y el Gnico polinomio de grado 0 que pasa par f;) es

por lo que

tit1
Ti+1 — Ty = / Pl(t) dﬁ = hfz
t

i

y se obtiene el Método de Euler (explicito).

b) r = 2. En este casd\; = {t;,t;+1} y el Unico polinomio de grado menor o igual que 1 que pasa(of;) y

(tit1, fiv1) €S

fi fi
Pi(t) = fi + 75— (t = 1),
por lo que
t71+2 ti+2
Tito — Tip1 = / Pi(t)dt = hfi + fl+12h Ji (t—t;)? = hf; + 3f1+;h Ji
tit1 tit1

Se obtiene asi:

Método de Adams—Bashforth de 2 pasos

Pasol xp~&
Paso 2 x; calculado mediante otro métodp

Paso 3 Paraz':(),l,.. N -2

Tita = Tit1 + = (3fz+1 fi)-

c) r=23.

Método de Adams—Bashforth de 3 pasos

Paso 1l zy~¢&
Paso 2 {z1,z,} calculados mediante otros métodas
Paso3 Paraz =0,1,...,N —3

h
Tit3 = Tiqt2 + 5(23f1'+2 —16fir1 + 5fi).

d) r=4.

Método de Adams—Bashforth de 4 pasos

Pasol xp~¢&
Paso 2 {x1,x2,z3} calculados mediante otros métodos
Paso3 Paraz =0,1,...,N —4

h
Tipa = Tip3 + == (55 fixz — 59 fira + 37 fix1 — 9fi).

24

e)r=>=5.

(3.16)

g(3fi+1 - fi)-
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Método de Adams—Bashforth de 5 pasos

Paso 1l zp~¢&
Paso 2 {1, s, 23,24} calculados mediante otros métodos
Paso3 Para=0,1,...,N —5

h
Tits = Tita + ﬁo(1901fi+4 — 2774 fi13 4+ 2616 f; 10 — 1274 f; 11 + 251fi)-

3.3.2 Meétodos de Adams—Moulton

Estos métodos son implicitos y corresponden al caso emguel, » € NU {0} y

A’i = {t’ivt’i+la e 7t’i+T}7

por lo que el nimero de pasos de estos métodos es

] 1sir=0
o=max{r,1} = )
r sir>1.
Puesto queP; (t) es el polinomio de interpolacion de la funcigren los puntogt;, t;11, ..., ti+r }, por laFérmula de
Interpolacion de Lagrangalicho polinomio viene dado por
Pi(t) =Y fltive migr) Lin(t) =Y firr Lix(t), (3.17)
k=0 k=0
siendo
Lt —tiy
Li(t) = ﬁ
j=0 i+k — bit+j
ik
los polinomios basicoen la interpolacion de Lagrange para= 0,1,...,r. De esta forma, lodMétodos de Adams—
Moultonvienen dados por
"tigr G "titr
Tigr — Tipr_1 = / Pi(t)dt = fiyn / Lik(t) dt. (3.18)
titr—1 k=0 titr—1

El cambio de variable3(15 determina que

§=0
J#k
parak = 0,1,...,r, verifiquen que
titr
Lie(t) = ¢r(s) ¥ Lir(t) dt = hp.
titr—1

Reemplazando estos valores &riL§) se obtiene el esquema numérico

Método de Adams—Moulton der > 1 pasos

Paso1l xp~¢&
Paso 2 {x1,zs,...,z,—1} calculados mediante otros métodas

Paso3 Para =0,1,...,N —r

T
Tiyr = Tigr_1+h E B fitk-
k=0

Casos particulares:
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a) » = 0. Se trata de un caso especial en el que el nimero de pasdsdifiere der. En este casd\; = {¢;} y el Gnico
polinomio de grado 0 que pasa {@y, f;) es
por lo que
ti
Ty — Tj—1 — Pz(lf) dt = hfl
ti—1
y se obtiene el Método de Euler implicito.

b) r = 1. En este casd\; = {t;,t;+1} y el Unico polinomio de grado menor o igual que 1 que pasa(of;) y
(tit1, fi+1) es el dado en3(16). Por tanto,

tiv: ti+1
S :/ Pu(t)dt = hfi + Jir1 — fi (t— 1,)? Jfir1 = fi fz
t

h
o7 =hfi + o §(fi+1+fi)

ti

y se obtiene el Método del Trapecio.

c)r=2.

Método de Adams—Moulton de 2 pasos

Pasol zo~ &
Paso 2 z; calculado mediante otro método
Paso3 Para =0,1,...,N — 2

Tivz = Tiy1 + 5 A (5fz+2 + 8fiy1 — fi)-

d) » =3.

Método de Adams—Moulton de 3 pasos

Pasol zo~ &
Paso 2 {z1,z2} calculados mediante otros métodos
Paso3 Para =0,1,...,N —3

Tivs = Titz + o i 1 Ofirs +19fiv2 = 5fiv1 + fi).

e)r=4.

Método de Adams—Moulton de 4 pasos

Pasol zp~ &
Paso 2 {x1,x9,x3} calculados mediante otros métodos
Paso3 Parai=0,1,...,N —4
Tita = Tit3 + 720 (251 fiva +646fi43 — 264fi 10+ 106fi11 — 19fi).

3.3.3 Métodos de Nystrém
Estos métodos son explicitos y corresponden al caso emgee, r € Ny
Aj = A{tistigr, - tigr—1},
por lo que el nimero de pasos de estos métodos es

2sir=1

r Sir>2.

o=maxXr, 2} = {
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Al igual que en los Métodos de Adams—Bashforth, el polinod@adnterpolacion?; (t) de la funciénf en los puntos
{ti, tit1, i+r—1} vViene dado en3.13. De esta forma, lobétodos de Nystrorse obtienen a partir de la relacion

tiyr itr
itr —aira = [ Z fik / Las(t) dt. (3.19)
ti+r—2 titr—2

El cambio de variable3(15 determina que

parak = 0,1,...,r — 1, verifiquen la relacion

it
Lik(t) = ¢r(s) ¥ / Lix(t) dt = hp.
titr—2

Reemplazando estos valores 8rQ) se obtiene el siguiente esquema

Métodos de Nystrom der > 2 pasos
Pasol zp~¢&

Paso 2 {z1,x2,...,z,—1} calculados mediante otros métodas

Paso3 Paraz =0,1,...,N —r
r—1

Titr = Tigr—2 + hz B fitk-

k=0

Casos particulares:

a) » = 1. Se trata de un caso especial en el que el nimero de pasdasdifiere der. En este casd\; = {¢;} y el Gnico
polinomio de grado 0 que pasa {ay, f;) es

Pi(t) = fi,

por lo que

tit1
Tipl — Ti—1 = / Pi(t)dt = 2hf;

ti—1

y se obtiene el Método del Punto Medio.

b) » = 2. En este casd\; = {¢;,t;+1} Y el Unico polinomioP;(t) de grado menor o igual que 1 que pasa (@arf;)
(tit1, fi+1) es el dado en3(16). Por tanto,

tit2
—ohfi+ Jir1 — fi fl

. - tit2 . B - f1+1 fz o |
Tiyo — Ty = Pi(t)dt = 2hf; + (t—t) o =2hfit1
t t;

1- 2h

y vuelve a obtenerse el Método del Punto Medio.

c) r=23.

Método de Nystrom de3 pasos
Pasol xp~¢&

Paso 2 =z, zs calculados mediante otro métoda

Paso3 Paras =0,1,...,N —3

h
Tiy3 = Tit1 + o (7f1+2 2fiv1+ fi)-
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3.3.4 Meétodos de Milne
Estos métodos son implicitos y corresponden al caso emgue2, r € NU {0} y
Ai = {ﬁi,ﬁi+1, “ee 7ﬁi+7-}7

por lo que el nimero de pasos de estos métodos es

i 2 sire{0,1}
o =max{r,2} = )
r Sl r>2.

Al igual que en los Métodos de Adams—Moulton, el polinomioimterpolacionP;(t) de la funciénf en los puntos
{ti,ti+1,-..,titr—1} viene dado en3.17). De esta forma, loMétodos de Milnese obtienen como

"tigr TR "titr

Tigr — Tipro = / Pi(t)dt = fiyn / Lix(t) dt. (3.20)
titr—2 k=0 titr—2

El cambio de variable3(15 hace que

parak = 0,1,...,r, cumplan la relacién

titr
Lik(t) = Sﬁk(s) Yy / Ly (t) dt = hp.
titr—2

Reemplazando estos valores &8r2() se obtiene el esquema numérico

Método de Milne der > 2 pasos

Paso1l xp~¢&
Paso 2 {z1,zs,...,z,—1} calculados mediante otros métodas

Paso3 Parai=0,1,...,N —r

T
Tigr = Titr_2+h E B fitk-
k=0

Casos particulares:

a) » = 0. Se trata de un caso especial en el que el nimero de pasdasdifiere der. En este casd\; = {¢;} y el Gnico
polinomio de grado 0 que pasa for, f;) es

por lo que
ot;
Ty — Xj—2 :/ R-(t) dt = 2hf;,

ti—2

de donde se obtiene

Método de Milne de2 pasos

Pasol xp~¢&
Paso 2 z; calculado mediante otro método

Paso3 Parai=0,1,...,N —2
Tiyo = T + 2R figo,

gue es, precisamente, la unién de dos Métodos de Euler itoplindependientes, sobre un conjunto de nodos tem-
porales de pasdh: uno de ellos comenzando éncon valorz, y otro comenzando efy con valorz;. Se obtienen
asi dos conjuntos independientes (uno por cada Método @e iEglicito) que constituyen la aproximacion numeérica
buscada:

{ {xo,x2,24,...,xN} Y {x1,23,25,...,2Ny-1} SIN es par

{IE07ZE2,IL’4,...,Z'N,1} y {$1,$3,$5,...,.TN} SiNeSimpar
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b) » = 1. Se trata también de un caso especial en el que el nUmero degas 2 difiere der. En este casd\; =
{ti,ti+1} Yy el tnico polinomiaP;(t) de grado menor o igual que 1 que pasa por los puitos;) ¥ (ti+1, fir1) es el
dado en 3.16). Por tanto,

e fiv1— [ e
Tit1 — i1 = / Py(t)dt = 2hf; + # (t—t)?  =2hf;

t7171 ti—1

y vuelve a obtenerse el Método del Punto Medio. Notese questercaso, el término d&,, ha “desaparecido” en el
proceso de integracion, por lo que este método resulta pécies.

c) r € {2,3}. Se obtiene eéétodo de Simpsaronsiderado en la Secci@n2.2(compruébese).

Observacion 3.3Nétese que cuandoe {0, 1,2, 3} se obtienen métodos dgasos. Puesto que para= 1y r € {2, 3}
se obtienen, respectivamente, el Método del Punto MedidMéebdo de Simpson, se suele denominar Método de Milne
de2 pasos el correspondiente al vator= 0. g

Observacion 3.4

a) Hay que puntualizar que, aunque en las formulas geneatalles métodos anteriores aparecen coeficieftetal y
como se ha visto, estos toman, en general, valores diséntoada una de ellas.

b) Aunque tedricamente pueden considerarse Métodos deAdystrom o Milne con un mayor nimero de pasos, en la
préactica no suele hacerse debido, fundamentalmente, ag@egresiones de las férmulas van siendo méas complicadas
a medida que aumenta el nimero de pases.

El andlisis de la convergencia de los Métodos de Adams, BlysgrMilne se vera en la siguiente seccion, como casos
particulares de una familia mas general de métodos muitipas

3.4 Métodos multipaso lineales

3.4.1 Preliminares

Todos los métodos multipaso estudiados hasta ahora (yadgignos monopaso) son parte de una familia de métodos
mas generales que se denominadtodos lineales depasosen los que la formula general es del tipo

ZakziJrk = hZﬂkfi+k (3.21)
k=0 k=0

parai = 0,1,..., N —r, donde los coeficientegv. }}._, ¥ {5k }}_, Son independientes deh y f y se supone que
ar #0Y |aol +|Bo] > 0. (3.22)

Estos métodos se califican como lineales gasos puesto que ;. es combinacionlinealde  r Y fi+x = f(titk, Titk)
parak =0,1,...,ry, paracalcular; ., Se necesitan conocer losalores anteriore§e;, €41, . . ., Z;4r—1 . El €SQUe-
ma numeérico de estos métodos es:

Métodos lineales de- pasos

Paso1l xp~¢&
Paso 2 {x1,zs,...,z.—1} calculados mediante otros métodas

Paso3 Para =0,1,...,N —r

T T
Zak$i+k = hZﬂkfi+k-
k=0 k=0

(3.23)

Observacion 3.5

a) El Método de Euler y el resto de-Métodos, estudiados en el Capit@lcson casos particulares de métodos lineales
de un paso. En cambio, los Métodos de Taylor y de Runge—Katsan, en general, métodos lineales.

b) Noétese que el método multipasbZ3 no cambia si se multiplica cada miembro de la igual@a@l) por una constante
no nula. Por eso, en la practica, suele tomasse- 1.
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¢) Las condiciones dadas eB.Z2) eliminan métodos “aparentemente” dgasos que, en realidad, son de un nimero
inferior de pasos. Por ejemplo, el método
Tiyo = Tit1 + hfiva
es, en realidad, el Método de Euler explicito
Tit1 =z + hfi

d) Para poder aplicar el método multipa8d®@ es necesario inicializarlo con logprimeros valore$zo, z1, . .., -1}
El problema de valor inicial3.1) nos proporciona el valar, ~ &, y losr — 1 valores restante§ry, x2, ..., 2,1}
suelen obtenerse mediante otros métodos (como los de Haldor, Runge—Kutta,...) con el orden de precision
adecuado en funcion del orden del método multipaso. Puestestos valores son aproximados, llevan asociados un
errory, por tanto, no es de esperar que el mét8dd converja si se ha hecho una mala eleccién de los mismes.

Se distinguen dos tipos de métodos-desos:

a) Explicitos cuand . En estos métodos se verifica que

r—1 r—1
O Tivr + Y okTivk =0 Brfitk,
k=0 k=0
por lo que se puede despejar.,. en términos de los valores anteriore$x;, z;+1,...,Z;y-—1}. Se tiene asi el
siguiente esquema
Lo, L1y ooy Tp—1 dados
—1
15 (3.24)
Tigr = Q—TZ (—oxik + hBefirk), i=0,1,...,N —r.
k=0
b) Implicitos si| 8, # 0|. Puesto que
r—1 r—1 r—1
O Tipr + D oxTipk = hBrfise +h Y Brfirk = hBrf(tivr Tige) +h Y Brfirn,
si consideramos ) )
< < hBrf(tiyr,n) + hB — A
> akwivk, B=Y_ Brfiyr ¥ ¢(n) o : (3.25)
k=0 k=0
se verifica que
Tipr = Y(Titr) (3.26)

y, por tanto, el valor; .- se obtiene como punto fijo de la funcign Si la funciénf es lipschitziana en la segunda
variable de constante de Lipschiiz> 0, se tiene que la funcin es, también, lipschitziana con constante de Lipschitz

A MIBIL

|ovr |

(compruébese). De esta forma, para pasesrificando

0<h<dorl (3.27)

se verifica que) es, de hecho, una funcion contractiva por lo qu@ezrema del Punto Fijo de Bana¢héase el
Teorema2.2) garantiza la existencia de un unico puntq, € R™ verificando 8.26. Ademas, el punto fija:; ., se
obtiene como limite de la sucesién

[0

x; JAT arbitrario
(3.28)
1

zz['f; = ) (xki) , ¢ € NU{0},

es decir,
Tiry = lim 2l
itr grfoo T’
y se tiene la siguiente estimacion del error de truncamiento
[q] AT o)
‘ xi(-lf—r = Litr < 1-A ‘ Livr = Ligp

para today € N.
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Notacion 3.6 Puesto que un método lineal depasos puede caracterizarse mediante las secuencias daecoesi
{ag,a1,...,a,}Y{Bo, b1,...,B}, vamos a considerar los polinomios

o(z) = Z apz® y o(z) = Zﬂkzk
k=0 k=0

y denominaremogp, o )—-Métodoal método multipaso considerado éhq3. Nétese que es un polinomio de grado
(puesa, # 0) y o es un polinomio de grado menor o igual quésdlamente tiene gradocuando el g, 0)-Método es
implicito). o

3.4.2 Consistencia y orden de precision de los métodos

Tal y como se ha comentado en la Observaéidnel (o, o)—Método 8.23 es equivalente &luo, no)—Método que
se obtiene, a partir del anterior, multiplicandolo por unastante: € R\{0}. Siguiendo la filosofia empleada hasta el
momento sobre los errores locales de truncamiento, puasto q

%Zakm(t—i—kzh) ~ 103" Bif (¢ + kh, a(t + kh)) (3.29)
k=0 k=0

para toda € [tg,T), veamos coOmo debemos elegir el paramgtpara que la expresioR 29 converja a’(¢) cuando
h — 0. Puesto que

lim <uZﬂkf(t + kh,a(t + kh))) = 1Y Brf(t,a(t) = po(L)a (¢),
k=0 k=0

basta tomar .
")
en el supuesto de que
o(1) #0. (3.30)

Tal y como se verd mas adelante (véanse las Observaddiigs3.43), la condicion 8.30 es necesaria para la conver-
gencia del g, o)-Método. Puesto que los métodos convergentes son los Gnfeassantes desde el punto de vista de las
aplicaciones, en todo lo que sigue (salvo que se explicteritrario) supondremos, por tanto, quéglb )-Método (3.23)
verifica la hipétesis3.30).

Los comentarios anteriores motivan la siguiente definicién
Definicién 3.7 Para un(p, o)—-Método (.23 que verifica 8.30) se tiene que:

a) Elerror local de truncamientor(t, k), asociado a una soluciande la ecuacion diferenciaB(2) a partir del instante
t € [to,T), viene dado por

T

1 Z Ozk:C(t + kh) = ﬁ iﬂkf(t + khvx(t + kh)) + T(ta h)? he (0’ ¥:| '
k=0

ho(1) —
Es decir,
(t.h) = hol(l) k; (et + kh) — hBuf(t + kh, a(t + kh)))
R ' r—t
= ho (D) kz:% (arz(t + kh) — hBra'(t + kh)), h € (0, - ] .

b) Elerror local de truncamientasociado a la solucianes la funciorr : (0, @] — R dada por

T(h) = 2 t,h)ll. 3.31
T(h) = max (@RIl o (3.31)

Vamos a introducir, a continuacion, las nociones de carsis y orden de precision de un método multipaso lineal.

Definicién 3.8
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a) Dada una funcioif : [to, 7] x R™ — R", el (g, 0)—Método (.23 esconsistente con la ecuacion diferencfal?2) si
el error local de truncamientdado en 8.31) asociado a cualquier soluciande dicha ecuacién tiene la propiedad
de que
lim 7(h) = 0.
hanoT( )=0
Ademas, se dice que &), 0)-Método (.23 es deorden de precisiop € N para la ecuacion diferencidB.2) si para
cualquier solucién: de dicha ecuacion se verifica que

7(h) = O(hP).

b) El (o, 0)-Método (.23 esconsistentssi, para todg € C([to, T] x R™; R™), se verifica que o, 0)—Método 3.23
es consistente con la ecuacion diferencial) Ademas, el g, 0)—Método 3.23 es deorden de precisiép € N si,
paratodaf € CP([to, T] x R™;R™), se verifica que dlo, o)—-Método @.23) es de orden de precisigrpara la ecuacion
diferencial 8.2). o

Observacion 3.9 Obviamente, sf € C?([ty, T] x R™; R™), todo método multipaso de orden de precigién N para la
ecuacion diferencial3(2) es consistente con dicha ecuacion, pues

7(h) = O(h?’) — 0 cuandoh — 0. o

Observacion 3.10La funciénr(t, h) esta definida para tod@, h) € U (es decir,r : U — R™), siendod C R? el
conjunto (véase la Figural)

U={(th)eRZ: h>0,tt+rhelto, T = | {t)x (ob] = U T x{h} o
t€[to, T A he(mﬂ]
(3.32)

Figura 3.1:Conjuntol/.

Claramente, sf € C([to, T] x R™; R™), la funcionr € C(U) (por ser composicion de funciones continuas) y, como
se ha definido anteriormente,

T

> (aka(t + kh) — hBal (t + kh)). (3.33)
k=0

r(t h) = %(1)

Veamos bajo qué condiciones puede extenderse por corathladlefinicion de (¢, h) ah = 0.

Lema 3.11 Seaf € C([to,T] x R";R™) y z(t) una solucion arbitraria y no idénticamente nula de la ecéaci
diferencial(3.2). Una condicién necesaria y suficiente para qie h) € C(U) es quep(1) = 0, en cuyo caso

7(t,0) = (g((ll)) - 1) ' (t), t € [to, T
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DEMOSTRACION  Por serf € C([to,T] x R™;R™), por el Teoremal.18 se tiene quer € C'([to, T];R™). Por lo
comentado anteriormente, basta demostrar la continuieléal fdincionr (-, -) cuandoh = 0. Para ello, dad@s, 0) € U
veamos bajo qué condiciones existe el limite

lim t,h 3.34
<t,h>ﬁ<s,o>7(’ ) (3.34)
(t,h)eU
en cuyo caso, bastaria definir
0)= lim t,h). 3.35
7(5,0)= MM r(h) (3.35)
(t,h)eU

A partir de la relaciéng.33), desarrollando por Taylat(¢ + kh) en torno az(t), se tiene que

T(t,h) = hgl(l) kZ:O (agz(t + kh) — hBpa'(t + kh))
. (x;):(éé)
= hol(l) Z ag | z(t) +k (@ )(Ck) h | — hBra'(t + kh)
k=0
(@) (¢)
. (»’c;):(@§ ) . (3.36)
1 ag | z( Zkak (@ (Ck) fLZﬂkxl(tnLkh)
ho(1) \ & (1) &
’ Y () ’
(:c;)j(ék) .
_ hé;((l) Z b | @G0 | ﬁZﬂkx’(tnLkh),
=Y () B

dondeg,{ € (t,t + kh) parak = 0,1,...,ryj =1,2,...,n. Dado quer # 0, existet € [to,T) tal quex(t) # 0. Por
tanto, la condicion necesaria y suficiente para que existaité (3.35 es queo(1) = 0, en cuyo caso,

i ¢(1) /
(tv(’tl;:l—)r%;}O)T( ) <Z koék) <Z ﬁk) (0(1) - 1) z'(s)

(téngase en cuenta qué 1) Z kapy o Zﬁk) o

Veamos ahora bajo qué condiciones se tiene la continuidaffdesnh = 0.

Lema 3.12 Seaf € C([to, T] x R™;R™) y z(t) una solucion arbitraria y no idénticamente nula de la ecéaci
diferencial(3.2). Una condicién necesaria y suficiente para gue C ([0, @}) es quep(1) = 0. Ademas, en tal
caso, se verifica que

-1

max ||z’ (t)]].
X ' (t)]]

DEMOSTRACION

Supongamos que(1) = 0. Por el Lema&.11se tiene que(-,-) € C(U). Para demostrar que-) es continua, basta
observar que para ¢ [ , T’t“] arbitrario se tiene que

T(t,ﬁ)H)z max_{|7(t,h)|| = 7(h)

lim  7(h) lim max _
h—h hﬂht] te(to, T—rh) t€[to,T—rh]

fic(0, 2=t0] he(0, 5t

Puesto que € C ([0, Z=2]), en particular7(-) es continua ek = 0'y, por tanto,

7(0) = lim 7(h) = [im max ||7(t,h)|] | < +oo. (3.37)
h—0 h—0 t€(to, T—rh]
he(0,7510] he(o, 750
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Ahora bien, segun se ha visto €h36), se tiene que

" N ACRCey ,
_ ed 1 @)'(G) | _ 1 /
T(t,h) = ho (1) z(t) + e > kay, ) B! (t + kh). (3.38)
k=0 ATl k=0
(") (¢k)
Puesto que: # 0, existet € [tg, T) tal quex(t) # 0. Por tanto, de3.38) se deduce qug(1) = 0 ya que, en caso
contrario
[|7(t,h)|| = +o0 cuandoh — 0,
lo que contradice3.37).
Por ultimo, sig(1) = 0, de las relaciones3(37) y (3.38) se deduce que
— . L - Ty 1 ¢ / X o'(1) _ 4 /
7(0) = méx || = ;} k! (t) = 5 gﬂkx O = | o) =Y néx, 'Ol o

El siguiente resultado caracteriza cuanddai)—Método es consistente, en términos de los polinogl(iepy o(z).

Teorema 3.13El (p, 0)—-Método(3.23 es consistente si, y s6lo si,

0o(1) =0y (1) =0(1), (3.39)

es decir, si se verifica que

Zak =0 y Z(kak *Bk) =0.
k=0 k=0

DEMOSTRACION La consistencia déb, o)—Método (.23 equivale a demostrar que para tqta C([tg, 7] x R™; R™)
y toda solucién: de la ecuacion diferenciab(2) se verifica que

ilzanoT(h) =0.
Utilizando el Lema3.12, esto es equivalente a:
o(1) = 0 (para que exista el limite) o(1) =0 0(1)=0
7(0)=0 @ ) 1| max ||2'(t)|| =0 = o(1)=0c(1)
a(1) tE[to, T o F

Veamos, a continuacion, una caracterizacion dédos)—Métodos de ordep:

Teorema 3.14El (o, 0)-Método(3.23 es de orden de precisigne N si, y s6lo si, se verifica que

co=c1=--=¢p=0, (3.40)
donde .
co=0(1) = Zak
k=0
aa=01)—o(l)=) (kar— B (3.41)
_ k=0
CJ = TZ (kak _jﬁk)kj 1) J]= 2735
T k=1

Ademas, si elp, o)-Método(3.23) tiene orden de precisiope Ny f € CPT1([to, T] x R";R"), el error local de
truncamiento asociado a una solucié(t) de la ecuacion diferencigB.2) a partir del instantet € [ty, T) viene
dado por

7(t,h) = %hpxp“)(ﬁ) +O(hPH). (3.42)

g
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DEMOSTRACION Con vistas a simplificar la demostraciéon (y también paréficar la Definicion3.15 que se dara
posteriormente), supondremos gfies CP*1([to, 7] x R™;R") (el casof € CP([tp,T] x R™;R™) se puede hacer de
manera analoga tal y como se indica en la Observation. Seax € CP*2([to, T]; R") una solucion arbitraria de la
ecuacion diferencialB(2) y t € [to, T') arbitrario. Por definicion,

T

7(t,h) = ey kz:;) (apz(t + kh) — by (t + kh))

para todd: € (0, Z=L]. Desarrollando por Taylor, para todo= 0,1, ..., r se tiene que
B (kh)P (kh)P+i \ 5
z(t +kh) = z(t) + kha'(t) + - + Txp) (t) + m:ﬂ”* )(t) + O(hPt2)
p—1 P
o (t+kh) = 2'(t) + kha' (t) + -+ + %wm (t) + (]“L')wpﬂ)(t) + O(hPth),
es decir,
p+1 j
ot + k) = S B 0 4o+
=0
p+1 j—1
Pt kh) = ((k,h) ; 29 (t) + O(RP*1).
(5 —1)!
j=1
Por tanto,

r ptl j J=1\
(t,h) = Z{akxwz(ak ¢ hﬂk%>z”<t>l+o<hp*l>

ho(1) &= 3! (J
1 i r r p+1 1
= t) + = (kag — jBr) K R 2 (t) | + O(hPH
ho (D) kzoakx() kzzo;ﬂ (kay — jBk) a?(t) (hP77)

1 : Ay ) A R .
~ ho(1) < Oak> x(t) +; (ﬁ > (kak — jBk) K )h]l‘”(t)] +O(h"™)

L \k= " k=0
| i ARG
= %0 cox(t) + 3 ehiad) (1) | + O(hr*) = =y S eihiad) (t) + O(h7*Y)
L =1 =
1
~o(D) (Sat) + 12 () + - + b 2P (1) + pa TV (1)) + O ).

Si el (o, 0)-Método es de orden se tiene qu&(h) = O(h?) y, por tanto,
|7 (¢, h)[| = O(R?),
por lo que, al seff una funcién arbitraria, debe verificarse40).

Si se verifica 8.40 entonces se da la relaciof.42, de donde se deduce q@éh) = O(hP) y, por tanto, el
(0,0)—Método es de ordem o

Definicion 3.15 Si ¢,+1 es el primer coeficiente no nulo de los definidos @A), se denominaonstante de errodel

(0,0)—-Método 3.23 a la cantidad

Corror = X2
error 0_(1) a

Observacion 3.16Por el Teorema.14 si el (o, 0)—Método §.23 es de ordep € N entonces, paratodac C**2([to, 1)
solucion de la ecuacion diferencial §), se verifica que

> aga(t+kh) = b B! (t+ kh) + cppr BP0 (1) + O(hPF2)
k=0 k=0

paratoda € [ty,T) conh > 0 suficientemente pequerio (en concreto, fijado[ty, T') debe tomarse < h < %).
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Observacion 3.17La demostracion del Teoren®al4 se puede realizar, de forma anéloga, cuafidan solo tiene la
regularidadf € C?([to, T] x R™;R™). En efecto, basta observar que, en tal caso, se obtiene

T@hy:—L-Cﬁﬂw+cmxw+u-+%MPu@ag

a(1) \ h
ol (e !
_mz ko, (z)(Ck) —(p+1)B (z)(k) kP hP
(@)D (G (@)D (97)

dondeg,{,ﬁ?; € (t,t+ kh) parak =0,1,...,7yj=1,2,...,n (compruébese). o
Observacion 3.18Una consecuencia inmediata de los TeoretnaSy 3.14es:
El (o, 0)-Método B.23 es consistente= ¢y = ¢; =0 < El (p,0)—-Método 8.23) es de orden.
Es decir, en e(p, 0)-Método 3.23 se da la siguiente equivalencia:
Para todg € C([tg, T] x R™; R") se verifica quehli(??(h) =0
& Paratodaf € C!([to, T] x R™; R") se verifica quer(h) = O(h). o

Ejemplo 3.19 Determinemos los 6rdenes de algunos de los métod@gdsos considerados en la Seccd Recor-
demos que, por3(41), se tiene que

Co = 9(1)
a=0(1)-o()

1 . . - .
KA (a1 = b1+ (200 — jB2)271), j > 2.

a) Método de Adams—Moultonde 2 pasos: Puesto que
as=1,a01=-1,ap=0 = Q(z):Zakzk:,ZQ—z:z(z—l)

5 1
B2 = 12’ B = 3 ﬂo 1 Zﬂkz (52% 4+ 82 — 1),

se verifica que (compruébese)

co=c1=cpg=c3=0Yy =5
por lo que el Teorem&.14 determina que el Método de Adams—Moulton de 2 pasos tierendrdAdemas, como
o(1) =1, la constante de error del Método de Adams—Moulto@ gasos es

Cqy 1

Cerror = m = ﬂ

b) Método de Simpson Puesto que

ar=1, 01 =0, 00=-1 = oz Zakz =221
1 4 1
62:§361:§7B0:§ Zﬁkz (2 +4Z+1)

se verifica que (compruébese)
—c1=Co=ca=c4 =0 -
Cp =C1 =C2=1C3=2C4 Y ¢s 90
por lo que el Teorema.14determina que el Método de Simpson tiene orden 4 (recuérieseste resultado ya se
habia obtenido en la Subsecci®.?. Ademas, come (1) = 2, la constante de error del Método de Simpson es

Cs 1

Cerror = m @ O
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3.4.3 Convergencia de los métodos

Supongamos que el problental) admite una Gnica solucién (para ello bastaria, tal y comacsen el Capituldl,
que la funciénf fuese continuay lipschitziana en la segunda variable)aEetcién anterior se han obtenido condicio-
nes sobre los coeficientes de los polinomi¢s) y o(z) para que ur(p, o)—Método aproxime localmente la ecuacion
diferencial 8.2) pero al aplicar e{p, o)-Método, ¢,se aproximara globalmente la (Unica) solucibprdélema de valor
inicial (3.1)? Con vistas a responder a esta cuestion, introducimoslémde convergencia en un método multipaso.

Definicion 3.20

a) Dada unafuncioffi : [a,b] xR™ — R™, el (g, 0)—-Método @.23 esconvergente para el problema de valor inic{al 1)
(supuesto que admite solucion Unica) si el error de digaeitin global absoluto tiene la propiedad de que

li h) =
hILnOE( ) =0,
supuesto que
max }||€Z-(h)|| — 0 cuandoh — 0. (3.43)
1

i€{0,1,...,r—

b) El (o, 0)—Método B.23 esconvergentesi para toda funciorf € C([a,b] x R™;R™) y lipschitziana en la segunda
variable se verifica que ¢b, 0)—Método (.23 es convergente para el problema de valor inidal){ o

Introducimos, a continuacion, un resultado técnico quizatemos en la demostracion del Teoredna3

Lema 3.21 Las sucesionefr; }52, C C solucion de la ecuacion en diferencias lineal homogénea
T
> arwipr=0,i=0,1,2,... (3.44)
k=0

forman un espacio vectorial sob& Ademas,
a) Siu € C esraiz del polinomi@(z) (es deciro(u) = 0), se verifica que ' }2°, es solucidn d¢3.44).

b) Sip € C\{0}yv € C\{0} son raices distintas de(z), se verifica qug ‘' }°, y {v*}22, son dos soluciones
linealmente independientes (f44)

c) Siu € C\{0} es raiz doble del polinomia(z) (es deciro(pn) = o'(1) = 0), se verifica que 1 }5°, e {ip}52,
son dos soluciones linealmente independientds de).

DEMOSTRACION  Si{z;}2, C Ce{y;}2, C C son soluciones de la ecuacion en diferenctaé4) y consideramos
2; = Ax; + By; paratodoi € {0,1,2,...}

con A, B € C arbitrarios, se verifica que

T T T
E opzipr = A E arTiyp + B g arYirr = 0,
=0 k=0 k=0

lo que prueba quéz; }32, es solucion de3.44). Por tanto, el conjunto de soluciones de la ecuacion enetitéas 8.44)
es un espacio vectorial sole

a) Sio(u) = 0, tomandar; = u¢ en (3.44), se verifica que

r r T
S akwipr =Y app ™ = pty ot = plo(u) =0,
k=0 k=0 k=0

por lo quer; = u* es solucion de3 44).

b) SiA, B € C son tales que _ _
Ap' + Bv* =0 paratodoi € {0,1,2,...}
los dos primeros indices= 0 ei = 1 conducen al sistema lineal

A+B=0 B=-A
=
Ap+Br =0 A(p —v) =0,
de donde se deduce qde= 0 (yaquey # v)y B=—A = 0.
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c) Sio(p) = o' (1) = 0, tomando ahora; = i’ en (3.44), se verifica que

> anmipe =Y agli+ k)t =gt (2 PILESY kaw’“”) = ' (io(n) + pe (1)) = 0,
k=0 k=0 k=0 k=0

por lo quex; = iu' es también soluciéon de3@4). Ademas, las solucione§u}°, e {iu'}, conu # 0 son
linealmente independientes, ya quedsiB € C son tales que

Ap' + Bip' = 0 paratodoi € {0,1,2,...}

se verifica que _
(A+ Bi)u' =0 paratodo: € {0,1,2,...}

de donde se deduce (basta considerar los dasdsei = 1) queA =B =0. ¢

Observacion 3.22La dimensién del espacio vectoriél que forman las soluciones de la ecuacion en diferenciaal line
homogéneai 44) es

dim (V) =r—s,
siendos la multiplicidad dex = 0 como raiz dey(z) (de esta forma, en los casos en los gue 0 no sea raiz de(z), se
verifica quedim (V) = 7). o

Se tiene el siguiente resultado, que relaciona la conveig@ede un(p, o)-Método con su consistencia y orden:

Teorema 3.23 Si el(p, 0)—Método(3.23 es convergente entonces es consistente y de orden de@nécisdemas,

se verifica quer(1) # 0.

DEMOSTRACION A la vista de los Teoremas 13y 3.14, todo se reduce a probar quél) = 0y ¢'(1) = o(1) # 0.
Dividimos la prueba de estas afirmaciones en tres etapas:

1) o(1) = 0. Consideramos el problema de valor inicial

oz cha

cuya solucién es(t) = 1. El (o, 0)—Método (.23 aplicado al problema anterior conduce a la ecuacion enetife
cias @3.44). Tomando como datos iniciales los valores

z;=1,1=0,1,...,r—1,
por ser el(p, 0)-Método convergente, se verifica que

e(hy= max |z(t;) — x| = max |1 — 2;] — 0 cuandoh — 0,
i€{0,1,...,N} ie{r,r+1,...,N}

lo que obliga a que
r; — 1 cuandoh — 0

parai =r,r + 1,..., N. De esta forma, la relaciéf (44) determina, haciendo tender— 0, que
o(1) => ap =0. (3.46)
k=0

2) ¢'(1) # 0. Supongamos qug (1) = 0y derivemos una contradiccion. Para ello, consideramosobl@ma de valor

inicial )
{ 2'(t) =0, t € [0,1] (3.47)
x(0) =0,

cuya solucién eg(t) = 0. El (o, 0)—Método @.23 aplicado al problema anterior conduce de nuevd.44. Como
estamos suponiendo que

i: kar = o' (1) =0, (3.48)
k=0
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por el apartado 1) se verifica que= 1 es raiz de(z) con multiplicidad mayor o igual que 2. De este modo

son dos soluciones linealmente independientes de la @écuaai diferencias lineal y homogénea44) (véase el
Lema3.21y la Observacior.24). Por tanto, como las soluciones de44) forman un espacio vectorial, se tiene que

también es solucion de dicha ecuacién. Puesto que los dét@des
xz;=1th,1=0,1,...;,r—1

verifican que

max  |x(t;) — x| = max  ith = (r—1)h — 0 cuandoh — 0,
i€{0,1,...,r—1} i€{0,1,...,r—1}
se debe cumplir que
e(h)= max |xz(t;) — z;| = 0 cuandoh — 0,
1€{0,1,...,N}

por ser el(p, 0)-Método convergente. Sin embargo, lo anterior no se cuplgue

e(h)= madx ih=Nh=1+ 0 cuandoh — 0.
i€{0,1,...,N}

3) ¢'(1) = o(1). Para ver que la cantidad

(1) —o(1) =) (kay — Bk)
k=0
es nula, consideramos el problema de valor inicial
2(t)=1,te[0,1
© 0.1] (3.49)
z(0) =0,

cuya solucion eg(t) = t. El (o, 0)—-Método (.23 aplicado al problema anterior conduce a la siguiente egnan
diferencias lineal no homogénea (véase, de nuevo, la Cizsén3.24)

o, T1,...,Tr—1 dados
r r 3.50

S i = hS Be i =01, N —r (3:50)

k=0 k=0
Veamos cOmo hay que elegire R para que

x; = vih
sea una solucion de la ecuacion en diferencias no homogéineh Puesto que
> akwivk =hy Y ok(i+ k) =y <zz ak+ Y kak) = hy (ie(1) + ¢'(1)) = hve' (1)
k=0 k=0 k=0 k=0
(véase §.40), se tiene que
- - / o(1)
S ki =hY Br & hyd(1) =ho(l) & =~
k=0 k=0 o'(1)
(nétese que, por el apartado 2), la constangsta bien definida). Por tanto, tomando como valores ieigial
1
2 = U/( ) ih =01, 1,
o'(1)
puesto que; = ih, se verifica que
1 1
max  |z(t;) — x| = max 1-— o(1) ith = ‘1 o(1) (r —1)h — 0 cuandoh — 0
i€{0,1,...,r—1} i€{0,1,...,r—1} o' (1) o(1)
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o(1)
o'(1)
Ahora bien, dado que ép, o)—-Método convergente, debe cumplirse que

e(h) = max |x(t;) — x| =
i€{0,1,...,N} i€{0,1,...,N}

-} 58]

g(h) — 0 cuandoh — 0,

lo que obliga a quegl(—l) =1y, portantoo’(1) = o(1).

o'(1)
Finalmente, los apartados 2) y 3) determinangie = ¢'(1) #0. o

Observacion 3.24Las ecuaciones consideradas @d{) y (3.50 son casos particulares de las denominadaaciones
en diferenciasEl lector interesado en un estudio detallado sobre estedépecuaciones puede consultar, por ejem-
plo, [Fernandez—Vazquez—\Vegds o

Observacion 3.25

a) A la vista de la demostracion del Teorema3 basta pedir que dlo, o)-Método (.23 sea convergente para los
problemas de valor iniciaB(45), (3.47) y (3.49 para obtener que €b, 0)—Método anterior sea consistente y de orden
de precision.

b) Siel(o,o)—Método .23 es convergente, como se ha visto en el Teore3 se verifica que (1) # 0. Consecuen-
temente, como comentamos al comienzo de este capitlilp,# 0 es una condicidn necesaria para la convergencia
del (o, 0)-Método. o

3.4.4 (—-estabilidad de los métodos

A partir del Teorema&.23se tiene que la consistencia es una condicidn necesaritapamavergencia. Cabe pregun-
tarse si sera, también, una condicidn suficiente para la aikarespuesta es negativa, como lo pone de manifiesto el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.26 Consideremos el método de 2 pasos

Paso 1l xy~¢&
Paso 2 z; calculado mediante otro método

Paso3 Para; =0,1,...,N —2
Tivo = 4xi1 — 32 — 20 f (L, 2;)

(3.51)

Puesto que
as=1,a1=—4, p=3 = o(z)=22-42+3=(2—-1)(z—3)
B2=0,p1=0,60=-2 = o2)=-2,
se tiene que
co=0(1)=0
a=01)—0c(1)=2-4—-(-2)=0
1 1
62:5(0&17251+4a274ﬂ2):5(744’4):0
1 1 2
03:6(a1_361+8a2_12ﬁ2):6(_4+8):5’

por lo que los Teoremas 13y 3.14determinan que el métod8.61) es consistente con la ecuacién diferenciab)y
tiene orden de precision 2. No obstante, como veremos anc@tiion, el método3(51) no es convergente. En efecto,
consideremos el problema de valor inicial escalar

2'(t)=0,te[0,1]
(3.52)
z(0) = &
gue tiene por Unica solucion la funcién
x(t) = o, t € ]0,1]. (3.53)

Andlisis Numérico ©A. M. Ramos y J. M. Rey



Métodos multipaso lineales 67

Puesto qug = 0, la ecuacion en diferencias que determina el método caasiden 8.51) es

2,1 dados
(3.54)

Ti42 :4£E1‘+1 731‘1', Z.:O,l,...,N72.
Teniendo en cuenta que las raices del polinomio caraaterist
0(2) =2% — 42 +3

sonz = 1y z, = 3, de acuerdo con el Lem#&21, se verifica que; = 1y n; = 3¢ son soluciones linealmente
independientes de la ecuacion en diferendas4j, por lo que podemos expresar su solucion general como

i =a+ B3¢

parai = 0,1,..., N, dondeq, 5 € R. Determinemos los parametray/ 8 para que se satisfagan los valores inicialgs

y z1. Dado que
a+f =z
a+38=x

31’0 — X1

o=y g=

se obtiene que
r1 — X

Consecuentemente, la solucion 8e5@) es

@ = 33”0; i ;‘TO 3 (3.55)

parai =0,1,..., N.
a) Desde el punto de vista te6rico, si en la expresidps] se toman como datos iniciales los valores
xo = 1 = &,

se obtiene que

z; = &o
parai = 0,1,..., N, en concordancia con la solucion exa&&0).
b) Sin embargo, si se toman como datos iniciales
zo =& +hy x1=2E& + 3h,
se verifica que

_ngéé\i(} lei(h)] = ma&xX{|& — zo,|& — 1]} = 3k — 0 cuandoh — 0,
1€10,

y la expresién§.55 toma la forma

z; =& + 3'h (3.56)
parai = 0,1,..., N. Por tanto, se verifica que
. 3N
e(h)= max |ei(h)]= max [ —ax;l= max 3'h=— — +oo cuandoN — +oo
i€{0,1,...,N} i€{0,1,...,N} i€{0,1,...,N} N

0, equivalentemente, cuanélo— 0, por lo que el métoda3(51) no es convergente.g

Nétese como, en el ejemplo anterior, las pequefias pertarteesdntroducidos en los datos iniciales se amplifican en
las siguientes iteraciones. Tenemos, por tanto, que as@gsrque esto no ocurra, de forma que pequefias perturbacion

en los datos conlleven pequefias perturbaciones en todaitaso(dependencia continua con respecto a los datos). Est
motiva la siguiente definicion:
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Definicion 3.27 El (o, 0)-Método 3.23 esO—establesi para todg € C([to, T] x R™; R™) y lipschitziana en la segunda
variable existen dos constantes positicgsy C-, independientes dk, tales que si las secuencifsy, z1,..., x5} €
{y0,y1,- - .,yn} verifican

Lo, L1yeey Tp—1 dados
r T

Zakmi+k = hZka(tH—ka Titk), 1=0,1,....N—r

k=0 k=0
Yo, Y1y -y Yr—1 dados

ks ks

Zakyi+k =h (Zﬂkf(ti+k;yi+k) Jr%‘) ,i1=0,1,...,N—r
k=0 k=0
entonces

max

_ llyi —zif| <C1v max  |lyi —a||+Co  max  |[yll. o (3.57)
1€{0,1,...,N} i€ %

{0,1,...,r—1} e€{0,1,....N—r}
Observacion 3.28

a) Notese que €lo, o)—Método (.23 esO—estable cuando pequerias perturbaciones en los datossupenuefas per-
turbaciones en las soluciones (se trata de la versién thsteda dependencia continua considerada en la Setefpn

b) El calificativo ‘0—estabilidad” se debe a que la estabilidad d€ ajm)—Método puede determinarse a partir de su
comportamiento cuando se considera exclusivamente l&fufic= 0 (véase, mas adelante, la Observad@y). o

Observacion 3.29El (o, 0)-Método mostrado en el EjempBb26no es)—estable. En efecto, como para el error local de
truncamiento asociado a la solucion del problefad) y particularizado en un nodg se da la igualdad

m(ti+2) - 4$(ﬁi+1) + 3%(@') — hO‘(l)T(ﬁi, h),
si elegimosgy; = z(t;) y v = o(1)7(t;, h) = —27(t;, h), se verifica (como se ha visto en el Ejempla6) que

max

[|ly: — xi|| = 400 cuandoh — 0,
i€{0,1,....,N}

mientras que Ma&X|y; — x;)|y ~ méax_ ||7(t;, h)|| convergen a cero cuando— 0y, por tanto, estan acotados.
i€{0,1} ie{0,1,..,N—-2}

Esto hace que no se pueda cumplir una desigualdad deBtipg.( o

3.4.5 Relaciones entre convergencia, consistencia y 0-estabilidad

La consistencia 9—estabilidad de ufw, 0)—Método garantizan la convergencia de éste. Concretamente

Teorema 3.30Seaf € C([to,T] x R™;R™) y lipschitziana en la segunda variable. Si(el o)-Método(3.23 es
0—estable entonces el correspondiente error de discrabnaglobal absoluto verifica

h) < 5 (R 7(h),
) <O max | lei(n)]| + Car(h)

donde(; y C, son constantes positivas e independientes de7(h) es el error local de truncamiento dad
en(3.31). Si, ademas, €lo, 0)-Método(3.23 es:

a) consistente, entonces es convergente.

b) de orden de precisiope Ny

max (W) = O(hP),
ie{o-,l,....,rfl}”e( )|| ( )

entonces

e(h) = O(h?).

DEMOSTRACION.  Seaz € C'([to, T]; R™) la Unica solucién del problema de valor inicidl 7). Por definicién de error
local de truncamiento, se verifica que

> anxtivn) =Y Bif(tivk, x(tivk)) + ho()7(ti, h). (3.58)
k=0

k=0
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parai =0,1,..., N —r. Por ser el o, 0 )-Método0—estable, la relaciérB(59 nos permite aplicar la Definicié®27con
y; = x(t;) y v = o(1)7(¢;, k), obteniendo asi que existen nimeros posittVpy C5, independientes dig, tales que

h) = max (R < C max i(h C! max ti,h
e(h) ie{O,l,...,N}HE( = 1ie{0,1,...,r—1}||€( I+ 21’6{0,1,...,N—7-}||T( I

<C 4 i(h Co7(h).
<Oy max | [fe(b)]|+Car(h)

(3.59)

a) Si, ademas, €b, o0)—Método es consistente y se verifica que

max  |le;(h)|| = 0 cuandoh — 0,
1€{0,1,...,r—1}

la desigualdad3.59 hace que

e(h) <Ci © rlnéx " [lei(R)|| + C27(h) — 0 cuandoh — 0,
1€410,1,...,7r—

lo que indica que €lp, o)—-Método (.23 es convergente.
b) Si, ademas, €, 0)—Método (.23 es de orden de precisigne Ny

max (W) = O(P),
ie{071,...77-_1}||€( )|| ( )

la relacién 8.59 determina que
e(h) =0O(h?). o
Observacion 3.31

a) El Teorema.30nos lleva a examinar separadamente la consistencia y lefdlie los métodos multipaso pues, si
tienen ambas propiedades, la convergencia la tendran atitamente.

b) En realidad, como se vera en el TeoreBné?, de hecho se verifica que @, o)—-Método (.42 es convergente si, y
s6lo si, es consistentely-estable.

Observacion 3.32Tal y como se ha visto, el Método del Punto Medio tiene ordepréeision2. Si f € C?([to, T x
R";R") es lipschitziana en la segunda variable, para inicialigte método se suele tomay = zo(h) = & + O(h?) Yy,
comozxy, un valor de forma que

e1(h) = O(h?).

Para ello se puede considerar, por ejemplo, el Método de Expdicito, es decir,
z1 = x0 + hf(to, z0) = & + hf(to, &) + h(f(to, o) — f(to, &) + O(R®) = & + hf(to, &) + O(R?),

donde se ha utilizado que la funcidres lipschitziana en la segunda variable. Veamos que estexyahproxima el valor
exactoz(t1) con un error del orden d@(h?). En efecto, puesto que € C!([to, T] x R™; R™), a partir del desarrollo de
Taylor de segundo orden

(e s
#(tr) = alto + B) = wlto) + ') + 5 | V) | =g 4 nstao o)+ 5 | )
(@) (¢") ()¢

con¢’ € (to,to + h), se tiene que la cantidad
x1 = 0 + hf(to, z0)
aproxima el valor exacte(t;) con un error
e1(h) = z(t1) — 21 = O(h?).

Nétese que, puesto que el Método del Punto Medio tiene ordgmatisior2 y, tal como se vera en el Ejempb4],
esO—estable (por ser un caso particular de Método de Nystrétitizamdo esta eleccion de;, por el Teorema&.30se
tiene ques(h) = O(h?). Notese también que, aunque el orden de precision del Métedeuler es uno, se tiene que
El(h) = O(h2) o
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El hecho comentado anteriormente de que en la primeraiiberdel método de Euler se gana una unidad en el orden
de convergencia del primer térmiag(h) puede ser generalizado: si en lugar de estimar el maxime EsV valores
del (g, 0)—Método y los valores exactos (con pudiendo tender eventualmente-ao cuandoh tiende &0), lo hacemos
con una cantidad finitd < N, conN independiente dk, se gana un orden de aproximacion en el error de discredizaci
global absoluto. Concretamente,

Corolario 3.33 SeanN € N fijo independiente dé tal queN < Ny f € CP([to,T] x R™;R™) conp € Ny
lipschitziana en la segunda variable. Si(el o)-Método(3.23) es de ordemp y

méax i(h)|| = O(hPT! -
i€{0,1.,...,r71}||5( i ( ) o0
entonces
méax _ |lei(h)|| = O(hP*H). o
i€{0,1,...,N}

DEMOSTRACION.  Obviamente, s6lo hay que probar el resultado en el supdesmeﬁ > r. Por definicion, para todo
1=0,1,..., N — r se verifica que

(6730 ( z+7) hﬁmf( itry L z+7 + Z Oékl' H—k + hﬁkf( itky L ( H—k))) + hU( ) (tiah)
r—1

Q@ Zigr = WPy f(tigr, Tigr) + Z (—onZivk + hBif(tivk, Titr))
k=0

de donde se deduce que
|| [lewrr ()] = lew| |2(tir) = Tir|l < Bl (Gigr, 2(Eitr)) = f(Eigrs Tigr )]

+ > (lewl lle(tivr) = il + 1Bl 11f (Eisr @ (tirr)) = F (Eirr, irn) ) + Rl (V)] |7 (8, b)]]

r—1

< hIBrIL leirr (M) + Y (law] + hIBKI L) lleirn (R)]] + hlo(1)[F (),
k=0

dondelL > 0 es la constante de Lipschitz de la funcifoon respecto a su segunda variable. De esta forma, tomando

a) h > 0 arbitrario, si el(p, o)—Método es explicito.

b) 0 < h < ||ﬂ || si el (o, 0)—Método es implicito (como se vio ef.27), esta restriccion sobre el pak@arantizaba

la existencia de;;1-).

se tiene que
r—1
lleitr (M) < o —hIBIL hlﬂ T <;0 k| + Al Bkl L) [lern (R)]| + hlo(l)l?(h)> : (3.62)
donde, por ser €lo, 0)—Método de ordep, se tiene que(h) = O(h?). Mostremos que
lleisr(R)|| = O(RPHY) parai =0,1,...,N —r (3.63)
por induccion completa en
a) Para = 0: la hip6tesis 8.60) determina que
llex (Wl = O(AP*Y)
parak =0,1,...,r — 1. Por tanto, com&@(h) = O(h?), a partir de .62 se tiene que
ler ()| = O(RP*).
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b) Supuesto cierto el resultado pérd, . ..,i— 1, lo probamos para< N-r.La hipétesis de induccién determina que
lleivx(R)]] = O(RFFT)
parak =0,1,...,r — 1. Puesto que(h) = O(hP), larelacion 8.62 determina que

lleirr(R)]] = O(RFY).

La relacién 8.61) se sigue directamente de.§3), teniendo en cuenta que el maximo de una cantidad finitari=du
nesO(hP*!) es unaD(hP*1). g

La definicion de0—estabilidad de un método multipaso tiene el inconvenidatque no es facil de verificar en la
mayoria de los casos. Seria conveniente, por tanto, posjgsreér de un procedimiento sencillo para comprobar dicha
propiedad. Para ello introducimos la siguiente definicion:

Definicién 3.34 El polinomio
o(z) = Zakzk
k=0
verifica lacondicion de Dahlquisto condicion de la raigsi susr raices{zy, 2, . . ., 2.} C C verifican:

a) |z <1,¢:=1,2,...,r (lasr raices de se encuentran en el disco unidad).

b) Si|z;| = 1 entonceg; es raiz simple de (las raices que estan en la circunferencia unidad tienetiptimitiad 1). o
Observacion 3.35Si el (¢, 0)-Método B.23 es consistente entonced) = 0y ¢'(1) = o(1) (véase el Teorema 13,

por lo quez = 1 es raiz dev. Ademas, como en la Definiciéh7 de error local de truncamiento se ha supuesto que el
(0, 0)—-Método B.23 verificac (1) # 0, se tiene que = 1 esraiz simple de. o

La O—estabilidad de ufp, 0)-Método queda caracterizada a partir de la condicion dedbiti

Teorema 3.36 El (g, 0)—Método(3.23 esO—estable si, y solo si, el polinomigz) verifica la condicion de Dahl-

quist.

DEMOSTRACION

Véase Henrici].

Argumentamos por reduccion al absurdo: supongamog@yeno verifica la condicion de Dahlquist y derivemos
una contradiccién. En efecto, consideramos el problemalde icial

2'(t) =0, t €0,1]
(3.64)
z(0) =0,
cuya solucion es(t) = 0. El (o, 0)—Método 3.23 aplicado al problema anterior conduce a
Loy L1y ny Lp—1 dados
(3.65)

.
> awwipk=0,i=0,1,...,N—r.
k=0

Claramente(z) es el polinomio caracteristico de la ecuacion en diferertiaal homogéne&(65 y la secuencia

2;=0,i=0,1,...,N

9

es una solucién (la trivial) de dicha ecuacion. Para qug,daimo estamos suponiendo, no se cumpla la condicion de
Dahlquist, hay dos posibilidades, que pasamos a considiefarma independiente en los dos siguientes apartados:

1) Si existen € C tal quep(n) = 0y |n| > 1, tal y como se vio en el Lema 21, otra soluciéon de3.65) es la
secuencia definida por
yi=hn',i=0,1,...,N.
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Por ser el(p, 0)-Método (3.23) 0O—estable se verifica que existe una constante positiliadependiente dg)

tal que
max |y, —z| <C  max |y, — z
i€{0,1,....,N'} 1€{0,1,...,r—1}
=Ch  max i = Chlyg" !
ie{O,l,...,7-—1}|77| ] (3.66)

C
=5 In|"~' — 0 cuandoN — +oo.
Por otra parte, puesto qlig > 1, se tiene que
; o _ N Ly
max |y, — x| > lyny —xn| = h|n|” = ~ In|N — 400 cuandoN — +oo,

lo que contradice3.66).

2) Si existen € C tal queo(n) = ¢'(n) = 0y || = 1, se tiene que es raiz dep con multiplicidad al menos 2.
Por tanto, por el el Lema.2], otra solucion de3.65) es la secuencia definida por

2 =ivVhy', i=0,1,...,N.

Por ser el g, 0)-Método (.23 estable se verifica que existe una constante positiiadependiente dg) tal

que
max |Zl — $i| <C max |Zi — .I'l|
ic{0,1,...,N} ic{0,1,...,r—1}
=Cvh max in|'=C@r—-1)Vh
Vh o max_ il =C(r—1)Vh (3.67)
C(r-1)

=——* 30 cuandoN — +4o0.

VN

En cambio, por otra parte, se tiene que

{méx }|zi — ;] > |2y —an| = VAN|p|N = VN = 400 cuandoN — +oo,
i€{0,1,..,N

lo que contradice3.67). o

Observacion 3.37De acuerdo con el Teoren®a36y la Definicion3.34 la propiedad dé—estabilidad de un método
no depende de la funcighque aparece en la ecuacién diferencial del problema de wadigl considerado (ya que la
condicién de Dahlquist no depende de ésta). De hecho, dedaccen lo visto en la demostracion del anterior teorema,
en la Definicion3.27de 0—estabilidad basta considerar sélo el cAse 0. o

El Teorema3.36motiva la siguiente definicion:
Definicion 3.38 El (o, 0)—Método @.23 es:

a) Fuertemente establsi el polinomiog(z) verifica la condicion de Dahlquist y tieneza= 1 como Unica raiz de
madulo 1.

b) Débilmente establsi el polinomiog(z) verifica la condicion de Dahlquist y tiene mas de una raiz deuiodl.
c) Inestablesi el polinomiog(z) no verifica la condicion de Dahlquist.g

Observacion 3.39Si un (o, 0)-Método es débilmente estable puede proporcisaluciones numéricas espurjan el
sentido de que tengan comportamiento andémalo con respkcsolucion exacta. Por ejemplo, soluciones numéricas con
bruscas oscilaciones cuando la solucién real no las tiare fgeden desaparecer al disminuir el paso de discretizacio
temporalh). Asi ocurre con eMétodo de Milne explicito dé pasos

xo,T1,T2,T3 dados
4h ) (3.68)
Titva = Ti + ?(in-ﬁ% = fiva +2fix1), i=0,1,...,N — 4.
Se trata de un método que tiene ordey, como todas las raices del polinomio
o(z) =2 —1=(z=1D(z4+1)(z —i)(z+1)
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se encuentran en la circunferencia unidadgeb )—-Método (.69 es débilmente estable. Cuando se aplica este método
al problema del péndulo
0"(t)+0'(t) + 98sen(f(t)) =1, t € [0, 10]

0(0) = 0'1 (3.69)
9'(0) = 0,

se obtienen las gréaficas que se muestran en la Fyira o

Coordenada 1 (solucién numérica)

Trayectoria (solucién numérica)

0.14 0.1

012} 0.08 1
0.1 W L 0.06 -
0.08F 0.04r
0.06 ; - - : . - . . - 0.02r

of
Coordenada 2 (solucién numérica)

0.1 0.021
0.05 0.041
0 -0.06
0.05F { -0.08Ff
0.1 . . . . . . . . . 01 . . .
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 006 0.08 0.1 0.12 0.14
(a) Método de Milne coV = 100
103 Trayectoria (solucién numérica)
0108 Coordenada 1 (solucion numérica) 6 i i i
0.103
0.102
0.101F
0.1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 210° Coordenada 2 (solucién numérica)

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0.1 0.101 0.102 0.103 0.104

(b) Método de Milne conV = 1000

Figura 3.2: Método de Milne3(68 aplicado al problema3(69).

Ejemplo 3.40 Puesto que el polinomig(z) del (¢, o)-Método

Paso 1l zy~¢&
Paso 2 z; calculado mediante otro método

Paso3 Para; =0,1,...,N —2
Tito = (1 + )\)ZL‘H_l —Ax; + (1 — )\)hf(ti,l‘i)

conicRes
02) =22 =1+ Nz+A=(z2—1)(z— ),

se verifica que glp, o)—Método anterior es:
a) Fuertemente establejai < 1.

b) Débilmente estable 3i= —1.

c) InestablesjA| > 16X =1. g

Ejemplo 3.41 Estudiemos l@—estabilidad de los métodos considerados en la Se&ctn
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a) Enlos Métodos de Adams—Bashforth y Adams—Moulton dasos se tiene que
o(z) = 2" — 2"t =2z - 1).
Puesto que las raices del polinoraia) son
z1 = 1 (simple) sir=1
{ z1 = 1 (simple) yzs = 0 (con multiplicidadr — 1) sir > 2,

se verifica que el polinomig(z) verifica la condicion de Dahlquist y tieneza= 1 como Unica raiz de modulo 1. Por
tanto, por el Teorema 36se tiene que estos métodos Seestables y, de acuerdo con la DefinicB88 fuertemente
estables.

b) En los Métodos de Nystrom y Milne depasos se tiene que
0(2)=2"— 2" =222 - 1) =22z - 1) (2 +1).
Puesto que las raices del polinorpi@) son
z1 = 1 (simple) yzo = —1 (simple) sir =2
{ z1 = 1 (simple),ze = —1 (simple) yz3 = 0 (con multiplicidadr — 2) sir > 3,

se verifica que el polinomip(z) verifica la condicion de Dahlquist y tiene dos raices de n®dulPor tanto, por el
Teorema3.36se tiene que estos métodos Sewstables y, de acuerdo con la DefinicRA8 débilmente estables.g

En cuanto a la caracterizacion de la convergencia, se tiaguéente resultado:

Teorema 3.42El (p, 0)-Método(3.23 es convergente si, y solo si, es consisteritegstable.

DEMOSTRACION
Basta aplicar el Teorenta3Q

Por el Teorem&.23se tiene que glo, 0)—Método B.23 es consistente. Para ver quefegstable, a la vista del
Teorema3.36 basta ver que el polinomig(z) verifica la condicion de Dahlquist. Argumentamos por redrcc
al absurdo: supongamos qué:) no verifica la condicién de Dahlquist y derivemos una corn¢@dn. En efecto,
consideramos nuevamente el problema de valor iniéi& cuya solucion es:(t) = 0, de forma que e{o, o)—
Método @3.23 aplicado al problema anterior conduce3asf). Para que, tal y como estamos suponiendo, no se
cumpla la condicion de Dahlquist, hay dos posibilidades, ppsamos a considerar de forma independiente en los
dos siguientes apartados:

1) Siexisten € Ctal quep(n) =0y |n| > 1, taly como se vio en el Lem#& 21, se tiene que la secuencia
yi=hn',i=0,1,...,N

es solucién de3.65. Claramente, se verifica que

. 1
max (M| =h max i=plp|"t'==1|n|""! = 0 cuandoN —
i€{0,1,....,r—1} |€Z( )| i€{0,1,....,r—1} |77| |77| N |77| +oo

pero, en cambio

1
h) =  max S = kN = = 0|V = cuandoN —
e(h) ie{O,l,...,N}|€( )| = hn| N Il +00 +00,

lo que contradice que ¢éb, o)-Método (.23 sea convergente.
2) Siexisten € Ctal queo(n) = o'(n) =0y |n| = 1, por el Lema3.21se tiene que la secuencia

2z =ivVhy', i=0,1,...,N
es solucién de3.65. Claramente, se verifica que

r—

) 1
max ei(h)] = Vh max il = (r — 1)Vh = — 0 cuandoN — +
ie{o,l,...,v-—1}| Gl ie{o,l,...,r—l}lw r=1) VN >
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pero, en cambio

e(h) = {méxN} lei(h)| = VRN|n|N = VN — 400 cuandoN — 400,
ic{0,1,...,

lo que contradice que el hecho de quéglb)-Método B.23 sea convergente.q

Observacion 3.43Si el (g, o)— Método 3.23 es convergente, por el Teorer@al2 se verifica que es consistentd)-y
estable.

a) Por ser consistente, se tiene que (véase el Ted@erfa
o(1) =0y o(1) = d'(1).

b) Por se estable, verifica la condicién de Dahlquist (vébSearema3.36). Puesto que(1) = 0, se tiene que = 1 es
unaraiz dep y, como ésta es una raiz simple, se cumple que

o(1) = ¢'(1) # 0.
Esta condicién ya habia sido obtenida en el Teoréraa(véase también la Observaciér?y. o

Observacion 3.44Podemos cuestionarnos cual es el orden de precision maxum@uede obtenerse a partir de un
(0,0)—-Método der pasos. Claramente, €b, c)—Método @.23 estd determinado a partir de 188 + 2 coeficientes
{ag,a1,...,0:} Y {Po, b1, -, B} Puesto quey, # 0 podemos tomar, sin pérdida de generalidad= 1, por lo que
guedan libres:

a) 2r + 1 pardmetros, si €lo, 0)-Método es implicito.
b) 2r pardmetros, si dlo, 0)—Método es explicito (pugs. = 0).

Recordemos que, por el TeorefMa4 la condicion necesaria y suficiente para quepel)—Método 8.23 sea de orden
p € N es que se verifiquen las+ 1 condicionesy = ¢; = --- = ¢, = 0, que forman un sistema lineal de ecuaciones
algebraicas cuyas incognitas spm, a1, ..., -} Y {Bo, 51, - ., Br} (véase 8.41)). Consecuentemente,

a) En un método implicito en el que hay + 1 incégnitas{ao, a1, ...,a,—1} Y {Bo, 51, .- -, Br}, S€ considerap + 1
ecuaciones independientgs= c¢; = --- = ¢, = 0, obteniendo un sistema lineal (que es no homogéneo, pues se h
fijado «,. = 1) cuyas soluciones forman un espacio afin de dimerisiénl — (p+ 1) = 2r — p. Por tanto, el maximo
orden que puede alcanzar(el 0)—-Método e = 2r. Dahlquist demostr6 en 1959 que cuande: 2r el sistema
anterior tiene una inica solucion.

b) En un método explicito en el que hay incognitas{ag, a1,...,a-—1} Y {Bo, b1, - .., Br—1}, S€ considerap + 1
ecuaciones independieni@s= c¢; = --- = ¢, = 0, obteniendo un sistema lineal no homogéneo cuyas solgione
forman un espacio afin de dimensign— (p + 1) = 2r — p — 1. Por tanto, el maximo orden que puede alcanzar el
(0,0)—-Método ep = 2r — 1.

En base a lo anterior, a I¢g, 0)-Métodos de- pasos implicitos de ordelr o explicitos de ordefir — 1, se les llama
maximales g

Desafortunadamente, no se tiene garantizado que los nséhaaikimales seaf—estables. De hecho, Dahlquist de-
mostré en 1956 que no existe ningno)—Método der pasos consistentelrestable con un orden de precision mayor
quer + 2. Concretamente,

Teorema 3.45 (Primera barrera de Dahlquist) Si el (o, 0)-Método(3.23 esO—estable y de orden de precisio
p € N, se verifica que
r+2 sirespar

p< r+1 siresimpar

r si — <0.

DEMOSTRACION Véase Hairer—Norsett—Wanner]. g

Observacion 3.46Del Teorema.45se deduce que el orden de (in o)—Método explicito de pasos y0—estable es, a
lo sumo,r (puesto ques, = 0). o
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Definicion 3.47 Un (g, o)—Método de- pasos que sda-estable y de orden+ 2 se denominaptimal g

Observacion 3.48Puede demostrarse (véasei[l]) que los(p, 0)—Métodos optimales son débilmente estables y todas
las raices del polinomig(z) tienen médulo 1 (con multiplicidad 1, por ser el métdd@stable), lo que supone ciertas
desventajas en términos de sus propiedades de estabilifiagk(la Observacidh39). Es por ésto por lo que apenas se
utilizan en la préactica. Por esta razén, el mejor orden dgun)—Método “Util” der pasoses + 1. g

Ejemplo 3.49 Obtengamos los métodos optimales de 2 pasogolhn)—Método de 2 pasos es de la forma

T, 1 dados
(3.70)

Tiy2 + 1Tiy1 + oz = h(Bafiya + Bifiyr + Bofi), i=0,1,...,N =2
donde hemos supuesto, sin pérdida de generalidadyguel. Los polinomios que definen éb, o)—Método @.70 son
0(2) =22+ a1z 4+ ag Y 0(z) = Baz® + Bz + Bo.
Para que elp, 0)—Método (.70 sea optimal, debe ser de ordes 2 = 4y, por tanto, debe verificarse que
¢;j=0,7=0,1,2,3,4

siendo
co=01)=14+a1 4+ a9

c1=01)—0(l)=24+0a1—p2—p1—fo
02:%(a1—2ﬁ1+4—4ﬁ2)

1
=g (1 — 361+ 8 — 1203)
1
=21 (
Puesto que la Unica solucion del sistema linedl deuaciones cob incognitas

Cy a1 — 401 + 16 — 32063) .

ag+ap =—1

ar —PBo—P1— P2 =2
ayp — 261 — 4B, = —4
a1 — 3B, — 1285 = —8
oy — 48, — 328, = —16

es

1
aoz—l,a1=0750=§7ﬁ1=—y52=

(compruébese), se tiene que el método buscado es

9,1 dados

_h
3

$i+27$i (fi+2+4fi+1+fi);7;:0;17---;]\7*2-

gue es, precisamente, el Método de Simpson. Finalmente cileed
0z)=22-1=(z2—1)(2+1)

se tiene que el polinomig(z) verifica la condicion de Dahlquist y, por tanto, el Método dief&on ed)—estable (de
hecho, débilmente estable). Consecuentemente, el Mém&ntpson es el Gnico método optimal de 2 pasos. Ademas,
puesto que

2r=r+2 & r=2,

de acuerdo con la Observaciérl4, se tiene que el Método de Simpson es, también, de orden mégier = 4). g
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