4  Métodos de prediccion—correccion

4.1 Introduccion

En los capitulos anteriores se han estudiado varios tipp®tledos numéricos para la aproximacién numérica de pro-
blemas de valor inicial. De acuerdo con la clasificacioravst la Secciéi.6, algunos de estos métodos eran explicitos
y otros implicitos. La implementacién de los métodos imfgictiene la dificultad afiadida, con respecto a los expHgit
de tener que resolver sistemas de ecuaciones no linealeglaruno de los pasos. Aunque en ejemplos concretos estas
ecuaciones implicitas se pueden resolver de manera sefocith o que la dificultad afiadida mencionada anteriormente
no existe como tal), en la mayoria de los casos la resoluciact@ de estos sistemas no es posible y, por tanto, debe
hacerse, de nuevo, otra aproximacion. Obviamente, estaiggacion aportara un error suplementario a la aproxinmacio
global, que tendra que ser estudiado. Una primera formaatelabeste problema es utilizar las herramientas numeéricas
disponibles para la resolucion de sistemas no linealestr®dep éstas, una de las mas conocidas y utilizadas reées
todo de Newton—Raphs@véase [nfante—Rey]). Estos métodos tienen a su favor que su convergencia lasiducion
es bastante aceptable, pero tienen el inconveniente deasemke “costosos” desde un punto de vista computacional.
Los métodos de prediccibn—correccifue vamos a presentar en este capitulo utilizan un argunderponto fijo con
convergencia mas lenta que en el Método de Newton—Raphsangdp una implementacién mas sencilla.

4.2 Deduccion de los métodos de prediccion—correccion

Consideremos un método multipaso lineal implicito-g@sos de la forma

r—1

r—1
QpTjtr + Z AL Titk = hﬁrf(ﬁi-ﬁ-ra xi+7') + h Z kai-ﬁ-kv (41)
k=0 k=0

cona, # 0y B3, # 0, que genera en cada paso la resolucion de una ecuacion eml@igudgnita es;; .. Sobre estos
métodos desarrollaremos la teoria de los métodos de pi@ali@prreccion. En general el sistendal] es una ecuacién
no lineal en la incégnita; -, y un modo de resolverlo, tal y como se ha visto en la Secgiér, consiste en buscar un
punto fijo de la funcién) : R™ — R", definida por

r—1
Y(n) = 1 <hﬂrf(ti+r, n) + Z(*Oékirwrk + hﬂkfwrk))

Q-
" k=0

(véase 8.25). Dicho método de punto fijo consiste en considerar la stices

xﬂT arbitrario

r—1
m m 1 m
x£+:r1] = (acEJrL) = — (hﬁ,.f(ti+7., achld) + Z(—akmi+k + hﬁkfi+k)> , m e NU{0}.

(6%
r k=0

Si la funcién f es lipschitziana en la segunda variable con constante dehiig L > 0, aplicando elTeorema del
Punto Fijo de Banaclivéase el Teorema 2), se tiene que una condicién suficiente para que el métodamte fijo sea

convergente, es decir, para que
P [m] )
ml—IH-oo :EH_T = Litrs

es tomar el pash suficientemente pequefio, en concreto

o |

|6 L

0<h<
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80 Métodos de prediccidn—correccién

pues, de esta forma, la funcignes contractiva con constante de contractividad

h|B,| L
A= 5] < 1.
|ar|

Para iniciar el proceso basta tomar un elemento in@%}. arbitrario. No obstante, para acelerar el proceso, suele ut
lizarse algun método explicito para obtener una buena asitm inicial oprediccionde x; .. Supongamos que dicho
método es efp*, o*)—método multipaso lineal dado por

r—1 r—1
QyTiyr + Za?;mk = hZﬂZfi+ka 4.2)

k=0 k=0

conc; # 0, donde
T r—1
o*(2) =) _ait y o"(z) = ) Bl
k=0 k=0

Por motivos de simplicidad en el estudio de estos métodos| arétodo explicito4.2) estamos tomando como el
namero de pasos del método implicitb ). Sin embargo, para incluir los casos en los que el métédd {fenga un
numero menor de pasos, permitimos qije= 0 y/o 35 = 0 (pues, en estos casos, lo que se hace es un corrimiento de los
indice con el fin de expresar el método de prediccién comeesafuno de- pasos). Veamos un ejemplo:

Ejemplo 4.1 En el método de prediccién—correccién consistente en taorao método predictoel Método de Euler
(explicito)
Tit1 = x; +hf; (4.3)

y comométodo correctoel Método de Adams—Moulton dipasos

h
Tiys = Tito + ﬂ(9fz‘+3 +19fir2 = 5fit1 + fi),

en lugar de expresar el método de prediccion en la forh$, (0 expresamos como un “falso método3ipasos” en la
forma

Ti4+3 = Ti+2 -+ hfi+2. (44)
Notese que, expresando el Método de Euler (explicito) cam®, Ge verifica quer; = 5 =0. o
A continuacion se suele proceder de dos formas:

a) La primera consiste en iterargorregir) las veces necesarias hasta que, para una prefijedancias > 0, se cumpla

|«
(o alguna variante de esta condicién) y entonces tamar= zET:“” . Esta forma de proceder se denomdnaeccion

hasta la convergencig basicamente, consiste en aplicar el método implicitaicenado.

[m+1] [m]

i+r - xi+r <e

b) La otra forma de proceder, que es la que habitualmenterseceaccomaprediccion—correccionconsiste en iterar
(o corregir) un numero prefijader. de veces y entonces ir al siguiente paso sin preocuparseldg igeraciones
han convergido. Esta forma de proceder, aunque tiene eheoiente de no tener asegurada la convergencia a la
solucionz; . -, tiene la ventaja de conocer de antemano el coste compuighqige se va a necesitar, que sera en general
menor que en la correccidn hasta la convergencia. En esipatanétodo final resultante no se puede considerar que
sea el método implicito empleado.

i) El método explicito utilizado se denomipeedictor.

i) El método implicito considerado se llararrector.

El método explicito “predice” una aproximacién y el métoaplicito la “corrige”.
Observacion 4.2 Como el método implicito considerado esrdeasos, se precisarvalores inicialezo, 21, ..., z,—1}
para inicializarlo. Como el problema de valor inicial sotoporcionar, ~ z(tg) = &g, losr — 1 valores restantes suelen
obtenerse, en la practica, mediante un método de ordeininfer
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Estudio del error local de truncamiento 81

Para poder expresar de una manera sencilla los métoduosdiecién—correcciépvamos a denotar pdr a la etapa
de prediccién, poC' a cada una de las etapas de correccién yfpa cada evaluacion de la funcighsobre datos
conocidos. De esta manera, se puede denotar simbdlicasiexdteulo dm [ » COMoPEC (primero se hace una etapa
de prediccionpP, para consegurr:HT, después se hace una etapa de evaluaﬁioan la que se obtieng(t; ., HT)

y, después, una etapa de correccifngen la que se obtlerte£+,) el célculo dez:H, como P(EC)? y, en general, el

calculo derg’f]r comoP(EC)™. En elmétodo de prediccion—correccion clasise hace una Ultima etapa de evaluacion
Edef (ti+,., EM), que sera usada confg,,. en el siguiente paso de prediccion. Este método se déH{@a" )™ E.

El métodoP(EC)™FE determina el elemento genérieg,, = 2m o~ x(titr), 7 = 0,1,..

by ., N — r, mediante el
siguiente esquema:

Método P(EC)"E

$[m] ~ &

£ = f(to, 2™y
r—1

Paso 1

Paso 2 Paraj =1,2,...

[m]

T; calculado mediante otro método

A= f(ty, b

Paso3 Para =0,1,...,.N —r —1
r—1
1
— h ) Prediccion
Paras =0,1,.. -1
f1+7 = f ( itr; L z+7) (EvaluaCién)
[s+1] _ [s]
Ligr (hﬂTf Z ( a7} + hﬂkfﬁ—k)) (Correccion)
P = Fltigr, 2l (Evaluacién)

Paso 4 Ultimo nodo
1

r

1 m m . .,
2% = — ( atalll L+ R fﬁv_]m) (Prediccion)
T k=0
Paras =0,1,...,m—1
=y (tN, CBE\S/}) (Evaluacion)

[s+1] _ 1 (s,
= <h6r Z ( akmN rak T hﬁka T+k)) (Correccion)

Observacion 4.3

a) Nétese que los métodos de prediccién—correccién exgeiasteriormente son, en general, métodos multipaso no
lineales.

b) En la practica, como se vera mas adelante, suelen tonamseypequefios de (usualmentemn = 1). o

4.3 Estudio del error local de truncamiento

Veamos el error local de truncamiento que se genera al arasid = 1 (una iteracion) en el esquenf®{ EC)E
sobre una solucion(t) de la ecuacion diferencial

2'(t) = f(t,z(t)), t € [to, T (4.5)
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82 Métodos de prediccidn—correccién

En este caso, el elemento genérigo, = :cgﬂr 1=0,1,..., N — r, viene dado por
Método P(EC)E
r—1
Paso3.1 «l% = Z — o Tirn + B fivn) (Prediccion)
=0
[0] _ D,
fivr = ( itrs T z+r) (Evaluacion) (4.6)
Paso 3.2 r—1
Titr = (h@ i+ + > (—akwin + hﬁkfi+k)> (Correccion)
Pas0 3.3 fitr = f(titr, Titr) (Evaluacion)

De manera analoga a lo hecho al inicio de la Sec8idr?, el esquema/(.6) se puede ver como una aproximacion de
la ecuacion diferencial

a'(t) = f(t,2(t)),

mediante el esquema

2 (t) ~ %(1) kzzoakx(t + kh)
y —1
f(t,z(t)) ~ % (ﬁ,f(t—i—rh z*(t +rh)) +Zﬁkf (t + kh, :c(t+k:h)))
k=0
donde -
“(t+rh) = %Z —ax(t + kh) + hBE f(t + kh, z(t + kh))) . (4.7)
" k=0
Definicion 4.4

a) Paratodo € [ty, T) se tiene que

1

r—1
) = ﬁ (ﬂrf(t rh,a(t+rh) + Y Bef(t+ kha(t+ kh))) +7PEOE (¢ h), (4.8)
k=0

siendor”(FC)E (¢ 1) el error local de truncamiento del método de prediccién—cocién P(EC)E, con pasoh,
asociado a la solucién(t) de la ecuacién4.5) a partir del instante, para todd: € (0, %}

b) El error local de truncamiento del método de prediccion—cocién P(EC)E asociado a una soluciér(t) de la
ecuacion diferencial(5) es
TPEOE(R) = max |[PEOR (L p)|.
te(to,T—rh]
c) Las definiciones de consistencia y orden de precision deétndo de prediccion—correccidi{ EC)E se hacen de
forma analoga a las de la Definici@rB. o

Observacion 4.5La funcion?(F)E (¢ 1) esta definida para tode, h) € U (es decirrPFOE . 1 — R™), siendo
U < R? el conjunto definido en3(32) (véase la Figur&.1), y la funcion7"(FPC)E (p) esta definida para todo €
(0, =to] (es decir7P(POF (0, =] 5 R). o

El orden del método de prediccion—correcci(EC') E puede determinarse a partir de los érdenes de los métodos
explicito e implicito que lo determinan. Concretamente,

Teorema 4.6 Seamp, p* € N, ¢ = max{p,p*} y f € C«([to,T] x R™; R™) y lipschitziana en la segunda variable
Si el método predictor es ufp*, o*)—Método explicito com™*(1) # 0 y con orden de precisiop* y el método

corrector es un(g, c)—Método implicito corr (1) # 0y con orden de precisiop, entonces el orden de precisio
del método de prediccidon—correcciét{ EC) E dado en(4.6) es

p=min{p,p* + 1}.
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DEMOSTRACION Seax(t) unasolucion arbitraria de la ecuacion diferenclably ¢ € [to, 7). Como hemos comentado
anteriormente podemos suponer, sin pérdida de generajdadanto el método predictor como el corrector son métodos
multipaso del mismo nimero de paso®e esta forma, los errores locales de truncamiento de lozdog de prediccién

y correccion son, respectivamente,

T

= > (ega(t + kh) — hB;f(t + kh, x(t + kh)))
k=0

T*(t,h) =

- hoi(l) <a:x(t £+ 3 (af(t + k) — BBLI(E+ k. a(t + k:h))))
k=0

(puess; =0)y

T

T(t,h) =

(véase la Definicion. 7). Ademas, por hipétesis; (h) = O(h?") y 7(h) = O(h?). Sumando y restando la cantidad

Br
o(1)

en (.8), podemos expresat (FC)E (¢ h) como

ft+rh,x(t+rh))

TPEOE G p) = —hal(l) <arx(t +rh) —hB, f(t +rh,x(t +rh)) + Ti (o (t + kh) — hBe f(t + kh, z(t + kh))))
k=0
Br
o(1)
- ;ml(l) > (ana(t + kh) — hByf(t + kh, a(t + kh)))
k=0

Br
o(1)

=7(t,h) +

+ (ft+rh,z(t+7h)) — f(t +rh,z*(t +7Th)))

+

(f(t+rh,x(t+7rh)) — f(t+rh,z*(t +Th)))

Br
o(1)

Luego siL > 0 es una constante de Lipschitz de la funcfécon respecto a su segunda variable, se tiene que

|8 |L
o (1)]

(ft+rh,x(t+7h)) — f(t+7rh,z*(t +7h))).

HTP(EC)E(t,h)H < |l (t, )| + llz(t + rh) — 2* (¢ + rh)]| . (4.9)

De esta forma, puesto que a partir de7) se tiene que
1 r—1
ot +rh) = a*(E+rh) = x(t +7h) + — > (aja(t + kh) — hB; f(t + kh,x(t + kh)))
" k=0 (4.10)

sustituyendo4.10 en (4.9), se concluye que

|6r| Jo= (V)]
|| o ()]

De esta forma, puesto que por hipétesigh) = O(h?") y 7(h) = O(hP), a partir de ¢.11) se verifica que

|77 EOE )| < It w1+ A ADI (4.11)

=P(EC) - Bel [0 (W] 70—y _ “+1y _ o ((mintep”+1}
TPEOER) <7(h) + (5 T R () = O() + O ) = o (pminteat 1)

Observacion 4.7

a) Notese ques, # 0 (por ser el método corrector implicita);: # 0, o(1) # 0y o*(1) # 0, por lo que el segundo
sumando de la expresio#.( 1) es siempre no nulo.
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84 Métodos de prediccidn—correccién

b) Como se ha visto en el Teoremd, el orden del método de prediccién—correcclEC)E dado en 4.6) esp =
min{p, p*+1}. Por ello, en la préactica, suelen tomarse métodos predit ordep™ = p — 1 para que el método de
prediccién—correcciontenga el mismo orden de precisigue el método corrector. Ademas, el método de prediccion—
correccion tiene la ventaja, sobre el método correctorpdgenun método implicito.

c) En general, puede demostrarse que el orden de precididgrétidlo de prediccion—correccidt{ EC)™ E es
p=min{p,p* +m}.
De ahi que, en la préctica, no se consideren valores del. o

Ejemplo 4.8 Si consideramos como método predictor el Método de AdamshBeth de3 pasos (el cual verifica que
o*(1) = 1y tiene, como se vio en el Problerda, orden de precisiop* = 3) y como método corrector el Método de
Adams—Moulton de8 pasos (el cual verifica qug(1l) = 1y tiene, como también se vio en el Probletng, orden de
precisiénp = 4), por el Teoremd.6se tiene que el orden del método de prediccion—correccgitamte ep = 4. o
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