5 Estabilidad absoluta y problemas rigidos

5.1 Introduccidn

Hasta ahora se han tratado propiedades de estabilidad igipnepara métodos numéricos (ya sean monopaso o
multipaso) cuando se consideraban problemas de valosliréai los que la ecuacién diferencial estaba planteada en
un intervalo de longitud finitdt,, 7' y se hacia tender — 0 (0, equivalentementéy — +o0c) pero manteniéndose
constante el productyh = T — ¢o. En este capitulo vamos a estudiar el comportamiento deloses de un método
cuando, fijado un paso de tiempa> 0, se considera la red de puntgs= ¢, + ih parai = 0,1, 2,...Yy se hace tender
i — +oo (sin pérdida de generalidad, tomaremos el dgse- 0, por comodidad). La cuestién que se plantea es ver
si estos errores crecen 0 se amortigugan{ping en inglés), lo que da lugar al conceptoetgabilidad absolutaEn la
segunda parte del capitulo se presentan los denomimedolemas rigidogstiff problems en inglés) en los cuales se
debe reducir considerablemente el tamafio del paso0 en algunos de los métodos numéricos que se consideren para
su resolucion en aras de la estabilidad absoluta.

5.2 Introduccion a la estabilidad absoluta

Supongamos que el problema de valor inicial
a'(t) = f(t,x(t), t =0
z(0) = &o,

dondeg, € R", tiene una Unica solucion. Fijado> 0, consideramos una red de puntps= ih parai = 0,1,2,...y
aproximamos la solucién(t) del problema%.1) mediante ur{p, c)—-Método de- pasos convergente de la forma

(5.1)

Loy L1yeony Lp—1 dados

r r ) (5.2)
ZakziJrk = hz Bif (titr, Tipr), 1=10,1,2,...
k=0

k=0 =

Puesto que el error local de truncamientasociado a la solucian verifica la relacion
r K
> anz(tin) =hY Buf(tisk x(tipr)) + ho(1)7(ti, h)
k=0 k=0

parai = 0,1,2, ... (véase la Definiciéi.7), se tiene que
Yo ancin(h) =0 Br (f Givns 2(tivn)) = f(tisns wivn)) + ho (D)7 (ts, h),
k=0 k=0

siendog;(h) = «(t;) — «; el error global de discretizacion en el nodgarai = 0,1, 2, ... Suponiendo que el proble-
ma (6.1) es unidimensional{ = 1) y que la funciénf es derivable en su segunda componente, pmoeéma del Valor
Mediose obtiene que

Z argivk(h) = h Z ﬂkg—g(twk, Gitk) €irk(h) +ho(1)7(ti, h), (5.3)
k=0 k=0

donde(; ;1 es un punto intermedio entig€t; ) Yy x;+. Si, ademas, la funcidfi es lineal en su segunda variable (lo que
nos generara el estudio de la estabilidad absoluta liresafjecir,

of B
a_é-(tag) - >\7
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84 Estabilidad absoluta y problemas rigidos

entonces el sistem&.() se reduce a la ecuacién en diferencias lineal no homogénea

r

> (ak = AbBy) eigr(h) = ho(1)7(t;, ),

k=0

cuyas soluciones vienen determinadas porrigsimeros términogeg(h),e1(h),...,e-—1(h)} y se pueden escribir
(compruébese) como

eilh) = o} () +2{"V (h),
siendeEI) (h) la solucion de la ecuacion en diferencias no homogénea
I I I
zo) () =" (h) = =), (h) = 0

r

S (aw — M) 2l (h) = ha(V)r(ti, h), i=0,1,2,...
k=0

II .z . . . .
y :171( )(h) la solucion de la ecuacion en diferencias homogénea

2§ (h) = eo(h), 2™ (h) = ex(h), ..., ™, (k) = e,_1(h)

> (ar = AhB) 2L (h) =0,i=0,1,2,...
k=0

Claramente, la SO|UCi(’)I§zZ(-H)(h)}OO determina, para fijo, la amplificaciéon (o amortiguamiento) de lorimeros
1=0
errores{eo(h),e1(h),...,e-—1(h)} y aproxima, por ejemplo, la solucién del problema de valwmidh

2 (t) = Ax(t), t >0
1= (5.4)

cuyo dato inicial es un promedio de Ip®rrores iniciales. La solucion
z(t) = z(0)eM, t >0

del problema%.4) nos indica lo que se puede esperar del comportamient@tsotel error cuandé — +oo. En el

caso de qua < 0, los posibles errores iniciales se deberian ir amortignandedida que pasa el tiempo, es decir, cuando
1 — +o00. Nuestro objetivo es estudiar si, fijado un pass 0, este comportamiento es verificado por la solucion discreta
xEH)(h) cuandai — +oo. Como veremos en las siguientes secciones, esto deperdenétodo utilizado y del tamafio

del pasoh elegido.

5.3 Estabilidad absoluta lineal

Para poder explicar mejor los conceptos que vamos a intioglueste capitulo, consideramos el siguiente problema
de valor inicial escalar del tipo
{ 2'(t) = \x(t), t >0

z(0) = &o,

donde) € Ry & # 0. Es claro que la solucion del probleniaf) esxz(t) = &e y, por tanto, en el caso de que< 0,
se verifica que

(5.5)

lim (t) = 0. (5.6)

t—+oo

Vamos a aproximar numéricamente la solucion del problént fnediante los métodos numéricos considerados en los
capitulos anteriores (ya sean monopaso 0 multipaso) yzanai la solucién aproximada también verifica la propie-
dad 6.6) (n6tese que ahora no se tiene un interyaJo7’] acotado de antemano). Asi, por ejemplo, al aplicar el Método
de Euler, se verifica que
Tit1 = (1 + )\h)wz = R(E)acz, 1=0,1,2,...
dondeh = Ah y
R(z)=1+=z

Andlisis Numérico ©A. M. Ramos y J. M. Rey



Estabilidad absoluta lineal 85

es lafuncién de estabilidao amplificacior) descrita en la Observaci@n22. Luego

2 = (R(%))ixo, i=0,1,2,... (5.7)

y, por tanto, B _ ~
lim z;, =0 & |R(h)| <1 & |1+h|<1 & he(-2,0). (5.8)

1——+o00

Los comentarios anteriores motivan la siguiente nocion:
Definicion 5.1

a) Un método numeérico exbsolutamente estabfeara un valor € R, sidados\ € R y h > 0 tales que‘z~ = \h, la
sucesion{z;(h)}°, C R que se obtiene al aproximar el problerbesf con pasa: verifica

lim z;(h) =0 (5.9
1—+00
para cualquier dato inicial arbitrarioEn caso contrario se dice que el método numéricabselutamente inestable
parah.

b) Elintervalo de estabilidad absolutde un método numérico es el mayor intervalob) C R en el que el método es
absolutamente estable para tdde (a, b).

c) Si al aplicar un método monopaso particular al probleing e tiene la expresion(7), se dice queR : R — R es
sufuncion de estabilidad o amplificacion

Observacion 5.2 Nétese que sk < 0y i = Ak esta en el intervalo de estabilidad absoluta, la solucidnémica tiene el
mismo comportamiento asintético que la solucién exactpddlema §.5), es decir, verificaX.9). Como veremos mas
adelante, hay casos (como el Método de Euler implicito) @oresh > 0 gue no estan en el intervalo de estabilidad
absoluta y, por tanto, su solucién no tiene el mismo compuetato asintético que la solucién exaaté) del proble-
ma (.5), ya que|x(t)| — +oo cuandat — +o00; no obstante, en el Método de Euler Implicito, si fijado- 0 se reduce
suficientemente el valor de también se tiene el comportamiento asintotico que la 8buexacta del correspondiente
problemab.5. o

Ejemplo 5.3 A la vista de 6.8), el intervalo de estabilidad absoluta del Método de Ewdgpiicito) es(—2,0). Notese
que:

~ 2
h e (-2,0) @O<h<fx

(véase la Figura.l). o

0 -1 h -on

Figura 5.1: Funciérh — |R(Ah)| = |1 4+ Ah| en el Método de Euler.

Consideremos a continuacion el problema de valor inicial

{ 2/(t) = Az(t), t >0 (5.10)

z(0) = &o,

IN6tese que se esta denotangjo= xi(ﬁ) para explicitar la dependencia de del valor.
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86 Estabilidad absoluta y problemas rigidos
donde
0 1
A =
z(t) = e&

parat > 0. Puesto que el polinomio caracteristico de la matrizs

y & € R?\{0}, cuya solucion exacta es

Pa()) = det(A — AI) = det (_i _i) 241,

el espectro ded esta formado por los autovaloras = ¢ y A\» = —i. Ademas,A puede factorizarse en la forma

P~ 1AP = D, siendo
11\ L 11 —i (M0
r=(i )=zl ) o= (6 h)

(compruébese). De esta forma,

oAt — PDP7' _ p,Dtp-1 _ p (e)‘lt /(\)t) s
0 e

lo que determina gque la solucién de10 tome la forma
Alt
o(t) = et = P <€0 e)(\)zt) Pl = eMtuy 4 etuy

para ciertos vectores, = u1 (&) Y ua = ua(&o). Mediante el cambio de variable= P~'z, se obtiene el sistema
y'(t) = Dy(t), t = 0
0, equivalentemente,

(5.11)

De forma mas general, si

a b
= ()

se tiene que los autovalores deson\; = a + bi € Cy Ay = a — bi € Cy el problema también se puede reducir a
un sistema del tipo5(11). Estamos pues, ante problemas de valor inicial escalategipd (5.5). No obstante, debemos
resaltar una notable diferencia: mientras que en el eje@pp el escalar\ era un namero real ahora los escalaxes

del problema .10 son los autovalores de la matuf pudiendo ser, como en este caso, numeros complejos. De esta
forma, ahora el parametio= Ah puede ser, cuandb € sp(A4), un numero complejo. Esto nos lleva a considerar, en lo
sucesivo, el siguiente problema de valor inicial escalar

' (t) = dx(t), t >0
(t) (t) (5.12)
z(0) = &o,
donde) € Cy & # 0. Es claro que la solucién del problentai?) es
$(t) _ e/\té-o _ e(Re(A)JriIm()\))té-o _ eRe(A)teiIm(/\)té-o
y, puesto quée’™ Mt = 1, en el caso de quRe(\) < 0, se verifica que
‘ _ ‘ Re(\)t _
Aim |z (t)] = |6l |, lim e 0,
por lo que
lim z(t) =0. (5.13)

t——+oo

De esta forma, generalizamos la Definic®f de la siguiente forma:

Definicién 5.4

Analisis Numérico ©A. M. Ramos y J. M. Rey



Estabilidad absoluta lineal 87

a) Un método n~umérico ezbsolutamente estabjera un valor, € C, si dados\ € C y h > 0 tales que‘zN = Ah, la
sucesionz;(h)}2, C C que se obtiene al aproximar el problerbal@) con pasad: verifica

lim z;(h) =0 (5.14)
1—+00
para cualquier dato inicial arbitrario. En caso contragal&e que el método numérico alsolutamente inestable
parah.

b) Laregion de estabilidad absolutée un método numérico es la mayor regidrc C en la que el método es absoluta-
mente estable para todoc R.

c¢) Si al aplicar un método monopaso particular al problesna) se tiene la expresion(7), se dice quek : C — C es
sufuncion de estabilidad o amplificaciong

Observacion 5.5

a) Notese que el conjunto de nimeros de la regién de estabdiosoluta cuya parte real es negativa es el conjunto de los
valoresh = Ah € C conRe(\) < 0 para los cuales la solucién numérica tiene el mismo commietsto asintético
gue la solucién exacta.

b) Obviamente, el intervalo de estabilidad absoluta) de un método numérico es un subconjunto de la region de
estabilidad absolut® de dicho método. Concretamente,b) = R NR.

c) Existen métodos, como el Método del Punto Medio, cuyarede estabilidad absoluta Bs= () (véase la Hoja 5 de
problemas). o

Ejemplo 5.6 (Método de Euler explicito) Consideremos el problema.(2 con )\ € C. Al aplicar el Método de Euler,
se tiene que

Tit1 = (1 + \h)z; = R(h)l‘l, 1=0,1,2,...,

dondeh = Ah y
R(z)=1+=z

es lafuncién de estabilidap amplificacior) descrita en la Observaci@n22. Luego

7 = (R(h))zxo, i=0,1,2,...
y, por tanto,

lim 2, =0 & |[1+h|<1 < [h—(-1)|<1 & heR=DB(-1,0) (5.15)

1——+o00

donde, en generdB,.(zo, yo) denota la bola elR? de centrdzg, yo)T € R? y radior > 0 (véase la Figur&.?2). o

Método de Euler explicito

-0.5

-1

-1.5
-25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 5.2: Regidn de estabilidad absoluta en el Método der Explicito.

Al aplicar el(p, o)—Método der pasos §.2) a la resolucion del problema (L2 se obtiene la ecuacion en diferencias

r

Z (o — MBr)zipr =0 (5.16)
k=0
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88 Estabilidad absoluta y problemas rigidos

para: = 0,1,2,... Puesto queH.16) es una ecuacion en diferencias lineal, homogénea y de iemfis constantes, la
solucién general de la misma se obtiene a partir de las rdécss polinomio caracteristico

r

(2, h) = Z (ar — hBr)Z" = 0(z) — ho(2). (5.17)

k=0

Definicion 5.7 El polinomio (.17 se denoming@olinomio de estabilidadel (o, 0)-Método 6.2). o

El Lema3.21puede generalizarse de la siguiente forma:

Proposicién 5.8 Consideremos la ecuacion en diferencias lineal homogénéd).

a) Siu € C\{0} es raiz del polinomi(z) con multiplicidadn € N (es deciro(u) = o'(p) = -+ = 0™V (u) =
0), se verifica que ' }5°,, {ipn'}2,, . .., {im1u'}22,, sonm soluciones linealmente independientegzig4).

b) Ademas, sii1, o, ..., pug € C\{0}, cong € N, son lasq raices no nulas y distintas dgz), siendom; la
multiplicidad dey;, se verifica que

{:uzi}zinv {Z.Nli}zinv R {imlilui ?EO
{5} 20, {ins} 2o, - - {i™ T s},

{Hf;}?im {iﬂé}?iw et {imqilﬂé zqi()

sonm = m; + ma + - + m, soluciones linealmente independienteg8el4) y constituyen una base de
espacio vectorial de sus soluciones. De esta forma, la 8oligeneral d€3.44) es

parai =0,1,2,...conc;; € C arbitrarios.

DEMOSTRACION Véase la Seccion 11.4 d@(larteroni-Sacco—Saleli o

La Proposiciorb.8 permite establecer la siguiente caracterizacion:

Teorema 5.9 El (p,0)-Método (3.23 es absolutamente estable pata € C si, y solo si, lasr raices

{s1(h), s2(h),...,s,(h)} del polinomio de estabilidad(z, ) dado en(5.17) tienen médulo estrictamente me
norquel. g

Corolario 5.10 La region de estabilidad absoluta dgl, o)-Método(3.23 viene dada por

R={heC: |s;(h)|<1paraj=12...1} o

Ejemplo 5.11 (Método de Adams—Bashforth de 2 pasospuesto que(z) = 22— zy o(z) = 1 (32— 1), su polinomio
de estabilidad viene dado por

7(z,h) = o(z) — ho(z) = 2> — 2 — g (Bz—1) =

~ 243h—\/(2+3h)° - 8h ~ 243h4+/(2+3h)2—8h
(h) = 1 y sa(h) = 1 )

Por el Corolarid.10, la region de estabilidad del Método de Adams—Bashforthjpiesds viene dada por el conjunto

(2227 (2+3ﬁ)z+ﬁ),

N | —

que tiene por raices

S1

R={heC: |sj(ﬁ)| <1 paraj =1,2}.
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Estabilidad absoluta lineal 89

La determinacion precisa del conjunto anterior no es umteymediata. En la Figufa3 se muestra la forma que tiene
esta regién de estabilidadg

La regién de estabilidad absolugaes el conjunto de los valorés= \h para los cuales la solucién numérica tiende
a cero. Puesto que
lim z(t) = 0 paratodo\ € C conRe()) < 0,

t—+oo

cuanto mayor sea la parte @& contenida erR, menores restricciones habra que hacer sobre el/pasa el fin de
evitar posibles inestabilidades. Esto motiva la siguienigon:

Definicion 5.12 (Dahlquist) El (o, c)—Método .23 es A—establesi su region de estabilidad absol@acontiene el
semiplano complejo
C ={zeC: Re(2) <0}. o

Ejercicio 5.13 Demostrar que el Método de Euler implicito4sestable. o

Los siguientes resultados muestran que la Defini6id@es bastante restrictiva.

Teorema 5.14 La region de estabilidad de un método multipaso lineal expliesta acotada. I

DEMOSTRACION Ver hoja de problemas.q

Corolario 5.15 No existen métodos multipaso lineales explicitos que de@stables. I

Teorema 5.16 (Segunda barrera de DahlquistEl orden de precisién de un método multipaso lineal (imfdjci
A-estable es menor o igual que 2.

Ademas, se verifica el siguiente resultado:

Teorema 5.17 (Dahlquist) EI Método del Trapecio es el método multipaso lineal impdidie orden de precisién 2

gue esd—estable y tiene la constante de error mas pequefia.

En la Figura5.3 se muestran los dominios de estabilidad de los primerosdédétde Adams—Bashforth y Adams—
Moulton. Como se aprecia, cuando el nimero de pasos es maymldue 2, las regiones de estabilidad absoluta en los
métodos de Adams son relativamente pequefias. Ademas,| paisar® namero de pasos, son bastante mas grandes las
correspondientes a los métodos implicitos (Adams—Moytae las de los métodos explicitos (Adams—Bashforth).
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Método de Euler explicito

Método de Euler implicito

15 . . . . 4
3
1
2
0.5 ; /\
’ ’ \
-0.5 -
-2
-1
-3
-1.5 . . . . H . .
25 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 7 6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Método de Adams—Bashforth de 2 pasos Método del Trapecio
15 1 4 T
3 ]
4 i
2 i
05 ﬂ 1 ; ]
0 0
~05 \J | -1 i
4 i
1 i
-4 i
-1.5 ] 4 T
-25 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 7 6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Método de Adams-Bashforth de 3 pasos Método de Adams—Moulton de 2 pasos
15 . . . . . . 4 ——
3
4
2
05
1
0 0
-0.5 -
-2
-1
-3
-1.% . . . . H . . AL ; . . . . . . . |
25 -2 -15 -1 05 0 05 1 15 27 6 -5 -4 -3 2 1 0 1 2 3
Método de Adams-Bashforth de 4 pasos Método de Adams—Moulton de 3 pasos
15F T T T T T . 45 - - - - - - - - -
3
e
2
05f
1
0 0
-2
-“1F
-3
15 . . |
25 2 45 4 05 0 05 1 15 76 5 -4 -3 2 1 0 1 2 3
Método de Adams-Bashforth de 5 pasos Método de Adams—Moulton de 4 pasos
15F T T T " ‘ ¥ f————— —
3
1k |
2
05F 1
1
0 0
05} 1 -1 \\/
-2
AP 4
-3
-1'57 L - - L A & yn L L L L L L L n
25 2 45 1 05 0 05 1 15 7 6 -5 -4 3 2 -1 0 1 2 3

Figura 5.3: Regiones de estabilidad absoluta de los Métel@dslams—Bashforth (izquierda) y Adams—Moulton (derecha)
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5.4 Problemas rigidos

De una manera poco precisa, y como primera idea de este torfoeys adelante, en la Definiciéri23 se precisara
algo mas este concepto) problema rigido(stiff problem en inglés) es aquel que tiene, al menos, dos escalas detiemp
muy distintas de forma que en un pequefio periodo de tiempareayariacion de la solucion muy brusca con respecto al
resto, donde la variacion es mas suave. Ademas, el efectoededla rapida sobre la solucién global, fuera del pequefio
periodo mencionado es despreciable, por lo que no es indiapke su aproximacién numeérica de una manera precisa.
Este tipo de problemas aparecen en fendmenos de combuesatiética quimica, modelos biolégicos,. . .

llustremos la idea anterior a través de un ejemplo en diraarisi
Ejemplo 5.18 Consideremos el problema escalar de valor inicial

—p(x(t) = 1), t>0 (5.18)

—
8 8
— =~
o =
I
=

cony > 0, cuya solucién exacta es
r(t)=1—e M

(compruébese). Transcurrido un periodo de tiemnpa0, paray suficientemente grande se verifica que
x(t) ~1

parat > t. Por ejemplo, sit = 40, se verifica la propiedad anterior con- 015 (véase la Figuré.4).

0.8F

0.6F

0.4

0.2

Solucion x(t)
Funcion y(t)=1

0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 5.4: Soluciomr:(t) del problema de valor iniciab(18 conu = 40 en el intervaldo, 1].

Veamos qué ocurre si aplicamos el Método de Euler (exp)ieitgroblema $.18. Tomando como pash > 0,
consideramos los nodos= ih parai = 0, 1, 2, . .. EIl Método de Euler determina la secuencia

IL'():()

Como se ha visto erb(15), la region de estabilidad del Método de Euler explicitdqRes= B;(—1,0). De esta forma,
puesto qu%—{g = —pu, siguiendo los comentarios de la Seccidf para que los errores no crezcan debe verificarse que

2
—phe€R & [1—ph|<1l & —2<—ph<0 < 0<h<—.
7!

Por ejemplo, siu = 40, se necesita tomdr < % En la Figura5.5(a)se muestra el resultado de aplicar el Método de
Euler (explicito) a la resolucion del problental8 cuando se toman pashs= 1—19 yh= %

Veamos qué ocurre ahora si aplicamos el Método de Eulerditg#l problema.18).
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Parametro mu=40 Parametro mu=40
8 : ) ! . . T T T T T T T
4
Solucion x(t) 1r
61 | —©—Meétodo de Euler con h=1/19
—e—Método de Euler con h=1/21
4 081
2 06
)
06
0.4
-2
0.2
-4 Solucion x(t)
—o6— Método de Euler implicito con h=1/19
6 . . . . . . . . . 0 . . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
(a) Método de Euler (explicito). (b) Método de Euler implicito.

Figura 5.5: Problema de valor inicidd.(L8 conu = 40.

es decir,
x; + ph
1+ ph

parai = 0,1,2,... Como la region de estabilidad del Método de Euler implicé®Re= C\B;(1,0). De esta forma,
puesto qu%—fg = —pu, siguiendo los comentarios de la Seccidf para que los errores no crezcan debe verificarse que

LTit+1 =

—puh€R < |1+ puh| >1,

propiedad que verifican todos los pagos- 0. Por tanto, es este caso, no hay restricciones gobse0. En la Figu-
ra5.5(b) se muestra el resultado de aplicar el Método de Euler iitpkcla resolucién del problem&.(L8 cuando se
tomany =40y h = 15.

0.8

0.6

0.4

0.2
Solucion x(t)
Funcion y(t)=1

0 . . . | | | | . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 5.6: Soluciomr:(¢) del problema de valor iniciab(18 conu = 20 en el intervald0, 1].

Para el caso en que= 20, como se aprecia en la Figuses, transcurrido un periodo de tiempa- 0’3 se verifica que
x(t) =1

parat > t. De esta forma, al aplicar el Método de Euler (explicito) esifica que

—20h e R & 0<h<i,
10
por lo que se necesita tomiar< %0. En la Figurab.7(a)se muestra el resultado de aplicar el Método de Euler (éxglic
a la resolucion del problem&.(L8 conp = 20, cuando se toman pashs= % yh= 1—11 Por otra parte, tal y como se
ha probado anteriormente, al aplicar el Método de Eulerioitplno hay restricciones sobre el paso- 0 a tomar (en la
Figura5.7(b)se muestra el resultado de aplicar este método culam:dté).
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Parametro mu=20 Parametro mu=20

Solucion x(t) D
—6—Método de Euler con h=1/9
6 [ | —e—Método de Euler con h=1/11

Solucién x(t)
—o6— Método de Euler implicito con h=1/9

L L L L L L L L P 0 L L L L L L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(a) Método de Euler (explicito). (b) Método de Euler implicito.

Figura 5.7: Problema de valor inicid.(.§ conp = 20.

Como se puede observar, las soluciones exactas de los ashbnteriores son, transcurrida una fase inicial rela-
tivamente corta, muy parecidas a la funcién constantgie es “muy suave”, por lo que su aproximacién numérica no
deberia requerir un elevado nimero de nodos temporalesng@iargo, dependiendo del método elegido, puede ocurrir
(por ejemplo, con el Método de Euler (explicito)) que cuanés grande seag—é, mas pequefio se deba escoger 0
para aproximar una solucién que, tras un corto periodo dete se comporta como o

En el caso de un sistema lineal

{ a'(t) = Az(t) +b(t), t >0 (5.19)

z(0) = &o,

dondeA € M,, (es decir,A es una matriz cuadrada de ordenb(t) € R™y & € R™\{0}, se denominaoeficiente de
rigidezal nimero
max |Re(X;(4))]

- _i=1,2,...,m
1992 min - Re(\i(A))]
i=1,2,...,n

siendosp(A4) = {M(4), A2(4), ..., \,(A)}. Obviamente, se verifica quggisez > 1. De manera informal, se dice que
el sistema%.19 esrigido cuando su coeficiente de rigidez es “grande”.

Veamos un ejemplo cuandbe M5y b = 0.

Ejemplo 5.19 Consideremos el problema de valor inicial

2'(t) = Az(t), t >0
(t) (t) (5.20)
z(0) = o
siendo
—100 1
A= ( 0 0’1) ’
Claramente, la solucién del problentaZ0) es
z(t) = e (5.21)
parat > 0. Como el espectro dé esta formado por los autovalores= —100y A\, = —0'1, se tiene que
100
igidez = —~— = 1000.
Crigidez 0’1 000

Ademas, la matrizA es diagonalizable, es decir, existe una matriz de ago.M, no singular tal que®~*AP = D,

siendo
—100 0
D= ( 0 0’1)

la forma canonica de Jordan de la matriz Calculemos los autovectores asociados a los autovalgres —100 y
A2 = —0'1, que constituyen las columnas de la mafriz
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94 Estabilidad absoluta y problemas rigidos

a) (A—\Dv =0 & (8 991,9) (;) = (8) & y = 0. Luegov; = (1,0)T es un autovector asociado al autovalor
A1 = —100.

_ 09/
b) (A— XDy, =0 & ( 909 9 (1)) (;) = (8) & —99'97 +y = 0. Luegovy = (1,99'9)T es un autovector
asociado al autovalot, = —0'1.

Por tanto, las matriceB y P~ vienen dadas por
10
10
0 999 0 399

oAt — JPDPT' _ p Dtp-1 _ p (eloot 0 )P—l7

y, consecuentemente,
0 e 01t
lo que determina que la soluciéf.21) tome la forma
x(t) _ eAt€0 _p (5(1)0015 eg,u) P71§0
parat > 0. Consecuentemente, existen vectares= uq (&) Y ua = u2(&p) tales que
z(t) = e 1008, Jre—o’ltu2

parat > 0. En concreto, como puede comprobarse faciimentg, si (¢}, £2)T se tiene que

L <gg - —e) N <—s> | .
0 gg

lim 2(t) =0 (5.23)

t—+oo

Claramente,

y, puesto que la funciéa—1%°¢ decae a cero mucho mas rapidamente &', en la expresién de(t) podemos
despreciar el términe— %%, por lo que
’
z(t) ~ eV,

para valoreg > 0 no muy préximos &.

El problema es equivalente, por tanto, a dos problemas dglsaios del tipar’(t) = Az(t) estudiados en la Sec-
cién 5.3 con lo que, al aplicar un método numeérico con un gaso0, es preciso qugh esté en su region de estabilidad
para todo autovalox. Veamos, por ejemplo, qué ocurre si aplicamos el Método dier Eexplicito) al problema de valor
inicial (5.20. Tomandah > 0 fijo, consideramos los nodes= ih, : = 0,1, 2, ... Puesto que

zo ~ o
Tit1 = x; + hAx; = (I—l—hA)J}l, 1=0,1,2,...

se verifica que _
x; = (I +hA)x,i=0,1,2,...

Es decir,

x1 = (I +hA)zg = (I + hPDPV)azg = (PP~' + hPDP~')xo = P(I + hD)P ',
{ 9= (I +hA)xy = (I + hPDP~Y)P(I + hD)P 2y = P(I + hD)P~*P(I + hD)P~'xo = P(I + hD)*P~ 12
y, en general,

. (1 — 100h)° 0
x; = P(I+hD)'P oy =P Pz

0 (1—0'1h)

parai =0, 1,2, ... Por tanto, se tiene que

z; = (1 — 100h) ;1 + (1 — 0'1h) %y
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parai =0, 1,2,... Notese quér; ~ u; paraj = 1,2 sizy =~ & puesto que, al igual que eh.p2), se tiene que

1_ 10 .2 10 0.2
~ o ~ 99 ¥0 | ~ 999 Y0\
Uy = ~Uur Yy ug = 5 ~ Ug.
0 xh

Como el pas@ > 0 estaba fijo, en el supuesto de que % = 0’02 se verifica quél — 100h| > 1y, por tanto,

lim z; = +oo,
1——+o00
lo que contrasta con el comportamiento de la solucion exaé@se $.23). Por tanto, la componente %%y, que
apenas tiene influencia sobre la solucion, es la que detateiestriccion sobre el paso< h < 0'02.

Nétese que la solucién exacta se comporta comig st 0. Ademas, en el caso de quefuera 0, se tendria que
x; = (1 —0'1h)"uy — 0 cuandoi — +oco

para pasos de tamafio mucho mayor que en el caso anteriord@nente, siempre que < h < (ﬁl = 20) aln
siendo soluciones muy parecidas. Ademas, como ya se ha tamnean los ordenadores siempre se producen errores de
redondeo, lo que se traduce en que la compor(@ntel00h)"u; suele hacer siempre su aparicion y, salvo que se hayan

tomado paso8 < h < 0’02, se verifica que; crece comd1 — 100k)" y, por tanto, tiende a infinito cuando- +occ.

En la Figura5.8 se muestran los resultados de aplicar el Método de Euleoalema 6.20 con dato inicial, =
(0,100)T cuando se toman pashs= 01y h = 0'01. o

HX 10° Coordenada 1 de la solucion Coordenada 1 de la solucién
1
0
0.5¢
-2
4 . . . . 0 , . 7
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 10 20 30 40 50
Coordenada 2 de la solucion Coordenada 2 de la solucién
100 100
95 1 50
90o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 10 20 30 40 50
(a) Pasch = 0'1. (b) Pasoh = 0'01.

Figura 5.8: Método de Euler aplicado al problera2() con dato iniciak, = (0, 100)™.

Observacion 5.20Hay que resaltar que la necesidad de reducir el tamafio delgmasl Método de Euler en los Ejem-
plos5.18y 5.19es debida a razones de inestabilidad absoluta numéricagnemtque ver con la precision del métode.

Veamos otro ejemplo de lo que ocurre cuando tenemos un pnablieeal en el que hay una gran diferencia entre las
magnitudes de los autovalores de la matriz asociada.

Ejemplo 5.21 Consideremos el problema de valor inicial
2 (t) + (1 4+ p)a’(t) + px(t) =0, >0
z(0)=1,2'(0)=pu—2

para valores grandes del parametrdediante el cambio de variabl(t) = (x(t), 2’ (t))T podemos escribir el problema
anterior en la forma

{ X'(t)=AX(),t>0 (5.24)

X(0) = Xo

0 1 1
<u 1#) Yo <M2)

siendo
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96 Estabilidad absoluta y problemas rigidos

Puesto que el polinomio caracteristico de la matrigs
Pa(\) =det(A— M) =2+ (1 +mA+pu=AN+1)(\+p)

se verifica quep(A) = {—1, —u}. De esta forma, para que el Método de Euler (explicito) sealatamente estable, se
necesita tomar un tamafio de pasp 0 que verifique

[1—h|<1ly|1—uphl <1,
luego debe tomarse
0<h< min{Q, %} . (5.25)
La solucién del problema de valor inicidl.¢4) es X (t) = (X(t), X2(t))T donde
Xt)=2e""—e My X?2(t) = 2" 4 pe
(compruébese).

40

35 — Componente X1(t) |
— Componente Xz(t)

30
25
201
15+
10+

5l
o\

£l

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 5.9: Solucion del problema de valor inicial44) cuandou = 40.

Como se aprecia en la Figused, cuandqu = 40, la component&( () de la solucién muestra dos escalas de tiempo
muy distintas: la escala rapida (que ocurre entte 0 y ¢t ~ 0'1) y la escala lenta (a partir dex~ 0’'1). Nétese que, en
cambio, la component&!(¢) varia suavemente en todo el intervitol].

100

—— Componente X'(t) (u=40)
80 — Componente Xz(t) (u=40)
— Componente X'(t) (u=100)
— Componente Xz(t) (u=100)

60

40

201

-2

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 5.10: Solucion del problema de valor iniciald4) cuandoy = 40y ¢ = 100.

No obstante, hay que resaltar que, puesto que la escalarmdpiiempo de la componenié?(t) tiene un efecto
practicamente nulo en la solucion (véase la Figufi@en la que se muestra que apenas hay diferencias para lossvalor

Andlisis Numérico ©A. M. Ramos y J. M. Rey
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dep = 40y p = 100), parece que la precisidn en su resolucidn no es un hechatampe® con vistas a obtener una
aproximacion global de la solucién en todo el intervillo+oo). En cambio, para garantizar la estabilidad del Método
de Euler (explicito) el pasd debe verificar §.25), lo que obliga a tomar pasos mucho mas pequefios de los que se
necesitarian al resolver en el intervltl, +o00). o

Observacion 5.220bviamente, cuanto mayor sea la regionie que esté contenida en la region de estabiliRade

un (o, 0)—Método, menores seran las restricciones sobre el jpas® debidas a la inestabilidad. Por tanto, en el caso
de que el p, 0)—Método sead—estable, para sistemas lineales se puede elegir el taragiasd: > 0 sélo por motivos

de precisién (sin tener que hacer ninguna restriccion @auitipor motivos de inestabilidad). Por esta razén los noétod
A—estables son buenos para aplicarlos a problemas rigidosb#ante, tal y como se ha visto en el Corol&ritty el
Teoremab.16 la nocién ded—estabilidad es muy restrictivag

Tal y como hemos visto en esta seccion, el concepto de prabiggido no es facil de definir de forma rigurosa.
Presentamos, no obstante, una definicion que puede servir:

Definicién 5.23 Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinariagyéto si, al aproximar las soluciones correspon-
dientes a condiciones iniciales arbitrarias por un esquameerico caracterizado por una region de estabilidad atzsol
de tamafio finito, se necesita emplear un tamafio de paso detidscion excesivamente pequefio con respecto a la
suavidad de las soluciones exactas.

5.5 Meétodos BDF (Backward Differentiation Formulae Method  s)

Si el (o, 5)-Método der pasos dado erB(23 es A—estable, se verifica que lagaices{s;(h), s2(h), ..., s.(h)}
(algunas de las cuales pueden estar repetidas) del potirdem@stabilidad

7(z, h) = 0(z) — ho(2)

(véase %.17) verifican que ~
ls;(h)] <1, j=1,2,....r

para todd: € C conRe(h) < 0. En particular, cuandd € Ry h — —oo, se tiene que(s;(h)) permanece acotado y,
por tanto,

h——o0 h h——o0 h——o0

0= _lim M = lim o(s;(h) =0 (~ lim sj(%))

paraj = 1,2,...,r. Por tanto, puesto que las raicesmde 71) dependen continuamente Hese tiene que dichas rai-
ces aproximan, cuando — —oo, las raices del polinomie(-). Consecuentemente, parece natural elegi con la
propiedad de que tenga sugaices en el disco unidd8l, (0, 0). Una eleccion sencilla es tomar el polinomio

o(z) = Br2",

con 3, # 0, que tiene como Unica raiz= 0 con multiplicidadr. Se obtienen asi los denominaddétodos BDFHde
sus siglas en inglés “Backward Differentiation Formulaeives” o, traducidoMétodos de formulas de diferenciacion
regresivg der pasos, que sofp, o )—Métodos implicitos de la forma

Lo, L1yeoy Tp—1 dados
" ) (5.26)
Zakzz‘Jrk =B f(tigr, Tigr), 1 =0,1,2,...
k=0
Sin pérdida de generalidad, se suele tomar= 1 y los restantes coeficientdsy, a1,..., 1,53} se eligen de

forma que el orden de precision del méto8d2¢) sea maximo (més adelante se estudigdestabilidad de los métodos
obtenidos, que determinan la convergencia de los misma§)par ejemplo:

a) Parar = 1 se obtiene el métode; 1 + apx; = hf1f(tit1,zit1). Puesto que(z) = z + ap y o(z2) = fiz, se
verifica que
{ =0« 0(1)=0 < ap=-1

a=0<«<d1)-0c(l)=0 < =1

Se obtiene asi el Método de Euler Implicito
Tip1 — 2 = hf(tig1, ip1)-
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98 Estabilidad absoluta y problemas rigidos

b) Parar = 2 se obtiene el métode; .o + a17;+1 + aoz; = hB2f(tit2, Tit2). Puesto que(z) = 22 + a1z + agp y
o(z) = B222, se verifica que
=0 o1)=0< ap+a3 =-1
a=0< d1)-0c(1)=0 < a; —f2=-2

=0 a1 +4—-48) =0 & ay — 4B = —4,

de donde se obtienen los valores= %, a; = —3 y 32 = 2. Se obtiene asi el método implicito

1 2h
Tig2 — 5 Titl T 5 Ti

3 i = ?f(fi+27xi+2)-

En la Tabla5.1se muestran los primeros métodos BDF.

Cp+1

)] a1 (€5 a3 Qg Qs | Qg Br |l p Cp+1 | Cerror = 3,
1 1
-1 1 11 —— ——
2 2
1 4 1 2 9 2 1
3 3 3 9 3

2 1

HER B T [ N
11 11 11 11 22 4
S| 6| s s | (3 DY DEEN
25 25 25 25 25 125 5
“a | 20| s [ s | T oo [T 1
137 137 137 137 137 137 7 137 6
10 [ 7| 225 oo | a0 | seo| e [T 20 [ 1
147 147 147 147 147 147 147 343 7

Tabla 5.1: Métodos BDF depasos y orden de precisi@gn

Como se aprecia en la Figusall, el intervalo de estabilidad absoluta de los Métodos BDF-e, 0), lo que les
hace muy apropiados para resolver problemas rigidos. Eblinconveniente que tienen es que los Métodos BDF sé6lo
son0—estables st < 6 y no lo son para valores> 7. Por tanto, los Unicos Métodos BDF (tiles desde el punto sta vi
de las aplicaciones (los convergentes) son aquellos emtas € 6. Notese que la region de estabilidad absoluta de todos
ellos contiene el exterior de una bola.
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Método BDF con r=1

B 4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
Método BDF con r=3

% 4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
Método BDF con r=5

-10 -5 0 5 10 15 20 25

Métodos BDF (Backward Differentiation Formulae Methods)

Método BDF con r=2

6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Método BDF con r=4

% 4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
Método BDF con r=6

-20 -10 0 10 20 30 40

Figura 5.11: Regiones de estabilidad absoluta de los MétBaxd-.
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