© Problemas de contorno

6.1 Introduccidn

Hasta ahora se han considerado ecuaciones diferencigies snluciones (y/6 sus derivadas) debian verificar ciertas
condiciones en un extremo del intervalo temporal, tipigaaen el instante inicial (estos problemas son los denatosa
problemas de valor inicial). Uproblema de contornpara una ecuacion diferencial ordinaria es aquél en el cqgaduaion
debe verificar condiciones especificas en ambos extremastelelalo temporal (condiciones de contorno). Puesto que,
en general, la solucion general de una ecuacion difereoxdalaria de ordep depende de parametros arbitrarios, el
namero de condiciones de contorno es, en generdlp obstante, es posible que exista mas de una solucién oaque n
exista ninguna. Obviamente, cuando se impone un nimerorabcgunes de contorno superiopdo mas probable es
gue el problema de contorno no tenga solucién. En las sexxgiguientes consideraremos problemas de contorno para
ecuaciones de segundo orden del tipo

" (t) = f(t,z(t),2'(t)), t € [to, T
p11x(to) — p12a’ (to) = o (6.1)
p212(T) + po2x’(T) = B,

dondep;; € R parai,j € {1,2}, o, € R, f € C(D)conD C [ty,T] x R®y x € C*([ty,T]). Como ya se

ha comentado, la terminologia “de contorno” viene del hetddmponer que las soluciones 6 sus primeras derivadas
satisfagan condiciones prefijadas sobre los puntgsl’, que constituyen l&ontera (6 contorng del intervalo[ty, T').

Observacion 6.1 A diferencia de lo que ocurria con los problemas de valoiahita existencia y unicidad de solucion
de un problema de contorno no depende sélo de la regularadfdncionf. Asi, por ejemplo, para € Z se verifica
gue el problema de contorno

{ 2" (t) + k*z(t) = 0, t € [0, 7]

2(0) =x(r) =0

tiene infinitas soluciones de la forma
xe(t) = csen(kt), t € [0, 7]

para cualquier valor € R. Nétese que, en este caso, la funcjtin, £,7) = —k%¢y, por tanto,f € C>®(R3) y es
globalmente lipschitziana en las tres variables.

Como es sabido, el problema

a”(t) = f(t,x(t), 2'(t)), t € [to, T]
z(ty) = «
' (to) = B

puede reducirse al problema de valor inicial

X'(t)=F(t,X(t)), t € [to,T]

{ X(to) = o,

donde

x=(30) = (7)) = 0= (5) v Peo=(;,,8.0) (6.2)

En cambio, esto no se puede hacer con los problemas de comteltipo €.1), por lo que éstos deben estudiarse
separadamente. Consideraremos dos tipos de métodos pararegy numéricamente la solucion de un problema de
contorno:
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104 Problemas de contorno

a) Método de tiro(o disparg.
b) Métodos de Diferencias Finitas

Con vistas a simplificar la exposicién, en las siguientesisaes comenzaremos con el estudio del siguipritklema de
contorno linealpara ecuaciones de segundo orden con condiciongsadBirichlet

—a”(t) + p(t)a'(t) + q(t)z(t) = r(t), t € [to, T
x(ty) = « (6.3)

donde las funciones, ¢, € C([to, T]) y «, € R. Se trata de un caso particular de problema de contornaaefttil)
en el que la funciérf que aparece en la ecuacion del problefhd)(es lineal en su segunda y tercera variables, es decir,
de la forma

ft,&m) =pt)n+qt)§ —r(t). (6.4)

6.2 Meétodo de tiro

Una forma de obtener la solucion del problerfig8( es conjeturar el valor inicial’(ty) = s con vistas a obtener
un problema de valor inicial (cuya solucion se puede aprakmuméricamente aplicando los métodos estudiados en los
capitulos anteriores) de forma que, eligiendie forma adecuada, la solucién del mismo verifique @@ = 3. Este
procedimiento se denomina tim o dedisparo(Shooting Methoden inglés). Concretamente, consideremos el problema
de valor inicial auxiliar
—y"(t) +p®)y' (t) + q)y(t) = r(t), t € [to, T
y(to) = a (6.5)
y'(to) = s,
dondes € R es un parametro a elegir. Como las funciopgg r € C([to, T]), se verifica que la funciéf’ : D — R?,
conD C [ty, T] x R?, definida en§.2), con f dada en§.4), es continua y lipschitziana en su segunda variable , por lo
que, aplicando el Teorenfal4 se tiene que el problema de valor iniciél%) tiene una Unica solucidn(¢; s), la cual

pertenece &>([tp, T]) (véase el Teorema.19. La idea es determinar si se puede elegir el parametdenominado
parametro de tird de forma que se verifique

y(Tss) =B, (6.6)
en cuyo caso la solucién (o soluciones) del problen3 ¢iene dada por
z(t) = y(t; s) (6.7)
parat € [tg, T] (véase la Figuré.1).
B
to T

Figura 6.1:Ejemplo de soluciones del probler(fa5) para diversos valores del parametso

Por tratarse de un problema lineal, es claro que la solugigr) de 6.5 puede escribirse en la forma
y(t:s) = yi(t) + sya2(t), t € [to, T7, (6.8)
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siendoy; (t) e y2(t) las soluciones respectivas de los problemas de valorlinicia

—yi (t) + p(t)y1(t) + q(O)yr(t) = r(t), t € [to, T —y5 (t) + p(t)ys(t) + q(t)y2(t) = 0, t € [to, T
yl(tO) =« e yQ(to) =0 (69)
y1(to) =0 Y5(to) = 1.

Observacion 6.2 Notese que la solucio (t) es independiente de los dates3 y r(t) del problemag.3) (s6lo depende
de las funcioneg(t) y ¢(t) del mismo). o

Como hemos comentado anteriormente, el parametebe elegirse de forma quéT’; s) = 5. Alavistade 6.9), la
propiedad anterior se expresa como

B=y(T;s) =y1(T) + sy=(T), (6.10)

por lo que pueden presentarse dos casos:

a) y=(T) # 0. En esta situacion, la ecuacid@h ) tiene una Gnica solucion

~ B— yl(T)
5= 7y2(T) Y (6.11)

Por tanto, el problema5(3) tiene una Gnica solucién que viene dada por

_ L) B— yl(T)
z(t) = y(t;s) =y (t) + () Ya(t) (6.12)

parat € [to, T
b) y2(T) = 0. A su vez, pueden presentarse dos casos:

i) y1(T) = B. En esta situacion, la ecuacidh @) tiene infinitas soluciones (es valido cualquier vala R), por lo
gue el problemad_3) tiene infinitas soluciones de la forma

z(t) = y(t;s) = y1(t) + sy2(t) (6.13)
para toda € [ty, 7] cons € R arbitrario.

i) y1(T) # B. En esta situacidn, la ecuaciéh @) no tiene solucion (no se verifica para ningun valar R), por lo
gue el problemad.3) no tiene solucion.

Se ha probado, por tanto, el siguiente resultado:

Teorema 6.3 Searp, q € C([to, T]). Se tiene la siguiente alternativa:

a) Oyo(T) # 0, lo cual es equivalente a que el problema de contd6) tenga una Unica solucion para tod
re C([t()vT]) yavﬂ eR.

b) Oy(T) = 0, lo cual es equivalente a que el problema de contdfh8) tenga infinitas soluciones, cuando |
solucidny (t) verifica quey; (T') = 3, 0 no tenga solucidn, en caso contrariog

Observacion 6.4 (Interpretacion geométrica)Con el Método de tiro hemos sustituido el problema de coot{@rB)
por los dos problemas de valor inicial dados &9) cuyas soluciones respectivas 3fit) e y»(¢). Suponiendo que el
problema de contorn@(3) tiene una Unica solucién (por ejemplo, bajo las hipétesis del Corolasi® que se vera mas
adelante), ésta viene dada como combinacion lineal (¢ e y2(t); concretamente,

o) = )+ 20 ot

parat € [to, T] (véase la Figurd.2). o
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106 Problemas de contorno

Figura 6.2:Interpretacién geométrica del Método de tiro.

Notese que el nimero de soluciones del problema de cont®rfaépende de qus(7") sea cero o no. Veamos que
esto, a su vez, depende del numero de soluciones del probamzgéneo asociado

—2"(t) + p(t)z' () + q(t)(t) = 0, t € [to, T
2(to) = 0 (6.14)
z(T) = 0.

Lema 6.5 Seanp,q € C([to,T]). La condicion necesaria y suficiente para qué€T’) # 0 es que el problema

homogéne@6.14) tenga como Unica solucién la trivial.

DEMOSTRACION

Seaz(t) una solucion arbitraria de5(14) y veamos que:(t) = 0 para todat € [to, T]. En efecto, por set(t)
solucion del problema de contorn®.{4), siy = a'(t), también sera la Unica solucion del problema de valor

inicial
—a"(t) + p(t)’(t) + q(t)z(t) = 0, t € [to, T
$(t0) =0
.I'/(to) =.

De esta forma, por tratarse de problemas lineales y serdaiéaly2(¢) Unica, se verifica que
z(t) = yy2(t)
para toda € [tg, T]. En particular, para= T, se tiene que
0=x(T) = yy2(T)
de donde, al sey»(T") # 0, se verifica quey = 0y, por tanto,z(¢t) = 0 para toda € [tg, T1.

Supongamos qu(7') = 0y derivemos una contradiccion. En efectoyiT") = 0 se tiene ques(t) es solucion
de (6.14). Luego, por hipétesis, se tiene qugt) = 0 paratoda € [to, T], lo que contradice qug,(tp) = 1. o

Podemos establecer asi el siguiente resultado:

Teorema 6.6 (Alternativa de Fredholm) Searp, ¢ € C([to, T]). Se tiene la siguiente alternativa:

a) O el problema homogéng6.14) tiene como Unica solucion la trivial, lo cual es equivaleatgue el problema
no homogéne(s.3) tenga una Unica solucién para todas C([ty,T]) y o, 8 € R.

b) O el problema homogén€6.14) tiene solucidn no trivial, lo cual es equivalente a que elgeona no homogé-
neo(6.3) tenga infinitas soluciones, cuando la solucigrit) verifica quey; (T') = 3, 0 no tenga solucion, en
caso contrario.

DEMOSTRACION Basta aplicar el Teorenta3y el Lema6.5. o
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Observacion 6.7

a) El Teoremd.6 establece que la unicidad de solucion del problema linehbmnoogéneoq.3) se reduce a la unicidad
de solucion del problema lineal homogéneo asociadod).

b) El teorema de la Alternativa aparece también en otroegtog. Asi, por ejemplo, en dimension finita no es otro que
el Teorema de Rouché—Frobenpesra la resolucion de un sistema de ecuaciones linealesfaeria Az = b donde
A e M, ybeR". Setiene la siguiente alternativa:

i) O el sistema homogénedxz = 0 tiene como Unica solucidn la trivial (cuandet(A) # 0), en cuyo caso el
sistema no homogénetr: = b tiene una Unica solucion para tode R”, puesrg(A4) = rg(A|b) = n.

ii) O el sistema homogénedx = 0 tiene solucién no trivial (cuanddet(A) = 0), en cuyo caso el sistema no
homogéneciz = b tiene infinitas soluciones (si(A4) = rg(A|b) < n) 0 no tiene solucion (sig(A) < rg(A|b).

c) En el caso de que el problema de contor@)(tenga una Unica solucidn(t), ésta viene dada po6.(2. Por
tanto, podemos obtener una aproximacion:¢lg utilizando cualesquiera de los métodos de aproximacioséga
monopaso o multipaso) de problemas de valor inicial paraxamiar las solucioneg; (¢) e y»(t) de los problemas de
valor inicial correspondientes.g

Veamos un resultado que nos garantiza la existencia y @aicld soluciones del problena ).

Corolario 6.8 Si las funcioneg, ¢, € C™([tg, T]), conm € NU {0}, y

q(t) >0, t €t T)

se verifica que el problem(@.3) tiene una Gnica soluciém € C™+2([ty, T)).

DEMOSTRACION Por el Teorema. 1§ si el problemaf.3) tiene una Gnica solucion entonces C™*2([ty, T]). Por
otro lado, para probar la existencia y unicidad de soluadla, vista del Teorem@.3 basta demostrar qug (7)) # 0.
Puesto ques(to) = 0 eyh(to) = 1, se verifica que existe e (0,7 — to] tal que

yo(t) >0, Vt € [to, to + 9]
y, por tanto,
yg(t) > yg(ﬁo) =0,Vte (to,to + 5]

Veamos que, de hechg,(¢) > 0 paratoda € [tg, T']. De no ser asi, sed € (to, 7] el primer instante en que se anula
la funcidny}, es decir,

{ yh(t) >0, t € (to,t*) (6.15)
ys(t*) =0,

y veamos que ésto conduce a una contradiccion. En efectstopgiee
ya(t) > y2(to) =0, Vt € (to,t"], (6.16)
al serq(t) > 0, la propiedades5(15 y (6.16) determinan que
Y2 (t) = p(t)ya(t) + a(t)y2(t) = p(t)ya(t) = —Mys(t) (6.17)
paratoda € (to,t*), siendo

M = max t)| > 0.
nex, Ip(t)] >

De esta forma, de5(15 y (6.17) se verifica que

1
t
y3( ) sy (6.18)
yz(t)
paratoda € (to,t*). Integrando la inecuacio (19 entret, y ¢ se obtiene que
yh(t) > yh(to)e MUITI0) = g=Mli=to) > o= M(T=to) (6.19)
paratoda € (to,t*)y, por continuidad,

yh(t*) = Iim yh(t) > e~ MT=t0) 5 ¢

t—t*
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lo que contradiceq.15. Por tanto, se verifica que
ys(t) >0, Vt € [to, T, (6.20)

de donde se deduce que
yg(to) =0e yg(ﬁ) >0, Vte (to,T]. (621)

En particulary(T) > 0. o

Observacion 6.9 Las propiedade$5(20) y (6.21) determinan que la desiguald&tl{7) sea valida para todoe [to, T,
con lo cual, a partir de5(19), se verifica que

yh(t) > e ME—t0) i e [tg, T)
y, Si integramos la inecuacion anterior entiyg t, se obtiene que

1 — e—M(t—to) 1 _ g=M(t—to)

t) > t = Yt e lty, T].
92()—y2(0)+ Wi M ) 6[0’ ]

De esta forma, en particular, se tiene que

1 . e*M(T*tg)

Observacion 6.10El resultado del Corolarié.8 no es cierto, en general, si la funcigft) es negativa en algin punto
del intervalolt, T']. Basta considerar, por ejemplo, el problema de contorno

—z'"(t) —x(t) =0, t € [0, 7]
z(0) =0 (6.22)
z(m) = B.

En efecto, puesto que la solucién general de la ecuaciéredifaal lineal homogénea que gobierna el probletnadj es
x(t) = Acos(t) + Bsen(t), t € [0, 7]

con A, B € R arbitrarios (véase, por ejempld;drnandez—Vazquez—VegasSeccion 3.3]), se verifica que el problema
de contorno.22):

i) Tiene infinitas soluciones de la formg (t) = B sen(t) paratodaB € Rsi g = 0.
ii) No tiene solucionspp #0. o

Observacion 6.11Pueden considerarse otras condiciones de contorno dsstirlas del problem& (3) sin necesidad de
hacer muchos cambios en la argumentacion anterior. Popljepara el problema de contorno

—a"(t) + p(t)a’ (t) + q(t)x(t) =r(t), t € [to, T
' (ty) = (6.23)
x(T) = B,

dondep, ¢, € C([to, T]) Yy o, 8 € R, consideramos el problema de valor inicial auxiliar
=y"(t) +p@)y' (t) + a@)y(t) =r(t), t € [to, T]
y(to) = s (6.24)
Y'(to) = o,

dondes € R es un parametro a elegir de forma que se verifiué),(en cuyo caso la solucion (o soluciones) del
problema 6.23 viene dada pord.7) (véase la Figuré.?3).
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Figura 6.3:Ejemplo de soluciones del probler(fa24) para diversos valores del parametso

Por tratarse de un problema lineal, la solucjdh s) de (6.24) puede escribirse en la form@a 8) siendoy; (¢) e y2(t)
las soluciones respectivas de los problemas de valorlinicia

=y () +p®)yi(t) + q(®)ya(t) = r(t), t € [to, 1] —ys (t) + p(t)ys(t) + q(t)ya2(t) = 0, t € [to, T
yl(t()) =0 e yQ(to) =1 (625)
yi(to) =a yh(to) = 0.

Puesto que el parametsalebe elegirse de forma qué€T’; s) = 3, a la vista de.8), pueden presentarse dos casos:

i) y2(T) # 0. En esta situacion, la ecuaciod.§) tiene una Unica solucion que viene dada ). Por tanto, el
problema 6.23) tiene una Unica solucién que viene dada [t 9.

i) y2(T) = 0. Asuvez, pueden presentarse dos casos:
1) y1(T) = . En esta situacion, la ecuacidh ) tiene infinitas soluciones (es valido cualquier valar R), por lo
gue el problemad.23 tiene infinitas soluciones de la forma {3 cons € R arbitrario.
2) y1(T') # B. En esta situacion, la ecuaciéh ) no tiene solucién (no se verifica para ningun valar R), por lo
gue el problemad.23 no tiene solucién. g
Observacion 6.12Puede hacerse un estudio andlogo para otros problemastdencocomo, por ejemplo,

—z"(t) +p()a' (t) + q(t)=(t) = r(t), ¢ € [to, T]
z(t)) = «
pa(T) +2/(T) = 6,

cony € R (véase la hoja de problemas)y

6.3 Meétodo de las Diferencias Finitas

En esta seccién se presenta una introduccion a los métodDedencias Finitas que sirven para aproximar la
solucion de un problema de contorno sin tener que resoledigmas de valor inicial auxiliares. Para ello se sustituye
las derivadas por cocientes incrementales.

DadoN € N, tomando como pash = fvjff consideramos la red de puntos equiespaciades t, + ih para

i=0,1,...,N + 1.! Los métodos de Diferencias Finitas son un medio de obterseaproximacion de la solucianen
los nodos del mallado, es decir, buscamos un vector

X = (21,22, .. ,xN)T e RV
de forma que, para > 0 suficientemente pequefio,
x; ~ x(t;)

parai = 1,2,..., N (nGtese que ya se conocen los valargs) = ay z(tn+1) = z(T) = B).

IN6tese que en la malla se han considerate- 2 nodos en lugar dé& + 1 como habiamos venido haciendo hasta ahora. La razén deaesiéog
como se vera mas adelante, es para que por simplicidad dedmtal sistema lineal algebraico que resulte al aplicané&tbdo sea de ordeN.
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6.3.1 Deduccion de los métodos
Seax una solucion de la ecuacién diferencial que aparece en elgina de contorndg(3)
—2"(t) + p(t)2' (t) + q(t)z(t) = r(t), t € [to, T (6.26)

con la regularidad: € C*([to,T]) (supuesto que existe). Desarrollando por Taylor, para ¢ada(ty, 7))y h > 0
suficientemente pequefio, se verifica que

h? h3 ht
x(t £ h) = x(t) £ ha'(t) + Tc"(t) - Fz?') (t) + ﬂx‘*) (%),

cont —h <9~ <t <9It <t+h,porloque
4
2(t+h) +x(t — h) = 2a(t) + h22" (t) + ’2‘—4 (x4) ) + 2 (0—)) . (6.27)

Puesto que, por leorema de los Valores Intermedjisg verifica que

D () 4+ 2P (97)

5 =Y ()

cond € (¥~,9%), podemos expresab £7) en la forma

t+h) —2x(t) +a(t—h) h2$4)

x
IL'N (t) — ( h2 E

(9). (6.28)
Analogamente, para aproximar la derivada primera, se tjgee

_x(t+h)—ax(t—h) N

, h? t+h)—z(t—h) h® 5
¥(t) = 2h 12

(zg) (vt + 503)(1/7)) = 4 57 - 5¢ (v), (6.29)

donde se ha vuelto a utilizar @orema de los Valores Intermedjos- h < v~ <t <vt <t+hyv e (v-,v"). De
esta manera, podemos expresar la ecuacion diferefcid) €n la forma

Ca(t+h) =22(t) +x(t=h) B, t+h)—xz(t—h) h* 5

al + o0+ plo) (L -5 0) +alt)el) = r(0

parat € (to,T)y h > 0 suficientemente pequefio o, equivalentemente, como

x(t+h) — 2z(t) + z(t — h) x(t+h) —x(t —h)
p 02 () < 2h

) +q@®)x(t) = r(t) + 7(t, h),

es decir,

) = (x,,(ﬁ) Ca(t+h) - 22(;) + ot — h)) o) (w,(t) Ca(t+ h)2—hx(t - h)) | 6.30)

donde la funciénr : U — R verifica

T(t,h) = % (209 () — 2 ) , (6.31)

sienda/ C R? el conjunto (véase la Figufad)

U={th) eR®: h>0t—htit+heltoT}= |J [to+hT—h]x{h}. (6.32)

Analisis Numérico ©A. M. Ramos y J. M. Rey



T—1

Método de las Diferencias Finitas

Dado N € N, tomando como pash =
i=0,1,.

to to+h to+T T—h T ¢

2
Figura 6.4:Conjuntol{.
T—tg

111

~11i consideramos la red de puntos equiespaciades ¢, + ih para

denotando
pi =p(ti), ¢ = q(t:;) y ri = r(t;)
parai = 0,1,..., N + 1, se verifica que
to) — 2x(ty) + to) —
) i( 1) a+p1 z(t2) aJr(hiE(tl):TlJrT(tl,h)
h 2h
t; — 2x(t; ti— t; —z(ti— .
_altiry) = 2olts) Fattio) | ali) Z2tiod) gy g ), = 2,3, N — 1
h? 2h
—2z(tn) + z(tn— —x(tn—
B 2alin) Foliney) | B alno1) 4oy = v 4ot ),
h 2h
donde se hateniendo en cuenta g(i®) = a y z(tn+1) = 5. Es decir,
2+ g1 h? 1-2p 1+2p
= x(t1) — T; x(te) =1 + OAT; + 7(t1,h)
1+5h 2+ g;h? 1-2p ,
- h22 x(ti—l)‘f' 2 l’( i)_T;x(ti+1):ri+T(ti7h); 122,3,...,N—1
h22 r(ty_1) + 7z r(ty) =rn + BT; +7(tn, h).
Denotando
ai:2—|—qih2, bizl—f—&h Yy Cizl—&h
2 2
parai = 1,2,..., N, podemos escribir el sistema anterior como
a C1 b1
ﬁz(tl) - ﬁz(tg) =7+ ars + 7(t1,h)
bl’ a;

by
2

y, en forma matricial, como
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_ﬁx(ti—l) + h—ém(ti

)_%w(ti+1):7“i+7'(ti,h), i:2,3,...,N—1

a c
—oy(tno) + ya(ty) =y + By +(tn, )

h

Ap X = by, + T(h),

.., N + 1. Particularizando la expresion.B0 en los nodog; de la malla y, para simplificar la escritura,

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)
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siendo
a1 —C1
1 —by a2 —C2
A= 15 , (6.38)
—bn-1 an-1 —cN-a
—bn an

T1 Oébl .T(tl) T(tl, h)

T2 1 0 .T(tQ) T(tQ,h)
bh: +ﬁ ’X: yT(h): . (6_39)

TN-1 0 .I'(tN_l) T(tN_l, h)
N BCN .I'(tN) T(tN,h)

Observacion 6.13Las expresioness(29 y (6.29 son s6lo una de las muchas formas de expresér) y z'(¢) en
funcion de los valores que tomeen “puntos cercanos” @& Utilizando otras posibilidades se obtienen otros métai#os
Diferencias Finitas que también pueden resultar Gtiles.

El Método de las Diferencias Finitase basa en “despreciar” el vectofh) en el sistema@.37) y considerar el
problema discret@sociado: hallaX;, € RY solucién del sistema

ApXp = bp. (6.40)

Observacion 6.14Desde el punto de vista practico, se suele resolver el sisiday, X;, = h%b,. o

Llegados a este punto, surgen dos cuestiones:
a) ¢Cuando la matrid;, es inversible? En caso afirmativo, el problema discrét®d admite una Gnica solucion.
b) ¢Es convergente Método de las Diferencias Finit&s

Como veremos a continuacion, bajo adecuadas hip6tesisniana cuestion es siempre afirmativa. Para ello recorda-
mos la siguiente nocion.

Definicién 6.15 Una matrizA € M,, es:

a) Dediagonal dominantsi para toda € {1,2,...,n} se verifica que
n
laiil > > lai;] .
j=1
J#i
b) Dediagonal estrictamente dominargepara toda € {1,2,...,n} se verifica que
n
laiil > > laij] -
j=1
J#i

c) Dediagonal fuertemente dominargeA es de diagonal dominante y se verifica que existe {1,2,...,n} tal que

n
l@igiol > Y laigi| - o
j=1

Jj#io

Lema 6.16 Toda matriz de diagonal estrictamente dominante es inviexsi I

DEMOSTRACION Véase [nfante—Rey, Teorema 2.2]. o

Lema 6.17 Sead = (aij)ﬁjzl € M,, una matriz de diagonal fuertemente dominante verificando:
1) Aestridiagonales decira;; = 0si|i — j| > 2).

2) Los elementos de la sub y superdiagonalid®on no nuloges decira;; # 0 si i — j| = 1).

Entonces, la matrizl es inversible.
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DEMOSTRACION Véase [nfante—Rey, Problemas 4.19y 5.24].4

Veamos a continuacién que, bajo ciertas condiciones $0bnrer, y para valores del parametia> 0 suficientemente
pequefio, la matria;, es inversible y, por tanto, el sistenfa40 va a tener una Unica solucion.

Proposicion 6.18 Searp, g, r € C([to, T']) de forma quey(t) verifica
gmin= Mmin q(t) > 0. (6.41)
te[to,T]
Denotando
pmax=_Mmax [p(t)], (6.42)
tG[to,T]
si el pasoh verifica que
0<h< , (6.43)
Pmax
se tiene que la matriz;, es inversible.

DEMOSTRACION La hipotesis§.43 determina que

Pmax Di Pmax
1< - h<=—=h< h<1
< 2 -2 = 2 <
paratoda € {1,2,..., N}, por lo que se verifica que
bi=1+2%hs0ye=1-2n>o
2 2
y, por tanto,
|Cl|161:17p—21h<2
|bi|+|ci|:bi+ci:2,i:2,3,...,N—1 (6.44)
|bN|:bN:1+%Nh<2.
Como, por otra parte, la hipotesiz 41) determina que para todce {1,2,..., N} se verifique que
lai| = a; = 2+ ¢;h? > 2+ gminh* > 2, (6.45)

se tiene que la matriz tridiagondl, es de diagonal fuertemente dominante. Ademas, como loseetemde la sub y
superdiagonal dé;, son no nulos (de hecho, por $er> 0y ¢; > 0, son negativos), aplicando el Lerfid 7se concluye
gue la matrizA;, es inversible.

Observacion 6.19

a) Notese que, de acuerdo con el Corol&rig las hipétesis exigidas en la Proposici®i8determinan la existencia
y unicidad de solucién del problema de contorfd3), pero no que esta solucion vaya a tener la regularidad
C*([to, T)) (para ello se necesitaria qugy, r € C?([to, 1))

b) En el caso de que la funci@ft) = 0 para toda € [to, T, la condicién 6.43 no supone ninguna restriccion sobre el
pasoh.

c) En el caso de qugnin > 0, se verifica que la matrid,, es, de hecho, de diagonal estrictamente dominante.

6.3.2 Analisis del error cometido
Definiciéon 6.20

a) Elerror local de truncamientalel método de Diferencias Finitas anterior asociado a uh&iso = de la ecuacion
diferencial £.26) alrededor del instanté € (¢y,T"), viene dado por la funcion : &/ — R definida en §.30), es decir,

T@hﬁzeﬂw—z@+m2ﬁ?+$@m>_p@<5®_z@+mwf@m)_
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b) El error local de truncamientalel método de Diferencias Finitas anterior asociado a lacgmh x es la funcion

7: (0, 55%2] — R dada por

T(h) = 2 t.h)|. 6.46
7(h) te[toTﬁ’%_h]'T(’ )l (6.46)

¢) Los conceptos definidos en los apartados a) y b) se gersralicualquier otro método de Diferencias Finitas.

Vamos a introducir, a continuacion, las nociones de casish y orden de precision del Método de las Diferencias
Finitas dado pord.40).

Definiciéon 6.21

a) Dadas las funcionas ¢, : [tg,T] — R, un método de Diferencias Finitas esnsistente con la ecuacion diferen-
cial (6.26) si el correspondiente error local de truncamientsociado a cualquier soluciande dicha ecuacion tiene
la propiedad de que

lim 7(h) = 0.

h—0
Ademas, se dice que el método de Diferencias Finitas ewdin de precisiénn € N para la ecuacién diferen-
cial (6.26) si para cualquier soluciénde dicha ecuacion se verifica que

7(h) = O(h™).

b) Un método de Diferencias Finitas esnsistentesi, para todag, ¢, € C([to,T]), se verifica que el método es con-
sistente con la ecuacion diferenciélZ6). Ademas, el método de Diferencias Finitas esaken de precisiém € N
si, para todap, ¢, € C™([to, T]), se verifica que el método es de orden de precisidpara la ecuacion diferen-
cial (6.26. ¢

Se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 6.22 El Método de las Diferencias Finitas dado p@r.40 tiene orden de precisiéh Concretamente,
el error local de truncamiento verifica
< 2Mszpmax+ My

— 2
7(h) < 5 h=, (6.47)
dondepmax esté definido e6.42) y
M, = max |z" (1)), (6.48)
te(to,T)

parak = 3,4.

DEMOSTRACION  Sip,q,r € C?([to,T]), cualquier solucién: de la ecuacion diferenciab(26) tiene la regularidad
x € C*([to, T)) (véase el Teoremh 19. Por tanto, a partir de5(31), para toddt, k) € U podemos expresar el error local
de truncamiento asociadaracomo )

= (W) -2V w)

conv,d € (t — h,t + h). Consecuentemente, para tddgoh) € U se verifica que

T(t,h) =

2M3pmax + My

t,h)| <

h?, (6.49)

de donde se concluye que

#h) < 2]V[3pqé2x+ My

Respecto a la segunda cuestion planteada anteriorments eagstablecer a continuacion la convergencia del Método de
las Diferencias Finitas. Para ello, denotaremas@r de discretizacién global absolutmmo

(nl,

R o

= max ;
le(M)]] oo Z.:172§'7N|€z

siendo
El(h) = I’(tl) — Xy

parai = 1,2,...,Nye(h) = (e1(h),e2(h),...,en(h))*. Notese que(h) = X — X,.

Se tiene el siguiente resultado:
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Proposicién 6.23Sip, ¢, € C([to, T]), h verifica(6.43 y

Gmin = ter[rt](ir]T] q(t) >0, (6.50)

se tiene que el Método de las Diferencias Finitas definidesatmente para el problema de contor(®.3) es
convergente. Concretamente, el error global de discret@aabsoluto verifica

Ggmin

lle(P)]]oo < (6.51)

DEMOSTRACION En primer lugar, por el Corolari6.8, se verifica que el problema de contoriio3f tiene una Unica
solucionz € C?%([ty, T). Por otra parte, al restar la ecuacién/() a la ecuacionq.37), se obtiene que

Ap(X — Xp) =71(h) & Ape(h) =71(h)

0, equivalentemente,
h? Ape(h) = h27(h),

es decir,
alsl(h) = 0162(]1) + hQT(tl, h)

aisi(h) = biEi—l(h) + CiEH_l(h) + hQT(ﬁi, h), 1=2,3,..., N—-1 (652)
aNsN(h) = bNEN_l(h) + hQT(tN, h)
Tomando valores absolutos éhq2), las relacionesq 44) y (6.45 determinan que

(2 + gminht®) le(R)| < laillei(R)] < [blleima(R)] + leilleir (B)] + A2 |7 (ti, h)]
< (bil + lea]) lle(h)]] o + *7(h) (6.53)
=2|le(h)]] + h*7(h),

parai = 2,3,...,N — 1. Como pard = 1 ei = N se verifica que
(2 + gminh?) |e1(R)| < |ar]ler(R)| < |erlle2(R)] + R2|7(t1, h)| < 2]le(h)]|,, + R*T(R)
{ (2 + gmink?) len (B)| < lan]len (R)] < bnllen—1(h)| + h?|7(tn, h)| < 2|le(h)|| o, + h*T(h),
se tiene que la relacién 63 es vélida para= 1,2, ..., N. Consecuentemente,
2+ amioh®) [le(h)|. < 2][e(h)]|.. + h27(h),
de donde se sigue la relacidh%l). o
Observacion 6.24Cuandaop, ¢, € C?([to, T]), las Proposiciones.22y 6.23determinan que

2M3pmax + My
12gmin

lle(m)]oe <

luego
le(W)llo = O(h?). o
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