\\\ P ) _
/// /// Vitora Apuntes de Algebra Lineal

\\ UFV Madrid 1 “ CU rso

Apuntes de Algebra Lineal

PROFESOR: Ricardo Visiers Banon

Rev04 - Septiembre 2019



Universidad Doble grado Ingenieria Informéatica-BA
Q g g

\\ Francisco de

4, N Apuntes de Algebra Lineal
//\\\/ UFV Madrid P fer Clﬁ'SO
1 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES...........cccosemiieiiiiiisisssssss s issssssssn s 4
1.1 ECUACIONES INEAIES...... . ettt e ettt e e e e e e e e e e e e e e e e eeeeennnanns 4
1.2 Sistemas de ecuaciones lINEAIES. ..............eiiiiiiiiiiiie e 4
1.2.1 Resolucion de sistemas de ecuaciones liNEAIES .............coouiuiiiiiiiiiiiiiiieeee e 5
1.3 Eliminacion gaussiana y eliminacion de Gauss-JOrdan ............ccuuueeeieeeiiiiiiiiiiieeee e 7
1.3.1 Eliminacién gaussiana con sustitucion hacia atras. ............ccccueeiiiiiiiiiiiiiie e 9
1.3.2  ElIMINacion de GausSS-JOITaN..........coouuuiiiiiiiie it e e e e e e e ee e 10
1.4 Sistemas homogéneos de ecuaciones [N alEs ...............oooeiiiiiiiiiiiii e 11
2 MATRICES Y DETERMINANTES.........cccccmmtiiiiiiiissssesss s iss s s s s s s s 13
2.1 Matrices. DEfiINICIONES ........uueeiiiiiiiiiiieeiieeeeeee ettt aae st steeeesssssssesssssssnsnnsnsssssnnsnnnnnnns 13
2.2 Operaciones CON MAIICES .....couiiii ittt ee e e ettt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e nnnnneeeeeaaeeas 15
2.2.1  SUMA 08 MATICES. ...eeeeeeeeieieeiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeaeeeeeeeeeesessesesssssaessssssssssssssssssssssssssssssnsnnnnnnnnnns 15
2.2.2  Multiplicacion POF UN ©SCAIAT ...........uuiiiiiiiiei e e e e e e 15
2.2.3 ProduCtO € MATICES. .......uuueieeieiiieeetieeeieeeeeeeeeeee et e e aees e s s sesessssssnssssessnsnsnnnsnnnssnnnnnnnnnes 16
2.2.4 Propiedades de las operaciones CON MALICES. ........uuuuruurrurrrerreierieieeeeeenneeeeeesnensennnnnnnnnnnnnnnnnes 17
2.2.5 Matriz identidad, potencias de UNa MALliZ..............uuuieeeieemieiiiiiiiieiieeieeeeeeeeee e eneeeennnnes 18
2.2.6 Propiedades de |a traSPUESTA .........uuuieiiieiiiiiiiiieiee i nnnnnne 19
PG T 101V 6= o [T U [ P U 0= (4PN 19
2.3.1 Calculo de la matriz inversa por eliminacién de Gauss-Jordan.................eeeeeeeeeeeeereeeeenenennenns 21
2.3.2 Propiedades de la Matriz iINVEISa...........uuuuuueeiiieiieieiiieiiieeiieeieseeeeeeeeeeeseeenesseeesesnsessnsssssnnennnnnnes 22
2.3.3 Matrices y sistemas de ecuaciones liNEAIES .................uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeee e 24
2.3.4 MatriCes €I8MENTAIES. .........eu ittt nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnne 26
PR ST IO - Tox (o 1 - o1 o o PSPPSR 29
P B T (=Y g o ] T g (= RPN 36
2.4.1 Definicién de determinante de una matriz de 2 X 2........ooouiiiiiiiiii i 36
2.4.2 Definicién de los menores y cofactores de una matriz............ccccceeeiiiiiiiiii e 36
2.4.3 Determinante de una matriz de Orden 3............oueiieimiiiiiieiiieiiiee e eeneneennnnnnnnnes 37
2.4.4 Determinante de una Matriz € N X NMi........eeuiiiieeieiieiiiiieiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesneeseessesasesnnsssssnnnnnnnnnes 37
2.4.5 Calculo de determinantes. .........ooiuiiiiiiiiii e 37
2.4.6 Propiedades de |0S determinantes ..............uuuuuemeemeemieeeiiiiieeieieeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeneeeesenensnennnnes 40
2.4.7 Aplicaciones de 10S determinantes ..............euuuueieiieiiiiieiiiiiieieieiee e 44
2.5 Observaciones sobre el calculo de determinantes mediante ordenador ..............coocccuiiieeeeeenn. 46
3 ESPACIOS VECTORIALES............cccccieeeiisiiiiisisssss s s issssssssss s s 48
3.1 ESPACIOS VECIONAIES.......eeeeeeieieieieeeeee ettt ssesnssssnsnnsnssnnnnnnnnne 48
3.1.1 Propiedades de la multiplicacioOn por Un @SCalar.............coccuuiiiiiiiii i 48
3.2 SUDESPACIOS VECIOMAIES ......ceeiiiiiiiiie e e e e e 49
3.2.1 IntersecciOn de subespacios VECIONAIES. ..............eeiiiiiiiiiiii e 50
3.2.2  SUDESPACIOS T8 RIN......eeiiiiiiiiieei ittt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e aeeeas 50
3.3 SiStEMAS GENEIATOIES. ......eeeiiiiiieiiiie ettt e e e e e r e e e e e e e e e e e e e e e e as 51
G TR T IR I 1Y 1o o7 o o PSPPI 51
3.3.2 Espacio generado por un coNjUNIO de VECTIOIES. ..........euureieeiiiiiiiiiiieiieieeeneneeeseeeeeeneneenennenennnees 52
3.3.3 Dependencia e independencia liN@al ..................uuieiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiieee e 53
3.4 Bases y dimension de un espacio VECIONAl .............eoiiiiiiiiiiiiiiiiee e 59
3.4.1 Base de un eSPacCiO VECIONAL...........uuiiiiiiiiiiiiiiieiei ettt ennne e nnnnnnnnnnnnes 59
3.4.2 Coordenadas y componentes de un vector en una base. ............uueeeeeeeeeiieiiirieiieiieieeiieeenennenns 61
3.4.3 Dimension de un eSPacio VECIOMA ........ccoiiiiiiiiiiiiiiiiee e 62
3.5 Rango de una matriz y sistemas de ecuaciones lineales.............coooevieiiiiiiiiiiiiiiiici e 63
3.5.1 Espacio de filas y espacio de columnas de una Matriz.................eeeeeeereemmeeremeeeeeeeeeeeeennnnennenns 63
3.5.2 RaNQgO A€ UNA MATMZ .......eeieieiiiiiiieiieitee ettt se s ssse s s s s nssnsssnnsnsnsssnnnnnnnnne 66

©Ricardo Visiers Bafion - 2019 2



Universidad Doble grado Ingenieria Informéatica-BA
Q g g

\\ Francisco de

4, N Apuntes de Algebra Lineal
//\\\// UFV Madrid P fer Cugrso
3.5.3  NUCIEO A€ UNA MATIIZ......eeeiiiiiiiiii e e e e e e e e e e e e e e e e e e e as 66
3.5.4 Soluciones de sistemas de ecuaciones liNEAIES .............ooocuiiiiiiiiiiiiiiieee e 69
3.5.5 Sistemas lineales con matriz de coeficientes cuadrada...........ccccccooviiiiiiiiiiiii i 71
3.6 CambiIOS € DASE .....coiiiiiiiii e e e e e e e 71
3.6.1 Coordenadas en espacios generales N-dimensionNales................uueuueieeeeieeeeereeieeieeeeeeeenneennenns 75
4 APLICACIONES LINEALES...........cccciieeeiissiiiisisssss s issssssss s s 76
o I [ o1 (0T [0 Teer (o] o FON PP PPT PP 76
4.2 Propiedades de las aplicaciones liNEAIES ................uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiie e 77
4.3 Nucleo e imagen de una aplicacion lIN@al................eeiiiiiiiiiiiii e 78
4.3.1 Nucleo de una aplicacion lIN@a ............ccooiiiiiiiiii e 78
4.3.2 Imagen de una aplicacion lINEaL.............coooiiiiiiiiiie e 80
4.4 1somorfismos de eSPaCIiOS VECIONAIES. ........ccuuuiiiiiiiie e 83
4.41 Aplicaciones lineales inyectivas Yy SUPrayECtIVAS ...........uuuuuuuuuummmrmemeiiiieinieeenesneeneennnnnnnnnnnnnnnnes 83
4.4.2 Isomorfismos entre espacios VECIONAIES ..............oooiiiiiiiiiiiiiii e 86
4.5 Matrices de las aplicaciones lINEAIES..............uuuiiiiiiiiiiiieiiie e enenennnnenes 87
4.5.1 Matriz candnica de una aplicacion lineal................ooooiii i 87
4.5.2 Bases no candnicas y espacios vectoriales generales .............uuuuueueeeeeeeeeeeeeeeeieeeeeneeeeenenennenes 88
4.6 Equivalencia, semejanza y congruencia de MatriCes.............uuuuuuumrmrmmemmmmeeieienireeieeenenereennnnnnnenes 90
4.6.1 Expresion matricial de un cambio de Dase ... 90
4.6.2 EQUIVaAIENCIA A€ MAIIICES. ......eeiiiiiiieiieiiieee ettt ese e esss e snsnnnnnnnnnssnnnnnnnnnes 91
4.6.3 Semejanza de MALHCES ......cuuiiiiiiiiiie et e e e e e e e e e e e e e e e 93
4.6.4 CoNGruenCia A€ MATMCES. ....cciiii ittt e e e e e e e e e e e e e e e e e nnnnneeeeeaeeeas 94
4.7 Operaciones con aplicacionNes lINEAIES...........ooiuuuiiiiiiiie e 95
4.7.1  Espacio VECIOMal LV, W . ... et e e e e e e e e e e e e e eeeeenes 95
4.7.2 Composicion de aplicaciones lINEAIES ...........ccuuiiiiiiiiii e 95
4.7.3  Aplicacion lINEAIINVEISA ......ccouii it e e e e e e e e e e as 98
5 VALORES Y VECTORES PROPIOS........ccccciiiiiiiisseesssii i ississssssss s nnssssss s s s 99
5.1 ValOreS Y VECLOIES PIrOPIOS .....evueeeeeueeeeneeeeeeeeenesssssassssssssssssssssssssssassssssssssssssssssssnssssssnsssssnnnnnnnnnns 99
L I IS U ] o 1=t o P T (o o o] o] o] [0 1< T PP PTT PP 99
5.1.2 Calculo de valores y VECIOreS PrOPIOS .......ceeiiuuuririieeeaeeaiaiiiiiee e e e e e e e st e e e e e e e e e s ennneeeeeeaeeeas 99
5.1.3 Valores y vectores propios de aplicaciones liNales ................euuuueiieiiiiimiiiiiiiiiiiiieeeieneeeenenens 103
5.1.4 Invarianza de polinomio CaracteristiCO..........ccuuuiiiiiiii i 103
L2 B 1 T-To (o] F=11.4= Le1 o o PR TP PPPPPPPT 103
5.2.1 Diagonalizacion y aplicaciones lINales...............ueiiiiiiiiiiiiiiiii e 106
5.3 ESpacios con ProdUCIO E€SCAIAY............uuuueeeeiiiiiieiieeieeeeeeeeee et nnssesnnssnennnesnnnsnnnnnnnes 107
B5.3.1  DEfiNMICIONES.....ceiiiiiieee ettt e e e e et e e e e e e e r e e e e e as 107
5.3.1 Conjuntos ortogonales y OrtONOIMAIES .............uuiiiiiiiiiiiiie e 108
5.3.2 Meétodo de normalizacion de Gram-SChmidt............cooooiiiiiiiiiiiiii e 108
5.4 Matrices simétricas y diagonalizacidn ortogonal..............ooiuiiiiiiiiiiiiiiie e 109
5.4.1  MatriCeS SIMETMCAS ... ...uuueiiiiiiiiiiie e e e e e e e e e e e e e e e e e as 109
5.4.2 MatriCeS OMOGONAIES ........eeeieiiieiiiiieeeee ettt s s s s s snssnnnsnnnnnnnnnnnnnne 110
5.4.3 Propiedad de las matrices SIMELHCAS .........oooiuuriiiiiiie e 111
5.4.4 Diagonalizacion OrtOGONAN .............uuiiiiiiiiii i 112
5.4.5 Diagonalizacion ortogonal de matrices SIMEtricas ...........ccuuveeieiiiiiiiiiiiiiie e 113
5.5  FactorizaCion QIR........oo i e e e e e e e 114

©Ricardo Visiers Bafion - 2019 3



\\\ Universidad Doble grado Ingenieria Informética-BA
///\/// Viora Apuntes de Algebra Lineal
\\ UFV Madrid 1er Curso

1 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

1.1 Ecuaciones lineales
Una ecuacion lineal en n variables x;, x,, x5, ..... , X, tiene la forma:
a1 X1+ azx, +azx;+ -+ apx, =b
Los coeficientes a4, a,, as, ...., a, y el término constante b son niUmeros reales.

Nota: Las primeras letras del abecedario se utilizan para representar constantes; las ultimas para
representar variables.

Las ecuaciones lineales no contienen productos o raices de las variables, ni funciones
trigonométricas, exponenciales o logaritmicas. Las variables aparecen sélo elevadas a la primera
potencia.

Una solucién de una ecuacion lineal en n variables es una coleccion de n nimeros reales sq, S5, S3,
...., S, tales que la ecuacion se satisface cuando se sustituyen en ella los valores:

X1 = S1, Xy = Sy, X3 = Sz, cevnnn. Xn = Sp

El conjunto de todas las soluciones de una ecuacion lineal se llama conjunto solucion. Para
describir el conjunto solucion de una ecuacion suele emplearse una representacion paramétrica, tal
como se describe en el siguiente ejemplo.

Ejemplo
Resolver la ecuacion lineal X1+ 2x, =4

Para hallar el conjunto solucién de una ecuacién en dos variables, despejamos una de éstas en
términos de la otra, por ejemplo:

x1:4_2x2

Con ello la variable x, queda libre, con lo que podemos asignarle cualquier valor real. Por el

contrario la variable x;, no es libre, ya que su valor depende del asignado a x,. Para representar las
infinitas soluciones de ésta ecuacion conviene introducir una tercera variable A, llamada parametro.
Asi pues, haciendo x, = 1 podemos representar el conjunto solucién como:

X, = 4 — 2x,, x, = A, A es cualquier niUmero real.
Soluciones particulares se obtienen sin méas que asignar un valor al parametro 4
1.2 Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de m ecuaciones lineales con nincégnitas x,, x5, . . . , x,, —al que podemos llamar
simplemente sistema lineal —, es un conjunto de m ecuaciones lineales, cada una con nincognitas.
Un sistema lineal puede denotarse sin problema mediante:

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = b1
alel + azzxz + -+ aann = bn

Am1X1 + AmaXxy + -+ ApnXn = by,

©Ricardo Visiers Bafion - 2019 4
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Nota: La notacion de doble indice indica que a;; es el coeficiente de x; en la ecuacion i-esima.

Una solucion de un sistema de ecuaciones lineales es una coleccion de nUmeros sy, S,, Sz, --..
S, que es solucion de todas y cada una de las ecuaciones de sistema.

NUmero de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales

Para un sistema de ecuaciones lineales, exactamente una de las siguientes posibilidades ocurre:

1. El sistema tiene un Unica solucién (sistema compatible — determinado)
2. El sistema tiene infinitas soluciones (sistema compatible — indeterminado)
3. El sistema no tiene solucion (sistema incompatible)

1.2.1 Resolucidon de sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas equivalentes. Se dice que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo
conjunto solucion. Para resolver un sistema cualquiera, lo pasamos a una forma equivalente
escalonada. Para ello emplearemos las siguientes propiedades:

Cada una de estas operaciones pasa de un sistema de ecuaciones lineales a otro
equivalente:

1. Intercambiar dos ecuaciones
2. Multiplicar una ecuacion por una constante distinta de cero.
3. Sumar a una ecuacién un multiplo de otra.

Reescribir un sistema dado en forma escalonada suele requerir una cadena de sistemas
equivalentes, cada uno de los cuales se obtiene del anterior por alguna de las tres operaciones
béasicas citadas. Este proceso se conoce como eliminacién gaussiana.

Ejemplo. Sistema compatible

Resolver el sistema:

x—2y+3z=9
—x+3y = —4
2x — 5y +5z=18

Solucion

x—2y+3z=9

y+3z =5 Sumando las ecuaciones 12 y 2% obtenemos una nueva 2% ecuacion
2x — 5y +5z=18

x—2y+3z=9

y+3z =5 Sumando -2 veces la 1% a la tercera obtenemos una nueva 3% ecuacion
—-y—z=-1

Una vez eliminadas de la primera columna todas las x excepto la de arriba, vamos con la segunda
columna.

©Ricardo Visiers Bafion - 2019 5
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x—2y+3z=9
y+3z =5 Sumando las ecuaciones 2% y 3% obtenemos una nueva 3% ecuacion
2z =4

x—2y+3z=9
y+3z = 5 Multiplicando por %2 la 3* ecuacion obtenemos una nueva 3% ecuacion
z=2

Basta sustituir el valor de z = 2 en la segunda ecuacion para obtener y = —1, y sustituyendo ze y en
la primera, obtenemos x = 1. Se trata por tanto, de un sistema compatible determinado (una Unica
solucion formada por (1, -1, 2), coordenadas del punto donde coinciden los tres planos.

Ejemplo. Sistema incompatible. Sin soluciones

Resolver el sistema:
X1— 3%+ x3 =1
2%y — X3 — 2x3 =2
X1+ 2%, — 3x3 =—1
Solucién
Sumando -2 veces la 12 ecuacién a la segunda obtenemos una nueva 2% ecuacion:

x1 - 3x2 + X3 = 1
5x2 - 4X3 = 0
x1 + ZXZ - BX3 = _1

Sumando -1 veces la 12 ecuacion a la tercera obtenemos una nueva 32 ecuacion:

x1 - 3x2 + X3 = 1
SXZ - 4X3 = 0
SXZ - 4X3 = _2

Restamos la 2% ecuacidn de la tercera para obtener una nueva 3? ecuacion:

x1 - 3x2 + X3 = 1
SXZ - 4X3 = 0
0=-2

Puesto que la tercera “ecuacion” es absurda, este sistema carece de solucién, como es equivalente
al inicial, concluimos que el sistema propuesto no tiene solucién, es decir, es un sistema
incompatible. En este caso los tres planos no tienen ningan punto en comun.

Ejemplo. Sistema compatible indeterminado. Infinitas soluciones

Resolver el sistema:
x2 - X3 = 0
x1 _3X3 = _1
—x1 + 3x2 = 1
Solucion

Intercambiamos las dos primeras ecuaciones:

©Ricardo Visiers Bafion - 2019 6
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x1 - 3X3 = _1
{ x2 - X3 = 0
—x1 + 3x2 = 1

Sumando la 12 ecuacion a la 3% obtenemos una nueva 3? ecuacion:

x1 - 3X3 = _1
x2 - X3 = 0
3x2 - 3X3 = 0
Sumando -3 veces la segunda ecuacioén a la 3% obtenemos una 3? ecuacion trivial, que podemos
eliminar:

X1 — 3x3 = —1
x2 _X3 = 0
0=
Obtenemos asi un sistema equivalente:
{ x1 - 3X3 = _1
x2 _X3 = 0

Para representar las soluciones, tomamos x3; como variable libre y la denotamos con la letra 1. Dado
que x, = x3 Y x1= 3x3 — 1, podemos describir el conjunto solucién como:

x1 =31—-1, x, = 4, x3 =1, donde A representa cualquier nUmero real.
1.3 Eliminacion gaussiana y eliminacion de Gauss-Jordan:

Una matriz A de m x n es una distribucion rectangular de m - n numeros reales (0 complejos)
ordenados en mfilas (renglones) horizontales y n columnas verticales:

"a“ al'.). “es “es alj “es aln
azl a22 PR .. a2j PR azn
A= ' - fila
@iy @y v+ . Gttt Gy | +— (rengl6n) i
 Qm1 Gm2 *** * Gmj ' Qmn_

L columna j

La i-ésima fila de A es:
[ail' Az, i3, ain] 1<i<sm

La j-ésima columna de A es:

' Este apartado se volvera a ver mas adelante al tratar de matrices en el apartado 2.1

©Ricardo Visiers Bafion - 2019 7
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Diremos que A es m por n (que se escribe m x n). Sim = n, decimos que A es una matriz
cuadrada de orden n, y que los nUmeros a;, a,3, - - . , Ay, forman la diagonal principal de A. Nos
referimos al nimero a;;, que esta en la i-ésima fila (renglon) y la j€sima columna de A, como el i, j-
ésimo elemento de A, o la entrada (i, j) de A, y solemos escribir como:

A = [ay]

Restringiremos nuestra atencion al andlisis de las matrices cuyas entradas son niumeros reales. Sin
embargo, también se estudian las matrices con entradas complejas, que tienen gran importancia en
muchas aplicaciones.

Matriz ampliada. Una de las aplicaciones més frecuentes de las matrices consiste en la
representacion de sistemas lineales. La matriz que consta de los coeficientes y los términos
constantes del sistema se denomina matriz ampliada del sistema. La matriz formada s6lo por los
coeficientes se denomina matriz de coeficientes del sistema.

Xp— 3x+ x3 =1 1 -3 1 1 1 -3 1

le - x2 - ZX3 = 2 2 _1 _2 2 2 _1 _2

x1 + 2x2 - 3X3 = _1 1 2 _3 _1 1 2 _3
sistema matriz ampliada matriz de coeficientes

Operaciones elementales por filas.

* Intercambiar dos filas
* Multiplicar una fila por una constante distinta de cero
* Sumar a una fila un multiplo de otra

Aplicada sobre la matriz ampliada de un sistema lineal, una de estas operaciones produce la matriz
ampliada de un nuevo sistema equivalente. Se dice que dos matrices son equivalentes por filas si
una de ellas se puede obtener de la otra mediante aplicacion de una secuencia finita de operaciones
elementales por filas.

Es conveniente anotar las operaciones que se realicen de modo que podamos detectar un error. Asi,
si realizamos las operaciones elementales en el ejemplo del sistema compatible determinado del
punto anterior sobre la matriz ampliada tendremos:

x—2y+3z=9 [1 -2 3 9

-x+3y = -4 -1 3 0 —4] Sistema y matriz original
2x — 5y +5z=17 2 -5 5 17

x—2y+3z=9 1 —2 3 9

y+3z =5 0 1 3 5] F1+F2 - F2
2x — 5y +5z=17 2 -5 5 17
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x—2y+3z=9 1 -2 3 9
y+3z =5 [0 1 3 5 ] -2F1+F3 - F3
—-y—z=-1 0 -1 -1 -1
x—2y+3z=9 1 -2 3 9
y+3z =5 0 1 3 5 F2+F3 - F3
2z =4 0 0 2 4
x—2y+3z=9 1 -2 3 9
y+3z =5 0 1 35 /2F3 - F3
z=2 0 0 1 2

Esta Gltima matriz se dice que esta de forma escalonada.

Definicion de matriz de forma escalonada. Una matriz esta en forma escalonada cuando:

* Las filas nulas, si las hay, ocupan las posiciones mas bajas.

* En cada fila no nula, el primer elemento no nulo es 1 (se llama 1 dominante o pivote)

* Dadas dos filas sucesivas (no nulas), el 1 dominante de la fila superior esta mas a la izquierda
que el 1 dominante de la inferior.

Una matriz escalonada se dice que esta en forma escalonada reducida si, ademas de cumplir las
tres condiciones anteriores, en las columnas que contienen un 1 dominante o pivote, todos los demas
elementos encima y debajo del 1, son cero.

Teorema. Cada matriz es equivalente por filas a una, y solo a una, matriz escalonada reducida.

Se puede demostrar que toda matriz es equivalente por filas a una matriz escalonada. Por lo general,
la forma escalonada por filas de una matriz no es unica. Es decir, una matriz puede ser equivalente,
en sus filas, a mas de una matriz en forma escalonada por filas.

1.3.1 Eliminacion gaussiana con sustitucion hacia atras.

1. Escribir la matriz ampliada del sistema lineal.

2. Llevar la matriz ampliada a forma escalonada aplicando operaciones elementales por filas.

3. Escribir el sistema asociado a la matriz escalonada obtenida y resolverlo mediante sustituciéon
hacia atras.

Este sistema proporciona un algoritmo comodo de implementar en un ordenador. En este algoritmo,
el orden en que se realizan las operaciones elementales por filas es importante, hay que desplazarse
de izquierda a derecha, haciendo cero en cada columna los elementos situados debajo del 1
dominante (primer elemento no nulo).

Ejemplo
Resolver el sistema:

+x2 + X3 — ZX4 = -3

x1 + 2x2 - X3 = 2
le+4xZ+ X3_3.X'4,= _2
x1 - 4x2 - 7X3 - X4, = _19

©Ricardo Visiers Bafion - 2019 9
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Solucion

La matriz ampliada de este sistema es:

0 1 1 -2 -3
1 2 -1 0 2
2 4 1 -3 -2
1 -4 -7 -1 -19

1 2 -1 0 2

BRI |

1 -4 -7 -1 -19

1 2 -1 0 2]

Do L 2 T Fe+(2FIoFe

1 -4 -7 -1 -19

1 2 -1 0 2]

0o s T2 T FasnF1—F4

0 -6 -6 -1 -21

12 -1 0 2

0o s 2 | Faer2—F4

0 0 0 -13 -39

12 -1 0 2

0o 1 2 Tl (wRs—Fs

0 0 0 -13 -39

12 -1 0 2

0o 1 2| tnoFa—Fa

0 0

0 1 3

Hemos obtenido una matriz escalonada equivalente cuyo sistema de ecuaciones asociado nos
permite resolverlo (de abajo hacia arriba):
X4=3, X3=1,XZ=2,X1=_1

Al resolver un sistema lineal recuerda que es posible que no tenga solucién (sistema incompatible) si
durante el proceso de eliminacién se obtiene una fila con todo ceros menos el Gltimo elemento.

1.3.2 Eliminacidén de Gauss-Jordan

El método de eliminacion de Gauss-Jordan continta el proceso de la eliminacién gaussiana hasta
obtener una forma escalonada reducida.

Ejemplo

Resolver el sistema:

©Ricardo Visiers Bafion - 2019 10
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x—2y+3z=9 1 -2 3 9
{—x +3y = —4 lamatrizampliada del sistema es [—1 3 0 —4]
2x — 5y +5z=17 2 =5 5 17

En el ejemplo anterior, llegamos a la matriz escalonada:
1 -2 3 9
0 1 3 5
0 0 1 2

Ahora, en lugar de utilizar la sustitucion hacia atras, aplicamos operaciones elementales hasta
conseguir una forma escalonada reducida. Para ello, hemos de convertir en ceros todos los
elementos situados encima de cada 1 dominante:

1 0 9 19
013 5|F1+2F2—F1
0 0 1 2
1 0 9 19]
0 1 0 —1| F2+(-3)F3 — F2
0 0 1 2
1 0 0 1]
01 0 —1|F1+(-9F3 — F1
00 1 2

El sistema linea asociado es:
x=1
y=-1
z=2

Tanto el método de eliminacién gaussiana como el de Gauss-Jordan se adaptan bien en un
ordenador. Sin embargo ninguno de los dos evita el uso de coeficientes racionales.

1.4 Sistemas homogéneos de ecuaciones lineales

Se denominan sistemas homogéneos de ecuaciones lineales a aquellos en que el término constante
es igual a cero en todas las ecuaciones. Un sistema lineal homogéneo de m ecuaciones con n
variables tiene la forma:

a1 % + apx, + - + a,x, =0
ayx, + apx, + -+ +ay,x, =0
a,x, ta,p,x, + - +a,x, =0

Todo sistema homogéneo tiene la menos una solucién (aquella en que todas las variables toman el
valor cero). A dicha solucién se denomina solucidn trivial.

Teorema. Todo sistema homogéneo de ecuaciones lineales es compatible. Ademas, si el
sistema tiene menos ecuaciones que variables, tiene infinitas soluciones.

Ejemplo. Sistema homogéneo con infinitas soluciones

©Ricardo Visiers Bafion - 2019 11



, Ei Doble grado Ingenieria Informéatica-BA

\ Francisco de -
///\/// Vieria Apuntes de Algebra Lineal

\\\ UFV Madrid 1er Curso

Resolver el sistema:

{xl_xZ+3.X3=0

1 -1 3 0]
2x1+x2+3x3=0

su matriz ampliada asociada es: [2 1 3 0

Aplicando la eliminacion de Gauss-Jordan a la matriz ampliada:

1 -1 3 0
o 3 3 o F2+(2F1—F2
1 -1 3 0 1

0 1 0] (1/5)F2 — F2
10 2 0

o1 5 0] F1+F2 — F1

El sistema asociado a esta matriz es:

{xl +2.X'3=0
xZ_X3=0

Usando como parametro t = x5, el conjunto solucién viene dado por:

x1= —2t x,=t x3=t Portanto el sistema propuesto tiene infinitas soluciones, una de las

cuales es la trivial (dada port = 0).

©Ricardo Visiers Bafion - 2019
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2 MATRICES Y DETERMINANTES

2.1 Matrices. Definiciones

Una matriz A de m X n es una distribucidn rectangular de m - n nUmeros reales (o0 complejos)
ordenados en m filas (renglones) horizontales y n columnas verticales:

[a;;  ap Qi - Q|
a a»; ces sss a2j e @y,
A= : _ fila
@iy @ - vt G ot Gip | <+ (renglén) i
| Gm1 QGm2 =+ Gmj " Qmn

L columna j

La i-ésima fila de A es:
[ail' aiy, Ajz,"**, ain] (1=si=m)

La j-ésima columna de A es:

Diremos que A es m por n (que se escribe m x n). Sim = n, decimos que A es una matriz
cuadrada de orden n, y que los nUmeros a4, a5, ..., ay, forman la diagonal principal de A. Nos
referimos al nimero a;;, que esta en la j-ésima fila (renglon) y la j-ésima columna de A, como el i, j-
ésimo elemento de A, o la entrada (i, j) de A y solemos escribir como:

A = [a]

Restringiremos nuestra atencion al andlisis de las matrices cuyas entradas son numeros reales. Sin
embargo, también se estudian las matrices con entradas complejas, que tienen gran importancia en
muchas aplicaciones.

Las matrices de 1 x n6n x 1también se denominan un n-vectores, y lo denotaremos mediante
letras minusculas en negritas. Cuando se sobreentienda el valor de n, nos referiremos a los n-vectores
s6lo como vectores.

1
u=[1 -1 0 4]esun4-vector v= [0] es un 3-vector
3

©Ricardo Visiers Bafion - 2019 13
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Si todas las entradas de un n-vector son iguales a cero, se denota con 0.

Observe que si A es una matriz de n X n, las filas de A son matrices de 1 x n. El conjunto de todos
los n-vectores con entradas reales se denota con R".

Una matriz cuadrada A = [aij] en donde cada término fuera de la diagonal principal es igual a cero,
es decir, a;; = 0 para i # i, es una matriz diagonal.

r 3 0 0
6=t o v n=|o 2
- L004

son matrices diagonales.

Una matriz diagonal 4 , en donde todos los términos de la diagonal principal son iguales, es decir,
a;; =cparai = jya;;=0para i # j, es una matriz escalar.

Las siguientes son matrices escalares:

1 0 0
L=|0 1 O0f, J=[_(2) _(2)]
0 0 1

IA
IA

Dos matrices de m X n, A = [a;;] y B = [b;;], son iguales si a;; = b;;, 1
decir, si los elementos correspondientes son iguales.

m1l < j < n,es

Traspuesta de una matriz

Si A = [a;;] es una matrizde m x n, la matriz traspuesta de A se denomina como A" = [aiTj] de
n X m, donde
aj=a;(1<si<snl<js<m

En consecuencia, las entradas en cada fila de AT son las entradas correspondientes en la columna
de A.

Ejemplo:
Sea:
4 4 0 entonces:
T AT=|-2 5
3 =2

Matriz simétrica

Una matriz A = [a;;] cuyas entradas son nimeros reales es simétrica si A” = A. Es decir, A es
simétrica si es una matriz cuadrada para la cual a;; = a;;

Si la matriz A es simétrica, los elementos de A son simétricos respecto de la diagonal principal de A.

©Ricardo Visiers Banon - 2019 14
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2.2 Operaciones con matrices
2.2.1 Suma de matrices

Si A = [a;]y B = [b;j] son matrices de m X n, la sumade Ay B da por resultado la matriz C = [c;;]
de m x n, definida por:

Cij = a;j + bij (i <i<m1 <j <n).Esdecir, C se obtiene sumando los elementos
correspondientes de Ay B.

Ejemplo

Sean:

Entonces:

140 -242 44 (-4 1 0 O
R R NI

24+1 —-143 341

Observe que la suma de las matrices A y B s6lo se define cuando A y B tienen el mismo numero de
filas (renglones) y el mismo niumero de columnas; es decir, sélo cuando A y B son del mismo tamafio.

Establecemos la convencion, al escribir A + B entendemos que A y B tienen el mismo tamafno.

2.2.2 Multiplicacion por un escalar

Si A = [a;] es una matrizde m x nyr es un ndmero real, el producto escalar de A por r, 74, es la
matriz B = [b;;] de m X n, donde

r.

=r-a;; (1 =i <ml < j < n). Esdecir, B se obtiene multiplicando cada elemento de A por

Si Ay B son matrices de m x n, escribimos A + (—1)B como A — B, y denominamos a esto
diferencia de Ay B.

Ejemplo:
Sean:
2 3 -5 2 -1 3
A=[4 2 1] B=[3 5 —2]
Entonces:

2—-2 3+1 —5—3}

0 4 -8
4-3 2-5 1+2 1 -3 3

©Ricardo Visiers Bafion - 2019 15
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SiAq,4y,..., A} son matricesdem X ny cq,cp,...,Ck SON nUMeros reales, entonces una
expresion de la forma

C141 + A +-- +cpAg
se de nomina combinacion lineal de A1,4y,..., Ak, Yy c1,¢2,..., ¢ se llaman coeficientes.

Ejemplo:
Si:
0 -3 5 5 2 3
Ai=12 3 4 y A= 6 2 3
1 -2 -3 -1 -2 3

entonces C = 3-A; — ¥ A, es unacombinacién lineal de 4, y A,. Por medio de la multiplicacién
por un escalar y la suma de matrices, podemos calcular C:

0 -3 5] [5 2 3
c=312 3 4|-=| 6 2 3
1 —2 —3| 2|-1 —2 3
5 27
— 21
= 3 8 2
7 2
;. 5 %

2.2.3 Producto de matrices

Si A es una matrizde m X p,y B es una matrizde p X n, el producto de Ay B, que se denota
mediante AB, es la matriz C de m X n, definida como:

Cij= ai1byj + apbyj+ -+ apby; = Zizlaikbkj A<i<ml<j<n
La ecuacion dice que el elemento del producto AB situado en la fila i y en la columna j se obtiene

multiplicando los elementos de la fila i de A y la columna j de B y sumando después los resultados;
esto se muestra en la figura siguiente:
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_an Q- alp_ coli(B)
4 ap A b, by by; b,,
. by by by; by,
fil(d) | ay ap ... @
: by by by bpn
_aml (2] amp_
‘u 2 Cin
_ | €  C=z Con
R
Cm Con2 Conn

P
fil,(A) - col,(B) = ) _ ay by
k=1

Observe que el producto de A y B sbélo esta definido cuando el numero de filas de B es exactamente
igual al nimero de columnas de 4, como se indica en la figura siguiente:

> A B = AB
mxn
m X p p X n
‘ iguales
tamafio de AB
Ejemplo:
Sean
-2 5
A=[; f ‘i] B—| 4 -3
2 1
Entonces:

BG)=2)+ (MDD + B2 (3 + (1)(—3)+ @)D
4 =2
=l6 16|

2.2.4 Propiedades de las operaciones con matrices

AB — [(1)(- 2)+ )4+ (=12 (D) +2(-3)+ (—1)(1)]

2.2.4.1 Propiedades de la suma de matrices
Sean A,B,C y D matrices de m X n.

a) A+ B = B + A. (propiedad conmutativa)
b) A+ (B + C) = (A+ B) + C. (propiedad distributiva)
c) Existe una unica matriz 0 de m x n tal que:

A+0 =4

©Ricardo Visiers Barién - 2019 17
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para cualquier matriz A de m X n. La matriz O se denomina neutro aditivo de m x n, matriz
nula o matriz cero.

d) Para cada matriz A de m X n, existe una Unica matriz D de m X n tal que:

A+ D=0
Escribiremos D como (- 4), de modo que la ecuacion anterior puede escribirse como
A+ (-4) = 0.

La matriz (—A) se llama inverso aditivo o negativo de A.

2.2.4.2 Propiedades de la multiplicacion de un escalar por una matriz

Sean A y B dos matrices del mismo tamafio y ¢, d dos nUmeros reales, entonces se verifica:

o (c-d)-A=c-(d-4)

e 1-A=A

e c-(A+B)=c-A+c-B
e (c+td)-A=c-A+d-A

2.2.4.3 Propiedades de la multiplicacion de matrices
(a) Si 4, B y C son matrices de los tamanos apropiados, A(BC) = (AB)C.
(b) Si A, B y C son matrices de los tamafos apropiados, entonces A(B + C) = AB + AC.
(c) Si A, By C son matrices de los tamafos apropiados, entonces (A + B)C = AC + BC.

Ejercicio: Demuestre que el producto de matrices no es conmutativo tomando dos matrices
cualesquiera.

2.2.5 Matriz identidad, potencias de una matriz

La matriz escalarden X n:

1 0 0
01 0
In= . .
0 0 1

cuyas entradas en la diagonal son todas iguales a 1, es la matriz identidad de orden n.
Si A es una matriz de m X n, es facil verificar que: I, A = Al, = A.

También resulta sencillo ver que toda matriz escalar de n x n puede escribirse como rI,, para algin
r.

Supongamos que A es una matriz cuadrada. Si p es un entero positivo, definimos las potencias de
una matriz como sigue:

AP =A-A---A
—

p factores

Si A esden X n,también definimos:
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0 —
A = [,

En el caso de enteros no negativos py @, algunas de las leyes conocidas de los exponentes de los
nuameros reales también pueden demostrarse para la multiplicacién de una matriz cuadrada A

APA9 = AP+4
(AP)4 = AP4
Obsérvese que:
(AB)P + APBP
para las matrices cuadradas en general. Sin embargo, si AB = BA, esta regla es valida.

A continuacién llamamos la atencion respecto de otras dos peculiaridades de la multiplicacion de
matrices.

Si ay b son niUmeros reales, ab = 0 se cumple s6lo si a 0 b son cero. Sin embargo,
esto no es valido para las matrices.

Si a, by ¢ son numeros reales para los cuales ab= acy a # 0, se tiene que b = c.
Es decir, podemos cancelar a. Sin embargo, la ley de cancelacion no se cumple
para las matrices

2.2.6 Propiedades de la traspuesta
Si res un escalar y A y B son matrices, entonces:
. AN = A
e (A+B)T=AT+BT
e (AB)T =BTAT

o (AT =rAT

2.3 Inversa de una matriz

Consideremos la ecuacion ax = b entre nUmeros reales. Para resolverla, multiplicamos ambos lados
por a~Y(supuesto que a # 0):

ax = b

“lax =a1b

a
1x=a b
x=alb

El nmero a™? es el inverso de a porque a - a1 = 1 (elemento identidad para la multiplicacion). La
definicion de la inversa para las matrices es similar.
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, Ei Doble grado Ingenieria Informéatica-BA

\ Francisco de -
///\/// Vieria Apuntes de Algebra Lineal

\\\ UFV Madrid 1er Curso

Definicion. Una matriz A de n X n es no singular (o invertible) si existe una matriz B den x n tal
que AB = BA = I,,. La matriz B se denomina inversa de A. Si no existe tal matriz B, entonces B es

singular (o no invertible).

Con base en la definicion anterior, se deduce que AB = BA = I, por lo tanto, también A es una
inversa de B.

Teorema. Unicidad de la matriz inversa. Si una matriz tiene inversa, la inversa es unica y se
denota por A1,

Demostracion: Sean B 'y C inversos de A. Entonces BA = AC = I,,. Por lo tanto,
B=Bl,=B-(A-C)=B-4)-C=1,-C=C
Con lo cual concluye la demostracion.
Escribiremos la inversa de 4, si existe, como A™1. Asi,
AA™Y = A4 = 1,

Ejemplo. Método para calcular la inversa de un matriz

Sea

1 2

A=[3 4

Para determinar A~ hacemos:

ol

Entonces, se debe cumplir que:

12=[(1) (1)] demodoque[‘”'zc b+2d _[(1) (1)

A'A_lz[l 2'[a o= 3a+4c 3b+4dl "

3 41 lc ql™

Al igualar las entradas correspondientes de estas dos matrices, obtenemos los sistemas lineales:

a+2c=1 b+ 2d =0
3a+ 4c =0 3b +4d =1
cuyas soluciones son:a = —=2,¢ = 3/2,b = 1yd = —1/2. Ademas como la matriz:
-2 1
ZNHE
¢ 2 2

también se satisface la propiedad de que:

-2 1
[ER R B A

concluimos que A es no singular y que:
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-2 1
A1=]3 1
2 2

No todas las matrices tienen inversa.
2.3.1 Caélculo de la matriz inversa por eliminacion de Gauss-Jordan
Sea A4 una matriz cuadrada de orden n.

1. Escribir la matrizn x 2n [A : I] formada por la matriz A a la izquierda y la identidad I,, de
orden n a su derecha separadas por una linea de puntos. A este proceso se le denomina
union de las matrices A e I.

2. Sies posible, reducir A a I mediante operaciones elementales por filas, que se deben aplicar

a la matriz [A : I] completa. El resultado sera la matriz [I ¢ A~]. Si no resulta posible esa
reduccion, A no es invertible.
3. Compruebe el resultado verificando que AA™! = A4 = I,.

Ejemplo.

Hallar la inversa de la matriz:

1 -1 0
A=]1 0 -1
-6 2 3

Empezamos afiadiendo la matriz identidad:

1 -1 0 : 1 0 0
[A:I]=]|1 0O -1 : 0 1 0
-6 2 3 : 0 0 1

Ahora mediante operaciones elementales, reescribimos esta matriz en la forma [I : A~1] como
sigue:

1 -1 o0 1 0 0
0o 1 -1 -1 10 F2 + (-1)F1 — F2
-6 2 3 0 0 1
1 -1 0 1 0 0
0o 1 -1 -1 1 0 F3 + (6)F1 — F3
0 -4 3 6 0 1
1 -1 0 1 0 0
0 1 -1 -1 10 F3 + (4)F2 — F3
0 0 -1 2 4 1
1 -1 0 : 1 0 0
0 1 -1 : -1 1 0 (-1)F3 = F3
0 0 1 : -2 -4 -1
1 -1 0 : 1 0 0
0 1 0 : -3 -3 -1 F2 +F3 — F2
0 0 1 : -2 —4 -1
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1 0 0 : -2 -3 -1
0o 1 o : -3 -3 -1 F1+F2 — F1
0 0 1 -2 -4 -1

-2 -3 -1
Al=[-3 -3 -1
-2 -4 -1

Si A no tiene inversa, el proceso lo detectard al obtener una fila de ceros en la matriz equivalente a 4,
como se ve a continuacion:

Ejemplo

Probar que la siguiente matriz no tiene inversa:

A=

1 2 0
3 -1 2
-2 3 =2

Anadiendo la matriz identidad a A obtenemos:

1 2 0 : 1 0 0
[A:I]l=]3 -1 2 : 0 1 0
-2 3 -2 : 0 0 1

a la que aplicamos la eliminacién de Gauss-Jordan:

1 2 0 : 1 0 0

o -7 2 : =31 0] F2 + (-3) F1 — F2
-2 3 -2 : 0 0 1
1 2 0 : 1 0 0

0 -7 2 : -3 1 0] F3+(2) F1 — F3
0 7 -2 : 2 0 1

Ahora vemos que sumando la 22 fila a la 3% obtenemos una fila de ceros en el lado izquierdo de la
matriz:

1 2 0 : 1 00
0o -7 2 : =3 1 0 F3+ F2 - F3
0O 0 o : -1 1 1

Como la “parte de A” de esa matriz tiene una fila nula, concluimos que no es posible reducir la matriz
[A 1] alaforma [l : A™1], lo que quiere decir que A no es invertible.

2.3.2 Propiedades de la matriz inversa
(a) Si A es una matriz no singular, entonces A1 es no singular y
(At =4
(b) Si Ay B son matrices no singulares, entonces AB es no singular y

(AB)"! = B~1471,
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© AN t=@"h"
Si k es un entero positivo y ¢ un escalar, entonces A* y cA son invertibles, con:
(d) (A 1=4"1.4"1. AT = (ATHE
(&) ch)™ =-A!
Demostracion
(a) A~es no singular si podemos encontrar una matriz B tal que
AlB=BAl' =],
Como A es no singular,
ATIA=AAT =1,
En consecuencia, B = A es una inversa de A~1, y como las inversas son Unicas, concluimos que:
(A H =4
Por tanto la inversa de la inversa de una matriz A no singular, es la misma matriz A.
(b) Tenemos

(AB)(BT'A™) = ABB™DAT = AL, ATt = AAT =,
(B~'A"Y)(AB) =B™'(A"'A)B=B"'I,B=B"'B =1,

Por lo tanto, AB es no singular. Como la inversa de una matriz es Unica, concluimos que
(AB)"! =B71471

En consecuencia, la inversa de un producto de dos matrices no singulares es el producto de sus
inversas en orden inverso.

(c) Tenemos
AA ' =1,y A'A=1,
Al calcular las transpuestas, obtenemos
@A =5" =Ly A" =L" =1,
Entonces
A" =1, y AT@AD =1
Estas ecuaciones implican que:

(AT)—l — (A—l)T
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En consecuencia, la inversa de la transpuesta de una matriz no singular, es la traspuesta de su
inversa.

Corolario. Si A4, 4,, ..., A, son matrices no singulares de n x n, entonces 4,4, ... A, €s no singulary:
(AAy .. A T =A7 A7 - AT
Propiedades de la cancelacion
Si C es una matriz invertible, son validas las siguientes propiedades:
SiAC = BC,entonces A = B
SiCA = CB,entonces A = B
Demostracidon. Para demostrar la propiedad 1 usamos que C es invertible de tal modo que:
AC = BC
4ac)c~t =(Bo)c?
A(Cc™Y) = B(cc™)
Al = BI
A =B
La segunda propiedad se demuestra de forma analoga.
2.3.3 Matrices y sistemas de ecuaciones lineales
Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas:

aixy + apxy + -+ + apx, = by
a1 X1 + apxy + -+ + apx, = by

am1X1 + amax2 + -+ - + AmnXn = by

Puede escribirse como producto de matrices de la siguiente forma: Ax = b

Donde:
a1 Qg2 A1n
a1 4z Azn
A= .
Am1  Am2 Amn
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Como A es una matriz (matriz de coeficientes) de m x n y x es una matriz de n x 1, su producto Ax es
una matrizde m x 1.

Teorema. Si A es una matriz invertible, el sistema de ecuaciones lineales Ax = b tiene
solucién Unica dada por:

x=A1h

Demostracion.
Como A no es singular, los pasos siguientes son validos:
Ax = b
A"1Ax =A"'b
Ix = A™'b
x = A'b

Esta solucidn es Unica porque si x1 Y x, son soluciones, la propiedad de cancelacion en Ax; = b =
Ax, permite concluir que x; = x;

El teorema anterior tiene importancia teérica, pero no resulta practico para resolver sistemas lineales.
Exige mas trabajo calcular A~! y multiplicar después por b que resolver el sistema por eliminacion
gaussiana con posterior sustitucion hacia atras.

Sistema homogéneo asociado

Dado el sistema de ecuaciones lineales Ax = b, (b # 0) se denomina sistema homogéneo asociado
al formado por el sistema: Ax = 0.

Teorema. Sean x4 Yy x, soluciones a un sistema no homogéneo Ax = b. Entonces su
diferencia x; — x5 es solucion del sistema homogéneo asociado Ax = 0.

Demostracion

A(xl—x2)=Ax1—Ax2=b—b=0

Corolario. Sea x e y soluciones particulares del sistema no homogéneo Ax = b. Entonces
existe una solucién h al sistema homogéneo asociado, tal que

y=x+h

Demostracion.

Si h esta definida como h = y - x, entonces h es una solucién del sistema homogéneo asociado a
Ax = b por el teorema anterior, porloquey = x + h

Con objeto de encontrar todas las soluciones a un sistema no homogéneo Ax = b, basta con
encontrar una solucion, que llamaremos solucion particular (x,), y todas las soluciones al sistema
homogéneo asociado Ax = 0, que llamaremos solucion homogénea (xy).
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Ejemplo.

Encuentre todas las soluciones al sistema de ecuaciones lineales:

le + 3x2 + SX3 = 5

{ x1+2x2—x3=2
—x1—3x2+8x3 = _1

Primero encontramos una solucion mediante la reduccién por filas:

2 3 5 5
-1 -3 8 -1

La matriz ampliada del sistema es:

1 2 -1 2]

Haciendo F2 — F2 - 2F1 y F3 — F3 + F1 obtenemos:

1 2 -1 2

[0 -1 7 1]

0o -1 7 1
Haciendo F1 — F1+2F2 y F3 — F3 — F2 obtenemos:

1 0 13 4
0 -1 7 1
0 0 0 O

Las ecuaciones correspondientes a los primeros dos renglones del Gltimo sistema son:
X1 =4—-13x3 Yy x,=—-1+4+7x;
con lo que las soluciones son:
X =(x1,%2,x3) =(4—13x3, =1+ 7x3,x3) = xp + X,

donde x, = (4,—1,0) es una solucion particular y x, = x5 (—13,7,1) donde x3 es un nimero real, es
una solucién al sistema homogéneo asociado. Asi x; = 0 lleva a la solucién (—4,1,0) y x; = 1 dala
solucion (-9, 15, 2).

2.3.4 Matrices elementales
Se consideran operaciones elementales sobre las filas de una matriz:

e Intercambiar dos filas.
e Multiplicar una fila por un nimero no nulo.
e Sumar un multiplo de una fila a otra fila.

Definicion. Un matriz n x n se llama matriz elemental si se puede obtener de la matriz identidad /,
mediante una unica operacion elemental por filas.

La matriz identidad I,, es elemental, segun esta definicién, ya que puede obtenerse de si misma
multiplicando una de sus filas por 1.

Ejemplos.
1 0 0 1 0 O 1 0 0 1 0 O
) [0 3 0] ot % 9 [0 1 0] (d) [0 0 1] @ 9 ¢ [0 2 0]
0 0 1 [010 0 0 O 0 1 O [21 0O 0 -1
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a) Elemental. Se obtiene multiplicando la segunda fila de I; por 3.

b) No elemental, porque no es cuadrada.

c) No elemental. Se ha obtenido multiplicando la tercera fila de I3 por 0 (que no es una
operacién elemental.

d) Elemental. Se obtiene intercambiando las filas 2% y 3% de I5.

e) Elemental. Obtenida de I, sumando a la segunda fila la primera multiplicada por 2.

f) No elemental, porque son necesarias dos operaciones elementales por filas para obtenerla a
partir de I5.

Notacion. Una matriz elemental se denota por E, o0 por cR;, R; + cR;, o por P;; de acuerdo con la
forma en que se obtuvo de I. En este caso, P;; (la matriz de permutacion) es la matriz obtenida a
partir del intercambio de las filasde iy j de I.

Las matrices elementales son utiles porque permiten expresar las operaciones elementales por filas
como producto de matrices, como ilustra el siguiente ejemplo.

2.3.4.1 Matrices elementales y operaciones elementales por filas.

En el siguiente producto, E es la matriz elemental obtenida de I intercambiando sus dos primeras
filas:

0 1 0] (0 2 1 1 -3 6
1 0 0|1 =3 6|=[0 2 1
0 0 1113 2 -1 3 2 -1

E A = E-A

Notese que las dos primeras filas de A han resultado intercambiadas al multiplicarla por E a la
izquierda.

Teorema: Sea E la matriz elemental obtenida al efectuar sobre las filas de I,, una
operacion elemental. El resultado de efectuar esa misma operacion elemental sobre
las filas de A viene dado por el producto E - A

Notese que A debe multiplicarse por E por la izquierda.
2.3.4.2 Definicidn de equivalencia por filas

Sean A y B matrices m x n. Se dice que B es equivalente por filas a la matriz A si existe una
secuencia finita de matrices elementales E, E,, ..., Ey, tal que:

B = Ek Ek—l E2E1A

2.3.4.3 Inversa de una matriz elemental

Teorema. Todas las matrices elementales son invertibles, ademas la inversa de
una matriz elemental es otra matriz elemental.

Para hallar la inversa de una matriz elemental E basta invertir la operacidén elemental utilizada para
obtener E.

©Ricardo Visiers Bafion - 2019 27



\\\ Prereted Doble grado Ingenieria Infor_mética-BA
///\/// vioria Apuntes de Algebra Lineal
\\ UFV Madrid 1er Curso

1
(cF)™t = - Fi
(F} + CFL')_1 = F} - CFl'
(P)~' =P

Toda matriz de permutacion elemental es su propia inversa

Representacion

) Efecto de o Al multiplicar por la Representacion
Matriz elemental - simbdlica de las . —a T
) multiplicar A por la ) izquierda, E~* hace simbdlica de la
tipo E . operaciones o o
izquierda por E lo siguiente operacion inversa
elementales
Multiplica la fila i Multiplica la fila i 1
Multiplicacion cF; —F;
P de Aporc #0 ‘ deApor% cF‘
Multiplica la fila i Multiplica la fila i
Suma dedporcylo F; + cF; de Apor —cylo F; —cF;
suma a lafila j suma a lafila j
L Permuta las filas i Permuta las filas i
Permutacion ) P; | Py
yjdeA yjdeA

Tabla 1. Matrices elementales y sus inversas

Teorema. Una matriz cuadrada A es invertible, si y solo si, se puede escribir como producto
de matrices elementales.

Demostracion. Para demostrar la segunda parte, supongamos que A es producto de matrices
elementales. En tal caso, como toda matriz elemental es invertible y el producto de invertibles es
invertible, concluimos que A es invertible.

Para probar la primera parte, supongamos A invertible. Por el teorema visto en 2.3.3 sabemos que el
sistema lineal representado por Ax = O tiene solo la solucion trivial. Eso implica que la matriz
ampliada [A : O] se puede llevar a la forma [I : O] (usando operaciones elementales asociadas
aE,, E,, ..., Ex. Por tanto:

Ek Ek—l E2E1A = I
Y, por consiguiente:
A=E['-E;t- L ET

Asi pues, A se puede expresar como producto de matrices elementales con lo que la demostraciéon
esta completa.

Ejemplo
Hallar la secuencia de matrices elementales cuyo producto sea la matriz:

1= 7

3 8
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Solucion

Comenzamos buscando una secuencia de operaciones elementales por filas que lleven A a forma
escalonada reducida:

; f; (-1)-F1 —F1 E, = [—01 (1)]
b meenen ey
(1) i (%>.F2—>F2 E; = (1) g]
_(1) (1)_ F14(=2)-F2 = F1 E, = [(1) —12]

Ahora el producto de matrices:
E,-E;-E,-E;A=1despejamos A=E;'-E;'-E;* - E;Y-1=E;'-E;' - E3'-E;'-

Esto implica que A es un producto de matrices elementales:

a=[o s 2l =15 )

Teorema. Condiciones equivalentes

Si A es una matriz cuadrada de orden n, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

A es invertible

Ax = b tiene solucion Unica para toda matriz columna b de tamano n x 1.
Ax = 0 solo tiene la solucién trivial.

A es equivalente por filas a I,,.

A se puede escribir como producto de matrices elementales.

a0~

2.3.5 LU-factorizaciéon

Una matriz cuadrada se denomina triangular superior (y se denota con U de upper) si todas sus
componentes debajo de la diagonal son cero. Es una matriz triangular inferior (y se denota con L de
lower) si todas sus componentes encima de la diagonal son cero. Una matriz se denomina diagonal
si todos los elementos que no se encuentran sobre la diagonal son cero; es decir, A = [aij] es
triangular superior si a;; = 0 parai > j, triangular inferior si a;; = 0 parai < jy diagonal sia;; =0
para i # j. Observe que una matriz diagonal es tanto triangular superior como triangular inferior.

a0 0 0 0 @y Gy Gy Gy @,

a, a, 0 0 0 0 a, a, a, -~ a,

[A] | @ a 0 [—\] 00 a a - a,
L = Al = - -

a, a, a; a, 0 0 0 0 ay a,,

(G Cpz Qy Gy 4, o 0o 0 0 - a,

Figura 1. Matrices triangular inferior (izquierda) y triangular superior (derecha)
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Definicion de LU-factorizacion. Sila matriz cuadrada de orden n, A se puede escribir como
producto de una matriz triangular inferior L con todos los elementos de su diagonal principal
valiendo 1y una matriz triangular superior U, se dice que A = LU es una LU-factorizacion de
A.

Si una matriz cuadrada A se puede reducir por filas a una matriz triangular superior U usando sélo
operaciones elementales consistentes en sumar un multiplo de una fila a otra fila, es muy facil
encontrar una LU-factorizacion de A, basta con recordar las sucesivas operaciones por filas
realizadas.

Este método nos facilita la resolucion de ecuaciones lineales por ordenador al reducir el nUmero de
operaciones, como se vera mas adelante.

Notese que para que ello sea posible se debe cumplir que ninguno de los elementos de la diagonal
principal de A sea nulo. En caso de que no fuera asi, deberiamos primeramente intercambiar sus
filas de forma que el elemento nulo dejara de estar situado en la diagonal principal, obteninedo una
nueva matriz A" equivalente a la anterior, sobre la que buscariamos su factorizacién A" = LU.

Ejemplo. LU-factorizacién de una matriz

2 1 3
Hallar la LU-factorizacibn delamatrizA=| 4 -1 3]
-2 5 §5

Solucion.

En primer lugar, reducimos A a forma triangular superior, guardando constancia de la matriz
elemental asociada a cada operaciéon elemental realizada.

. . L, Matriz elemental Matriz elemental
Matriz obtenida Operacion elemental . 1
E inversa E
2 1 3 1 0 O 1 0 0
0O -3 -3 F2 —>F2+(-2)-F1 Ei=1-2 1 0 El'1= 2 1 0
-2 5 5 0O 0 1 0 0 1
2 1 3 [1 0 O] [1 0 O
0 -3 -3 F3—F3+F1 E,=10 1 0 E2'1= 0O 1 0
0 6 8 1 0 11 -1 0 11
2 1 3 [1 0 O] 1 0]
0 -3 -3|=U F3—F3+4+2:-F2 E;=10 1 0 E3'1=0 1 O
0 O 2 0 2 11 0o -2 1

La matriz U de la izquierda es triangular superior y se sigue que E;E,E;A=U,0sea A =
E,'E, "E;"'U. Como el producto de matrices triangulares inferiores es también triangular inferior:
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1 0 O]f1 o0 O]t 0O O 1 0 O
[2 1 0] [ 0 1 0] [0 1 0] = [ 2 1 o] =L E 'E,7'E;7t=1L
0 0 1IL—1 0 110 -2 1 -1 -2 1

La factorizacion A = LU esta conseguida.

A=

1 0 o0 (2 1 3 2 1 3
2 1 0[]0 -3 -3|]=|4 -1 3

-1 -2 11 10 0 2 -2 5 5

En general, si A se puede reducir por filas a una matriz triangular superior U usando sélo la operacion
de sumar un multiplo de una fila a otra, entonces A admite LU-factorizacién:

EyEp_q .. E,EJA=U
A=E'-E;t - E;NWU
A= LU
Donde L es el producto de las inversas de las matrices elementales usadas en la reduccion.

Notese que la matriz L puede obtenerse sin necesidad de encontrar las matrices elementales,
construyendo la matriz L de la siguiente forma:

1 0 0
Partiendo de la matriz L = [* 1 0| vamos afiadiendo las operaciones elementales cambiando el
*  x 1
signo al escalar que multiplica a la fila en cada caso:
Matiz U Operacion elemental Matriz L
2 1 3 [1 0 O]
4 -1 3 * 1 0
-2 5 5 * o+ 1]
2 1 3 1 0 0
0 -3 -3 F2 - F2+ (-2)-F1 0
-2 5 5 * o+ 1]
2 1 3 1 0 0
0 -3 -3 F3 —F3+F1 2 10
0 6 8 -1 x 1
2 1 3 1 0 O
0 -3 =3|=U F3—F3+2-F2 2 1 0
0 O 2 -1 -2 1
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El procedimiento utilizado en el ejemplo se puede llevar a cabo mientras no se requieran
permutaciones para poder reducir A a la forma triangular, lo que no siempre es factible.

Procedimiento rapido para obtener la descomposicion LU:

1. Reducir la matriz a su forma escalonada equivalente mediante el método de Gauss sin
emplear permutaciones de filas y tomando nota de los multiplicadores empleados para
obtener los pivotes y los empleados para obtener ceros debajo de los pivotes.

2. En cada posicién de la diagonal principal de L poner los inversos de los multiplicadores
empleados para obtener los pivotes.

3. En cada posicion por debajo de la diagonal principal de L poner los multiplicadores
empleados para obtener cero en cada posicidbn cambiandole el signo.

Notese que cada una las matrices elementales empleadas en la LU-factorizacién es una matriz
triangular inferior. Esto se deduce del hecho de que E es de la forma F; + cF; (no hay
permutaciones). M4s aun, los numeros que se hacen cero en la reduccion por filas estan siempre
debajo de la diagonal de manera que en F; + cF; siempre se cumple que j > i. De este modo, las ¢
aparecen debajo de la diagonal.

Teorema. Propiedades de la multiplicacion de matrices trianqulares.

El producto de las matrices triangulares inferiores es una matriz triangular inferior. Mas aun, el
producto de matrices triangulares superiores es una matriz triangular superior.

Teorema de la LU-factorizaciéon

Sea A una matriz cuadrada (n x n) y suponga que A se puede reducir por filas a una matriz
triangular U sin hacer alguna permutacion entre sus renglones ni multiplicando sus filas por una
constante. Entonces existe una matriz triangular inferior L invertible tal que A = LU. Si, ademas,
U tiene n pivotes (es decir, A es invertible), entonces esta factorizacion es Unica.

Demostracion

U y L se obtienen como en el ejemplo. S6lo es necesario probar la unicidad en el caso de que A sea
invertible. Como U tiene n pivotes, su forma escalonada por renglones también tiene n pivotes (para
verificar esto divida cada renglén de U por el pivote en esa fila). Entonces, U es invertible.

Para demostrar que L es invertible, considere la ecuacidén Lx =

R ;

Se deduce que x; =0, az; x; + x, =0, etc., lo que demuestraque x; = x, == x, =0y Les
invertible. Para demostrar la unicidad, supongaque A = L,U; = L,U,. Entonces

U U7 = (LT L) (U1 U7 Y) = LT (L UDU5 Y = LN (LU U = (L7 Ly)(URUY) = LML,
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L7'L, es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal mientras que U, U; 'es triangular
superior. La Unica forma en que una matriz triangular superior y una inferior pueden ser iguales es si
ambas son diagonales. Como Lj!L,tiene unos en la diagonal se ve que:

U Ut =17, =1
De lo que se deduce que:
Uy =U; yLi = L,
2.3.5.1 Resolucién de sistemas lineales mediante LU-factorizacion

Suponga que se quiere resolver el sistema Ax = b, donde A es invertible. Si A satisface la hip6tesis
del teorema de la LU-factorizacion, se puede escribir:

LUx = b

Como L es invertible, existe un vector Unico y tal que Ly = b. Como U también es invertible, existe
un vector unico x tal que Ux = y. Entonces Ax = L(Ux) = Ly = by nuestro sistema esta resuelto.
Observa que Ly = b se puede resolver directamente mediante la sustitucion hacia adelante,
mientras que el sistema Ux = y se puede resolver por sustitucion hacia atras. Esto se ilustra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo

Resolver el sistema Ax = b donde:
2 3 2 4 4

SEEER P
-2 4 4 =7 -1

Solucién

Comenzamos con la LU-factorizacion de la matriz A.

2 3 2 4] _ 2 3 2 4 2 3 2 4
B F2 — F2 2F1 _ _ F3 _>F3_EF2 _ _
4 10 4 0 3 0 4 8 8 8 0 4 8 8
F3 —- F3+--F1
-3 -2 -5 =2 2 0 5/2 =2 4| g4 spa_Tpp|0 0O 3 9
-2 4 4 -7 FA—oF4+F1 |9 7 ¢ -3 +“lo o 20 11
[2 3 2 4
20 0 4 -8 -8]_
F4 —>F4—?F3 0 0 3 9 U
0 0 0 -—49
Usando las matrices elementales se puede escribir:
10 0 Oyl 0 0 OpfL 0 O OJf1 0 0 ol[L 0 0 O1T1 0 0 O
U01000100010001000100_2100A
Sj00 1 o0pfo 01 0ffp -2 1 0|0 01 0[[0 100 010
0O 0 —— 1110 —= 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1
3 0 0 01 0 0 0 1

Despejando A y calculando las inversas de las seis matrices elementales:
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1 00 olfl 0 O0 OlIf1 o o o1 0 0 01 0 O 071 0 O O
A210001000100010001000100U
“lo o1 0f[-2010/]0 01 o0ff0 210|000 1O000 10
? ; 0o 2 0 1]lo 0 2 1
0 00 1flg o0 o 14L-1 0 0 1Lllgp o0 0 1 2 3

Se ha escrito A como un producto de seis matrices elementales y una matriz triangular superior. Sea
L el producto de las matrices elementales. Debe verificar que:

1 0 0 O
2 1 0 0
L= _% g 1 0], que se trata de una matriz triangular inferior con unos en la diagonal principal.
7 20
-1 31

Después se puede escribir A = LU, donde L es triangular inferior y U es triangular superior. Los
elementos de la diagonal de L son todos iguales a 1 y los elementos de la diagonal de U son los
pivotes.

El sistema Ly = b conduce a las ecuaciones:

f V1 = 4
2y1  + ¥ = -8
< 3 5
—on togy2 s = —4
— Il 2, = -1
L Y1 2 Y2 3 V3 Yo =

de donde realizando la sustitucion hacia atras obtenemos:

y1=4%

Y2 = —8-— 2y, = —16 4

. -16
3 5 —
y3= —4+-y = 2y, =12 es deciry = 12

7 20 —
Ya= —l14yi = y2— T y3= —49 49

De Ux = y se obtiene:

( 2x;, + 3x, + 2x3 + 4x, = 4
4x2 - 8X3 - 8X4 =_16

<
BX3 + 9X4 == 12
9 49x, = —49

de donde sustituyendo hacia delante se obtiene:
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X4, = 1

3x3 =12—-9x, = 3,dedonde x; = 1
4x, = —16 +8x3 + 8x, = 0,de donde x, = 0
2x1 =4 —3xy, — 2x3 —4x, = —2,dedondex; = —1

Por tanto la solucion al sistema es:

-1

_ R o

Esta descomposicién conduce a un algoritmo para resolver un sistema lineal Ax = b, que es el mas
utilizado en los ordenadores para resolver sistemas lineales. La razén principal por la que este
método es tan utilizado, radica en que proporciona la manera mas econémica de resolver un sistema
lineal en el que tenemos que cambiar de manera repetida el lado derecho (columna de términos
independientes). Este tipo de situacidon suele presentarse en problemas de aplicacion. Por ejemplo,
una compafia de servicio eléctrico debe determinar las entradas (las incégnitas) que necesita para
producir algun resultado requerido (los términos independientes). Las entradas y los resultados
pueden estar relacionados por un sistema lineal, cuya matriz de coeficientes es fija, mientras que el
lado derecho cambia dia con dia, o incluso cada hora.

Si A es de n x n, entonces el nUmero total de operaciones (multiplicaciones y divisiones) requeridas
: : L 3 ,
para resolver un sistema lineal Ax = b usando una factorizacion LU de A, es T(n) ~ ™ /3, el mismo

que se requiere para eliminacion gaussiana. Esto no es extrafio pues la fase de eliminacién hacia
delante produce la factorizacion LU en =~ /3 pasos, mientras que las sustituciones hacia delante y

: . : n? f 3
hacia atras requieren = /2 pasos. Por tanto, para valores grandes de n, el término /3 es

dominante. Desde este punto de vista la eliminacién gaussiana y la factorizacion LU son
equivalentes.

Sin embargo, la factorizacion LU tiene otras ventajas:

1. Desde el punto de vista de almacenamiento, la factorizacién LU es muy compacta, porque puede
sobrescribir las entradas de A con entradas de L y U conforme se calculan.

Por ejemplo si:

2 1 3 1 0 02 1 3
A= 4 -1 3|= 2 1 0(f0 =3 —=3|=LU
-2 5 5 -1 =2 1]L0 0 2

Esto puede almacenarse como:

1 3
2 =3 3
=] =2
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con las entradas colocadas en el orden (1, 1), (1,2),(1,3),(2,1),(3,1),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3). En
otras palabras, las entradas subdiagonales de A se sustituyen con los multiplicadores
correspondientes.

2. Una vez calculada la factorizacion A de LU, puede usarse para resolver tantos sistemas lineales
de la forma Ax = b como se quiera.

3. Para matrices con ciertas formas especiales, sobre todo aquellas con un gran niumero de ceros
(las llamadas matrices “dispersas”) concentrados fuera de la diagonal, existen métodos que
simplificaran el calculo de una factorizacién LU. En estos casos, este método es mas rapido que la
eliminacion gaussiana para resolver Ax = b.

4. Para una matriz invertible A, puede usarse una factorizacion LU de A para encontrar A1, si es
necesario. Mas aun, esto puede hacerse en tal forma que simultdneamente produzca una
factorizacion de A1 .

2.4 Determinantes

2.4.1 Definicidon de determinante de una matriz de 2 x 2

Sea A= [an

a .
12] una matrizde 2 x 2
az1 Ay

Se deflne determ|nante de A, det (A) =0aq1 "0y — A9 * Apq

. [Q11 Q12
A menudo se denota como |A| 6
az1 Az
El determinante de una matriz puede ser positivo, cero 0 negativo.
El determinante de una matriz de orden 1 se define simplemente como el valor de su unico elemento.

Para definir el determinante de una matriz de orden mayor que 2, conviene usar las nociones de
menores 'y cofactores.

2.4.2 Definicion de los menores y cofactores de una matriz

Si A es una matriz cuadrada, el menor M;; del elemento a;; es el determinante? de la matriz obtenida
al eliminar en A la fila i y la columna j. El cofactor C;; de ese mismo elemento viene dado por:

Cij = (D" My
Por ejemplo, si A es una matriz de 3 x 3, algunos de sus menores y cofactores son los que se

muestran a continuacion:

A=|Az1 QA2 Q23

asz; a4z 0ass

ai1 Qg2 a13]

2 Algunos autores denominan menor a la matriz obtenida al eliminar la fila i y la columna j, no al determinante.
Entonces el cofactor se define como (—1)"*/ - M;;
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M21 = |a12 a13| Cofactor de ay1 = 621 = (_1)2+1M21 = _M21
azz 0433
M22 = |a:11 a13| Cofactor de Ayp = CZZ = (_1)2+2M22 = MZZ
az1 dz3

Los menores y cofactores de una matriz difieren a lo sumo en el signo. Para hallar los cofactores de
una matriz, calculamos primero los menores y, a continuacion, aplicamos la siguiente regla: si la
suman de la fila + columna del elemento es par, el signo del cofactor es positivo, mientras que sera
negativo si la suma es impar.

2.4.3 Determinante de una matriz de orden 3
El determinante de una matriz de orden 3 se define mediante:
|Al = ay1 - Ciq + @12+ Cip + g3 Ci3 = Aqq - Myq — Qg3 - Myp + aq3 - M3
2.4.4 Determinante de una matriz de n x n

Sea A una matriz de orden n x n, entonces el determinante de A esta dado indistintamente por:

n
|Al = a;1Ci1 + aj2Cip + -+ + ainCin, = 2 a;xCix ~ Desarrolloporla filai
k=0
n
|Al = a1;C1j + az;Coj + -+ anjCpj = 2 axjCxj  Desarrollo por la columna j
k=0
Notese que cuando desarrollamos en cofactores no es necesario evaluar los cofactores de los
elementos iguales a cero, porque cero multiplicado por el cofactor dara cero. Por esa razén suele

desarrollarse por la fila 0 columna que tiene mayor nimero de ceros como vemos en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo. Determinante de una matriz de orden 4

1 -2 3 0
-1 1 o0 2
A= 0 2 0 3
3 4 0 -2

det(A)=3-C13+0-C23+0-C33+0-C43

Por tanto solo debemos calcular:

-1 1 2
Ci3 =1 .0 2 3 |=(desarrollando en cofactores por la segunda fila) =
3 4 =2
1 2 -1 2 -1 1
= 0-(-1)2+1). .(-1)(2+2). .(-1)(2+3). — o (— . (— . (— =
o(nen|,  Slr2ene |0 Slesnes | =042 (-8 + 3 (- (=7)

13
Por tanto det (A) = 3-(13) = 39
2.4.5 Calculo de determinantes.

2.4.5.1 Teorema. Determinante de matrices triangulares
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SeaA = [aij] una matriz cuadrada de orden n triangular superior o inferior. Entonces:

IAI = a11'a22'a33' ...... * ann

Esto es: el determinante de una matriz triangular es igual al producto de sus componentes en la
diagonal.

Demostracion.

Se demostrara la parte triangular superior por induccién matematica comenzando con n=2. Si A es

oL . ai1 Q12 _
una matriz triangular superior de 2 x 2, entonces A = [ 0 azz] y det(4) = ay;°az,— A12°0 = aq1°Ayz,

de manera que el teorema se cumple paran = 2. Se supondra que se cumple parak = n —1y se
demostrara para k = n. El determinante de una matriz triangular superior de n x n es:

a; Gy a3 o 4y 4 a 4 0 a a
22 Gz Ay 23 "t Gy
0 ay ay - a, 0 a 4 0 a 4
_ 33 Q3| 33 0 3y
0 0 ay; - ay,|=ay : : : ap | . . .
: : : : 0 0 - a 0 0 - a
0 0 0 s a"” nn nn
0 ap - a, 0 a, - a) -1
0 0 - a 0 0 - a
tas|. . Mt (D g, DAt
0 0 - a, 0 0 --- 0

Cada uno de estos determinantes es el determinante de una matriz triangular superior de (n —

1) x (n — 1) que, de acuerdo con la hip6tesis de induccién, es igual al producto de las componentes
en la diagonal. Todas las matrices, excepto la primera, tienen una columna de ceros, por lo que por
lo menos una de sus componentes diagonales es cero. De este modo, todos los determinantes,
excepto el primero, son cero. Por ultimo,

Qyy Gy - Oy
a33 e a3,1

det 4 =ay, : | = an(ayas;---a,,)
0 0 R

lo que prueba que el teorema se cumple para matrices de n x n.

2.4.5.2 Calculo de determinantes mediante operaciones elementales

Operaciones elementales y determinantes

Sean A y B matrices cuadradas.
1. Si B se obtiene intercambiando dos filas (columnas) de A

det(B) = —det(A)
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2. Si B se obtiene sumando un multiplo de una fila (columna) de A a otra fila de A,
det(B) = det(A)
3. Si B se obtiene multiplicando una fila (columna) de A por una constante ¢ # 0,
det(B) = c-det(4)
Esta ultima propiedad permite sacar un factor coman de una fila. Por ejemplo:
[v 51=+1 4

Estas tres propiedades nos permiten calcular determinantes efectuando operaciones elementales por
filas hasta obtener una matriz triangular equivalente. En cada paso del proceso las propiedades
anteriores nos indican el efecto de la operacion elemental sobre el determinante. Finalmente el
determinante se calcula haciendo el producto de los elementos de su diagonal principal, tal como
vemos en el siguiente ejemplo:

Calcular el determinante de:

2 -3 10
A=11 2 -2
0 1 -3

Mediante operaciones elementales por filas, llevamos A a forma triangular:

2 -3 10 1 2 -2
1 2 -2|= (Intercambiar las dos primeras filas)=-|2 -3 10| =
0o 1 -3 0o 1 -3
1 2 =2
= (Sumar -2 veces la primera fila a la segunda produce una nueva 2% fila)=- [0 -7 14|=
0 1 -3
1 2 -2
= (Sacar factor -7 de la segundafila) =7:(0 1 —2[ = (sustituir la 3? fila por la diferencia entre la 2% y
0 1 -3
1 2 -2
3?filas) =7- [0 1 —2|=(como la matriz es triangular)=7 - 1-1-(-1) = -7
0 0 -1

2.4.5.3 Condiciones que producen determinante cero

Si A es una matriz cuadrada y cumple cualquiera de las condiciones siguientes, entonces det(4) =
0.

e Hay una fila (o columna) completa de ceros
¢ Dos filas (0 columnas) son iguales
¢ Una fila (o columna) es multiplo de otra fila (0 columna)

Estas condiciones no son las Unicas que hacen que un determinante sea cero. Muchas veces, se
aplican indirectamente, es decir, podemos comenzar con una matriz que no cumple ninguna de esas
tres condiciones y llegar, efectuando operaciones elementales por filas o columnas, a otra que si
satisface alguna de ellas. En tales casos, podemos concluir que la matriz tiene determinante cero.

Al calcular a mano un determinante, se puede ahorrar esfuerzo si se consigue llevar la matriz,
mediante operaciones elementales, a una forma en la que una de sus filas (0 columnas) tenga todos
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sus elementos cero menos uno. El desarrollo en cofactores por esa fila (o columna) reduce el orden
de la matriz en 1, tal como se ilustra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo.

Calcular el determinante de

-3 5 2
A=12 -4 -1
-3 0 6

Solucion. La matriz A ya tiene un cero en la tercera fila. Podemos crear otro sumando 2 veces la
primera columna a la tercera:

-3 5 2 -3 5 -4
dettA) =12 -4 -1|=|2 -4 3
-3 0 6 -3 0 0

Desarrollando en cofactores por la tercera fila, obtenemos:

3 5 —4 S
det@) = |2 -4 3|=8(1)+>, JY=-8(1=3
-3 0 0

2.4.6 Propiedades de los determinantes

2.4.6.1 Determinante de un producto de matrices

Teorema. Si Ay B son matrices cuadradas de orden n, se cumple que:

det(A-B) = det(A) - det(B)

Demostracion.

Para empezar, observemos que si E es una matriz elemental (ver 2.3.4) por 2.4.5.2 son ciertas las
siguientes afirmaciones:

e Si E se obtiene de I por intercambio de dos filas, det(E) = —1
e Si E se obtiene de I multiplicando una fila de I por una constante ¢ # 0, det (E) = ¢
e Si E se obtiene de I sumando un multiplo de una fila de I a otra fila, det (E) = 1

Ademas por el teorema de 2.3.4.1, si se aplica a B la misma operacion elemental que convierte I en
E, se obtiene la matriz EB. De todo ello se sigue que:

det (EB) = det (E) - det (B)
Esto se puede generalizar para concluir que:
det(Ey - ..... E; - E; - B) = det(Ey) - ....det(E;) - det(E;) - det (B)

donde E; es una matriz elemental. Consideremos ahora la matriz AB. Si A no es singular, por el
segundo teorema de 2.3.4.3 podemos expresarla como producto de matrices elementales:

A=Ey- .. Ey-E; Yy escribir:
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det(AB) = det(Ey - .....- E; - E; - B) = det(Ey) - ....det(E,) - det(E;) - det(B)

= det(Ey - ... E; - E; - B) =det(A) - det(B).

Si A es singular, A es equivalente a una matriz con toda la fila de ceros. Del teorema 2.4.5.3 se
deduce que det(A) = 0. Ademas como A es singular, también AB lo es. (Si AB no fuera singular,
A[B(AB)™1] = I implicaria que A es no singular). Asi pues, det(AB) = 0, luego det(AB) = det(A)
det(B).

Nota. El determinante de la suma no siempre es igual a la suma de los determinantes. Es decir, para
la mayoria de los pares de matrices, Ay B,

det (A + B) # det (A) + det (B)

Utilizando la factorizacion LU de una matriz cuadrada A de n x n se tiene A = LU (véase 2.3.5).
Entonces, por el teorema anterior,

det (A) = det (LU) = det (L) det (U)
Pero L es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal, asi
det (L) = producto de los elementos en la diagonal = 1
De manera similar, como U es triangular superior,
det (U) = producto de los elementos en la diagonal

Entonces se tiene el siguiente teorema:

Si una matriz cuadrada A tiene la factorizacion LU, A = LU donde L tiene unos en la
diagonal, entonces

det (A) = det (U) = producto de los elementos de la diagonal de U

2.4.6.2 Determinante de un multiplo escalar de un matriz
Teorema. Si A es una matriz cuadrada de orden ny ¢ un escalar,
det(cA) = c™-det(A)

Esta férmula se puede demostrar aplicando repetidamente la propiedad 3 de 2.4.5.2. Es decir,
sacando factor ¢ de cada una de las n filas de |cA|.

2.4.6.3 Determinante de una matriz invertible

Teorema. Una matriz cuadrada A es invertible (no singular) siy solo si

det (4) # 0

Demostracion.
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a). Supongamos que A es invertible. Entonces 3 A~! tal que 44! = I, tomando determinantes a
ambos lados de la igualdad y aplicando las propiedades del producto: det(A) - det(A™1) = det(I) =
1, de lo que se concluye que det (4) # 0.

b) Supongamos que det (4) # 0. Por eliminacién de Gauss-Jordan, podemos hallar una matriz B, en
forma escalonada reducida, equivalente por filas a A. Como B esta en forma escalonada reducida, o
es la matriz identidad (1) o tiene al menos una fila completa de ceros. Pero si tuviera una fila entera
de ceros, det(B) = 0, lo que implicaria que det(A) = 0. Puesto que hemos partido de que det (4) #
0, podemos concluir que B =1, por lo que A es equivalente por filas a la matriz identidad y, por tanto,
invertible.

2.4.6.4 Determinante de la matriz inversa

1

Teorema. Si 4 es invertible,  det(4™!) = — w

Demostracion.

Si A es invertible, existe A™! tal que AA™! = I. Por el teorema de 2.4.6.1
det(AA™Y) = det(4) - det(A™)) = det(]) = 1

Ademas, por ser A invertible sabemos que det (4) # 0, asi que podemos dividir ambos términos de la
igualdad anterior por det(A) resultando:

1

det(A™) = 72 4

2.4.6.5 Condiciones equivalentes para matrices no singulares
Si A es una matriz n x n, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

A es invertible

Ax = b tiene solucion Unica para toda matriz b de tamafion x 1
Ax = 0 tiene solo la solucioén trivial

A es equivalente por filas a I,

A se puede escribir como producto de matrices elementales

det (A) # 0

oor®N -

Como se vio en 2.4.5.3, una matriz cuadrada tiene determinante cero si y sélo si, es equivalente por
filas a una matriz con al menos una fila completa de ceros La validez de esta afirmacién se deduce
de la equivalencia de las propiedades 4 y 6 anteriores.

2.4.6.6 Determinante de la matriz traspuesta

Teorema. Si A es una matriz cuadrada,

det(A) = det(AT)

Dado que las filas de una matriz son las columnas de su traspuesta, se deduce que los teoremas se
cumplen también para las columnas.

2.4.6.7 Otras propiedades de los determinantes

A continuaciéon enumeramos algunas propiedades de los determinantes. La demostracion se deja al
lector.
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—

Si cualquier fila o columna de A es un vector cero, entonces det A = 0.

2. Silafila io columna j de A se multiplica por un escalar c, entonces det A se multiplica por c.

3. SiA,By C son idénticas excepto por la columna j y que la columna j de C es la suma de las j-
ésimas columnas de Ay B. Entonces, det C = det A + det B. La misma afirmacién es cierta
para filas.

4. Elintercambio de cualesquiera dos filas (0 columnas) distintos de A tiene el efecto de
multiplicar el determinante de A por —1.

5. Siuna matriz cuadrada A tiene dos filas (0 columnas) iguales, entonces su determinante es

cero.

Si una fila (columna) de A es un multiplo escalar de otra fila (columna), entonces det A = 0.

Si se suma un mdltiplo escalar de una fila (columna) de A a otra fila (columna) de A, entonces

el determinante no cambia.

~N o

Las propiedades que se acaban de presentar simplifican la evaluacion de determinantes de alto
orden. Se “reduce por filas” el determinante, usando la propiedad 7, hasta que tenga una forma en la
que se pueda evaluar con facilidad. La meta méas comun seré utilizando la propiedad 7 de manera
repetida hasta que:

a) el nuevo determinante tenga un renglén (columna) de ceros o un renglén (columna) que sea
multiplo de otro —en cuyo caso el determinante es cero—,0

b) que la nueva matriz sea triangular, con lo que su determinante sera el producto de sus
elementos en la diagonal.

Ejemplo
-2 1 0 4
. |3 -1 5 2
Calcular det (A) siA = Sy 7 31
3 =7 2 5

Solucion

Existen varias formas de proceder en este caso y no es evidente cual de ellas sera la mas rapida
para llegar a la respuesta. Sin embargo, como ya existe un cero en la primera fila, se comienza la
reduccién en esa fila.

Se multiplica la segunda columna por 2 y por -4 y se suma a la primera y cuarta columnas,
respectivamente:

0 1 0 O

1 -1 5 6
Al = 12 7 3 =27
-11 -7 2 33

Se intercambian las primeras dos columnas.

1 0 0 0
1 -1 5 6]|._
7 12 3 —=27|"
-7 —-11 2 33

Se multiplica la segunda columna por -5 y por -6 y se suma a la tercera y cuarta columnas,
respectivamente.
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1 0 0 0
1 1 0 0
7 12 =57 -99
-7 —-11 57 99

_r 99
Como la cuarta columna es ahora un multiplo de la tercera (columna 4 = =X columna 3) se ve que
|Al = 0.

2.4.7 Aplicaciones de los determinantes
2.4.7.1 Matriz adjunta

Recordemos que el cofactor C;; de un matriz A ha quedado definido como (—1)"*/ veces el
determinante de la matriz obtenida al eliminar en A la fila i y la columna j. Si A es una matriz
cuadrada, la matriz de cofactores de A tiene la forma:

Ci1 Cip - Cip
o1 Gy - (g
Cii Cu1 - G

La traspuesta de esta matriz se llama matriz adjunta de A y se denota por adj(4), es decir:

Ci1 G - Gy
adj(n) = |2 2 G
Cin G - Cpp

Teorema. Si A es una matriz n x n invertible:

R - adj(A)
det (4)

Demostracion.
En primer lugar probaremos que: 4 - adj(4) = det(A) - I,

Consideremos el producto: A - [adj(A)]. En este producto, el elemento de la fila i y la columna j viene
dado por:

Sii = j, esta suma es simplemente el desarrollo en cofactores de A por la fila i, es decir, el
determinante de A. Por otra parte, si i # j, la suma es cero.

En efecto, sea:
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a1 Ag2 A1in
dz1 Az Qzn
a1 iz Ain

B=|. : :

a1 Qi - Qi |<«——— filaj
an1  An2 Ann

Entonces, como dos filas de B son iguales, det B = 0. Pero B = A excepto por la fila j. Calculando el
determinante de B expandiendo la fila j de B, obtenemos la suma (1) anterior. Obsérvese que al
hacer la expansion respecto de la fila j, esta fila se elimina al calcular los cofactores de B. Asi Bj, =
Ajxparak =1,2,..,n

En consecuencia:

det(d) - 0

A [adj(A)] = = det(4) - I

0 det(4)

Como 4 es invertible, det (A) # 0, asi que podemos escribir:

dea) ladj (A)] = I, = A [F(A) - [adj (A)]] =1,

Multiplicando a la izquierda en ambos lados de la igualdad por A~1:

adj )] | = A7, = [ - [adj (A)] | = 47

a4 | det(A)

_1
det(A) [
2.4.7.2 Regla de Cramer

La regla de Cramer, es una férmula que utiliza determinantes para resolver sistemas de n
ecuaciones lineales en n variables. Es aplicable sélo a sistemas lineales con solucién unica.

Teorema. Regla de Cramer

Si la matriz de coeficientes de un sistema de n ecuaciones con n variables tiene
determinante no nulo, la Unica solucion del sistema viene dada por:

_ det(4y)
~ det(4) ?’

_ det(4p)
= m y srerasasaans

_ det(4y)

X1 ~ det(4)

Xz

Donde la columna i de 4; es la columna de términos independientes del sistema.

Demostracion.

Consideremos el sistema representado por AX = B. Puesto que det (4A) # 0, podemos escribir:

X1
X=A4"1B= -adj(4) -B = |2
det (4) Y :
xn
Siby, by, ... ... , b, son los elementos de B, x; viene dada por:
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1
X = A (b1Cyi + b2 Co + -+ + by Cry)

Pero la suma entre paréntesis es justamente el desarrollo en cofactores de 4;, lo cual significa que

|4

ST

como queriamos demostrar.

Ejemplo.

Usar la regla de Cramer para hallar el valor de x en el sistema lineal:

2x + z=0

{—x+2y—32=1
3x—4y+4z=2

Solucion

El determinante de la matriz de coeficientes es:

-1 2 =3 1
Al =| 2 0 1(=10 b=10
3 -4 4 2

Como |A]| # 0, la solucion es Unica. Podemos hallar x aplicando la regla de Cramer:

‘1 2 —3‘

0 0 1

12 -4 4 _(‘1)5.|1 2|_w=i
10 T 10 2 =47 10 5

2.5 Observaciones sobre el calculo de determinantes mediante ordenador

Hasta ahora, hemos desarrollado dos métodos para resolver un sistema lineal de n ecuaciones con n
incognitas: la reduccién de Gauss-Jordan y la regla de Cramer. También tenemos dos métodos para
obtener la inversa de una matriz no singular: el método que involucra determinantes y el método
presentado en la seccidén 2.3.1 Se nos plantea pues la pregunta sobre qué criterios que deben
considerarse para elegir uno u otro de estos métodos.

Casi todos los problemas de gran tamafio de algebra lineal se resuelven usando ordenadores, de
modo que es natural comparar dos métodos estimando el tiempo requerido por los calculos para el
mismo problema. Como la suma es mucho mas rapida que la multiplicacién, con frecuencia se utiliza
el numero de multiplicaciones como base para comparar dos procedimientos numéricos.

Considere el sistema lineal Ax = b, donde A es de 25 x 25. Si hallamos x por medio de la regla de
Cramer, primero debemos obtener det(4). Podemos hacer esto mediante un desarrollo por
cofactores, digamos det(A) = a,1411 + a1421 + -+ + apA,1, donde hemos desarrollado det(A)
mediante los cofactores de la primera columna. Obsérvese que si se dispone de cada cofactor, se
requieren 25 multiplicaciones. Ahora, cada cofactor 4;; es mas (+) o menos (-) el determinante de
una matriz de 24 x 24, el cual puede desarrollarse a lo largo de una fila o una columna dadas,
requiriendo para ello 24 multiplicaciones. Entonces, el calculo de det(A) requiere mas de

25 X 24 x .. x 2 x 1 = 25! multiplicaciones. Aunque empledramos un ordenador del futuro (futuro
no tan lejano) capaz de realizar un billon (1 x 10'?) de multiplicaciones por segundo (3,15 x 10%°
por ano), tardaria cerca de 49.000 anos en evaluar det(A). Por otro lado, la reduccién de Gauss-
Jordan necesita cerca de 253 /3 multiplicaciones, y hallariamos la solucién en menos de un segundo.
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Por supuesto, podemos calcular det(A) de una manera mucho mas eficiente utilizando operaciones
elementales por filas para reducir A a su forma triangular, y entonces aplicar el teorema 2.4.5.1. Al
usar este método para una matriz de n x n, la regla de Cramer requiere aproximadamente n*
multiplicaciones, en comparacion con las n3/3 multiplicaciones necesarias para la reduccion de
Gauss-Jordan. En consecuencia, la reduccion de Gauss-Jordan sigue siendo mucho mas rapida.

En general, si estamos buscando respuestas numéricas, podemos emplear cualquier método que
involucra determinantes, sin < 4. Paran > 5, los métodos que utilizan determinantes son menos
eficientes que la reduccién de Gauss-Jordan y que el método de la seccion 2.3.1 para invertir una
matriz.

Por supuesto, la importancia de los determinantes no recae en su uso computacional. Ten en cuenta
que los métodos con determinantes permiten expresar la inversa de una matriz y la solucién de un
sistema de n ecuaciones lineales con n incdgnitas por medio de expresiones o férmulas. La
reduccion de Gauss-Jordan y el método para determinar A~1, analizado en la seccion 2.3.1, no
proporcionan una formula para la respuesta; a fin de hallarla, debemos proceder en forma numérica.
A veces no es necesaria una respuesta numérica, sino una expresion para dicha respuesta, pues tal
vez se quiera seguir utilizandola. Otra razén importante para el estudio de los determinantes es que
éstos desempenan un papel importante en el estudio de los valores y vectores propios, que sera
abordado en el capitulo 5.
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3 Espacios vectoriales

3.1 Espacios vectoriales
Sea V un conjunto en el que se han definido dos operaciones:

e Suma de vectores
e Producto de un vector por un escalar

Se dice que V tiene estructura de espacio vectorial sobre R si se verifica para todo u,v,w €V'y
para todo 4,4 € R las siguientes propiedades:

1. u+vev La suma es cerrada
2. u+tv=v+u Propiedad conmutativa
. u+(w+w)=W+v)+w Propiedad asociativa
4. 3o€eV,VvuelV,u+o=u Elemento neutro de la suma
5. vueV,3—ueV,u+(-v)=o Elemento inverso de la suma
6. luev Multiplicacién por un escalar es cerrada
7. A(u+v)=2Au+v Propiedad distributiva
8. A+wu=Au+uv Propiedad distributiva
9. A(uu) =AW u Propiedad asociativa
10.1-u=u Identidad escalar

Ejemplos

1. Puede demostrase que definidos en R? los vectores como pares ordenados de nimeros v =
(v1,v,) Yy las operaciones:

e Sumade vectores: u+ v = (uy,uy) + (v, v,) = (U + vy, u; +vy)
e Producto por un escalar: A u = (Auy, Auy)

Dotan a R? de estructura de espacio vectorial sobre R con el vector o = (0,0) como elemento neutor
de la sumay (—uy, —u,) como elemento inverso.

2. El conjunto de las matrices de tamafio mxn, con las operaciones habituales de suma de matrices y
producto por un escalar, posee estructura de espacio vectorial sobre R.

3. El conjunto de los polinomios de coeficientes reales de grado menor o igual que n con la sumay
multiplicacidén por un numero real habituales.

4. El conjunto de los polinomios de coeficientes reales de grado n no es un espacio vectorial ya que,
por ejemplo, la suma de x™ + 2x + 1y —x™ + 3x da como resultado 5x + 1 que no es un polinomio de
grado n, es decir la suma no es una operacién cerrada.

4. El conjunto de las funciones reales continuas en toda la recta real, con las operaciones:
fG)+g9) = +9x
AN =A(f0)
3.1.1 Propiedades de la multiplicacion por un escalar
Sea V un espacio vectorial sobre R, siu,v € Vy A,u € R, se cumplen las siguientes propiedades:

1. Ov=o0
2. lo=o0
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3. Silv=0 =2 A2=06v=0
4. -(Au) = (—Du=A(—u)
5 lu=puyu+0)=1=yu
6. lu=Avyd+0)=>u=v
Demostracion:
1. ov=(0+0)v=0v+0v,luegov =0

2. o =A(0o+0) =210+ 10,luegolo=o0

3. Sifuese A # 0, existiria ™! y podria escribirse 171 (Av) = 1710 = 0, es decir,0 = (1" D)u =
lu=u

4, (- Du+iu=(-21+Du=0u=oyiA(—w)+Au=A(-u+u)=2%10=o0

5. Como Au — uyu = o, es decir, (A —u)u = o, porseru # ohadeser A —pu) =0

6. Como Au — Av = o, es decir, A(u — v) = o, por ser A # 0, ha de ser (u — v) = o.

3.2 Subespacios vectoriales

Un subconjunto no vacio W de un espacio vectorial V, es un subespacio vectorial de V si W es
espacio vectorial con las mismas operaciones de suma y producto por un escalar definidas en V.

Para que W pueda ser subespacio de V, las dos operaciones han de ser cerradas en .

Para concluir que un conjunto es espacio vectorial, hay que comprobar los diez axiomas (3.1). Sin
embargo al ser W un subconjunto de un espacio vectorial V basta con verificar que las dos
operaciones son cerradas en W, es decir:

Teorema. Un subconjunto no vacio W de un espacio vectorial V es subespacio de V si, y sélo si,
se satisfacen las dos condiciones:

1. u+tveW,Vvuv ew
2. lueW,vueWyvieR

Demostracion

a) En una direccion la demostracion es inmediata, si W es subespacio de V , entonces W es un
espacio vectorial, y deben ser cerradas la suma y la multiplicacion por un escalar.

b) Para demostrar el teorema en la otra direccion, supongamos que la suma y la multiplicacion por un
escalar son cerradas en W. Notese que siu, vy w € W, también pertenecen a V por lo que los
axiomas, 2, 3, 7, 8, 9y 10 de espacio vectorial se cumplen automaticamente. Ademas como la suma
y la multiplicacién por un escalar son cerradas en W':

VYweWyconA=0, se tiene que:
Aw =0
(-Dw=—-—w
ambos pertenecen a W, luego se satisfacen los axiomas 4 y 5.

Si W es un subespacio del espacio vectorial VV, ambos deben tener el mismo vector o. De hecho el
subespacio vectorial mas pequefio de un espacio vectorial, es aquél que posee como unico vector el
vector nulo y se denomina como subespacio cero: W = {o}.
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Otro subespacio vectorial de V es el propio V. Todo espacio vectorial contiene estos dos
subespacios, denominados triviales. Los subespacios distintos de estos dos se llaman subespacios
propios o no triviales.

Ejemplos

1. El conjunto de matrices simétricas de orden 2, es subespacio del espacio vectorial de las matrices
de orden 2, con las operaciones usuales de suma de matrices y multiplicacion por un escalar.

La suma de matrices simétricas, produce una matriz simétrica y el producto por un escalar también
produce una matriz simétrica ya que VA,B € M;J y VA € R:

(A+B)T=AT+BT=A+8B
QAT = 24T = 24

2. El conjunto de matrices singulares de orden 2 no es subespacio del espacio vectorial de las
matrices de orden 2, porque, por ejemplo, la suma de dos matrices:

A= [(1) 8] B = [8 (1)] singulares , da como resultado:

1 0
0 1

A+B=|
que es no singular.
3.2.1 Interseccion de subespacios vectoriales.

SiV y W son subespacios del espacio vectorial U, la interseccion de V' y W (denotada por V n W) es
también un subespacio de U.

Demostracion
a) Por ser V y W subespacios de U, ambos contienen el vector cero, luego V. n W es no vacio.

b) Para ver que la suma es cerrada en V N W, sean v, y v, dos vectoresde VNnW. AlserVy W
subespacios de U, la suma es cerrada en ambos. Por tanto, como v, y v, estanenV, v, + v, € V.
Analogamente, comov, y v, estan en W, v; + v, € W. Lo que implica que v, + v, € V. n W, de modo
que en V N W la suma es cerrada.

c) De forma analoga se demuestra que la mutliplicacion por un escalar es cerradaenV nW.
3.2.2 Subespacios de R"
¢,Cual de estos conjuntos es subespacio de R??

a) El conjunto de los puntos de larecta x + 2y =0
b) EIl conjunto de puntos de larecta x + 2y =1

Solucién
a) Un punto de larectax + 2y = 0 es de la forma (—2¢t, t), donde t es cualquier nUmero real.
Sean vy = (—2t4,t;) y vo = (—2t,,t,), dos puntos cualesquiera de la recta. Entonces:

v+ vy = (=2t ty) + (=26, t) = (=2(t, + t), t + t3) = (=2t3,t3)
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donde t; = t; + t,. Asi pues, v1 + v, esta en la recta y, por tanto, la suma es cerrada. De forma
analoga se demuestra que la multiplicacion por un escalar es cerrada en este conjunto y, por tanto
es subespacio de R2.

b) Este subconjunto de R? no es subespacio porque no contiene al vector cero.

Un subconjunto W de R? es subespacio si y solo si, esta formado por alguno de estos conjuntos de
puntos:

a) El punto (0,0) unicamente.
b) Una recta que pasa por el origen
c) Todo R?.

Otro ejemplo

Probar que el subconjunto de R? formado por todos los puntos de la circunferencia unidad x? + y? =
1 no es subespacio de R2.

Solucion

Este subconjunto no es subespacio porque los puntos (1,0) y (0, 1) pertenecen a él, mientras que su
suma (1, 1) no pertenece, por tanto, la suma no es cerrada. También podria llegarse a la misma
conclusién, al denotar que el vector cero (0, 0) no pertenece a él.

3.3 Sistemas generadores

3.3.1 Definicidon

Se dice que los vectores v, v,, ..., v, de un espacio vectorial V generan V si todo vector de V se
puede escribir como combinacién lineal de los mismos. Es decir,

Yv € V, 3 /11,/12, ,/‘{n,v = /11171 + /12172,"‘ et /‘{nvn
Ejemplos

a) El conjunto S = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} es un sistema de generadores de R3 porque todo vector
u = (uy,uy,u3) de R3 puede expresarse como combinacion lineal de los vectores de S, de la forma:

u =u;(1,0,0) + u,(0,1,0) + u3(0,0,1) = (uy, uy, uz)

b) El conjunto S = {1, x, x?} genera P,3 porque cualquier polinomio p(x) = a + bx + cx? de P, se
puede expresar como:

p(x) = a(1) + b(x) + c(x?)

Los sistemas de generadores de los ejemplos anteriores se denominan sistemas canénicos de R3 y
P, respectivamente.

Ejemplo
Probar que el conjunto S = {(1,2,3),(01,2),(—2,0,1)} genera R3.

3 P, es el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual que 2
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Solucion

Sea u = (uy,u,,u3) cualquier vector de R3, necesitamos encontrar escalares 14, 1,, 15 tales que:

(ug, up,uz) =5 (1,2,3) + 2, (0,1,2) + A3 (=2,0,1) = (A; — 243,24, + 15,31, + 22, + A3)
Igualando componente a componente, obtenemos un sistema lineal de ecuaciones:
M =223 =uy
{ 2+, =uy
34 + 22, + A3 = ug

Dado que la matriz de coeficientes tiene determinante no nulo:

1 0 -2
21 0|=-1
3 2 1

El sistema tiene solucion unica, por lo tanto, todo vector de R3 se puede escribir como combinacién
lineal de los vectores de S, es decir, S genera R3.

3.3.2 Espacio generado por un conjunto de vectores.

Sea vy, v,, ..., v, k vectores de un espacio vectorial V. El espacio generado por {v,v,, ..., v} €s el
conjunto de combinaciones lineales de v,, v,, ..., vy, €s decir:

gen{vy, vy, ..., v} ={viv= L1v, + L,v,, +-+ A0}
donde 44, 4,, ..., son escalares arbitrarios.
A este conjunto también se le denomina como envolvente lineal y se escribe lin{v,,v,, ..., v}
Demostracion

Para probar que el conjunto de todas las combinaciones lineales de v;,v,, ..., v, €s un subespacio de
V bastara ver que las dos operaciones son cerradas.

Dados dos vectores cualesquiera u, w € lin(S) tales que:

k

u=4v;+ Lo+ + 4,0, = Zlivi
i=1

k

W=y + Uy + o+ g Vg = Zﬂjvj
=1

con 4;,u; escalares. Entonces:

ut+w= W +pu)vy + Ay + p)vy + -+ (A + W) vy

au = (a/h)vl + (a}{z)vZ + -+ (a}{k)vk

lo que implica que u + w y au también pertenecen a lin(S), ya que se pueden escribir como
combinaciones lineales de los vectores de S. Por tanto lin(S) es subespacio vectorial de V.
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Teorema.

Sivy,v,, ..., v, SON vectores en un espacio vectorial V, entonces S = gen{v,,v,, ..., v} €s un
subespacio de V

Ejemplo: Ecuacién del espacio vectorial generado por dos vectores en R3

Seanv; =(2,-1,4) yv, =(4,1,6).
Entonces H = gen{v,,v,} = {viv=2,(2,—-1,4) + 1,(4,1,6)}

¢ Qué forma tiene H?. Siv = (x,y,z) € H, entonces se tiene:

x=2}{1+4){2
y=—Ah+4
Z=4/11+6/12

Si se piensa que (x, y, z) esté fijo, entonces estas ecuaciones se pueden ver como un sistema de tres
ecuaciones con dos incognitas (14, 4,). Este sistema se resuelve en la forma usual:

-1 1 | y 1 - | V| R—R-2m, |1 1 | -y
2 4 | x|__R=-R 2 4 | x| RZR-4R 10 6 | x+2y
4 6 | z 4 6 | =z 0 10 | z+4y

2y

_ _ 10 ‘ Y

1 -1] Y| R—R +R, 6 3

R,—1R, 0 1 ‘ xJ;Zy Ry—Rs=10R, | | ‘ §+§

0 10 | z+4y =5x 2y

00 | 5 +3.;

. . .z , . . =5 2 .z
El sistema tiene una solucion Gnicamente si Tx + ?y +2z=0= 5x—2y—3z=0, que es la ecuacion
de un plano en R3? que pasa por el origen.

Este ejemplo se puede generalizar para probar que el espacio generado por dos vectores diferentes
de cero en R3 que no son paralelos es un plano que pasa por el origen.

3.3.3 Dependencia e independencia lineal

Dado cualquier conjunto de vectores S = {v,,v,, ..., v} de un espacio vectorial V, la ecuacion
vectorial:

/11171 + ){2172 + -+ Akvk =0
tiene siempre la solucion trivial 1; = 4, = -+ = 4, = 0.

Ahora bien, muchas veces existen otras soluciones no triviales. Esta caracteristica se describe
diciendo que el conjunto S es linealmente dependiente. Si hubiera existido solamente la solucién
trivial diriamos que el conjunto S es linealmente independiente.
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Definicion. Se dice que un conjunto de vectores S = {v,,v,, ..., v} de un espacio vectorial V es
linealmente independiente si la ecuacion vectorial:

/11171 +)12v2 + -+ Akvk =0

tiene sélo la solucién trivial A, = 1, = -+ = A, = 0. Si hay otras soluciones no triviales, se dice
que S es linealmente dependiente.

Anélisis de la independencia lineal

Sea S = {v,,v,, ..., v} un conjunto de vectores de un espacio vectorial V. Para saber si S es
linealmente independiente hay que seguir los siguientes pasos:

1. Reescribir la ecuacion vectorial A,v; + 1,v, + -+ + A, v, = 0, cOmMo un sistema lineal
homogéneo en las variables 14, 4, ...., A.

2. Averiguar si el sistema tiene solucion Unica mediante eliminacion gaussiana.

3. Sitiene solucién unica (la trivial con 4, = 1, = -+ = 1, = 0), S es linealmente independiente.
Si el sistema admite soluciones no triviales, S es linealmente dependiente.

Ejemplo
Determinar si es linealmente independiente en P, el conjunto formado por los vectores:
S={1+4+x—2x%2+5x—x?x+x?}
Solucién
Desarrollando la ecuacién vectorial A,v, + 1,v, + 1;3v5; = o, se tiene:
A +x—2x2)+ 2,2+ 5x — x?) + A3(x + x?) = 0 + Ox + 0x?
(A1 +22) + (A1 + 52, + A3)x + (=24, — A, + A3)x2 = 0 + Ox + 0x2

Igualando los coeficientes de los polinomios de ambos lados de la ecuacion, se llega al sistema
lineal:

}{1+5}{2+}{3=0

{ }{1+2){2=0
_2/‘{1_/‘{2"'/13:0

Su matriz ampliada se reduce por eliminacion gaussiana:

1 5 1 0f—f1 1 15 0

[1 200] 12 0 0
-2 -1 1 0 00 0 0

Esto implica que el sistema tiene infinitas soluciones. Por tanto admite soluciones no triviales, luego
el conjunto S es linealmente dependiente.

Una solucién no trivial es:
}{1=2, }{Zz_l, }{3=3
que permite escribir la combinacion lineal no trivial:

21+ x—-2x)-2+5x—x?)+3(x+x*) =0
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Ejemplo

Determinar si es linealmente independiente en M , el conjunto de vectores:

s={lo 15 L o
Solucion

De la ecuacion vectorial:

/11171 + /12172 + /13173 =0

resulta:
2 1 30 1 01_10 O
o dl+ely sl ol=lo o
que produce el sistema de ecuaciones lineales en 14, 1,, 13:
2/11"‘3/12"‘/13 = 0
/11 = 0
2/12 + /13 = 0
/11 + /12 = 0
Por eliminacién gaussiana, su matriz ampliada se reduce as
2 3 1 0 1 0 0 O
1 0 0 O 0 1 0 O
0 2 2 0 0 01 0
1 1 0 O 0 0 0 O
Asi pues, el sistema tiene sélo la solucion trivial de modo que el conjunto S es linealmente

independiente.

Teorema. Una propiedad de los conjuntos linealmente dependientes.

Un conjunto S = {v,,v,, ..., v}, k = 2, es linealmente dependiente si, y sélo si, al
menos uno de sus vectores v; se puede escribir como combinacion lineal de los demas
vectores de §.

Demostracion

a) Supongamos que S es linealmente dependiente. En tal caso, existen escalares 14,15, ...., A, NO
todos nulos, tales que:

/11171 +)12v2 + -+ Akvk =0

Puesto que alguno de los coeficientes ha de ser no nulo, podemos suponer que 4, # 0. Entonces,
despejando v; como combinacion lineal de los demas vectores, resulta:

/11171 = _/‘{2172 - /13173 e /‘{kvk
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v /12 v /13 v Ak v
1=~ V=77 V3...m Vg
A A A

b) Reciprocamente, supongamos que el vector v, de S es combinacion lineal de los demas, o sea:
vy = A0y + 303 + o+ A0
Entonces la ecuacion:
-V + A0, + 303+ -+ v =0
tiene al menos un coeficiente, -1, no nulo. Concluimos que S es linealmente dependiente.
Corolario

Los vectores u y v del espacio vectorial V son linealmente dependientes si, y so6lo si, uno de ellos es
multiplo escalar del otro.

El vector cero es multiplo escalar de cualquier otro vector del espacio vectorial.

Teorema. Un conjunto de n vectores en R™ es siempre linealmente dependiente sin > m.

Demostracion

Sean v,,v,, ..., v, n vectores en R™ e intentemos encontrar constantes a4, a,, ..., @, , no todas cero
tales que:

a1v1 + azvz + -+ anvn =0

Sean v; = (a1, a1, - A1), V2 = (@12, 022, o) Ap2), ooy U = (Qqp, Ao, -, Ap)- ENtONces la ecuacion
anterior se convierte en:

a11a1 + a12a2 + A + alnan = 0

a21a1+a22a2+"'+a2nan = 0 (1)
An1Q1 + Qg + -+ Ay, = 0

Pero este sistema tiene un nimero finito de soluciones si n = m. De esta forma, existen escalares

aq, sy, ..., @y NO todos cero que satisfacen el sistema y, por lo tanto, los vectores v,, vy, ..., v, son
linealmente dependientes.

Corolario

Teorema. Sean vy,v,, ..., v, Vnyq, 1 + 1 vectores que estan en un espacio vectorial V. Si
V4,5, ..., U, genera aV, entonces vq,v,, ..., vy, Vy4q también genera a V. Es decir, si se agregan
uno 0 mas vectores a un conjunto generador, se obtiene otro conjunto generador.

Un conjunto de vectores linealmente independiente de R™ contiene a lo sumo n vectores.
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Teorema. Sea

ai1 Q2 0 Qan

dz1  Qz2 ** Q2p
A= : : . :

Am1 Amz2 *° Omn

Entonces las columnas de A consideradas como vectores son linealmente dependientes si 'y
sOlo si el sistema, que se puede escribir como A4 = 0, tiene soluciones no triviales. Donde 1 =

A
lb\
An

Ejemplo:
Considérese el sistema homogéneo:

{X1+2xZ_X3+2.X4=0
3xl+7xZ+X3+4X4=O

Haciendo una reduccion de filas:
[12—120 [12—1 2 0] [10—9 6 0]
— —
3 7 1 4 0 01 4 -2 0 01 4 -2 0
El Gltimo sistema es:

{xl_9X3+6X4=0
xZ+4X3_2.X4=0

Se ve que este sistema tiene un numero infinito de soluciones, que se escriben como combinacién
lineal de los vectores columna, para ello basta tomar como variables libres: x; = Ay x, = pu

EST 94 — 6y 9 —6
Xo| | —4A+2u)_ .| —4 2
x| = 2 i NPT R
| X4 u 0 1
9 -6
Obsérvese que _14 y (2) son soluciones linealmente independientes para el sistema dado

porque ninguno de los dos es multiplo del otro. Como A y u son niUmeros reales arbitrarios, se ve que

el conjunto de soluciones al sistema es un subespacio de R* generado por estos dos vectores
solucion linealmente independientes.

Teorema. v4, vy, ..., vy, n Vectores de R™ y sea A una matriz de n x n cuyas columnas son
V4,5, ..., V. Entonces vy, v,, ..., v, son linealmente independientes si y s6lo si la Gnica solucion
al sistema homogéneo Ax = o es la solucion trivial x = o

©Ricardo Visiers Bafion - 2019 57



\\\ Universidag Doble grado Ingenieria Informéatica-BA
///\/// Vieria Apuntes de Algebra Lineal

N - 1er Curso

Teorema. Sea A una matriz de n x n. Entonces det (4) # 0 si y sélo si, las columnas de A4 son
linealmente independientes.

Teorema. Cualquier conjunto de n vectores de R" linealmente independiente, genera R"

Demostracion

a, X1

a;

1 aqp A1n

1 azo Aon . . . X2

Seanv, =| " |,v,=| °|,..,vy, =] . | vectores linealmente independientesy seav =| . [ un
Qn1 2 Ann

n xn

vector de R™. Debemos demostrar ge existen escalares 14, 4,, ..., 1,, tales que:

v = /11171 + /12172 + -+ /‘{nvn

Es decir:
X1 aa aq, A1n
SRR A A EET N b
Xn anq 2 Ann

Desarrollando la ecuacion vectorial anterior obtenemos el sistema de n ecuaciones con n incégnitas
(A, g, o, Ay):

a11/11 + a12/12 + -+ aln}{n = x1
a21/11 + a22/12 + -+ aann = x2

an1/11 + anz){z + -+ ann){n = xn
Que se puede escribir como A4 = v, donde:

ai; Qi 0 Qip A
a=| 2y st
An

An1 Anz  ** Qpn

Pero det (4) # 0 ya que las columnas de A son linealmente independientes. De manera que el
sistema tiene una solucion unica A como queriamos demostrar.

Observacién. Esta demostracion no sélo muestra que v se puede escribir como una combinacién
lineal de los vectores independientes vy, v,, ..., v,,, Sino también que esto se puede lograr de una sola
manera (ya que el vector solucién 4 es unico).

Ejemplo
2 1 3

Los vectores (2,—1,4),(1,0,2) y (3,—1,5) generan R3 porque |-1 0 -1|=—1=% 0y, por lo tanto,
4 2 5

son independientes.

Ejemplo
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En M3, sean 4; = [ 1] [ ! ; g Az = [ 11 0 1] Determinar si A4, A,, A3 son

linealmente independlentes o] dependlentes.
Solucion

Sopongamos que a4, + @A, + azA; = 0, entonces:

[000=a1[10_21]+a[1 14]Jr [101_

0 0 O 3 1 1
[ ar—az—as a, 204 +4a, + a3]
"By + 2a, +a; a; + 3a, + 2a3 —a, + az

Esto nos proporciona un sistema homogéneo de seis ecuaciones con tres incégnitas a4, a,, a3 en el
cual resulta sencillo verificar que la Unica solucion es a; = @, = a3 = 0, lo que demuestra que las tres
matrices son linealmente independientes.

Ejemplo
En P; determinar si los polinomios 1, x, x? y x3 son linealmente dependientes o independientes.
Solucién

Supongamos que c¢; + cyx + c3x? + c4x3 = 0. Esto debe cumplirse para todo nimero real x. En
particular, si x = 0, se obtiene ¢; = 0. Entonces, dando sucesivamente a x los valores x = 1,—1,2 se
obtiene:

C2+C3+C4=0
_C2+C3_C4=0
2C2+4C3+8C4=0

El determinante de este sistema homogéneo es:

1 1 1
-1 1 —-1[{=12+0
2 4 8

De manera que el sistema tiene una solucién Unica c¢; = ¢, = ¢3 = 0y los cuatro polinomios son
linealmente independientes.

3.4 Basesy dimension de un espacio vectorial

3.4.1 Base de un espacio vectorial

Definicion de base. Un conjunto de vectores S = {v,,v,, ..., v,,} de un espacio vectorial VV es una base
de V si se cumple:

1. SgeneraV
2. S es linealmente independiente

Esta definicidbn no asegura que todo espacio vectorial VV tenga una base formada por un niumero finito
de vectores. Si un espacio vectorial V admite una base finita, se dice que VV es de dimension finita.
En el caso contrario, se dice que V es de dimension infinita.
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El espacio vectorial P de todos los polinomios y el espacio vectorial C(—, ©) de las funciones reales
continuas son espacios de dimension infinita. El espacio R3 es un espacio vectorial de dimension 3.

Ejemplo
Probar que el espacio vectorial P; admite como base el conjunto S = {1, x, x%, x3}
Solucion

Es evidente que S genera P, porque la envolvente lineal de S contiene todos los polinimios de la
forma:

ap + a;x + ayx? + azx® donde ay, a;, a,, a; son reales

Para verificar la independencia lineal de S, hay que recordar que en P; el vector cero es el polinomio
dado por 0(x) = 0,Vx. Asi pues el criterio de independencia lineal da la ecuacién:

ap + a;x + ayx? + azx® = 0(x) = 0,Vx

De este polinomio de tercer grado se dice que es idénticamente nulo, es decir, que todos sus
coeficientes sonceroay =a; =a, =a; =0

Por tanto S es linealmente independiente y, como consecuencia, es una base de P;, que se
denomina base candnica.

Teorema. Si S = {v,,v,, ..., v,} €S una base de un espacio vectorial VV, cada vector de V se
1, V2 n
puede escribir como una, y s6lo una, forma como combinacién lineal de los vectores de S.

Demostracion
Como S genera V, cualquier vector u € V se puede expresar como:
u= Lo+ ALv,,+ -+ 4,,v,.
Para probar la unicidad, supongamos que u tiene otra expresion de la forma :
U= UV + UVt + UpVnp.
Restando ambas expresiones resulta:
u—u=W-—puvi+ (b — vy, ++ Ay — vy =0

Ahora bien, si S es linealmente independiente, la Unica solucion de esta ecuacion es la solucion
trivial:

A=) =0 (A2—p)=0 Ap—pp) =0

Lo cual significa que 4; = u;, Vi = 1,2, ...,n. Por tanto u tiene un Unico desarrollo en términos de la
base S dada.

Ejemplo
Sea u = (uy,uy,u3) cualquier vector de R3. Demostrar que la ecuacion:
u= a1v1 + azvz + a3173

tiene una Unica solucién en términos de la base S = {v,,v,,v3} = {(1,2,3),(0,1,2),(—2,0,1)}
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Solucion

(ul,uz,u3) == al(l, 2, 3) + az(o, 1, 2) + a3(_2, 0, 1) == (a1 + 2“3), (2“1 + az), (3“1 + 2“2 + a3).

Da lugar, componente a componente al siguiente sistema de ecuaciones lineales:
o+ 203 =uy 1 0 —-2][% Uy
200 + a; = u, 2 1 0f|%f=|u

3 2 111las Uusz

3“1 + 2“2 + a3 = u3
Como la matriz A es invertible, el sistema tiene una unica solucion, dada por @« = A~'u . Calculando
A~! resulta:

Aa=u

Lo cual implica que:
aq = —uq +4u, — 2u,
a; = 2uy — 7uy + 4u,
a3 = —uUq +2u;, —us

Por ejemplo, el vector u = (1,0, 0) se puede representar de forma Unica como combinacion lineal de
S, como sigue:

(1, 0, 0) = —v1 + 2172 - 173
3.4.2 Coordenadas y componentes de un vector en una base.

Si el espacio vectorial V admite una base B = {v,,v,, ..., v,} se llaman coordenadas de un vector
x € V respecto de la base B, a los unicos escalares 14,1,, ...., 1, para los que:

n
X = Z /11'171'
i=1

Los vectores A;v; se llaman componentes del vector x respecto de la base B.

La matriz de coordenadas (o vector de coordenadas) de x en la base B es la matriz columna en R"
cuyas componentes son las coordenadas de x:

I
[x]p = H
A

Teorema. Si S = {v;,v,, ..., v, } €S una base de un espacio vectorial VV, todo conjunto que
contenga mas de n vectores es linealmente dependiente.

Demostracion

Sea S; = {uy,u,, ...,u,, } un conjunto de m vectores de V, con m > n. Para probar que S; es
linealmente dependiente, debemos encontrar escalares k4, k», ..., k., (N0 todos cero), tales que:
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k1u1+k2u2+"'+kmum =0 (1)

Puesto que S = {v,4,v,, ..., v, } €s una base de V, cada u; es combinacion lineal de los vectores de S,
con lo que podemos escribir:

u1 = 611v1 + C21172 + -+ Cnlvn

uz = 612v1 + C22172 + -+ anvn

um = Clmvl + C2m172 + -+ Cnmvn
Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (1) y reagrupando términos, obtenemos:
d1v1 + dz”z + -4 dnvn =0
donde:
m
di = Z Cl]k]
j=1

Sin embargo, como, los v; forman un conjunto linealmente independiente, concluimos que cada d; =
0, con lo que llegamos al sistema de ecuaciones lineales:

C11k1 + C12k2 + -+ Clmkm = 0

C21k1 + C22k2 + -+ Ckam = 0

Cn1k1 + Cn2k2 + -+ Cnmkm = 0

Pero este sistema lineal homogéneo tiene menos ecuaciones que variables (kq, ks, ..., k), por lo
que, como sabemos, debe tener soluciones no triviales. En consecuencia, S; es linealmente
dependiente.

Teorema. Si un espacio vectorial V tiene una base formada por n vectores, toda base de V
contiene exactamente n vectores.

Demostracion

Sea S; = {v;,v,,...,v,} labase de V dada, y sea S, = {u,,u,, ..., u,,} otra base de V. Como S, es
una base y S, es linealmente independiente, por el teorema anterior, implica que m < n.
Analogamente n < m porque S, es linealmente independiente y S, es una base. Por tanto n = m.

3.4.3 Dimension de un espacio vectorial

Definicion. Si un espacio vectorial tiene una base formada por n vectores, se dice que V tiene
dimension n (o que es n-dimensional), y se escribe dim(V) = n. Si V contiene so6lo el vector cero, se
define como de dimensién cero.
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Teorema. Criterio para bases de un espacio vectorial de tipo finito. Sea V un espacio vectorial de
dimensién n, un sistema de n vectores B = {v,,v,, ...,v,} €s base si, y sblo si, se cumple una
cualquiera de las condiciones:

1. B es un sistema linealmente independiente
2. B es un sistema generador (es decir, genera V).

Demostracion

Si B es independiente es base, pues de lo contrario se podria encontrar una base con mas de n
vectores. Si B genera V no puede ser dependiente, pues si lo fuese habria una base con menos de n
vectores y en consecuencia, B es generador y es independiente, es decir, es base. Los reciprocos
son evidentes.

Propiedad. Si V es un espacio vectorial de tipo finito y {v4, v, ..., v,} es un sistema linealmente
independiente de vectores de V, siempre es posible encontrar unos vectores v,,.,1, V432, ..., vy de V
tales que, siendo n = p, el sistema {vy,v;, ..., Vp, Vp41, ..., V5 } SEA UNA base de V.

En efecto, si {v,v,,...,v,} generase V, seria una base y no se hace necesario afiadir ningln vector.
Si{vy,v,,...,v,} no genera V, ha de haber en V un vector, al menos, v, , independiente de ellos; si
{v1,v2,...,vp,Vp41} genera V, la propiedad esta demostrada, y si no lo es, se procede como en el
caso anterior. Razonando de esta forma sucesivamente, se consigue una base, puesto que, de lo
contrario, el proceso se prolongaria indefinidamente y V no podria ser de tipo finito.

Propiedad. Si {e4, e,, ...., e,} €s una base del espacio vectorial V y {v,,v,, ..., v,} €s un sistema
linealmente independiente, se puede asegurar que hay n — r vectores de la base que afadidos a los
v;, vy, ..., Uy, CONstituyen una nueva base.

En efecto, segln la propiedad anterior, se puede construir una base a partir de los vectores
V4,5, ..., Uy, ahadiendo, de modo adecuado, vectores independientes de ellos y éstos siempre es
posible buscarlos de entre los de la base.

3.5 Rango de una matriz y sistemas de ecuaciones lineales

3.5.1 Espacio de filas y espacio de columnas de una matriz
Sea A una matriz m x n, se define:

1. El espacio de filas de A es el subespacio de R™ generado por los vectores fila de A.
2. El espacio de columnas de A es el subespacio de R™ generado por los vectores columna de
A.

Recordemos que dos matrices son equivalentes por filas si una puede obtenerse de la otra mediante
operaciones elementales por filas.

Teorema. Sean A y B matrices m x n. Si A es equivalente por filas a B, el espacio de filas de A
es igual al espacio de filas de B.

Demostracion
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Como las filas de B se obtienen de las de A por operaciones elementales por filas (sumay
multiplicacién por un escalar), cada uno de los vectores fila de B se puede escribir como combinacion
lineal de los vectores fila de A. Por tanto los vectores fila de B y por tanto, el subespacio generado
por los vectores fila de B, estan contenidos en el espacio de filas de A. Pero también es cierto que las
filas de A se pueden obtener de las de B mediante operaciones elementales, de modo que cada uno
de los espacios de filas es subespacio del otro, lo cual implica que son iguales.

Nota. Segun el anterior teorema, el espacio de filas de una matriz no cambian al efectuar
operaciones elementales por filas, Sin embargo, las operaciones elementales por filas pueden
modificar el espacio de columnas.

Si la matriz B es escalonada por filas, sus vectores fila no nulos forman un conjunto linealmente
independiente, por tanto, forman una base del espacio de filas de B y, por el teorema anterior,
también del espacio de filas de A, lo que resulta en el siguiente teorema.

Teorema. Si A es una matriz equivalente por filas a una matriz B escalonada por filas, los vectores
fila no nulos de B forman una base del espacio de filas de A.

Ejemplo.

Hallar una base del espacio de filas de la matriz:

1 3 1 3
0 1 1 0
A=[(-3 0 6 -1
3 4 -2 1
2 0 —4 -2

Solucion

Mediante operaciones elementales por filas, reescribimos A como:

ou]

I
coo
o
coRr R
cor o

0 0 O

Por el teorema anterior podemos concluir que los vectores fila de B:
w1 = (11 3; 1; 3)' w2 = (0' 1' 1; 0)' w3 = (01 0; 0; 1)
forman una base del espacio de filas de A.
Para hallar una base del espacio de columnas de una matriz A tenemos dos opciones:

1. Como el espacio de columnas de A es el espacio de filas de AT, basta aplicar el método del
ejemplo anterior a la matriz A”.

2. Aunque las operaciones por filas cambian el espacio de columnas de la matriz, no cambian
las relaciones de dependencia entre las columnas.

Consideremos las dos matrices del ejemplo anterior:
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1 3 1 3 1 3 1 3

0o 1 1 0 0 1.1 0

A=|-3 0 6 -1 B=|0 0 0 1

3 4 -2 1 0 0 0O

2 0 —4 =2 0 0 0O

Las columnas 1, 2 y 3 de B satisfacen la ecuaciéon b; = —2b, + b, y también las correspondientes
columnas de A la satisfacen.

Analogamente los vectores columna by, b, y b, de B son linealmente independientes y también lo
son las correspondientes columnas de A.

Ejemplo
Hallar una base del espacio de columnas de la matriz A del ejemplo anterior.
Solucion 1

Tomamos AT, y la reescribimos, mediante operaciones elementales por filas, en forma escalonada:
1 0 -3 3 2 1 0 -3 3 2 W™
AT = 31 0 4 0 01 9 -5 —6|WwW:
= —
11 6 -2 -4 0 0 1 -1 -—-1|ws
30 -1 1 -2 0 0 O 0 0

Asi pues, w;, w, Y w, forman una base del espacio vectorial de filas de la matriz AT. Eso equivale a
decir que los vectores columna:

1 0 0
0 1 0

-3 9 y |1
3 -5 -1
2 -6 -1

forman una base del espacio de columnas de A.
Solucién 2

Es facil ver que en B los vectores columna 1, 2 y 4 son linealmente independientes, por tanto las
correspondientes columnas de A son linealmente independientes, luego una base del espacio de
columnas viene dada por los vectores:

1 3 3
0 1 0
-3 0 -1
3 4 1
2 0 -2

Notese que esta base del espacio de columnas es distinta de la obtenida en la solucidén anterior.
Compruébese que ambas generan el mismo subespacio de R®.

Nota. En la segunda solucién la forma escalonada por filas de B indica que las columnas de A forman
una base del espacio de columnas. No utilice los vectores columna de B para construir la base.

Teorema. El espacio de filas y el espacio de columnas tienen la misma dimensién.
Si A es una matriz de m x n su espacio de filas y su espacio de columnas tienen la misma
dimensidn.
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3.5.2 Rango de una matriz

La dimension del espacio de filas (0 de columnas) de una matriz A se denomina rango de Ay se
denota por rango(4).

Ejemplo

Calcular el rango de la matriz:

1 -2 0 1
A=12 1 5 -3
0 1 3 5
Solucién
La llevamos a forma escalonada por filas:
1 -2 0 1 1 -2 0 1
A=|2 1 5 -3|—B=(0 1 1 -1
0 1 3 5 0 0 1 3

y vemos que B tiene 3 filas no nulas, por lo que el rango de A es 3.
3.5.3 Nucleo de una matriz

Considérese el sistema lineal homogéneo Ax = o

a1 QA2 o Q] [*1 0
Az1 Q2 - Q| | X2 0
A=] : : H I I
Am1  Am2 Amnl [ Xn 0

Demostracién

Teorema. Si A es una matriz m x n, el conjunto solucion del sistema lineal homogéneo
Ax =0
es un subespacio de R™ que se llama nucleo de A y se denota por N(A). Asi pues,
N(4) = {x € R™: Ax = 0}
La dimension de N(A) se llama nulidad de A.

Como A es una matriz m x n, x tiene tamafo n x 1, de modo que el conjunto solucién es un
subconjunto de R™. Este subconjunto es claramente no vacio, ya que Ao = o (es decir el vector nulo
de R" pertenece a dicho subconjunto).

Para comprobar que es un subespacio, basta ver que la suma y la multiplicacion por un escalar son
cerradas en él. Sean x; y x, dos vectores solucidén del sistema Ax = o, y sea c un escalar. De Ax; =
oy Ax, = o, se sigue que:

A(x;+x)=Ax,+Ax, =0+0=0
A(cx;) =c(Ax) =co=o0

Asi pues, tanto x; + x, como cx; son soluciones de Ax = o, lo que permite concluir que el conjunto
solucion es un subespacio de R™.

Ejemplo

Hallar el nucleo de la matriz:
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1 2 -2 1
A=1|3 6 -5 4
1 2 0 3
Solucion

El nacleo de A es el conjunto solucién del sistema homogéneo Ax = o.

Para resolver este sistema, hay que escribir su matriz ampliada [A : O] en forma escalonada reducida
por filas. Sin embargo, al tratarse de un sistema homogéneo, la columna de la derecha de la matriz
ampliada es nula, y no cambia bajo operaciones elementales por filas. Por tanto, es suficiente hallar
la forma escalonada reducida por filas de A.

1 2 -2 1 1 2 0 3
3 6 -5 4 —|0 0 1 1

1 2 0 3 0 0 0O

A=

El sistema de ecuaciones correspondiente es:

{x1+2x2+3x4=0
X3+X4,=0

Elegimos x, = s y x, = t como variables libres para representar las soluciones en forma paramétrica:
x, =—2s—3t
X3 = —t

Eso significa que el espacio de soluciones de Ax = o consta de todos los vectores solucion x de la
forma:

X1 [—25 — 3t -2 -3
_|*2] _ S _ 1 0
X = xs| = ¢ =S 0 +t 1
X4 | t 0 1

Asi pues, el nucleo de A esta generado por los vectores:

—2 —3
1 0
ol ¥ |-1

0 1

Es decir, estos dos vectores son solucién del sistema Ax = o y cualquier otra solucién es
combinacion lineal de ellos.

Se puede demostrar que cuando se resuelve un sistema homogéneo a partir de la forma escalonada
reducida, el sistema generado es siempre linealmente independiente.

En este ejemplo la matriz A tiene 4 columnas, rango 2 (columnas 1y 3 de la matriz escalonada) y
nulidad 2 (columnas 2 y 4 de la matriz escalonada).

Teorema. Dimension del espacio de soluciones.

Si A es una matriz m x n de rango r, la dimensién del espacio de soluciones del sistema Ax = o
esn—r, esto es:

n =rango(A) + nulidad(A)
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Demostracion

Puesto que A tiene rango r, sabemos que es equivalente por filas a una matriz escalonada reducida
B con r filas no nulas. Sin pérdida de generalidad, suponemos que la esquina r x r superior izquierda
de B es la matriz identidad I,.. Como las filas nulas de B no contribuyen a la solucién, las
descartamos para quedarnos con una matriz B’, de tamafio r x n, donde B’ = [I,. : C]. La matriz

C tiene n — r columnas correspondientes a las variables x, .1, x,12, ..., X,. ASi pues, el espacio de
soluciones de Ax = o viene representado por el sistema:

X1 + +C11 X401 F C12Xpyp + o+ Cippxy =0
X2 + o1 Xrp1 F CXppp + o F Conpxy =0
X+ Cr1Xppq + CraXpyp + o+ Gy Xy =0

Resolviendo en las primeras r variables, expresadas en términos de las n — r Gltimas, se obtienen
n — r vectores de la base del espacio de soluciones. En consecuencia, el espacio de soluciones tiene
dimensiébn n —r.
Ejemplo
Dada la matriz:
1 0 -2 1 0
10 -1 -3 1 3
A=15 1 1 21 3

0 3 9 0 -12

Denotemos los vectores columna por a,, a;,as, a,, as

a) Calcular el rango y la nulidad de A

b) Hallar un subconjunto de los vectores columna de A que formen base del espacio de
columnas de A.

c) Escribir, si es posible, la tercera columna de A como combinacion lineal de las dos primeras.

Solucion

Sea B la forma escalonada reducida por filas de A:

1 0 -2 1 0 10 -21 0
4|0 -1 -3 1 3| _ ,_ |01 3 0 —4
-2 -1 1 -1 3 00 0 1 -1
0 3 9 0 -12 00 0 0 0

1. B tiene 3 filas no nulas, luego el rango de A es 3. Ademés A tiene n = 5 columnas, de modo
que la nulidad de A es n — rango(A) =5—-3 =2
2. Como las columnas 1, 2 y 4 de B son linealmente independientes, las correspondientes

columnas de A4:
1 0 1
a, = 0 a, = -1 a, = 1
17 1-2 2711 47 -1
0 3 0

forman una base del espacio de columnas de A.
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3. Latercera columna de B es combinacién lineal de las dos primeras: b; = —2b, + 3b,, por
tanto la misma relacién es valida para las columnas correspondientes de A:

-2 1 0
_-3]1_ 5|0 -1
a; = 1= 2_2 +3_1
9 0 3

3.5.4 Soluciones de sistemas de ecuaciones lineales

¢ Es también subespacio vectorial el conjunto solucién del sistema no homogéneo Ax = b? No, ya
que el vector cero nunca es solucion del sistema.

No obstante existe una relacion entre los conjuntos de soluciones de los sistemas Ax = oy Ax = b.
Si x,, es una solucion particular del sistema no homogeéneo, toda solucion del sistema es de la forma:

X =X, +xp

donde x; es una solucion del sistema homogéneo asociado.

Teorema.

Si x,, es una solucion particular del sistema Ax = b, toda solucion de este sistema es de la forma
Xn
donde x; es una solucion del sistema homogéneo asociado.

Demostracion

Sea x una solucion cualquiera de Ax = b. Entonces (x — x,,) es solucion de Ax = o porque:
A(x—xp) =Ax—Ax,=b—b=o0

Llamando x;, = x — x,, obtenemos x = x,, + x;,

Ejemplo

Hallar el conjunto de vectores solucién del sistema de ecuaciones lineales:

3x1+x2—5x3=8
x1+2x2—5x4=—9

{ x1 - ZX3 + X4, = 5
Solucion
La matriz ampliada del sistema Ax = b se reduce como sigue:
1 0 -2 1 5
31 -5 0 8| —

12 0 -5 -9

1 0 -2 1 5
o1 1 -3 -7
0 0 O 0 0

El sistema de ecuaciones lineales correspondiente a esta matriz escalonada reducida es:

{xl_ZX3+X4=5
xZ+X3_3.X4=_7

Haciendo x; = s, x, = t podemos representar el vector solucién de Ax = b como:
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X1 2s—t+5 2 -1 5
X2 —-s+3t—7 -1 3 -7
X = = =s +t +
X3 S 1 0 0
X4 t 0 1 0

x=5u1+tu2+xp

Es facil ver que x,, es una solucion particular de Ax = by x, = su, + tu, representa un vector
arbitrario del espacio de soluciones de Ax = o.

Teorema. Compatibilidad de un sistema lineal

El sistema de ecuaciones lineales Ax = b es compatible si, y solo si, b esta en el espacio
de columnas de A.

Demostracion

Sean:

a1 Q2 vt Qqp X1 by

a1 Az + Qzp X2 b

A= : : : xX=1": b= ;2
X, b,,

An1 Am2 " Amn

la matriz de coeficientes, el vector columna de incognitas y el vector columna de los términos
independientes, respectivamente del sistema Ax = b. Entonces:

a1 Az Qp] [%1 a11X1 + 12X + -+ A Xy
az1 QAzp am\ lle _ | @a1X1 + QaaXp o+ donXn | _
Am1  Am2 Amnl [ Xn Am1X1 T ApaXa + 0+ AppXy
a1 Qa2 Ain
=xq a§21 + x; aszz + -+ x, a?n
Am1 Ama2 Amn

Por tanto, Ax = b si, y s6lo si, b es combinacion lineal de las columnas de A. Es decir, el sistema es
compatible si, y solo si, b pertenece al subespacio de R™ generado por las columnas de A.

Ejemplo

Considérese el sistema lineal:

X1+X3=3

{x1+x2—x3=—1
3x1+2x2—x3=1

La matriz de coeficientes se reduce:

A=

1 1 -1 1 0 1
1 0 1|—1]0 1 -2
3 2 -1 0 0 O

Se observa que el rango de la matriz de coeficientes es 2.
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Procedemos de igual forma con la matriz ampliada:

1 1 -1 -1 1 0 1 3
1 0 1 3110 1 -2 —4
1 1

3 2 - 0 0 0 O

[A:b] =

El rango de la matriz ampliada es 2, por tanto b esta en el espacio de columnas de A y el sistema es
compatible.

3.5.5 Sistemas lineales con matriz de coeficientes cuadrada
Resumen de condiciones equivalentes para matrices cuadradas:
Si A es una matriz cuadrada de orden n, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

A es invertible

Ax = b tiene solucién Unica para cualquier matriz b de tamafio n x 1.
Ax = o tiene so6lo la solucion trivial

A es equivalente por filas a la matriz identidad de orden n, I,.

|4l = 0

rango(A) =n

Los vectores fila de A son linealmente independientes.

Los n vectores columna de A son linealmente independientes.

PN~

3.6 Cambios de base

Sean B = {v4,v,,...,v,} Y B' = {uy,u,, ...,u,} dos bases de un espacio vectorial V. Si

v1 = C11u1 + C21u2 + -+ Cnlun
172 = C12u1 + C22u2 + -+ anun

vn = Clnul + C2nu2 + -+ Cnnun

entonces la matriz de cambio de B a B’ es:

Ci11 Ci2 = Cin
0= €21 C22 = C2p
Ch1 Cn2 ° Cppn

Demostracion

Seav =d,v, +d,v, + -+ d,v, un vector arbitrario de V. Su matriz de coordenadas en la base B

es, por tanto:
dy
v=|"%
i

Asi pues:
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€11 €12 Cin][dy €11dq + c12dy + -+ Cc1pdy
Q[v]B _ Cfl C?Z ';' Czsn dsz — C21d1 + szdzS + -+ Cann
Cn1 Cn2 v Cnnlld, Cn1dy + Cpady + - + Cppdy

Por otra parte, podemos escribir:
v=dv, +dyv, + -+ dv, = di(ciuy + Uy + o+ cpuy) + o+ dp(Ciuy + oy + o+ Cppty)
= (dic1q + -+ dpcip)uy + -+ (dicpg + o+ dpcpp)uy
lo cual implica que:
c11dq + cipdy + -+ c1pdy

Cy1dq + Cppdy + -+ o d
[v]y = 2101 22 2 2nln

Cnldl + andz + A + Cnndn

Por tanto Q[v]z = [v]yr y concluimos que Q es la matriz de cambio de B a B'.

Teorema. Inversa de la matriz de cambio de base.

Si P es la matriz de cambio de una base B’ a otra base B de R", P es invertible, y la matriz del
cambio de B a B’ viene dada por P~ 1.

Demostracion
Por lo demostrado anteriormente, sea Q la matriz de cambio de base de B a B'. Entonces:
[vlg = P[vlp Y [v]p =Q[v]s

Lo cual implica que [v]z = PQ[v]p para todo vector v de R™. De ahi se sigue que PQ = I,. En
consecuencia P es invertible y P~! = @, la matriz de cambio de B a B'.

Teorema. Sean B = {v4,v,,...,v,} ¥ B’ = {uy,u,, ..., u,} dos bases de R"™. La matriz de cambio
de B a B’ se puede hallar aplicando el método de eliminacion de Gauss-Jordan a la matriz
[B' : B] como sigue:

[B":B]l — [I,: P71

Demostracion

Supongamos que:

‘D1 = C11u1 + C21u2 + -+ Cnlun
172 = C12u1 + C22u2 + -+ anun

‘Dn = Clnul + C2nu2 + -+ Cnnun

de modo que:
Uqq Uyq Uni Via
C1i u§12 + Cy; u§22 t et cn ule = vfiz parai=12,..,n
Uy Uzn Unn Vin
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Esta ecuacion vectorial da lugar, componente a componente, al sistema lineal:

Vi1 = C1illyg + CoiUpg + o0+ Cpiling
Vip = €Uz + CZi:uZZ t ot Cpilne parai=1,2,..,n
Vin = C1jUin t C2iUzpn + " + Cpilnn

Como los n sistemas tienen la misma matriz de coeficientes los podemos reducir simultanelamente
usando la matriz ampliada:

Uyp Upp 0 Uy P Vig Vo 0 Upg
U2 Upp * Upz @ Vi Vzz *° VUp2
Uin Uzp  ° Upp : Vin Van = VUnn

Aplicando el método de eliminacién de Gauss-Jordan a esta matriz, se obtiene:

1 0 A 0 S C11 C12 A Cln
0 1 b 0 S C21 C22 b C2n
0 0 -« 1 ¢ ¢y Cpz " Cun

Ahora bien, por lo demostrado anteriormente la parte derecha de esta matrizes Q = P, luego la
matriz tiene la forma:

(L, i P
lo cual demuestra el teorema.
Ejemplo
Hallar la matriz de cambio de base de B a B’ para las bases de R3:
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y B' ={(1,0,1),(0,—1,2),(2,3,-5)}
Solucién

Con los vectores de las dos bases formamos las matrices B y B':

1 0 0 1 0 2
B=|0 1 0f vy BB=[0 -1 3
0 0 1 1 2 -5

Ahora construimos [B’ : B] y usamos Gauss-Jordan para reescribirla como [I : P71]:

1 0 2 + 1 00 1 0 0 : -1 4 2
o -1 3 :+010—101 0 : 3 =7 =3
1 2 -5 {0 01 00 1: 1 -2 -1

Por tanto la matriz de cambio de B a B’ es:
-1 4 2
pl=(3 -7 -3
1 -2 -1

Si B es la base canonica, como en el ejemplo anterior, el proceso de transformar [B’' : B] a[I, : P~1]
se convierte en:

[B":1,] — [I,:P!]
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Pero este es el mismo proceso utilizado para calcular la inversa de la matriz B'. Es decir, si B es la
base canonica de R", la matriz de transicién de B a B’ viene dada por:

P—l — (Bl)—l

El proceso es ain mas simple si B’ es la base candnica, ya que la matriz [B' : B] esta ya en la forma

En este caso la matriz de transicidén es simplemente:
P1=B
Ejemplo
Hallar la matriz de cambio de B a B’ para las siguientes bases de R?:
B =1{(-32),(4,-2)}
B'={(-1,2),(2,-2)}
Solucion
Empezamos formando la matriz:

meg = 2Bt

2 =2 i 2 =2

y usamos el método de eliminacion de Gauss-Jordan para obtener la matriz de cambio P~' de B a B':

.p-17_[1 0 ¢ -1 2
[l ¢ P ]_[0 1 : =2 3
Por tanto:
1 _[-1 2
P ‘[—2 3

Podriamos calcular la matriz de cambio de B’ a B obteniendo:

Bip=[F * P 2]

2 =2 : 2 =2
que se reduce a:

1 0 : 3 -2
01 : 2 -1

Por tanto la matriz de cambio de B’ a B es:

p=l; T

Podemos comprobar que esta matriz es la inversa de la matriz de cambio hallada anteriormente sin
mas que calcular el producto:

=R

-2 3 =Lk
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3.6.1 Coordenadas en espacios generales n-dimensionales

Una ventaja de las coordenadas es que nos permiten representar vectores de un espacio n-
dimensional arbitrario con la notacién de R™ como vemos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo
Hallar la matriz de coordenadas de p(x) = 3x® — 2x% + 4 en la base canonica de Ps, S = {1, x,x2,x3}.
Solucion
En primer lugar expresamos p(x) como combinacion lineal de los vectores de la base:
p(x) = 4(1) +0(x) + (=2)(x?) + 3(x*)

Esto quiere decir que la matriz de coordenadas de p(x) en la base S es:

4
P15 = l_"zl
3

Ejemplo

Hallar la matriz de coordenadas de:

-1
4
3

o= el

en la base canonica de M3 ;:

Solucion

Como X se puede escribir:

-1 1 0 0
X=|4|=(CD]|0o|+4|1|+3]0
3 0 0 1
su matriz de coordenadas en la base S es:
-1
[X]s =4
3
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4 Aplicaciones lineales

41 Introduccion

Definicién de aplicacion lineal.

Sean V y W espacios vectoriales. La aplicacion f:V — W se dice que es una aplicacién lineal de V
en W si satisface las dos siguientes condiciones para todo u, v € V y para todo escalar A:

1. flu+v)=fw)+ fw)
2. f(Au) = Af(w)

Hay que tener en cuenta que aunque se emplean los mismos signos para representar las
operaciones vectoriales en V' y en W las operaciones pueden ser diferentes.

No confundir el término aplicacion lineal entre espacios vectoriales con el de funcion lineal (aquella
cuya representacion grafica es una recta). Asi f(x) = x + 1 es una funcién lineal, mientras que
considerada como aplicacién de R en R, no es lineal ya que f(x; + x,) = x; + x, + 1 mientras que
fO)+f)=x1+1+x,+1=x; +x, + 2.

Ejemplo

Probar que la aplicacion f: R? — R? que a todo vector v = (v4,v,) le hace corresponder el vector:
f(wy,v2) = (V1 — V2,01 + 20,)

es lineal.

Solucién

Sean v = (v, ;) Y u = (uy,u,) dos vectores cualesquiera de R?. Usando las propiedades de la
suma y la multiplicacion por un escalar, tenemos:

1. Deu+v = (uy,uy)+ (v, v,) = (uy +vy,u,; +v,), S€ Sigue que:
fu+v)=fu +v,uy; +v,) = (W +v, — Uy +v2)uy +v1 + 2(uy +v3) =
= (U — Uy, ug +2uy) + (v — vy, v1 + 2v,) = f(u) + f(V)

2. De Au = A(uq,uy) = (Auy, du,), se sigue que:
fQuw) = fQuy, Auy) = (Auy — Auy, Auy + 2uy) = A(uy — uy, uy + 2uy) = Af(w)

Por tanto f es una aplicacion lineal.

Dos aplicaciones lineales muy simples son la aplicacion cero y la aplicacion identidad, definidas
como sigue:

1. Aplicacion cero: f(v) =0, Vv EV
2. Aplicacion identidad: f(v) = v,Vv €V
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4.2 Propiedades de las aplicaciones lineales

Sea f una aplicacion lineal de V en W y sean u y v vectores de V. Se cumplen las siguientes
propiedades:

1. f(o)=o0

2. f(=v)=—-f(w)

3. flu—v)=fw—-fw)

4. Siv=cv;+ v+ -+ vy, entonces: f(v) = f(cvg + vy + -+ V) = i f (V1) +
C2f (W2) + -+ cnf (Vn)

Demostracion

1. Recordemos que 0-v = o0,dedonde f(0) =f(0-v) =0-f(v) =0

2. Dado que -v = (—1) - v se tiene que: f(-v) = f((-1) - v) = (1) - f(¥) = —f(V)

3. Dadoqueu—v=u+(-1) -v,setieneque: flu—v)=f(u+(-1)-v) =f(u) +
F((-D ) = f@) + (-Df @) = fF) - f(¥)

4. Se demuestra aplicando al definicion de aplicacion lineal.

La propiedad 4 afirma que una aplicacion lineal f: V — W queda completamente determinada por su
accion sobre una base de V. En otras palabras, si {v,,v,, ..., v,} €s una base del espacio vectorial V
y se conocen las imagenes por f de dichos vectores ( f(v,), f(v,), ..., f(v,) ), entonces f(v) esta
determinada para todo v.

Las propiedades anteriores nos proporcionan un criterio rapido para detectar aplicaciones que no son
lineales. Como toda aplicacion lineal debe satisfacer las cuatro propiedades, en cuanto una
aplicacion no satisface alguna de ellas ya podemos concluir que no es lineal.

Asi, por ejemplo, la aplicacion dada por f(x;,x;) = (x; + 1,x,) no es una aplicacion lineal de R? en
R? ya que £(0,0) = (1,0) # (0,0).

Teorema. Sea A una matriz m x n. La aplicacion definida por:

es una aplicacion lineal de R™ en R™.

f(w) = Av

Demostracion

Para todo par de vectores u, v € R", la propiedad distributiva del producto de matrices respecto de la
suma nos lleva a concluir que:

flu+v)=Alu+v)=Au+Av=f(w) + f(v)

Analogamente, para todo vector v € R" y todo escalar A, teniendo en cuenta las propiedades
conmutativa del producto matricial y de la multiplicacién por un escalar , concluimos que:

f) = A(Av) = 14(W) = Af (v)

Con el fin de ajustar la notacién a la del producto por una matriz m x n, los vectores de R" se
representan mediante matrices n x 1y los vectores de R™ mediante matrices m x 1.
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La matriz cero m x n corresponde a la aplicacion cero de R™ en R™. La matriz identidad I,,
corresponde a la aplicacion identidad de R™ en R™.

a1 Azt Q] [ A1V + A1V + -+ AWy
s 172 _ a21171 + a22172 + cee + aZnUn
vn

Am1V1 + amzv'z + -+ Qntn

Ejemplo

Sea g: M, , » M, la aplicacion que transforma cada matriz A de tamafio m x n en su traspuesta:
g4) = A"

Probar que g es una aplicacion lineal

Solucién

Sean A y B matrices de m x n y A un escalar. Por las propiedades de la traspuesta (2.2.6):
f(A+B)=(A+B)T=AT+BT = f(4) + f(B)

f24) = QAT = 24T = Af (D)

4.3 Nducleo e imagen de una aplicacion lineal
4.3.1 Nucleo de una aplicacion lineal

Sabemos por las propiedades de las aplicaciones lineales, que toda aplicacion lineal f:V - W
transforma el vector cero de V en el vector cero de W, es decir, f (o) = o.

El conjunto de todos los vectores de V tales que f(v) = o se llama nucleo de f y se denota por

ker (f).

En el ejemplo anterior en que g(4) = AT es evidente que el Unico vector del nucleo es la matriz cero
de My, n-

El nucleo de la aplicacion cero es V. El ncleo de la aplicacion identidad es el vector cero de V.
Ejemplo

Hallar el nGcleo de la aplicacion lineal f: R? — R3 definida por:

(1, x2) = (g — 22,0, —x4)

Solucion

Para hallar ker (f), necesitamos encontrar todos los vectores de x = (x4, x,) € R? tales que:
f(xq,x) = (¢ — 2x5,0,—x1) = (0,0,0)

Estos nos lleva al sistema lineal homogéneo:

x1—2x2=0
0=
_X1=0
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gue admite sélo la solucion trivial (x,, x,) = (0,0), en consecuencia:
ker(f) ={(0,0)} = {o}
Ejemplo
Hallar el ntcleo de la aplicacion lineal g: R® — R? definida por g(x) = Ax donde:

A=l 17

-1 2 3

Solucién
El nicleo de g es el conjunto de todos los x = (x4, x5, x3) € R3 tales que:
g(x) = g(xlleIxS) = (0' 0)

Esta ecuacion vectorial equivale al sistema homogéneo:
X1
1 -1 -2 0 X —Xx; —2x3=0
Xo| =
[—1 2 3 ] Lzl [o] - {—xl +2%,+3x3=0
3
Llevando su matriz ampliada a forma escalonada se obtiene:

o1 7 o =

En términos del parametro x; = t la familia de soluciones se expresa:

-

Por tanto, el nucleo de g viene dado por:

ker(g) = {(t,—t,t),t € R}

Teorema

El nacleo de una aplicacién lineal f: V — W es un subespacio de V.

Demostracion
Sabemos que ker(f) es un conjunto no vacio de V. Para probar que ker(f) es subespacio, basta ver
que es cerrado bajo la suma y la multiplicacién por un escalar.

Sean u,v € ker (f), es decir, f(u) = f(v) = 0 y A un escalar. Entonces:

1. fu+v)= f+fw =0
2. fAQu)=Af(u)=210=o0

Por tanto ker (f) es un subespacio vectorial de V.

Ejemplo. Calculo de una base del nicleo

Sea f:R> — R* definida por f(x) = Ax, donde:
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1 2 0 1 -1
12 1 3 1 0
A= -1 0 -2 0 1
o 0 0O 2 8

Hallar la base de ker(f) coomo subespacio de R®.
Solucién

Reducimos la matriz ampliada [4 : 0] a forma escalonada:

10 2 0 -1 0 Xy = —22 + xs
01 -10 =20 —{ x5 = x; + 2x
00 0 1 4 0 S
00 0 0 0 O 4 5

Haciendo x3 = s y x5 = t, obtenemos:

X1 —2s+t -2 1
X2 s+ 2t 1 2
X =|X3|= S =s|1|+¢t|O0
X4 —4t 0 —4
X5 t 0 1

Asi pues, la base del ker(f) viene dada por:
B={(-2,1,1,00),(1,2,0,-4,1)}

En este ejemplo hemos encontrado una base del nacleo de f resolviendo el sistema homogéneo
Ax = o. Este procedimiento es el mismo utilizado para hallar el espacio solucion de Ax = o. En otras
palabras, el nucleo de f es el espacio nulo de la matriz A.

Corolario

Sea f: R™ — R™ la aplicacion lineal dada por f(x) = Ax. El nicleo de f es el espacio solucién
de Ax =o.

4.3.2 Imagen de una aplicacion lineal

La imagen de una aplicacion lineal f:V — W, denotado por imagen(f) es el conjunto de todos los
vectores de W que son imagenes de algun vector de V, es decir:

imagen(f) ={weW,3veV, f(v) =w}

Teorema

La imagen de una aplicacion lineal f:V — W es un subespacio de W.

Demostracion
La imagen de f es no vacia, ya que el vector nulo de W pertenece a ella al ser f(0) = o.

Solo falta probar que es cerrada bajo la suma y la multiplicacion por un escalar.
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a) Sean f(u), f(v) € imagen(f). Puestoqueu,v eV = u+v eV, portanto f(u) + f(v) =

f(u+v) € imagen(f).
b) Sea f(u) € imagen(f) y 2 un escalar. Comou € V= Au € V, por tanto A1f (u) = f(Au) €

imagen(f).
4.3.2.1 Calculo de una base de la imagen

Para hallar una base de la imagen de una aplicacién lineal definida como f(x) = Ax observemos que
la imagen contiene todos aquellos vectores b para los que el sistema Ax = b admite solucion (es
compatible).

Escribiendo el sistema:

a;; Q2 o Qi [*1 by
A1 Az -+ Q| |X2| _ | by
Am1 Am2 " Amal [ Xn bm

en la forma:

a1 a2 A1n by

azy azz Qazn b

Ax=x1| | +x| |+t xy| V| = ;2 =b
am1 Am2 Amn b

vemos que b esta en la imagen de f si, y sélo si, es combinacion lineal de los vectores columna de
A. Asi pues, el espacio de columnas de la matriz A coincide con la imagen de f.

En 3.5.1 vimos dos procedimientos para hallar una base del espacio de columnas de una matriz. A
continuacion aplicamos el segundo de estos procedimientos para calcular una base de la imagen de
una aplicacion lineal.

Ejemplo

Hallar una base de la imagen de la aplicacion lineal del ejemplo anterior f: R> — R*, definida por
f(x) = Ax, donde:

1 2 0 1 -1
12 1 3 1 o0
A= -1 0 -2 0 1

0 0 0 2 8
Solucién

Ya calculamos la forma escalonada de la matriz A:

1 2 0 1 -1 1 0 2 0 -1

2 1 3 1 0 01 -1 0 -2
ﬁ

-1 0 -2 0 1 0O 0 0 1 4

0O 0 o0 2 8 0 0 0 0 O

Como los pivotes aparecen en las columnas 1, 2y 4 de la matriz escalonada, los correspondientes
vectores columna de A forman una base del espacio de columnas de A. Por tanto, una base de
imagen(f) es:

B={(1,2-10),(2100),(1,1,0,2)}

©Ricardo Visiers Bafion - 2019 81



\\\ niversdad Doble grado Ingenieria Informéatica-BA
///\/// Viora Apuntes de Algebra Lineal
\\ UFV Madrid 1er Curso

4.3.2.2 Rango y nulidad de una aplicacion lineal

Sea f:V — W una aplicacion lineal. La dimension del nucleo de f se llama nulidad de f y se denota
por nul(f). La dimensién de la imagen de f se llama rango de f y se denota por rango(f).

Si f viene definida mediante una matriz A, el rango de f es igual al rango de A definido en 3.5.2.

Teorema
Sea f:V — W una aplicacién lineal de un espacio vectorial V, de dimension n, en un espacio
vectorial W. La suma de las dimensiones de la imagen y el nacleo de f es igual a la dimensién
del espacio vectorial V. Esto es:
rango(f) + nul(f) =n
o sea:
dim(imagen(f)) + dim(nucleo(f)) = dim(V)

Demostracion

Supongamos que f viene representada por una matriz A de tamafio m x n. Supongamos que la
matriz A tiene rango r. Entonces:

rango(f) = dim(imagen(f)) = dim(espacio de columnas) = rango(A) =r
Por el corolario visto en 4.3.1 sabemos que:
nul(f) = dim(nﬁcleo(f)) = dim(espacio solucion de Ax =0) =n—r
Por tanto:
rango(f) +nul(f) =r+(n—r)=n

Ejemplo

Hallar el rango y la nulidad de la aplicacion lineal f: R3 —» R3 definida por la matriz:

1 0 -2
A=10 1 1
0 0 O

Solucion

Como A esta en forma escalonada y tiene dos filas no nulas, su rango es 2. En consecuencia, el
rango de f es 2, luego su nulidad es:

dim(R3) —rango=3-2=1

La relacién entre el rango y la nulidad de una aplicacién lineal dada por una matriz se puede calcular
observando que el rango lo determina el numero de pivotes y la nulidad el nUmero de variables libres
(columnas sin pivotes). Su suma es el numero total de columnas de la matriz, que es la dimensién
del espacio vectorial de partida.

En el ejemplo anterior las dos primeras columnas tienen pivotes, lo cual implica que el rango es 2. La
tercera columna corresponde a una variable libre, lo que indica que la nulidad es 1.

Ejemplo

Sea g: R®> - R una aplicacion lineal. Hallar:
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1. La dimension del nacleo de g si la dimensién de la imagen es 2.
2. Elrango de g sila nulidad de g es 4.
3. Elrango de g si ker(g) = {0}

Solucion

1. Como dim(imagen(g)) + dim(nicleo(g)) = dim(V), sustituyendo los valores conocidos, se
tiene 2 — dim(nﬁcleo(g)) =5, por lo que dim(nﬁcleo(g)) =5-2=3.

2. Como rango(g) + nul(g) = n, sustituyendo los valores conocidos, se tiene: rango(g) + 4 =
5, por lo que rango(g) =5—4 = 1.

3. En este caso la nulidad de g es 0. Por tanto: rango(g) = n —nul(g) =5—-0 = 5.

4.4 Isomorfismos de espacios vectoriales
4.4.1 Aplicaciones lineales inyectivas y suprayectivas
4.4.1.1 Aplicaciones lineales inyectivas

Una aplicacion f:V — W se dice que es inyectiva si, y sélo si, la preimagen de todo w € imagen(f)
consta de un unico vector. Eso equivale a decir que f es inyectiva si, y solo si:

vuv eV, flu)=fv) >u=v

Teorema

Una aplicacion lineal f:V — W es inyectiva si, y solo si, ker () = {o}

Demostracion

Si f es inyectiva, f(v) = o sblo puede tener una soluciéon: v = o. En tal caso ker(f) = {o}.
Reciprocamente, supongamos que ker(f) = {o}y f(u) = f(v). Por ser f lineal:

fu-v)=fw)—-fw)=o0

Esto implica que el vector u — v esté en el nucleo de f, de modo que u —v =o, luegou=vy
concluimos que f es inyectiva.

Teorema. SiV tiene dimension finita, entonces f es inyectiva si, y sélo si, dimV = dim f (V)

Demostracion

De acuerdo con el teorema anterior y sabiendo que dim(Ker(f)) + dim (Imagen(f)) = dimV, se
obtiene:

f inyectiva © Ker(f) =0 & dim(Ker(f)) =0 dimV = dim(f(V)) +0

Teorema. Si B = {e,, e,, ....,€,} €S una base de V, entonces f es inyectiva si, y sélo si, f(B) =
(f(eq), f(ez), ..., f(en)) es una base de f(V), es decir, siy sélo si f(B) es un sistema
independiente de vectores de W.

Demostracion
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Dada una base B = {e;y, e, ....,e,} de V, como f(B) es un sistema generador de n vectores de f(V),
se verifica que:

f(B)base de f(V) & f(B) linealmente independiente < rang(f(B)) =ne dim(f(V)) =n=dimV
& finyectiva

Observacion

Una aplicacion lineal f:V — W, entre espacios vectoriales es inyectiva si y solo si, todo sistema
linealmente independientes de vectores de V tiene por imagen a un sistema de vectores de W que
también es linealmente independiente.

Comprobacion

a) Sif esinyectiva, dado un sistema (uy,u,, ..., u,) de vectores independientes de V, el sistema
imagen (f (uy,u,, ..., u,) también es linealmente independiente, puesto que (para A4, 4, ..., 4,
escalares):

4 P P
Z}{if(ui)z():)f Z){iui =0:>Z){iui=0:>){1=){2="'=/‘{p=0
i=1 i=1 i=1

b) Sila imagen de cualquier sistema independiente de V es un sistema independiente de W, se
verificara en particular que dado u # o en V, ha de ser f(u) # o. De ello resulta, pues, que
Kerf(f) = 0y, por tanto, f es inyectiva.

Ejemplo
La aplicacion lineal f: R?® - R* definida mediante:
f,y,z2)=(xx+y,y+z,x+y+2z)
es inyectiva ya que los vectores de la base canonica de R® son os vectores:
f(@,0,0) =(1,1,0,1); f(0,1,0)=(0,1,1,1); f(0,0,1) =(0,0,1,1)
que forman una base de la imagen, ya que son linealmente independientes pues:

1101
ranQO(f(el),f(ez).f(es))=ran90[0 11 1]=3
0011

La inyectividad de f también se podia haber comprobado viendo que ker(f) = 0; asi es, ya que:

x=0
=0
+y=0 x
ker(f): ;_I_}le 0 @ker(f):{y: 0= ker(f) =0
x+y+z=0 z=0

4.41.2 Aplicaciones lineales suprayectivas*

4 También denominadas sobreyectivas
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Una aplicacion f:V — W se dice que es suprayectiva si todo elemento de W tiene alguna preimagen
en V. En otras palabras, si la imagen de f es W. De ahi se sigue el siguiente teorema:

Teorema

Se dice que f:V — W, donde W es de dimension finita, es suprayectiva si, y sélo si, el rango
de f esigual a la dimension de W'.

En el caso de que V y W sean de la misma dimension, se verifica que:

Teorema

Una aplicacion lineal f:V — W, con V y W de la misma dimension n, es inyectiva si, y sélo si,
es suprayectiva.

Demostracion

Si f es inyectiva, sabemos que ker(f) = {0}, luego dim (ker(f) = 0. En este caso:

dim(imagen(f)) =n —dim(ker(f)) =n =dim (W)
Por tanto, por el teorema anterior, f es suprayectiva.
Analogamente, si f es suprayectiva:
dim(imagen(f)) =dim(W)=n
lo cual implica que dim (ker (f)) = 0, por lo que f es inyectiva.

Ejemplo

La aplicacion lineal f: R™ - R™ viene dada por f(x) = Ax. Hallar la nulidad y el rango de f. Averiguar
si f es inyectiva, suprayectiva o ninguna de ambas cosas en los siguientes casos:

(1 2 0
a) ]

0 1 1
0 0 1

]

O

N
o~ oomr
RPN O N

e
o
—_
—_

—
[\
o
e—

Solucion
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Cada una de las matrices ya esta en forma escalonada, de manera que su rango se sabe a simple
vista.

dim (imagen) | dim (ndcleo)
fi:R* > R™ dim (dominio) rango(f) nul(f) Inyectiva Suprayectiva
a)f:R3->R3 3 2 0 Sl Sl
b) f: R? - R3 2 2 0 Sl NO
c) f:R3 > R? 3 2 1 NO Sl
d) f:R3 > R3 3 2 1 NO NO

4.4.2 Isomorfismos entre espacios vectoriales

Definicion. Un isomorfismo entre los espacios vectoriales V y W es una aplicacién lineal que es
inyectiva y suprayectivas. En tal circunstancia se dice que V y W son isomorfos.

Desde el punto de vista de los espacios vectoriales, no hay nada que permita diferenciar a V de .

Un isomorfismo de un espacio vectorial en si mismo recibe el nombre de automorfismo.

Teorema

Dos espacios vectoriales V 'y W son isomorfos si, y solo si, tienen la misma dimensién.

Demostracion

Supongamos que V, de dimension n es isomorfo a W. Por definicién de isomorfismo, existe una
aplicacion lineal f:V — W que es inyectiva y suprayectiva.

Por ser inyectiva: dim(ker(f)) = 0, lo cual implica que
dim(imagen(f)) =dim(W)=n
Por ser suprayectiva: dim(imagen(f)) =dim(W)=n

Para demostrarla otra direccion del enunciado, supongamos que V' y W tienen dimensién n. Sea B =
{vy,v,,...,v,} unabase de Vy B' = {w;,w,, ...,w, } una base de W. Un vector arbitrario de V se
puede descomponer como:

v =41+ Lo, + -+ 4,1,
y podemos definir una aplicacién lineal f:V — W dada por:
f(w) =A4w+ Lw, + -+ 1,w,
Es facil verificar que f es inyectiva y suprayectiva, por tanto V 'y W son isomorfos.

Ejemplo

5 También llamadas biyectivas
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Los siguientes espacios son isomorfos entre si:

7
'S

a)

b) M, = espacio de todas las matrices de tamafio 4 x 1

) M, = espacio de todas las matrices de tamafio 2 x 2

d) P; = espacio de todos los polinomios de grado menor o igual que 3.
) V ={(x1,x2, x3,%4,0): x; € R}, subespacio de R®

Los elementos de esos espacios se comportan todos del mismo modo como vectores, aun cuando
sean objetos matematicos muy diversos. Por esta razon, el convenio de usar indistintamente ela
notacion n-upla o de matriz n x 1 queda plenamente justificada.

Propiedades

1. Una aplicacion lineal f:V — W es un isomorfismo si, y solo si: imagen(f) = W y Ker (f) = 0.

2. SiV tiene dimension finita, una aplicacion lineal f: V — W es un isomorfismo si, y solo si,
dimV =dim f(V) = dimW.

3. SiV tiene dimension finita, una aplicacion lineal f: V — V es automorfismo si y sélo si, es
inyectiva o si y sélo si es suprayectiva.

Demostracion

1. Por definicion f es suprayectiva si y solo si, imagen(f) = W. Por otra parte, f es inyectiva si y
s6lo si Ker(f) = 0.
2. Esta propiedad se deduce facilmente de:
a. f suprayectiva < f(V) =W < dim(f(V)) = dimW.
b. finyectiva < dim(Ker(f)) =0 < dimV = dim f(V).
3. Sien el caso anterior se toma W =V, resulta que f es isomorfismo si, y s6lo si, dim(V) =
dim (f(V), es decir, si y solo si, f es suprayectiva. La anterior igualdad entre dimensiones
equivale a la dim(Ker(f)) = 0, 0 sea, a que f es inyectiva.

4.5 Matrices de las aplicaciones lineales
4.5.1 Matriz canénica de una aplicacion lineal
Sea f:R"™ - R™ una aplicacion lineal y B = {e;, e,, ..., e,,} la base canbnica de R", tal que:
aq ai; A1in
fle) = ||, fle) = l“\ s flen) = l“\
am1 Am2 Amn

entonces la matriz m x n cuyas n columnas vienen dadas por f(e;):

a1 Qg2 A1n

a1 4z Azn
A= .

Am1 Amz2 *° Qmn

es tal que f(v) = Av para todo v € R™. Se dice que A es la matriz candnica de f.
Demostracion

Para probar que f(v) = Av para todo v € R", escribimos:
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U1
(&)
v=|.|=ve +vye,+--+v,e,
vn

Como f es lineal, se tiene:
f@) = f(vie; +vyes + -+ vpey) = f(vi€1) + f(vae2) + - + f(vnen) =
=v,f(ey) +vaf(ez) + -+ vuf(en)

Por otra parte, el producto de matrices Av viene dado por (ver teorema de 4.2) :

a1 Azt A [ A1V + A12V3 + -+ Ay
Ap = | %2t Gz 7 dan az1v; + 022172 totazavn | _
Am1 Am2 *° Qmn Am1V1 + AUy + -+ Ay
ai aiz
_ az1 az> aZn _
=V o + v, : +eetoy, : =v1f(er) +vaf(ez) + -+ vpf(en)
Ami Am2 | Amn

Por tanto, f(v) = Av paratodo v € R".
Ejemplo
Hallar la matriz canonica de la aplicacion lineal f: R® — R? definida por:
fGy,z) = (x —2y,2x + y)
Calculamos las imagenes de la base canénica de R3:
f(ey) = f(1,0,0) = (1,2)
f(e) =£(0,1,0) = (-2,1)
f(es) =£(0,0,1) = (0,0)

Por tanto la matriz de la aplicacién es:

1 =20
a=l; 7l
Para comprobarlo:
A x _ —2 0 [x—Zy
321_ 2x+y

4.5.2 Bases no canodnicas y espacios vectoriales generales

Consideramos ahora el problema mas general de hallar una matriz para una aplicacion lineal f:V —
W, relativa a dos bases ordenadas de V y W, digamos B y B’, respectivamente. Recordemos que la
matriz de coordenadas de v en la base B se denota por [v]g. Para representar la aplicacion lineal f,
debemos multiplicar A por una matriz de coordenadas respecto de B. El resultado de ese producto
sera una matriz de coordenadas respecto de B’'. Esto es:
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[f )]s = Alv]s
Se dice que A es la matriz de f respecto de las bases By B'.

Para hallar la matriz A usamos un procedimiento analogo al empleado para hallar la matriz canénica
de f, es decir, escribimos las imagenes de los vectores de B como matrices de coordenadas
relativas a la base B'. Estas matrices de coordenadas son columnas de A.

Definicion.
Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita con bases respectivas B y B’, donde

B = {v,vy,....,v,}

Si f:V —» W es una aplicacion lineal tal que:

A1n
[F@)ls l \ f@2)ls l \ [f @lp = | 2"
amn

La matriz m x n con columnas [f (v;)]z,

ai1 Q4i2 A1in
A= az1 a:22 aap
Am1  Am2 Amn
Es tal que
[fW)]p =A[v]g, YVEV
Ejemplo

Sea f:R? - R? la aplicacion lineal definida por:
flxq,x5) = (21 + x2,2%1 — x3)
Hallar la matriz de f respecto de las bases:
B={v,v,}={12),(-11D} y B ={wy,w;}={(10),(0,1}
Solucion
Por definicién de f:
f(v) =£(1,2) = (3,0) = 3w, + 0w,
fwy) = f(-1,1) = (0,-3) = Ow; — 3w,

Por tanto, las matrices de coordenadas de f(v,) y f(v,) respecto de la base B’ son:
Fedls =[] v U@ =[]
La matriz de f respecto de B y B’ se halla tomando estas matrices de coordenadas como columnas:

A= 2

0 -3
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En el caso especial en que V = W y B = B’, la matriz A se llama matriz de f respecto de la base B.
En tal circunstancia, la matriz de la aplicacion es, simplemente, I,.

Ejemplo

Sea D,.: P, — P; el operador derivada que transforma todo polinomio de grado 2 p(x) en su derivada
p'(x). Hallar la matriz de D, en las bases:

B={1,x,x*} 'y B ={1,x}

Solucion

Las derivadas de los vectores de la base son:
D,(1) = 0(1) +0(x)
Dy(x) = 1(1) + 0(x)
D, (x*) = 0(1) + 2(x)

Asi pues, sus matrices de coordenadas respecto de B’ son:

Dls = [0 D =[g], e =[]
y la matriz de D, viene dada por:
2=l o 2

Nétese que esta matriz produce la derivada de todo polinomio de grado 2 p(x) = a + bx + cx?:

8 (1) (2)][] ]=>b+26x=Dx[a+bx+cx2]

4.6 Equivalencia, semejanza y congruencia de matrices
4.6.1 Expresion matricial de un cambio de base

Dadas dos bases distintas B = {e;, e,, ...,e,} Yy B' = {e';, €', ..., €', } de un espacio vectorial V de
dimensién n, un vector cualquiera de x € V puede ser expresado de las dos formas siguientes:

— AN
X =X;e; Yy x—xjej

donde (x4, x5, ..., x,,) son las coordenadas de x en la base By (x';,x',, ..., x',) son las coordenadas
de x en la base B'.

Si la relacién que guardan los vectores de las bases entre si es:
e'; = qije;
ambos sistemas de coordenadas dependen el uno del otro y dicha dependencia no es otra que:
x;=qijxj parai=12,.,n j=12,...,n

Designando entonces por:
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i1 Gin X1 x'q
Q — ces ces ces — [ql]] , X — [xl] — . , XI — [xll] — S
An1 " Ynn Xn xX'n

resulta evidente que las ecuaciones del cambio de coordenadas se pueden escribir matricialmente de

X=0X', [x]=]qy]lx']

La expresion del cambio de base puede ser interpretada como la ecuacién de una aplicacion lineal, la
aplicacion f,:V — V que para las bases B’ del espacio origen y B del espacio de llegada, tiene a Q
por matriz asociada.

0 abreviadamente:

Como cualquier vector x € V tiene coordenadas (x;) y coordenadas (x';). la anterior interpretacion
permite afirmar que cualquier vector x;e; del espacio de llegada procede de un vector x’;e’; del
espacio origen, es decir, que f, es suprayectiva y que, por tanto @ es una matriz regular.

En consecuencia, un cambio de base en un espacio vectorial viene dado matricialmente por:
X=0X, [x]=ay]lx';]
siendo Q matriz regular.

Reciprocamente, dada una matriz regular Q de tamafio n y una base B = {e, e,, ..., e,,} del espacio
vectorial V de dimensién n, se puede asegurar que existe otra base B’ = {e';,€e’,, ...,e',} de V tal que
la ecuacion matricial del cambio de coordenadas es X = QX'.

4.6.2 Equivalencia de matrices
4.6.2.1 Definicion

Dos matrices Ay B, ambas de m filas y n columnas, es decir A,B € M,,..(R) se dice que son
matrices equivalentes siempre que existan dos matrices P y Q, cuadradas y regulares, de tamarios
m Yy n respectivamente, tales que:

B =Q AP

Es decir:

Apmxn V Bmxn SOn equivalentes < Existen P, y Q,, matrices regulares, tales que: B = Q" 1AP

Esta relacion entre matrices es una relacion de equivalencia para el conjunto M,,,,»(R) de las
matrices de tamafio m x n. En efecto:

a) Toda matriz 4,,,, €s equivalente a si misma, ya que A = I;;'Al, y las matrices identidad I,,, e
I, son regulares.

b) Si A €s equivalente a B,,,,, entonces B es equivalente a 4, ya que de ser B = Q AP se
sigue que A = QBP 1 obien A = (Q~1)"1B(P1), donde P! y Q1 son regulares.
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C) Si Ay €S equivalente es equivalente a By, Y Bmxn 10 €S @ Cpyen, €ntonces A es equivalente
aC;yaque,deser B=Q APy C = R™1BS, se sigue que C = R"1(Q71AP)S = (QR)"*A(PS) y
PS y QR son regulares.

En términos de aplicaciones lineales, la interpretacion de esta definicion es como sigue:
4.6.2.2 Matrices asociadas, en distintas bases, a una misma aplicacion lineal

Sean V;, y W,,, espacios vectoriales de dimensiones n y m respectivamente, y sea f una aplicacion
lineal de V en W, que transforma todo vector x € V en otro y = f(x) € W. Sien V se elige una base
{ei, e, ...,e,} y en W otra base {u,,u,, ..., u,,}, respecto de éstas bases hay una, y sélo una, matriz
Amxn = [a;;] asociada a la aplicacion f. Esta matriz es la que permite escribir la ecuacion de f en
dichas bases, en la forma:

[yi] = [a][x]

siendo X = [x;] € My, (R) la matriz columna de las coordenadas de x e Y = [y;] € M, (R) la
matriz columna de las coordenadas de y.

Supdngase que en V se toma otra base {e';, e, ..., e',} respecto de la cual es x = x';e’; y que en W
también se elige una nueva base {u',,u’,, ..., u',,} que permite escribir y = y';u’;. Adoptadas estas
nuevas bases la aplicacion f tiene asociada una nueva matriz By, = [b;;], la cual proporciona la
ecuacion de f en las nuevas bases, en la forma:

[y'i] = [by][x]

Los cambios de base en V y W quedan biunivocamente determinados por dos matrices cuadradas
regulares P, y Q,,, que son las que permiten expresar los cambios de coordenadas en la siguiente
forma matricial:

X=PX eY=0QY
En estas condiciones, como [y;] = A[x;], sera:
Q' = A(P[x';])
y, por tanto,
[y'i] = (@ *AP)[x'}]
de donde se infiere que:
B =Q AP

es decir, A y B son equivalentes; de ahi que las matrices asociadas a una determinada aplicacién, en
distintas bases, son equivalentes.

Es trivial, a la vista de lo anterior, que si dos matrices son equivalentes, entonces son matrices
asociadas a una misma aplicacién en distintas bases, o, dicho de otro modo, si A y B son matrices
equivalentes y A tiene asociada en ciertas bases una aplicacion lineal f, existen otras dos bases
respecto de las cuales es B la matriz asociada a f.

La correspondencia entre aplicaciones lineales y matrices es pues tal que, al cambiar de bases en
los espacios vectoriales, las matrices asociadas a una aplicacion lineal dada constituyen una clase
de matrices equivalentes.
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4.6.3 Semejanza de matrices

La semejanza de matrices puede considerarse como un caso particular de la equivalencia. Asi como
la equivalencia se definia entre matrices rectangulares cualesquiera, pero ambas de igual tamano, la
semejanza sélo se define entre matrices cuadradas del mismo tamafo.

4.6.3.1 Definicion

Dos matrices cuadradas A y B de tamafo n, se dice que son matrices semejantes si existe una
matriz P cuadrada de tamafo n y regular, tal que se verifica:

B=PtAP

es decir,

[A y B son matrices semejantes] < [Existe una matriz P,,tal que B = P~1AP]

La relacién de semejanza es evidentemente, para el conjunto M, (R) de matrices cuadradas, una
relacion de equivalencia. La comprobacién se realiza siguiendo los mismos pasos que en 4.6.2.1.

Es frecuente, para expresar que A y B son matrices semejantes, utilizar la expresion: B es la matriz
transformada de A mediante una matriz regular.

La interpretacion en términos de aplicaciones lineales de la semejanza de matrices, es ahora mas
simple que la de equivalencia.

4.6.3.2 Matrices asociadas, al cambiar de base, a un endomorfismo.

Sean V un espacio vectorial de dimension n y f una aplicacion lineal de V en si mismo, que
transforma todo vector x € V en otro y = f(x). Si en V se elige una base {e,, e,, ..., e,,}, respecto de
esta base hay una, y solo una, matriz A,, = [a;;] asociada al endomorfismo f, respecto de dicha
base, en la formaY = A - X, siendo X = [x;], Y = [;] € M1 (R) las matrices columna de las
coordenadas de x e y respectivamente.

Adoptando para V una nueva base {e';, e',, ..., e',,}, respecto de ella, la matriz asociada a f sera una
cierta B, = [b;;] tal que, en la nueva base, la ecuacion matricial de f es Y’ = B - X', donde X' = [x';]
e Y’ =[y’,] son las matrices columna de las nuevas coordenadas de x e y respectivamente.

El cambio de base en V queda inequivocamente determinado por una matriz cuadrada regular P, que
permite expresar el cambio de coordenadas de la siguiente manera:

X=PX', Y=PY

En estas condiciones, al serY = A4 - X sera

PY'=A-(PX")
y, por tanto,
Y' = (P71AP)X’
de ahi que sea
B =P AP

es decir, Ay B son semejantes y P es la matriz que transforma A en B.
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Resulta evidente que dos matrices cuadradas son semejantes si, y s6lo si, son matrices asociadas a
un mismo endomorfismo en bases distintas.

4.6.3.3 Propiedades

Para la semejanza entre matrices de M, (R) se verifica que:

a)

La transformada de una suma es la suma de las transformadas, es decir:
P_l(Al +A2)P = P_1A1P + P_1A2P

La transformada de un escalar por una matriz es igual al escalar por la transformada de la
matriz, es decir:

P~Y(kA)P = k(P1AP)
La transformada de un producto, es el producto de las transformadas, es decir:
P~1(4,A,)P = (P~*A,P) - (P~1A,P)
La transformada de la matriz unidad es ella misma, es decir:
PP =1,

La transformada de la inversa de una matriz es la inversa de la transformada de la matriz, es
decir:

P A H)p = (P tapP)?

De las propiedades anteriores se deduce que, para el conjunto de las matrices regulares de tamafo
n, la aplicacion definida por la matriz regular P, mediante A — P~1AP, es un automorfismo.

4.6.4 Congruencia de matrices

Dos matrices cuadradas A y B de tamafio n, se dice que son matrices congruentes si existe una
matriz Q cuadrada de tamafio n y regular, tal que se verifique:

B =QTAQ

[An

y B, son dos matrices congruentes| < [Existe una matriz Q regular, tal que B = QTAQ

Para el conjunto M, (R) de las matrices cuadradas de tamafo n, la congruencia de matrices es una
relacion de equivalencia, ya que:

Toda matriz es congruente consigo misma, pues A = IT Al, donde I es la matriz identidad, que
es regular.

Si A es congruente con B, es decir B = QTAQ, entonces A = (Q~1)TBQ ™1, es decir, B es
congruente con A.

Si A es congruente con B, y B lo es con C, es decir, B = QTAQ y C = RTBR, entonces

C = RT(QTAQ)R = (QR)TA(QR)

0 sea, A4 es congruente con C.
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Obsérvese que, si una matriz A € M, (R) es una matriz simétrica, también son simétricas todas las
matrices congruentes con ella, es decir, si A = AT, entonces B = QT AQ también satisface a B = BT ya
que:

BT = (QTAQ)" = QTATQ = B

4.7 Operaciones con aplicaciones lineales
4.7.1 Espacio vectorial L(V,W)

Para el conjunto L(V, W) de las aplicaciones lineales del espacio V en W, son operaciones las
definidas del siguiente modo:

Suma. Para cualesquiera f, g € L(V,W), se define la aplicaciéon f + g: V — W mediante (f + g)(u) =
fw)+glw), Vvuev.

La aplicaciéon f + g es lineal ya que, para cualesquiera u,v € V' y 14,4, € R, se verifica:
(f + 9 Au+1,v) = f(lu+ ,v) + gAhiu + 4,v) = [A1f (W) + 1, f(W)] + [ g) + ,g(v)] =
=hlf@ + g@]+ L[f @) + gw)] = 4 + 9)W) + 1,(f + 9) W)

Producto por un escalar. Para cualesquiera que sean el escalar 1 € Ry la aplicacion lineal f €
L(V,W), se define la aplicacion Af:V — W mediante (Af)(w) = Af(u),Yuev.

La aplicacion Af es lineal ya que, para cualesquiera u,v € V'y 1;,4, € R, se verifica:

(af)(Au+ 1,v) = af (Qiu+ 4,v) = a[A f(w) + 1,f (V)] = Laf (W) + Laf (v) =
=Mh(af )W) + 2 (af)(v)

Estas operaciones confieren a L(V, W) de estructura de espacio vectorial, esto es, para cualesquiera
f,g.h€ LV, W)y A u€R, se verifica:

f+g9)+h=f+(@+h)
frto=f
f+(=N=o0
frtg=g+f
Af+9) =2 +2g
A+ wf =2 +uf
A f = 2uf)
1f=f
donde o es la aplicacion nula, La aplicacién —f, es tal que (—f)(w) = —f(u), Vu € V, es lineal.
4.7.2 Composicion de aplicaciones lineales
La composicion f de f;: R®™ - R™ con f,: R™ — RP se define como:

f@) = f,(fi(v)), ¥ v € R"™. Esta composicion se denota con el simbolo:
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f =1f2°f1yselee“f; compuestacon f,” .

El dominio de f es, por definicion, el dominio de f;. La composicidn sélo esta definida si la imagen
de f; esta contenida en el dominio de f,:

Teorema.

Sean f;: R" - R™y f,: R™ - RP aplicaciones lineales con matrices canoénicas A4, y A,
respectivamente. La composicion f: R* - RP, definida como f(v) = f,(f,(v)), Vv € R*, es una
aplicacion lineal. Ademas, la matriz canénica A de f viene dada por la matriz producto:

A= A2A1

Demostracion

Para probar que f es lineal, sean u, v € R" y A un escalar. Debido al caracter lineal de f; y f5, se
tiene:

flu+v) = fz(f1(u + 17)) = fz(f1(u) +f1(17)) = fz(f1(u)) + fz(f1(17)) =f(uw)+f(v)
fQu) = fz(f1(/1u)) = fz(/lf1(u)) = Afz(f1(u)) = Af(w)

Para demostrar que A, A, es la matriz candnica de f, usamos la propiedad asociativa del producto de
matrices:

fw) = fz(f1(17)) = f2(A1v) = A;(4,v) = (4,A)v

Ejemplo

Sean f, y f, aplicaciones lineales de R3 en R3 definidas por:
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fitt,y,2) =2x+y,0,x+2) y fo(x,y,2)=x -y, 2 ¥)
Hallar las matrices canénicas de las composiciones f = fobofi vy f ' =fio f,
Solucion

Las matrices candnicas de f; y f, son:

2 1 0 1 -1 0
A;=]0 0 O y A4,=(0 0 1
1 0 1 0O 1 O

A consecuencia del teorema anterior se deduce que la matriz candnica de f es:

1 -1 02 1 O 2 1 0
A=A4A;,=|0 0 1|0 0 Of=]1 0 1
0 1 o1 0 1 0 0 O
Y lade f' es:
2 1 0][1 -1 0 2 =2 1
A'=A44,=10 0 0Of|l0 0O 1|=f0 0 O
1 0 110 1 o 1 0 O

4.7.2.1 Propiedades de la composicion de aplicaciones lineales

Dados tres espacios vectoriales V,W y U, toda aplicacion lineal g: V — W se puede componer con
cualquier aplicacion lineal f: W — U, siendo el resultado f o g: V — U una nueva aplicacion lineal.

Siempre que las siguientes composiciones tengan sentido, se verifica que, dados f,gy h
aplicaciones lineales y 4 escalar:

1. (fog)oh=fo(goh)

2. (f+g)eh=foh+goh
3. ho(f+g)=hof+hog
4. Afog)=@Af)og=fo(Ag)

Demostracion

Ya se ha comprobado que la composicién de dos aplicaciones lineales es otra aplicacion lineal. Sélo
debemos probar, por tanto, las cuatro igualdades del enunciado. Estas son ciertas ya que, para
cualquiera que sea el vector x al que se aplique unas y otras composiciones de funciones, se verifica
que (se omite la (3) por analogia con la (2)):

1.[(f o g) e h]@) = (f o )(h(0) = f (9(h(x)))
[f (g o WI@) = fI(g e W] = f (g(h(x)))

2. [(f+9) o hl(x) = (f + () = f(R(x)) + g(h(x))
[foh+gohl(x)=(foh)(x)+ (goh)(x) = f(h(x)) + g(h(x))

3. [A(f o PI(x) = A(f 0 9)(x) = Af(g(x))
[(Af) ° g1(x) = A (g(0) = Af (g(x))
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4.7.3 Aplicacion lineal inversa
Sifi:R" - R"y f,: R"™ - R"™ son dos aplicaciones lineales tales que vV v € R":
L(AW)=v y f[(LW)=v
se dice que f; es invertible y que f, es la inversa de f;

No toda aplicacion lineal es invertible. Ahora bien, si f; es invertible, su inversa es Unica y se denota
-1
por f; .

1. Igual que la inversa de una funcion de una variable real decimos deshace lo hecho por ella, la
inversa de una aplicacion lineal f deshace la aplicacion efectuada por f.

Teorema.

Sea f:R"™ - R" una aplicacion lineal con matriz candnica A. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. f esinvertible.
2. f esun isomorfismo.
3. Aesinvertible

Ademas. si f es invertible, la matriz candnica de f~! es A™1.

Ejemplo
Probar que la aplicacion lineal f: R3 — R3 definida por:
fO,y,2) =QRx+3y+23x+3y+22x+4y +2)
es invertible y hallar su inversa.
Solucion

La matriz canobnica de f es:

A=

2 31
3 3 1
2 4 1
Usando las técnicas de inversién de matrices puede verse que A es invertible y que su inversa es:
-1 1 0
At=|-1 0 1
6 -2 -3

Por tanto f es invertible y la matriz canénica de f~ es A7
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5 Valores y vectores propios

5.1 Valores y vectores propios

Sea A una matriz n x n. Se dice que el escalar 1 es un valor propio (o autovalor) de A si existe un
vector x, no nulo, tal que:

Ax = Ax
Y se dice que ese vector x es un vector propio (o autovector) de A asociado al valor propio A.

Nota. El vector cero no se admite como vector propio. Si admitiéramos como vector propio al vector
cero, la definicién careceria de sentido, ya que Ao = Ao es cierto para todo valor real de 1. Como
valor propio 4 = 0 si es posible.

5.1.1 Subespacios propios

Si A es un valor propia de 4, una matriz de n x n, y x es un vector propio asociado a 4, todo multiplo
escalar no nulo de x es también vector propio de A asociado a A.

Esto puede probarse llamando c al escalar no nulo, sin mas que hacer:
A(cx) = c(Ax) = c(Ax) = A(cx)

Ademas, si x4, x, son vectores propios asociados a un mismo valor propio A, su suma es también
vector propio asociado a A, porque:

A(x1 + xZ) = Ax1 + sz = /1x1 + /‘{xz = /1(x1 + xZ)

En otras palabras, el conjunto de vectores propios de A asociados a un valor propio dado A, junto con
el vector cero, es un subespacio de R", denominado subespacio propio de 1.

5.1.2 Caélculo de valores y vectores propios

Para calcular los valores y vectores propios de una matriz A, de tamafo n x n, sea I,, la matriz
identidad n x n. La ecuacidén Ax = Ax, escrita en la forma AL, x = Ax, produce la ecuacion vectorial:

AM—-A)x=o0

Este sistema homogéneo de ecuaciones tiene soluciones no nulas si, y solo si, la matriz de
coeficientes (AI — A) es no invertible, esto es, si y sélo si, el determinante de (Al — A) es cero. Este
resultado se enuncia en el siguiente teorema:

Teorema.
Sea A una matriz n x n.

1. Un escalar A es valor propio de A si, y sélo si
det(Al —A) =0
2. Los valores propios de A asociados a A son las soluciones no nulas de:

AM—A4A)x=o0
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La ecuacion det(Al — A) = 0 se llama ecuacidn caracteristica de A. Si se desarrolla en forma de
polinomio:

A=Al =A%+ ¢ AV 14 -+ A+ ¢
se llama polinomio caracteristico de A.

Esta definicidn nos dice que los valores propios de una matriz A son las raices del polinomio
caracteristico de A. Si A es n x n, su polinomio caracteristico es de grado n, de lo que se concluye
que A tiene, a lo sumo, n valores propios distintos.

Nota. El teorema fundamental del Algebra afirma que en polinomio de grado n tiene exactamente n
raices. Sin embargo estas n raices incluyen tanto raices repetidas como posibles raices complejas.
Nosotros s6lo nos ocuparemos de las raices reales de los polinomios caracteristicos, es decir, de los
valores propios reales.

Ejemplo
Hallar los valores propios y los correspondientes vectores propios para la matriz

2 -12
A‘[1 -5
Solucion

El polinomio caracteristico de A es:

A—=2 12

M=A1=1_1" 245

=(1-2)1+5)—12=22+31—-10+12=2>+31+2

Igualando el polinomio a cero, obtenemos las dos raices:
A24+31+2=QA+1DA+2)
es decir, los dos valores propios son 4, = -1y 4, = —2.

Para hallar los vectores propios asociados, usamos eliminaciéon de Gauss-Jordan con el fin de
resolver el sistema lineal homogéneo

AM—-A)x=o0
dos veces, primero paraA = A, = —1 y después paral =1, = —2.

Para A = A4, = —1 la matriz de coeficientes es:

Cor-a=["0F _Lel=15 ]
que se reduce por filas a:
o

Por tanto x; — 4x, = 0. Haciendo x, = t, concluimos que todo vector propio asociado a4, = —1 es

de la forma:
e=[2]= 1] = [f].c 20
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Para A =1, = -2, se tiene:

cor-a=[777 R d=10 F-0 7

Haciendo x, = t, concluimos que todo vector propio asociado a 1, = —2 es de la forma:

2= [ = [F]= ¢l e 20

Los sistemas homogéneos que aparecen al buscar vectores propios siempre se reduce, mediante
operaciones elementales por filas, a una matriz con al menos una fila de ceros, ya que el sistema
debe tener soluciones no triviales.

Procedimiento
Sea A una matriz n x n.

1. Escribir la ecuacion caracteristica det(1I — A) = 0, que sera una ecuacion polinémica de
grado n en la variable A.

2. Hallar las raices reales de la ecuacién caracteristica. Esos son los valores propios de A.

3. Para cada valor propio 4;, hallar los vectores propios asociados, resolviendo el sistema
homogéneo (1;I — A)x = o. Esto exige reducir por filas una matriz n x n. La matriz escalonada
resultantes debe tener, al menos, una fila de ceros.

Calcular los valores propios de una matriz suele ser dificil, porque requiere factorizar un polinomio de
grado n. Ahora bien, una vez encontrado un valor propio, el calculo de los vectores propios
asociados es un ejercicio sencillo, de aplicacion de la reduccion de Gauss-Jordan.

Ejemplo

Hallar los valores y vectores propios de:

A=10 2 O

0 0 2

210]

Hallar la dimensidn del subespacio propio asociado a cada valor propio.
Solucién

El polinomio caracteristico de A es:

A—-2 1 0

0 1-2 o]=(/1—2)3
0 0 A-2

Al — A| =

Por tanto la ecuacion caracteristica es (1 — 2)3 = 0

Asi pues, el unico valor propio es A = 2. Para hallar los vectores propios asociados, resolvemos el
sistema homogéneo (21 — A)x = o.

0 -1 0
2-A=|0 0 O
0O 0 O
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Esto implica que x, = 0. Usando los parametros x; = s y x3 = t, vemos que los vectores propios son

de la forma:
X1 S 1 0
X =|X2|= [0] =s|0[+¢t]|0], s, t nosimultaneamente nulos
X3 t 0 1

Como 2 = 2 tiene dos vectores propios linealmente independientes, la dimension de su subespacio
propio es 2.

Si un valor propio A, es raiz multiple (k veces) del polinomio caracteristico, se dice que 4, tiene
multiplicidad k. Eso significa que (1 — 1;)* es un factor del polinomio caracteristico, pero que
(A—2)*"1 nolo es.

Siempre ocurre que la multiplicidad de un valor propio es mayor o igual que la dimensién de su
subespacio propio.

Ejemplo

Hallar los valores propios de:

1 00 O

10 1 5 -10
A‘1020
1 0 0 3

y una base de cada uno de los subespacios propios.
Solucion
El polinomio caracteristico de A es:

A-1 0 0 0
0 A—-1 =5 10
-1 0 A=2 0
-1 0 0 A-=3

Al — A = =A-1)2A-2)(1-3)

Por tanto, la ecuacion caracteristica es (1 — 1)2(1 — 2)(1 — 3) = 0, luego A tiene como valores
propios 4; = 1,4, = 2y A3 = 3, siendo 4, de multiplicidad 2.

Podemos hallar una base del subespacio propio asociado a 1; = 1 como sigue:

0 0 0 0 100 2

1o 0o -5 10 00 1 -2
U=4=1_17 0 -1 o| o 0o 0o o
~1 0 -2 000 O

Haciendo x, = s y x, = t, obtenemos:

] [-2¢ 0 -2
NN 0
== 2¢ | T 50| T 2
X4 t 0 1

Por consiguiente, una base del subespacio propio de 4, = 1 viene dada por:
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B; ={(0,1,0,0),(—2,0,2,1)}
Para los subespacios propios de 1, = 2 y A3 = 3, se obtienen, de manera analoga, las bases:
B, ={(0,5,1,0)}
B; ={(0,-5,0,1)}

Teorema.

Si A es una matriz n x n triangular, sus valores propios son los elementos de la diagonal principal.

5.1.3 Valores y vectores propios de aplicaciones lineales

Se pueden definir también valores y vectores propios para aplicaciones lineales. Se dice que un
namero A es valor propio de la aplicacion lineal f:V — V si existe un vector x no nulo tal que f(x) =
Ax. En tal caso, el vector x se dice que es un vector propio de f asociado a A. El conjunto de todos
los vectores propios asociados a 4, junto con el vector cero, forman subespacio propio de A.

5.1.4 Invarianza de polinomio caracteristico

Teorema

Si Ay B son matrices n x n semejantes, tienen los mismos valores propios.

Demostracion

Puesto que A y B son semejantes, existe una matriz invertible P tal que B = P~1AP. Por las
propiedades de los determinantes:

Al —B| = |Al — P7*AP| = |P7IAIP — P7YAP| = |P~Y(Al — A)P| = |P7Y||AI — A||P| =
= |P7L||P||AI — Al = |P7IP||AI — A| = |AI — A|

Al tener Ay B el mismo polinomio caracteristico, tienen los mismos valores propios.

5.2 Diagonalizacion

Se dice que una matriz A de tamafo n x n es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal.
Es decir, A es diagonalizable si existe una matriz invertible P tal que:

P~tAp

es una matriz diagonal.
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Teorema. Criterio de diagonalizacién

A es una matriz n x n diagonalizable si, y s0lo si, tiene n vectores propios linealmente
independientes.

Demostracion

Supongamos que A es diagonalizable. En tal caso, existe una matriz invertible P tal que D = P~1AP,
es diagonal. Denotando los elementos diagonales de D por A4, 45, ..., 1, ¥ los vectores columna de P
por p1, P2, ---, Pn, SE tiene:

A, 0 - 0
. .. o A, - 0 ) .
[PD] =[pyip2i-ipnl : 52 : e [A1P1 i A2p2 it APy
0 0 - A,

De P~1AP = D se sigue AP = PD, lo cual implica que:

[Apy i Apy i+ i Apyl = [Py i Aop2 i -+ i AnPa]

en otras palabras, Ap; = A;p; para cada vector columna p;. Asi pues, los vectores columna p; son
vectores propios de A. Ademas, al ser P invertible, sus vectores columna son linealmente
independientes. Por tanto A tiene n vectores propios linealmente independientes.

Reciprocamente, supongamos que A tiene n vectores propios linealmente independientes

P1, P2, -, Pn CON valores propios correspondientes A4, 4,, ..., A,. Sea P la matriz cuyas columnas son
€s0s n vectores propios, es decir, P = [p, : p, } --- : pn]. Como cada vector p; es vector propio de 4,
se tiene Ap; = A;p;, asi que:

A 0 0
Co. 0 A, - 0
AP =[pyipzi-ipal : 52 D =PD
0 0 - A,
Finalmente, puesto que los vectores p4, p,, ..., Pn, SON linealmente independientes, P es invertible, y
podemos escribir la ecuacion AP = PD como P~1AP = D, lo que significa que A es diagonalizable.

Procedimiento para la diagonalizacién de una matriz n x n

Sea A una matriz n x n.

1. Hallar n vectores propios linealmente independientes p4, p,, ..., p, de A asociados a los
valores propios 14, 4,, ..., 1,,. Si no existen n vectores propios linealmente independientes, A
no es diagonalizable.

2. Si Atiene n vectores propios linealmente independientes, sea P la matriz n x n formada por
esos vectores propios como columnas, o sea:

P=[pyipyi-ipal

3. La matriz diagonal D = P~1AP tendra los valores propios 14, 4, ..., A,en su diagonal principal
(y ceros fuera de esa diagonal). El orden de los vectores propios determina el orden en que
aparecen los valores propios en la diagonal de D.

Ejemplo
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Probar que la matriz:
1 -1 -1
A=]|1 3 1
-3 1 -1

es diagonalizable y hallar una matriz P tal que P~*AP sea diagonal.
Solucion

El polinomio caracteristico de A es:

A-1 -1 -1

1 A-3 1
-3 1 A+1

Al — Al = =(1-2)1+2)1-3)

luego los valores propios de A son 4; = 2,1, = =2,y 1; = 3. Usando estos valores propios, se
obtienen, para cada caso, la forma escalonada reducida y los vectores propios asociados:

1 1 1 1 0 1 -1
2-A=|-1 -1 -1|—(0 1 0 —  wvector propio: | 0
3 -1 3 0 0 O 1
-3 1 1 1 0 —-1/4 1
—2I-A=|-1 -5 -1|—|0 1 1/4 —  wvector propio: |—1
3 -1 -1 0 0 0 4
2 1 1 1 0 1 -1
3[-A=|-1 0 -1|—|0 1 -1 —  wvector propio: | 1
3 -1 4 0 0 O 1

Formamos la matriz P que tiene por columnas los vectores propios obtenidos:

-1 1 -1
0o -1 1

1 4 1

p =

Esta matriz es no singular, de modo que los vectores propios son linealmente independientes y A es
diagonalizable. La inversa de P es:

-1 -1 0
P‘1=[1/5 0 1/5]

1/5 1 1/5
Luego:
2 0 0
P7IAP=|0 -2 0
0 0 3

Teorema. Condicion suficiente para la diagonalizacién

Si A es una matriz n x n con n valores propios distintos, los vectores propios asociados son
linealmente independientes y A es diagonalizable

Demostracion
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Sean 14, 1,, ..., 1, los n valores propios distintos de A y x4, x5, ..., x,, 10S vectores propios asociados.
Para empezar supongamos que estos vectores propios fueran linealmente dependientes. Ademas
tomemos los vectores propios ordenados de manera que los m primeros sean linealmente
independientes , pero los m + 1 primeros sean linealmente dependientes, donde m < n.

Entonces x,,,,1 se puede escribir como combinacion lineal de los primeros m vectores propios:
Xmi1 = C1 X1+ x5 + -+ cpxy, (1)
donde no todos los c¢; son cero. Aplicando a ambos lados de la igualdad la matriz A resulta:
AXppq = Acixy + Acyxy + -+ ACy Xy, = A 1Xma1 = A161X1 + 055 + -+ Aemxy, (2)
Mientras que multiplicando la ecuacion (1) por A,,,1, se obtiene:
Ans1Xme1 = C1dma1 X1 + A1 X + -+ i1 X (3)
restando (2)-(3), obtenemos:
c1ms1 = A)x1 + ©,(Amsr — )22 + - + 61 — Ap)xm = 0

que al ser linealmente independientes los m primeros vectores propios permite concluir que todos los
coeficientes de esta ecuacion son cero, esto es:

c1Am+1 — A1) = c2(Amy1 —A2) = = cn(Ams1 —A) = 0

Como todos los valores propios son distintos, se sigue que ¢; = 0,i = 1, 2, ..., m. Pero este resultado
contradice nuestra hipétesis de que x,,,; se puede escribir como combinacién lineal de los m
primeros vectores propios. Por tanto, el conjunto de los vectores propios es linealmente
independiente y, por el teorema anterior, A es diagonalizable.

Nota. La condicion del teorema anterior es suficiente, pero no necesaria, para que la matriz sea
diagonalizable. En otras palabras, los valores propios de una matriz diagonalizable no tienen por qué
ser todos distintos.

5.2.1 Diagonalizacion y aplicaciones lineales
En términos de aplicaciones lineales, el problema de diagonalizacién se enuncia como sigue.
Dada una aplicacion lineal f:V — V ;existe una base B de V en la que la matriz de f sea diagonal?
La respuesta es si, siempre que la matriz canénica de f sea diagonalizable.
Ejemplo
Sea f:R3 - R3 la aplicacion lineal definida por:

[y, x2,%3) = (g — x5 — x3,%1 + 3x3 + x3, —3x; + x5 — x3)

Si es posible, hallar una base B de R? tal que la matriz de f respecto de esa base sea diagonal.
Solucién

La matriz canobnica de f es:

1 -1 -1
A=]1 3 1
-3 1 -1
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En el ejemplo anterior hemos visto que A es diagonalizable. Asi pues, podemos tomar como base B
la formada por los tres vectores propios encontrados, esto es:

B ={(-1,0,1),(1,-1,4),(-1,1,1)}

La matriz de f en esta base es:

2 0 0
D=]0 -2 0
0 0 3

Algunas propiedades a tener en cuenta:

1. La traza de una matriz simétrica es un invariante, por lo tanto, una vez calculados los
autovalores podemos comprobar que su suma es igual a la traza de la matriz.

2. Sitodos los autovalores obtenidos tienen multiplicidad uno, entonces el endomorfismo es
diagonalizable.

3. Para evitar calcular inversas una vez obtenidas D y P en lugar de calcular P~*AP = D
podemos calcular PD = AP.

4. Una matriz y su traspuesta tienen los mismos autovalores.
5. Si A es autovalor de una matriz 4, KA sera autovalor de la matriz KA

6. Si A es autovalor de una matriz A, y k un escalar cualquiera, entonces (1 — k) sera un
autovalor de la matriz (A — kI).

7. Si A es una autovalor de la matriz 4, entonces 1/2 es un autovalor de la matriz A™*

8. A" = P~1D"P, es decir, si A es diagonalizable, es facil obtener cualquier potencia de A

5.3 Espacios con producto escalar

5.3.1 Definiciones

A continuacién se relacionan una serie de definiciones relativas al espacio vectorial R™ dotado de un
producto escalar, con el fin de aclarar algunos conceptos tratados en el apartado 5.4. El lector puede
consultar cualquier libro de Algebra basica para obtener las demostraciones de las proposiciones
presentadas asi como profundizar en las propiedades de los espacios vectoriales euclideos (con
producto escalar).

Siv = (vq,vy, ...., 1) €S un vector de R™:

Su longitud, denotada por ||v||, se define como:

ol = Ju7 + v+ 4 2

El vector u = — tiene longitud 1y la misma direccion de v. Este vector u se llama vector unitario en
y

vl

la direccion de v.

La distancia entre dos vectores u y v de R" es: d(u,v) = |lu — v
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El producto escalar de u = (uq, uy, ..., Uy) Y v = (v, 75, ..., V) €S la cantidad escalar:

U V=U VU UVt Uy Uy
Dos vectores u y v de R™ son ortogonales siu-v =0
5.3.1 Conjuntos ortogonales y ortonormales
Definicion

Un conjunto S de vectores de un espacio IV con un producto escalar es ortogonal si todo par de
vectores en S es ortogonal. Si ademas, cada uno de los vectores de S es unitario, se dice que S es
ortonormal.

Los conjuntos ortogonales son linealmente independientes

Sea S = {v,,v,,...,v,} un conjunto de vectores en un espacio con producto escalar. Si S es
ortogonal, entonces es linealmente independiente.

Si VV es un espacio vectorial con producto escalar de dimensién n, cualquier conjunto ortogonal de n
vectores no nulos, es una base de V.

5.3.2 Método de normalizacién de Gram-Schmidt
Sea B = {v,,v,, ..., v, } una base de un espacio V con producto escalar.

Sea B' = {wy,w,, ....,w,}, donde los w; vienen dados por:

W1 == ‘D1
. Uy wy
2 — Va2 — 1
W1 * W1
V3 Wy V3 - W3
W3 == 173 - w, — w
L4 41 Wy - W3
W. = vn'wlw vn'wzw Up " Wn_1 w
n=VUn— 1 2 T Wnp
Wi - Wy Wy - w3 Wn—1 " Wn
Entonces B’ es una base ortogonal de V.
Llamando u; = —L, el conjunto B" = {u,, u,, ..., u,} €s una base ortonormal de V.

llw:ll’
Ejemplo
Aplicar el método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt a la siguiente base de R?:
B={(1,1),(0,1}
Solucién
Tomamos:

wy=v,=(11)
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VW,

1 11
Wy = 1y — w1=(0,1)—§(1,1)=(——,—>

w1-w1 22

El conjunto B’ = {w,,w,} es una base ortogonal de R2. Normalizando cada vector de B’ obtenemos:
Lo W1 (1 - <£ 2 V2 )
L wall V2 2

e = o = 1/1 (-33)= <‘§ 9

Por tanto, B"” = {u,;,u,} es una base ortonormal de R?.

5.4 Matrices simétricas y diagonalizacion ortogonal
5.4.1 Matrices simétricas

Recordemos que una matriz cuadrada A es simétrica si es igual a su traspuesta: A = AT.

Teorema.
Sea A una matriz n x n simétrica. Entonces:

1. A es diagonalizable

2. Todos los valores propios de A son reales

3. SiAesun valor propio de A de multiplicidad k, hay k vectores propios de A
asociados a 4 y linealmente independientes. En otras palabras, el subespacio propio
de 1 tiene dimension k.

Este teorema se conoce como teorema espectral real, y el conjunto de todos los valores propios de
A se llama el espectro de A.

Ejemplo

Hallar los valores propios de la matriz simétrica:

1 -2 0 0
-2 1 0 o
A= o 0 1 =2
0 0 -2 1

y determinar las dimensiones de los subespacios propios correspondientes.
Solucién

El polinomio caracteristico de A viene dado por:

A-1 -2 0 0

a2 a=1 o0 0 |_ 2 L a2

ar—al=| 7 0 i1 o |F@+D*+(-3)
0 0 -2 1-1
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Asi pues, los valores propios de A son 1; = —1 y 1, = 3. como ambos tienen multiplicidad 2,
sabemos que sus correspondientes subespacios propios tienen dimensién 2.

En concreto, el subespacio propio de A; = —1 admite como base B; = {(1,1,0,0),(0,0,1,1)} y el
subespacio propio de 1, = 3 admite como base B, = {(1,—1,0,0),(0,0,1,—1)}.

5.4.2 Matrices ortogonales

Una matriz cuadrada P se dice que es ortogonal si, y solo si, es invertibley P71 = PT.

Teorema. Propiedad de las matrices ortogonales

Una matriz cuadrada P es ortogonal si, y sélo si, sus vectores columna forman un conjunto
ortonormal

Demostracion

Supongamos que los vectores columna de P forman un conjunto ortonormal:

P11 P12z ' DPin
P=[pyipyi-ipal = p;21 Pszz P2n
Pn1 Pnz " Pan
Entonces el producto PTP tiene la forma:
Pi1 P21 Pni|[P11 P12z " Pin
(S

Pin P2n " PanllPn1 Pnz ' Pnn

P1°'P1 P1°Pz ' P1'Pn

_ Pz;m Pz;pz pz;pn (1)
Pn'P1 Pn Pz *° Pn’ Pn

Como el conjunto {p4, Py, ..., Pn} €S ortonormal, se tiene:
pi-p;=0i#jy pipi=lpl*=1

Por lo tanto la matriz compuesta por los productos escalares (1) es:

10 - 0
] - R
00 - 1

Esto implica que PT = P~1, luego P es ortogonal.

Reciprocamente, si P es ortogonal, podemos invertir los pasos del razonamiento anterior para
demostrar que los vectores columna de P forman un conjunto ortogonal.

Ejemplo

Probar que la matriz:
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1/3 2/3 2/3
-2 1 0
p=| 5 /B

-2 —4 5
/3\ﬁ§ /3\ﬁ§ /3\ﬁ§

es ortogonal verificando que PTP = I. a continuacion, demostrar que los vectores columna de P

forman un conjunto ortonormal.

Solucion
1 2 2 [t -2 2, ]
SRR T B | ECRNC NG I
r_| -2 1 2 9 —4 _ _
e s 0 B s /_ws‘[g . ‘1’]"3
~2/ — A | R
3v5 3v5 3v5. 3 /3\/3

Se sigue que PT = P71, luego P es ortogonal.
Ademas, denotando:

1/3 2/3

2/3
-2 1
pi- Z/VE , Doe 4/J§ , Y Pa- 5/0
/345 /345 3V5
se tiene:

P1'P2=DP1'P3=P2P3=0
y
lp.ll = llp2ll = lIpsll = 1

En consecuencia {p,, p,, p3} €s un conjunto ortonormal, tal como afirma el teorema anterior.

5.4.3 Propiedad de las matrices simétricas

Sea A una matriz simétrica de tamafio n x n. Si 1, y 4, son autovalores distintos de A, entonces sus

autovectores correspondientes x; y x, son ortogonales.
Demostracion

Sean 1, y A, dos valores propios distintos de A, con vectores propios asociados x; y x,
que:

Ax1 = /‘{1x1 y sz = /12x2
Para demostrar el teorema usaremos la siguiente forma matricial del producto escalar:
X21

X22

X1 Xy =[X¥11 X120 Xin]- =X1TX2

X2n

. Eso significa
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Ahora podemos escribir:
(X1 - x3) = (A1x1) - x5 = (Axy) - x5 = (Ax)'X, = (XTAT)X, = (XTA)X, = X{ (AXy) = X{ (A, X,) =
=x1 - (A2x2) = (%1 - x3)

Eso implica que (1; — A;)(x; - x;) = 0. Y como 4; # 1,, concluimos que x; - x, = 0. Por tanto x; y x,
son ortogonales.

Ejemplo
Probar que dos vectores propios cualesquiera de la matriz:

31
1 3

a=|
asociados a dos valores propios distintos son ortogonales.
Solucién

El polinomio caracteristico de A es:

Al — 4] = [’1__13 /1__13] —(A-2)A—4)

luego los valores propios de Ason4; =2y A, = 4.

Todo vector propio asociado a 4; = 2 es de la forma:

S

—s]’ s#0

x =
y todo vector propio asociado a A, = 4 es de la forma:
X, = [E] , t+0
Por tanto:
XXy = [_SS] [i] =st—st=0
de donde se deduce que x; y x, son ortogonales.

5.4.4 Diagonalizacion ortogonal

Una matriz A es ortogonalmente diagonalizable si existe una matriz ortogonal P tal que P~*AP = D
es diagonal. Las matrices con esa propiedad son precisamente las simétricas, tal como establece le
siguiente teorema.

Teorema fundamental de las matrices siimétricas.

Una matriz n x n es ortogonalmente diagonalizable si, y sélo si, es simétrica.

Demostracion

a) La demostracion en una direccion es sencilla. Si A es ortogonalmente diagonalizable, existe
una matriz ortogonal P tal que P"1AP = D es diagonal. Y al ser P~1 = PT, se tiene:

©Ricardo Visiers Bafion - 2019 112



\\\ Universidad Doble grado Ingenieria Informética-BA
///\/// Viora Apuntes de Algebra Lineal
\\ UFV Madrid 1er Curso

A=PDpP~1=ppPT
lo cual implica que:
AT = (PDPT)T = (PT)TDTPT = PDPT = A
por tanto A es simétrica.

b) Supongamos que A es simétrica y tiene una valor propio 1 de multiplicidad k, debe tener k
vectores linealmente independientes (5.4.1) Usando el método de Gram-Schmidt podemos
formar con ellos una base ortonormal del subespacio propio de A. Repetimos esta proceso
para cada uno de los valores propios de A. La coleccion resultante de vectores propios es
ortogonal (5.4.3) y, por tanto, ortonormal por construccién.

Sea ahora P la matriz que tiene por columnas esos n vectores propios ortonormales. Por 5.4.3
P es una matriz ortogonal. Finalmente, por el criterio de diagonalizacién, concluimos que
P~1AP es diagonal. Por tanto 4 es ortogonalmente diagonalizable.

5.4.5 Diagonalizacion ortogonal de matrices simétricas
Sea A una matriz n x n simétrica. El proceso de diagonalizacion ortogonal de A es el siguiente:

1. Calcular sus valores propios y la multiplicidad de cada uno de ellos.

2. Para cada valor propio de multiplicidad 1, tomar un vector propio unitario (Hallar cualquier
vector propio y normalizarlo).

3. Para cada valor propio de multiplicidad k > 2, hallar k vectores propios linealmente
independientes (siempre es posible). Si este conjunto no es ortonormal, aplicarle el método
de Gram-Schmidt.

4. Los pasos 2y 3 producen finalmente un conjunto ortonormal de n vectores propios. Formar
una matriz P que tenga por columnas a esos n vectores propios. La matriz P~1AP = PTAP =
D sera diagonal. (Los elementos de la diagonal principal de D seran los valores propios de A.

Ejemplo

Hallar la matriz ortogonal P que diagonalice:

2 2 =2
A=12 -1 4
-2 4 -1

Solucion
1. El polinomio caracteristico de A es:
ATl —Al =1 —-3)2(1+6)
da como valores propios 4; = —6 con multiplicidad 1, y 4, = 3 con multiplicidad 2.

2. Un vector propio asociado a 4; es v; = (1, -2, 2) que, normalizado, se convierte en:

12 (1 2 2)
u; = =\5 55
Yool T \37 373

3. Dos vectores propios asociados a 4, son v, = (2,1,0) yvz = (—2,0,1)
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Notese que v, es ortogonal a v, y v;. Sin embargo v, y v; no son ortogonales entre si. Para
encontrar dos vectores propios ortonormalizados asociados a 4, usamos el método de Gram-
Schmidt:

W2 = 172 = (2, 1,0)

173'W2 2 4
w3=v3—(w ‘W >w2=(—§, §'1>
2 2

Estos vectores normalizados, pasan a ser:
w, ( 2 1 0)
U =777 = =T =
27wl T \VE' V5
w; (—2 4 5 )
U, = = , ,
* 7 lwsll T \3v5'3v5 3v5

4. La matriz P tiene por columnas los vectores u,, u,, us:

[ 1 2/ —2/ |
3 /5 3v5
-2
p=|— 1 4
3 5 3y
2 0 5
3 /3y5 |
-6 0 0
Es facil comprobar que P"1AP = PTAP=|0 3 0
0 0 3

5.5 Factorizacion QR

Si A es una matriz de m x n con columnas linealmente independientes (lo que requiere que m > n),
entonces, la aplicacién del proceso de Gram-Schmidt a dichas columnas produce una factorizacién
de A muy util que consiste en el producto de una matriz Q con columnas ortonormales y una matriz
triangular superior R denominada factorizaciéon QR.

Para ver cdmo surge la factorizacion QR, sean uy,...,u, las columnas (linealmente independientes)
de A las cuales forman una base del espacio de columnas de A , mediante el proceso Gram-Schmidt
podemos obtener una base ortonormal wy, ..., w,, los vectores ortonormales para el espacio
generado por las columnas de A . Recordemos cdmo se obtiene esta base.

Primero construimos una base ortogonal v,, ..., v, como sigue:

171 == u1
y luego parai = 2,3, ...,n tenemos:
Ui'vq Ui vy Ui'Vn—1
i i vV, vyv, 2 Viq Vi1 -1 ( )

Por ultimo:
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— Vi
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lineal de los vectores w:

w; parai=1,2,3,..,n. Ahora cada uno de los vectores u; se escribe como una combinacion

u1 = T11W1 + T'21W2 + -+ Tnlwn

uz = T12W1 + T22W2 + -+ Tnzwn

U, =Wy + 1wy + -+ 1w,
Donde r;; = u; - w;
Ademas se observa a partir de (1) que u; estan en
gen(vyq,...,v,) = gen(wy,...,wy)
Como w; es ortogonal a gen(wy,...,wy) para j > i, es ortogonal a u;. Por lo tanto r;; = 0 para j > i.

Sea Q la matriz cuyas columnas son wy, ..., w;. Sea:

rlj
ij
T'nj

Entonces, las ecuaciones en (2) pueden escribirse en forma matricial como:

A=u; u; —u,]=[Qr; Qry - Qry]=QR

Donde R es la matriz cuyas columnas son ry,r,, ..., r,. En consecuencia:

i Tz Tin
0 12 = T2

R=]| . . .
0 0 “ Thn

A continuacién demostremos que R es no singular.

Sea x una solucion del sistema lineal Rx = 0. Al multiplicar esta ecuacién por Q a la izquierda,
tenemos:

Q(Rx) = (QR)x =Ax=Q0=0
Como sabemos el sistema homogéneo Ax = 0 puede escribirse como:
x1u1 + x2u2 + "'xnun = 0

donde x4, x5, ..., x,, son las coordenadas del vector x. Como las columnas de A son linealmente
independientes,

X1 =%x3=-=x,=0
de modo que x debe ser el vector nulo, por lo que la matriz R es no singular.

Claramente, la matriz Q tiene columnas ortonormales. También los elementos de la diagonal principal
de R son todos distintos de cero. Para ver esto, observe que si r;; = 0, entonces a; es una
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combinacion lineal de q;4,...,q;_1 Y, por tanto, esta en W;_, . Pero entonces a; seria una combinacion
lineal de a4, ..., a;_1, lo que es imposible, pues a4, ..., a; son linealmente independientes. Se
concluye que r;; # 0 parai = 1,..n. Dado que R es triangular superior, debe ser invertible.

Acaba de probarse el siguiente:

Teorema Sea A una matriz de m x n con columnas linealmente independientes. Entonces A puede
factorizarse como A = QR, donde Q es una matriz de m x n con columnas ortonormales y R es una
matriz triangular superior invertible.

Procedimiento
Dada una matriz A de m xn con columnas linealmente independientes (rango (4) = n):

1. Obtener una base ortonormal de col(A) mediante el método de Gram-Schmidt. Los vectores
obtenidos forman las columnas de la matriz Q.
2. Calcular R . Para ello podemos proceder de dos modos:
a. Mediante: QTA = QTQR = IR =R, es decir,R = QTA
b. Calculando los elementos 7j; = u; - w;

Comentarios

e Puede hacer arreglos para que las entradas diagonales de R sean positivas. Si cualquier r;; <
0, simplemente sustituya q; por —q;y 1;; por —r;;.

e El requisito de que A tenga columnas linealmente independientes es necesario. Para probar
esto, suponga que A es una matriz de m x n que tiene una factorizacion QR. Entonces, dado
que R es invertible, se tiene Q = AR™1. Por tanto, rango(Q) = rango(A).Pero rango(Q) =
n, pues sus columnas son ortonormales y, en consecuencia, linealmente independientes. De
modo que rango(A) = n también, y en consecuencia las columnas de A son linealmente
independientes por el teorema fundamental.

e La factorizacion QR puede extenderse a matrices arbitrarias en una forma ligeramente
modificada. Si A es de m x n, se puede encontrar una secuencia de matrices ortogonales
Q1,...,Q,_1 tales que Q1 - ..~ Q2 - Q1 - A €S una matriz triangular superior R de m x n.
Entonces A = QR, donde Q = (Qy—1 - --- Q2 - Q1) ! es una matriz ortogonal.

Ejemplo
Encontrar la factorizaciéon QR de la matriz:
1
-1

-1
1

A=

_ O RN
N R NN

La base ortonormal para col(A) producida por el proceso de Gram-Schmidt es:

1/2 3vV5/10 —V6/6
_|-1/2 _|3v5/10 | o
q, = _1/21 q; = \/5/10 y q3 = \/6/6

1/2 V5/10 V6/3

de mode que:
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1/2 3V5/10 —V6/6
—-1/2 3v5/10 0
-1/2 V5710 e6/6

1/2  +V5/10 Ve/3

Q=Iq: 92 qs]-

Sabemos que A = QR para alguna matriz triangular superior R. Para encontrar R, use el hecho de
que Q tiene columnas ortonormales y, en consecuencia, Q7 Q = I. Por tanto:

Q"A=Q"QR=1IR =R

Por tanto, calculamos R:

172 —1/2  -1/2 2 2] 2 1 1,2

R=0QTA=|3V5/10 3v5/10 V5/10 \/_/10} “LL2 1o 5 3vE.2
0 1

—6/6 0 Vve6/6  V6/3 1 2/ lo o e

También podemos calcular los elementos de la matriz R mediante:

Tji = Wi~ Wj
1 1 11
T11=u1'W1=(1,—1,—1,1)'(E,—E,—E,E>=1+1+1+1=2
1 1 11 1 1
T2 = Uy wy =1(2,1,0,1) (— _E'_E'E>=1_E+O+E=1
1 1 11 1
T13=u3'W1=(2,2,1,2)'(E,—E, E,E>=1—1—E+1=

1
2
3\/_3\/_\/_£):6\/_ 3V5 0. Y5 _

Tz =z w2 = (2,1,0,1)- <10 10 '10°10

3\/_3\/_\/_\/_)_6\/3 6vV5 V5 2V5 3V5

res =y Wz = (22,1,2)- <10 10 '10° 10 10

10+10+10+10 2

T33=u3'W3:(2,2,1,2)'<—§ 0E E)= 2\/€+0+\/€+2\/€ ?
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