Tema 12: Negociacion con dos jugadores

1. El problema de la cooperacion en los juegos es acordar un reparto del producto de la
misma. Es el caso, por ejemplo, del cartel. Dos empresas tienen la opciéon de competir
entre ellas, ¥y acabar en un equilibrio de Cournot, o bien cooperar para formar un
monopolio y repartirse el beneficio. La Figura 12.1 presenta un sencillo caso de reparto de
una cantidad D. Las distintas posibilidades de reparto quedan recogidas en la llamada
funcion de coalicién, que responde a la expresion a1 + az = I, que es una recta, siendo D la
cantidad a repartir y a; y a; la parte que corresponde a cada jugador. Cualquiera de los dos
jugadores se lo puede llevar todo, o una parte; incluso es posible que la suma de lo que
acuerden no alcance el total (a; + az < D). Por tanto, todos los puntos del tridAngulo formado
por larecta inclinada de la Figura 12.1 y los ejes son factibles. El juego es simétrico porque
la longitud de los catetos es igual. La sokicion del juego debe cumplir dos requisitos:
primero, eficiencia, que implica a1 + az = I, es decir, repartir todo el dinero, o lo que es lo
mismo, situarnos sobre la recta inclinada (que por eso se llama también recta de reparto
eficiente); y segundo, simetria, que implica a; = a; que quiere decir que ambos jugadores
ganen lo mismo, y grificamente que nos situemos sobre la bisectriz (una recta creciente
con pendiente de 452 que parte del origen). Las dos condiciones consideradas a la vez
forman un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas y la solucidén es a; = a; = D/2. Se
trata del punto de corte de la bisectriz y la recta de reparto eficiente.

2. Pero los juegos de negociacidn simétricos son solo un caso particular. Puede haber
muchas asimetrias. La primera, debida a que las cantidades a repartir se expresen en
unidades de medida diferentes. Si la asimetria se debe a esto, la solucidn es facil: pasamos
las cantidades a una misma unidad de medida y solucionamos el juego simétrico. Ello es
asi porque las soluciones de los juegos de negociacion, deben cumplir una propiedad de
invarianza lineal en la negociacion.

3. Otra asimetria surge de las diferentes actifudes ente ef riesgo. Partimos de la misma
funcién de reparto eficiente de antes, a; + a; = D. Pero ahora esas cantidades de dinero
proporcionan distintas utilidades a los jugadores, ya que uno es neutral ante el riesgo, ¥ u;
= aj, mientras que otro es averso al riesgo y u; = (az)b, siendo b < 1. Ya que D viene
expresada en unidades monetarias, despejamos a; y obtenemos a; = (uz)i/®, que
sustituimos para obtener a; + a; = u; + (uz)/v = D. Esta funcién aparece enla Figura12.3,, v
para obtener la forma representable se despeja la variable que va al eje vertical: uz = (D -
uy)b. El averso al riesgo —jugador 2- es la parte débil de la negociacidn, por lo que el juego
pasa a ser asimétrico, con menores ganancias maximas para él. La condicion de eficiercia
se mantiene aqui, es decir, nos situaremos sobre la curva de reparto eficiente, ¥ no bajo
ella. Pero la condicién de simetria ya no tiene sentido. Hay una nueva condicién para
determinar la solucion, y se llama deminancia en riesgo. Esta condicion implica que debe
maximizarse el producto de las utilidades, es decir, max uiuz. Sustituyendo una condicion
en la otra, derivando e igualando a cero obtenemos u; = D/(1+b), y de ahi u; =D —uy =
bD/({1+b). Cuanto mas averso al riesgo es el jugador 2, menor es b ¥ menor es también su
parte del pastel. La condicion de dominancia en riesgo, para poder maximizar el producto

u1u;, aumentara en consecuencia el tamarfio de u;. Esta solucién es lo que se conoce como
solucion de negociacion de Nash, que incorpora las propiedades de eficiencia,
dominancia en riesgo -en sustitucion de simetria- e invarianza.



4. Otra fuente de asimetria esta en las diferencias en las consecuencias del desacuerdo.
Hasta ahora hemos supuesto que si los jugadores no llegan a un acuerdo, se quedan sin
nada. Pero puede que no sea igual para los dos jugadores, y el primero tenga una
alternativa externa al juego igual a d; y el segundo una alternativa d.. Esto se arregla de la
siguiente forma: a! total a repartir se le sustraen las alternativas externas el juego de ambos
jugadores v lo que queda se reparte de forma equitativa. Esta regla no es producto del
capricho, sino que se obtiene a partir de la aplicacién de los criterios de eficiencia y
dominancia en riesgo que ya hemos visto, pero ligeramente adaptada al caso: eficiencia, u;
+ uz = D; v dominancia en riesgo, max(u; — di)(uz - dz)1. Se representa en la Figura12.5. Se
deduce de aqui una propiedad de invarianza con respecto al punto de desacuerdo, que
es una variante de la propiedad de invarianza lineal que hemos visto.

5. Laltima fuente de asimetria radica en las restricciones exdgenas que pueden afrontar
los jugadores. Por ejemplo, dos jugadores acuden como acreedores a la liquidacion de una
empresa en quiebra, pero cada uno es acreedor por un montante distinto. La liquidacion
no genera recursos suficientes para pagar todas las deudas. Los activos a liquidar son A y
las deudas son C; y C;, de manera que C; + C; > Ay C; # C; ¥, supongamos, C; < C;. Si los
acreedores-jugadores quieren cobrar algo, tienen que llegar a un acuerdo para repartirse
lo que hay. La Figura 12.4 representa el caso (a partir de un ejemplo numérico concreto) y
a pesar de la asimetria /e solucién del juego tiene que ser simétrica. Esto puede parecer
sorprendente, pero tiene su explicacion. Si el juego fuera simétrico (C; = Cz), obviamente,
la recta de reparto eficiente seria u; + u; = A y la soluciéon requeriria simetria, con lo que
sorprendente, pero tiene su explicacion. Si el juego fuera simétrico (C; = C;), obviamente,
la recta de reparto eficiente seria u; + uz = A y la solucién requeriria simetria, con lo que
tendriamos w1 =uz = A/2.

6. Pero cuando el juego es asimétrico la solucién no es tan facil de explicar. Hay dos casos.
Primer caso: cuando A/Z = C; se reparten los activos @ medies, pues la condicion de
dominancia en riesge lleva a esta solucidon sencilla, simétrica. De la recta de reparto
eficiente: uz = A - u;. De la condicion de dominancia en riesgo: max uiuz; = max (A — ug)us.
Derivando e igualando acero A - 2u; = 0, u; = A/2 = u,. Esto se explica por otra propiedad
de la solucion de negociacion de Nash, que se llama propiedad de la independencia de
las alternativas irrelevantes. La idea es que la solucién de uno de estos juegos de
negociacion no depende de aquellas alternativas que, por el motivo que sea, no pueden ser
soluciones. La Figura 12.7 permite explicarlo. La parte (a) es el tipico juego simétrico, v la
solucidn de negociacion de Nash es el punto medio (A/2, A/2). La parte (b) incluye una
restriccion C; a la cantidad que puede demandar el jugador 2, de forma que parte de las
posibilidades (por encima de ;) quedan excluidas. Segin la propiedad de alternativas
irrelevantes estas posibilidades excluidas, entre las que no estaba la solucion, no afecta a
esta, que sigue siéndolo con o sin C:. En la parte () introducimos una limitacién C; a lo
que el jugador 1 puede reclamar. Dado que la solucidn original no esti en esa zona
excluida, v dado que la misma es independiente de las alternativas que sean irrelevantes, y
las excluidas lo son, seguira siendo la solucidon tras la exclusion. Veamoslo asi: si A es
preferida a B y B es preferida a C, por la propiedad transitiva A es preferida aC, y la
desaparicién de C no altera la relacion entre A y B, de forma que A seguird siendo
preferida a B. Esta es lalégica que subyace a la propiedad de alternatives irrelevantes.

15i loz dos jugadores tienen distinto poder de negociacidn, reflejado en los fndices a y b tal que a + b = 1,
tendriamos que usar la funcidn [ui1 - d1)2{uz - dz]b.



7. Segundo caso: cuando A/2 > C; {suponemos que C: + G > Ay A — C;: < C3) el acreedor con
menor deuda fa satisface plenamente v lo que sobra es para el acreedor con mayor deuda.
Esta es una solucioén se debe a que la propiedad de la independencia de las alternetivas

frrelevantes no ayuda aqui, pues 42 > 01, v eso sf exeluye la solucién [Af2, A/Z). La
solucion de negociacidn de Nash en este caso trata de cumplir con los criterios de eficiencia
(11 + uz = A) ¥ dominancia en riesgo (max uyuz), v la solucion matematica es acercarse

todo lo posible a la solucidn simétrica, Hay una explicacion intuitiva, visual Recordemos el
problema de maximizacion de la utilidad que afronta el consumidor gue tiene gue
distribuir su renta entre dos bienes. El juego de la quiebra es formalmente fgual la recta
de reparto eficiente seria la restriccion presupuestaria, ¥ la expresion matemadtica de la
dominancia en riesgo es igual a una curva de indiferencia.

Iy Se trata de encontrar la solucidn de
tangencia [véase la Figura 12.5), es decir, la
curva Uiz mds alta posible que toque a la
recta de reparto eficiente. La curva uiuz
tiene tal forma que si el juego es simétrico
la solucidn siempre estara en el centro. 5i
excluimos las zonas extremas de la recta, la
solucion sigue siendo la misma, en el
centrao. Pero =i el centro es excluido
ninguna solucién de tangencia es ya
posible. Ahora habrda que seleccionar la
curva uiuz que eorte a la recta de reparta y
que sea lo mas alta posible. Intuitivamente
podemos ver que cuanto mas cerca esté
el punto de corte buscado del centro,
mas alta sera la aurva aleanzada. Por
tanta la solucién serd el punto [C1,A-Ci].
0 Cr Af2 - u:— Véase que si hiciéramos lo contrario, [A-
CzCz] la curva ujauz serfa mds baja. El
grafico de la izquierda lo muestra.

i

8. Se han buscado conjuntos de criterios distintos a los de Nash para solucionar esta clase
de juegos, ya que pueden dar lugar a soluciones extrafias en los juegos asimétricos. Kalai y
Smorodinsky proponen un criterio de monotonicidad que reemplace al de
independencia de las alternativas irrelevantes. La idea es esta: si fa recta de reparto
eficiente se eleva, afladiendo nuevas v mayores posibilidedes de reperto pare ambos
Jjugadores, podremos alcanzar curvas vy mds altes, y el cambio en la solucién tiene que
beneficiar @ ambos. Para asegurarnos de esto, Kalai y Smorodinsky unen el punto de
desacuerdo (generalmente el origen de coordenadas el punto de ganancias maximas
(A,A) con una recta, y alli donde esta corte la recta de reparto eficiente tendremos la
solucion. La Figura 12.9 (b) muestra que si la recta (o curva) de reparto eficiente gana en
posibilidades (sube, aunque sdlo sea en una zona), la solucién de Nash podria seguir
coincidiendo con la de Kalai y Smorodinsky (0,6, 0,6). ;Por qué? Porque si nos moviéramos
de la solucion de Nash al nuevo punto elevado (caso 2), un jugador (el 2) ganaria (0,8 en
vez de 0,6), pero el otro (el 1) perderia (0,5 en vez de 0,6). Si nos vamos a ese punto
elevado, donde un jugador gana y el otro pierde, estaremos aplicando la solucion de Nash:
véase la Figura 12.8 (b), que viola el criterio de monotonicidad, porque mejora a un
jugador perjudicando al otro. En las piginas 385 v 386 hay un par de ejemplos.




9. Los procesos de negociacion requieren tiempo, ¥ los jugadores pueden tener distintas
estrategias durante el mismo: puede haber ofertas, rechazos y contraofertas. Aqui es clave
la existencia o no de informacion completa. En el video de presentacion de la asignatura
vimos uno de estos juegos de reparto de dinero con informacion completa, que no tenia fin.

Cuando el tiempo tiene un coste (el dinero a repartir pierde valor a una tasa determinada
por el tipo de interés o por la inflacidn), el juego se limita en el tiempo. El criterio que

ayuda a encontrar una solucion es el de consistencia en la negociacion: nunce se debe
pedir io que se ha rechazado antes. Usemos R = 1/(1+r), donde r es un tipo de interés, como
factor de descuento. El jugador 1 pide en el momento cero (t = 0) una cantidad a;(0), lo
que supone ofrecer al jugador 2 lo que sobra, que es D - a:(0), donde D es la cantidad que
se negocia, y este lo rechaza. El jugador 2 tendra que pedir en el momento uno (t = 1) of
menos az(1) = D - a;(0), cumpliendo con la regla de consistencia. Ademas, si el jugador 1
pide a:(0) en el momento cero, deberia ser aceptable para él una cantidad a;(0)R en el
momento 1, por lo que a:(0)R = az(1) es también un criterio para el jugador 2 en su
respuesta. Resolviendo el sistema tenemos a;(0) = D/(1+R) y a:(1) = DR/(1+R). La
solucién al juego es que el jugador 1 pida D/(1+R) v el jugador 2 lo acepte inmediatamente
para no perder el tiempo. Dado que el jugador 1 mueve primero sale ganando, pues D > DR.
El consejo es no esperar. La solucién tiene el nombre de Stahl-Rubinstein.

10. La espera —-no precipitarse en una negociacion- si tiene sentido cuando la informacion
es imperfecta. Por ejemplo, cuando un jugador sabe lo que hay en juego y el otro no. La
clave aqui estd en hacer creible las esperas, lo que requiere que sean suficientemente
largas. El libro lo explica bien mediante un par de ejemplos. Téngase en cuenta que et es
el tipo de descuento para tiempo continuo, siendo r un tipo de interés instantaneo. El
equivalente para saltos discretos de tiempo es Rt.

Trataremos de juegos con beneficios sustanciales y oportunidades de cooperacion.

El mds simple serd de dos jugadores y la forma funcion de coalicion serd util para
describirlos, ya que es un atajo para la solucion (sobre todo cuando se puede obtener la

misma respuesta para las formas normal y extensiva).

Todos estos juegos los trataremos como de cooperacidn, presentando dos soluciones
clasicas: Nash y Kalai-Smorodinsky, y sus propiedades. También veremos cémo

influye el riesgo en ellas.

Por ultimo, una negociacion secuencial, con ofertas y contraofertas, y la solucion clasica
de Stahl y Rubinstein.

En problemas con informacién imperfecta, las ofertas, contraofertas y rechazos de las

mismas pueden revelar informacion privada



12.1.- Juegos de Negociacion:

En hagamos un trato, supongamos que hay una suma de dinero D sobre la mesa. J1y j2

tienen interés en el mismo; da igual la naturaleza de los mismos.

El desacuerdo llega cuando ambas partes son capaces de dar el si a una propuesta—>el
punto de desacuerdo, serd el vector d=(d1, d2).

Supondremos que el desacuerdo es que el dinero desaparece, d=(0, 0), que no hay

acuerdo o transaccion.

Ahora dejamos que cada parte realice una propuesta; la estrategia de ji es pedir la
suma de dinero ai (entre 0 y D). Pedir mas que D implica ganancia negativa para la
otra parte, pero como ésta puede ganar cero si dice no, no aceptara la oferta. Del mismo

modo ocurre si pedimos menos de cero; perderemos dinero.

Un reparto eficiente satisface la ecuacion:

i +ay =D

las propuestas suman todo el dinero, las ganancias las capturan ambas partes y no se

desperdicia nada->eficiencia.

Si cada jugador es neutral ante el riesgo y para cada uno la utilidad es igual al dinero:

iy = Uy = agz

Si las propuestas son aceptadas, y sustituyendo en la recta de reparto eficiente:

w +ux =0

El punto de desacuerdo d y la recta de reparto eficiente, juntas constituyen la forma de

coalicion del juego de negociacion, la cual proporciona tnicamente informacion sobre

las ganancias, sin adentrarse en otros aspectos estratégicos.

Mirando la forma normal del juego bajo la forma funciéon de coalicién, podemos
proporcionar detalles estratégicos.
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Figura 12.1. Juego de negociacién, forma funcién de coalicién.

Cada jugador ji pide simultdineamente una suma de dinero ai; si la suma de las dos
propuestas no excede del dinero en juego, los jugadores han alcanzado un acuerdo y

ambos obtienen lo que pidieron.

Si la suma de ambas es superior, no existe acuerdo y obtienen las ganancias del

desacuerdo:

lay,a)=aysia) +a; £ D

= 0 en caso n:n:mtrario'

uzlay,a2) =azsiay+ay < D

= 0 en caso contrario '

Esta forma normal tiene varios equilibrios: cualquier par de propuestas a=(al, a2) que

satisfaga:

L)
v
=

¢1+a.2=D
—



Si la suma de ambas propuestas excede a D, ambos obtienen 0, y al menos uno de ellos

podria reducir su propuesta y obtener ganancia positiva.

Si la suma de ambas es menor que D, queda dinero en la mesa y uno de ellos podria

aumentar su propuesta y obtener una ganancia mayor.

Si cualquiera de los dos puede obtiene una ganancia negativa—> podria elevar su

utilidad a cero mostrando su desacuerdo.

Es un juego simétrico y ambos jugadores cuentan con las mismas estrategias—=>su

solucidn es el tinico equilibrio simétrico entre todas estas posibilidades:

ap =az = Df2

es decir, dividirse el dinero de forma equitativa.

A este mismo resultado llegariamos mds rdpido si aplicamos los principios de

“Simetria en la negociacion” y “Eficiencia en la negociacion”

e Simetria en la negociacion: La solucion a un juego de negociacion simétrico es
simétrica. Cualquier punto posible de la recta ul=u2 satisface la simetria.

e Eficiencia en la negociaciéon: La soluciéon a un juego de negociacion es

eficiente> la solucidn debe estar en la recta de negociacion eficiente.

La linea de simetria y la recta eficiente se cruzan en un punto exacto, de divisién

equitativa, que es la solucion en forma de coalicién.

Estos dos principios son suficientes para resolver cualquier juego de negociacion

simétrico; pero hay muchos juegos asimétricos.

12.2.- Asimetrias y la solucion de negociacion de Nash:

Hay cuatro asimetrias que pueden tener impacto en los juegos de negociacion y que
cambian la apariencia de la figura 12.1

a) Medio de pago de dinero sobre la mesa: Ganancias de ambos en distinta moneda. Si
j1 en dodlar y j2 en marcos alemanes, y el tipo de cambio es 1,5marcos=5$1. ]2 ademas de
recibir las ganancias en esa moneda, hace sus apuestas en su moneda, marcos—>las
propuestas de utilidad deberdn convertirse a ddlares para poder compararlas con las
dejl.



Si hay $10.000 sobre la mesa, la recta de reparto eficiente es:

b, = 0000

15 '

que sustituido el dinero por la utilidad:

ard 1"“—’5 =10.000 l

Ity
15.000

u* = (5.000,7.500)

i,

15~ 10.000

H
10.000

Figura 12.2. Asimetria en medios de pago.

El punto de desacuerdo todavia esta en (0, 0) ya que $0=0 marcos.
Aplicando la simetria a este juego asimétrico obtenemos ul=u2=6.000.

Aqui lo extrafio es que a jl se le pagan $6.000 mientras que a j2 se le pagan 6.000

marcos, 0 $4.000, por lo que el resultado no es simétrico.



Muchos no creen que la asimetria tenga importancia en una negociacion->el siguiente
principio, de Invarianza lineal en la negociacion, tiene el antidoto a la asimetria: asegura

la misma ganancia a todos los jugadores con independencia de la moneda de cobro:

w” = (u], w3,

Supongamos que es la solucién al juego de negociacién con la recta de reparto

eficiente ul + u2=D-> la solucién al juego de negociacién con la recta de reparto eficiente

wfhy +upfla= Do

(kyuy, kau3)

Lo que hace una invarianza lineal es convertir la ganancia de j2 en ddlares, multiplicando por el
tipo de cambio 1,5 marcos = $1, k2=1,5, y consiguiendo que las ganancias de ambos sean

iguales.
La solucién que satisface la invarianza lineal vendra representada por el vector u*=(5.000, 7.500).

Cuando ambos tipos de cambio son distintos de 1, los dos jugadores reciben las ganancias en

otra moneda.

Las soluciones que estudiaremos aqui satisfacen la invarianza lineal.

b) La actitud ante el riesgo: Supongamos que jl es neutral ante el riesgo, pero j2 es averso al

. - b o ., .
mismo, con *2 = (az) , donde b <1 > Al sustituir la funcién de utilidad en la recta de reparto

eficiente obtenemos la curva de reparto eficiente:

u + (u)' =D

Esta curva para b=0,5 y D=100 sera:

ity

d
0 1,

0 100

Figura 12.3. Juego de negociacién, asimetria en la actitud
ante el riesgo.



Cuanto mas averso al riesgo sea un jugador mas deberia temer al desacuerdo, es decir,

mas de acuerdo estaria en aceptar un reparto menos equitativo de dinero.

El equilibrio dominante en riesgo maximiza el producto de las utilidades de los
jugadores, pues la alternativa al equilibrio es una ganancia de cero—> el maximo de la

Ny 1/ _ ;
funcién ulu2 en la curva w1 + @2)'/* = D g puede calcular ast:

- Sustituyendo la ecuacion de la curva en el objetivo:

max u; (D — uy)?

y el maximo de este producto ocurre cuando:

0=(D— u)’ + u'b(D — uy)*"(~1)

multiplicando ambas partes por (D = w) ™, y simplificando:

D=1y = by

Resolviendo, la ganancia dominante en riesgo del j1, neutral ante el riesgo es:

uy = Df(1+8)

D—wu =bD/(1+1)

El dinero que queda, , es el dinero que va a parar a j2.

Si b=0,5 y D=100, entonces j1, neutral ante el riesgo, obtiene 2/3 del dinero($66, 67) y el
j2, averso al riesgo, obtiene la mitad ($33, 33)=> cuanto mas averso al riesgo es un
jugador, cuanto mas cerca de cero esté b, mas cerca de 0 esta la parte de dinero de
dicho jugador.

Con dominancia en riesgo, con un jugador extremadamente averso al riesgo puede
negociarse casi hasta cero> Solucién de negociacion de Nash: cuando el punto de
desacuerdo es (0, 0), esta solucion maximiza el producto de las utilidades de los
jugadores. Este calculo se puede hacer sin prestar atencion a los equilibrios de la forma

normal, lo que es un atajo.



La solucion de Nash satisface la simetria, eficiencia e invarianza lineal.

c¢) Las opciones externas a la negociacién: La quiebra es una de las posibles

restricciones en las propuestas de los jugadores.

Supongamos que jl y j2 tienen propuestas contra los activos de una empresa en
quiebra. Por ley, ninguno puede pedir mas de lo que se le debe. Si las deudas con
ambos son diferentes, hay asimetria a un tiempo—> ambos van a ser neutrales ante el

riesgo.

Si la empresa en bancarrota debe $80.000 a j1 y $40.000 a j2, y si tiene en activos
$50.000, solo podrd pagar a los acreedores si llegan a un acuerdo. La recta de acuerdo

eficiente es:

iy + rp = 50.000

donde al=ul, no puede exceder de $80.000 y a2=u2, no puede exceder de $40.000.

La forma funcién de coalicidon:

¢, = 40.000

Figura 12.4. Juego de negociacién, quiebra.




El juego no es simétrico: el vértice izquierdo del tridngulo de ganancias con vértices en
(0, 0), (0, 50.000) y (50.000, 0) no esta disponible para j1. La soluciéon de Nash no tiene

en cuenta tal asimetria y divide los $50.000 entre ambos jugadores equitativamente.

d) Los limites legales a las propuestas: Asimetria que deriva de diferencias en las

opciones externas y que toman la forma de un punto de desacuerdo distinto de cero.

Supongamos que hay $50.000 en juego entre j1 y j2; si se rompen las negociaciones, j1
tiene una oferta firme de un tercero por $15.000, mientras que j2 tiene $0 el punto de
desacuerdo es d=(15.000, 0) en vez de (0, 0).

Esta asimetria es importante. El dinero a repartirse representa las ganancias, no el
dinero que los jugadores tengan en sus bolsillos procedentes de otra fuente> para
tener en cuenta esta circunstancia se precisa otra forma de invarianza lineal: La

invarianza con respecto al punto de desacuerdo:

Supongamos que u* es la solucién al problema de negociacion con D en juego y punto
de desacuerdo (0, 0)=>1a solucion al problema de negociacion con punto de desacuerdo
d y D+d1+d2 en juego es:

u*+d

Sean dos personas neutrales al riesgo con $35.000 en juego. En la solucion u* los
jugadores se dividen el dinero equitativamente, u*=(17.500, 17.500).

Si ahora hay $50.000 en juego, pero j1 tiene una opcion externa de $15.000-> j1 obtiene
la mitad de los $35.000 mas la opcidn externa de $15.000, lo que hace un total de
$32.000:

u* +d = (17.500, 17.500) + (15.000, 0} = (32.500,17.500)

El resultado es que el que tiene mejor opcidn externa es el que sale mas beneficiado de
la negociacion—> resultado muy intuitivo: sabemos que tenemos la suerte de cara
cuando podemos abandonar un trato e involucrarnos en otro casi tan beneficioso

mientras el otro jugador no tiene otra opcion diferente.

La solucion de negociacién de Nash satisface la invarianza con respecto al punto de
desacuerdo maximizando (ul-d1) (u2-d2) cuando el punto de desacuerdo es distinto de

cero.



En el juego de negociacion de la figura 12.5, el maximo de (ul-$15.000)(u2) en la recta
ul+u2=50.000 tiene lugar cuando u1=32.500.

u, + u, = 50.000

u* = (32.500,17.500)

max
(u, - 15.000)u,
i,

é
d = (15.000, 0) 50.000

Figura 12.5. Juego de negociacién, d # 0.

12.3.- Quiebra I: Independencia de alternativas irrelevantes vy la solucion de
negociacion de Nash:

Con $50.000 de activos a dividir entre dos acreedores neutrales al riesgo, a uno se le
deben $40.000 y al otro $80.000; Nash otorgd como solucién a cada uno $25.000. ;?

Sean A los activos de la empresa en quiebra; con un acreedor 1 y otro 2. El acreedor i

tiene una demanda Ci contra la empresa en quiebra.

Cada demanda representa una responsabilidad legal por parte de la empresa en

quiebra.
Suponemos que la antigiiedad de las deudas es la misma.

En un juego de quiebra, las demandas exceden a los activos:

A<D G

Esta desigualdad de activos y pasivos es la que crea problema a los acreedores pues no

queda suficiente para pagar a todos.



Suponemos que ambos acreedores tienen la misma opcidn externa, 0, en el caso en que

se rompan las negociaciones y no se liquiden los activos de la empresa en quiebra.
Ambos jugadores son neutrales ante el riesgo.

Por tanto, la tinica asimetria posible reside en las demandas—>Cuando C1=C2, el juego

es simétrico.
La recta de reparto eficiente de activos es al+a2=A, y el punto de desacuerdo d=(0, 0).

Dada la neutralidad ante el riesgo, la recta de reparto eficiente de activos es también la

recta de reparto eficiente de la utilidad:

uy +un = A

En el caso de un juego de quiebra simétrico, la solucion de negociacion de Nash divide

los activos equitativamente:

uy =upy = Af2

Cuando las demandas son iguales, no juegan ningtin papel. Cuando son desiguales, el
juego de quiebra es asimétrico = las demandas juegan su papel mds importante, pero

limitado.

Es util ordenar las demandas segtin su tamario:

O <G

Las figuras 12.6 ilustran dos casos que dependen de cuanto queda de los activos

relacionados con las demandas:

Cuando los activos son menores que la demanda mas pequefia, la solucion de Nash
trata ambas demandas como si fueran iguales, porque ninguna podra reclamar todo el
dinero. Nash contintia dividiendo el dinero a partes equitativas siempre que los activos

no sean mucho mayores que la demanda mas pequefia.



(a) (h)

Figura 12.6. Quiebra, solucién de negociacién de Nash: (a) caso 1;
(b) caso 2.

Caso 1. A/2< C1 (fig 12.6a): El producto maximo de utilidad se da en el reparto

equitativo de activos.

Caso 2: A/2 > C1 (fig 12.6b): El producto maximo de utilidad se da en la esquina donde
i = A—0C yu = C.

Aqui el acreedor con la demanda menor es compensado en su totalidad, y el de la

demanda mayor es compensado con el resto.

Esta solucidn extrafia no es la usual para liquidar activos de empresas en quiebra; es
como si Nash crease antigiiedad donde no existe (la deuda antigua se paga entera,
antes de pagar al otro acreedor). Si el demandante 2 fuera realmente mas antiguo, la

solucién aqui también tendria dos casos:
u2=A, cuando A<C2
u2=C2, cuando A>C2

Una propiedad especial, de negociaciones de Nash, es Independencia de Alternativas
Irrelevantes: supongamos que conocemos la solucién u* de un juego de negociacién->
descartaremos varias soluciones posibles menos la u*; esta serd la soluciéon del juego

con menos posibilidades y las alternativas que faltan son irrelevantes ;???



Sea un juego tipico de negociacion por una suma de dinero A, fig 12.7a:

G G

u* u*

u,
R = A

", u,

(@) ) (c)

Figura 12.7. Independencia de alternativas irrelevantes: (a) juego
genérico; (b) con las demandas del jugador 2; (c) con las demandas
del jugador 2 y del jugador 1.

La eficiencia y la simetria implican un reparto equitativo de A.

Si afadimos las demandas del jugador 2, fig 12.7b, como este no puede pedir mas de lo
que se le adeuda, la demanda C2 elimina alternativas. Pero ninguna de estas era

relevante y por ello se pueden eliminar sin mas.

A continuacion sumamos las demandas de j1 y j2, fig 12.7c, Como el acreedor 1 no
puede demandar mds de lo que se le debe, la demanda C1 elimina alternativas—=>

ninguna constituia tampoco la solucién por irrelevantes.

Por tanto, el resultado es la solucién de negociacion de Nash al juego de quiebra del
caso 1, fig 12.6a

Figura 12.6, Quicbra, solucién de negociacién de Nash: (a) caso 1



Aplicando igual argumento al caso 2, la demanda menor elimina la alternativa

relevante, la solucién anterior-> la tinica alternativa relevante es la antigua solucion.

Cuando la solucidon de reparto equitativo se convierte en irrelevante, la solucion de

negociacion de Nash ofrece todo el dinero que puede a la demanda menor.

La solucion de negociacion de Nash es la unica que satisface simetria, eficiencia,

invarianza lineal e independencia de alternativas relevantes.

Cualquier solucién de negociacion que merece nuestra atencion satisface las tres
primeras condiciones; la cuarta, la condicion de independencia se utiliza para tratar las

asimetrias.

La controversia es inevitable en casos de asimetrias ya que lo que se le debe a uno es

siempre relevante de cara a lo recibido en procesos de liquidacidn por quiebra.

12.4.- Quiebra II: Monotonicidad u la soluciéon de Kalai-Smorodinsky:

Lo controvertido de la soluciéon de Nash para las quiebras ha llevado a buscar nuevas

propuestas de solucién a juegos en general y a las quiebras en particular.

La idea principal ha sido reemplazar la independencia de alternativas irrelevantes por
otra condicion; la propuesta mas satisfactoria, la de Kalai y Smorodinsky que proponen
la propiedad de la monotonicidad para solucionar negociaciones=> supongamos que
la curva de ganancias eficientes se desplaza en direccion del j1, entonces su ganancia en
la solucién de negociacion no disminuye; lo mismo ocurre con j2, si se desplaza la

curva de ganancias hacia j2.

La solucion de Nash no satisface la propiedad esta.

Sea el contraejemplo de fig 12.8: La figura a tiene solucion de Nash u*=(0,6, 0,6).
Afiadimos una nueva posibilidad, (0,5, 0,8) a la curva de eficiencia, desplazando las
posibilidades de utilidad a la figura b=> la ganancia del j1 ha disminuido aunque la de
j2 ha aumentado, lo que viola la monotonicidad para j1.

Kalai y Somorodinsky demostraron que existe una tnica situacion de negociacion que
satisface la eficiencia, simetria, invarianza lineal y monotonicidad->solucién facil de

describir que no precisa calculos:

Considerando todas las utilidades de que puedan disponer los jugadores, al menos tan
buenas todas como el desacuerdo. Sean U1 y U2 las utilidades mas altas respectivas de
cada jugador > U(U1, U2) es el vector de estas utilidades maximas.



Dibujamos la recta que une el punto de desacuerdo, d, y el punto U

El punto donde esa recta se cruza con la curva de ganancias eficientes sera la solucion

de Kalai-Smorodinsky.

Sea el punto de desacuerdo d=(0, 0) y el punto de demandas maximas U=(1, 1)

En la figura 12.9 a, la solucion de Kalay-Smorodinsky coincide con la de Nash,

u*=(0,6, 0,6) ya que ambas soluciones satisfacen la simetria y eficiencia:

u, i,

(o'” u= (l,l) (0,1) 4 u= (l.l)

u* 0,508 '\ ,»
(0,6,0,6) Solucién de 0,6,0,6) Solucién de
Kalai-Smorodinsky Kalai-Smorodinsky
» , » ",
d=(0,0) (1,0 d=(0,0) (1L,0)
(a) ®

Figura 12.9. La solucién de negociacién de Kalai-Smorodinsky
satisface monotonicidad.

En la fig 12.9 b, la solucién de K_S se queda en la solucién atn eficiente u*=(0,6, 0,6),
pese al desplazamiento—>solucion que enriquece a los dos jugadores, no solo a uno,
cumpliendo la propiedad de monotonicidad la soluciéon de K_S.

Consideremos el juego de quiebra con C1=$50.000, C2=$100.000 y A=120.000, d=(0, 0) y
U=(50.000, 100.000).

La recta entre ellos viene dada por la ec:

Uz = 21&'[

y la recta de ganancias eficientes por la ec:

uy + iy = 120.000



Estas dos rectas se cruzan en el punto (ul, u2)=(40.000, 80.000), solucién de K_S->
comparada con la de Nash de (50.000, 70.000), la de K_S no paga al acreedor 1 la

totalidad de la demanda; ninguno recibe la totalidad, salvo que lo hagan los dos.

La solucion de K_S, como la de Nash, también paga menos a los jugadores aversos al

riesgo que a los neutrales al riesgo.

Supongamos que el jl anterior es averso al riesgo, con ul=(a2)*® >La demanda del

acreedor 1 en dicho juego de quiebra sera:

(50.000)°° = 223 6

La curva de ganancias eficientes viene dada por

1y + ()* = 120.000
El punto de desacuerdo sigue siendo d=(0, 0), pero el U=(223,6, 100.000)

La recta entre d y U viene dada por la ecuacion:
- 1
“2= \ 0,002236 )

Sustituyendo la recta en la curva de ganancias eficientes y resolviendo la ec de segundo

grado—> ul=188,7. Resultado que implica que u2=84.400.

El dinero pagado al acreedor 1, averso al riesgo, es (188,8)>=$35.600, cantidad menor
que $40.000 que recibe el neutral al riesgo.

Las soluciones de K_S y Nash coinciden en su actitud frente a la aversion al riesgo

pero no en sus valores.



Este tema debe entenderse de forma general, sintetizando los criterios para
seleccionar una solucidn en juegos de negociacién (estos criterios se aplican
en el mundo real, aunque a Varoufakis parece no irle demasiado bien, de
momento).

En el ejemplo que aparece, donde C1=50.000, C2= 100.000 vy
A=120.000, se expone que la recta entre d y U viene dada por la
ecuacion u2= 2 ul, que supongo sale de la relacién entre 50.000 y
100.000, y no entre C1 y A.

Sin embargo, en la solucién del problema 5, aparecen diferentes
ratios relacionando C1 con A(1al1l,1a 3y 1lab). Entiendo que en
los tres casos la ratio debe ser la misma, es decir, 1 a 5 (u2 = 5ul),
y que lo que debe variar es la igualdad a A (1.000.000, 3.000.000 y
5.000.000). Si es asi, las soluciones difieren de las planteadas.

Le pido me aclare la contradiccidon, si es que existe, aunque es mas
que probable que no haya entendido el planteamiento.

En la solucion Kalai y Smorodinsky cruzamos la recta de ganancias
maximas con la recta de reparto eficiente, y nada mas. Es una
solucién facil.

La recta de reparto eficiente es u2 = 120.000 - ul.

La recta de reclamaciones maximas es u2 = 2ul, puesto que hay que
unir el punto (50.000, 100.000) con el punto (0, 0), y eso genera una
recta que pasa por (0, 0) y con pendiente igual a 2.

El resultado es (ul, u2) = (40.000, 80.000). La solucién de Nash es
mas complicada, porque hay casos que considerar.

Lo que tiene que hacer es resolver un sistema de dos ecuaciones con
dos incdgnitas. El sistema esta formado por:

u2 = 120.000 - ul
y
u2 = 2ul
Si sustituimos...
2ul = 120.000 - ul

3ul = 120.000



ul = 40.000
y por tanto
u2 = 80.000

Si no hubiera restricciones el reparto seria 60.000 para cada uno.
Pero la suma de lo que se debe a estos dos jugadores excede el
importe de la liquidacién, pues 50.000 + 100.000 = 150.000 >
120.000.

La cantidad menor es 50.000 < 120.000/2. En este caso se concede
todo al que reclama menos (50.000) y el resto (70.000) al otro.

Esta es la solucién de Nash cuando C1 < A/2.
En definitiva:

La solucion de Nash introduce el concepto de negociacion como un conjunto de
asignaciones de utilidad resultantes de los acuerdos posibles y busca posibles
soluciones. Para encontrar una solucion al juego demostré que existe un tnico
equilibrio en el que se llega a una solucion en juegos de negociacion que cumple las 4
axiomas ideales de una buena solucion al juego: Eficiencia, Simetria, Invarianza e
independencia de soluciones irrelevantes. Aquella combinaciéon que cumpla estas

axiomas sera la solucion de juego segtin Nash.

La solucién de Nash que cumple esas axiomas es tinica ya que permite encontrar una
solucién Pareto eficiente, sin embargo cuenta con un importante problema: asigna

distintos resultados a los jugadores segtn su posicién frente al riesgo.

Para resolver ese problema de "falta de equidad" en el reparto final fruto del acuerdo,
se introduce la solucion Kalai-Smorodinskyque propone que las utilidades de los
jugadores deben ser proporcionales a las utilidades maximas que puedan obtener. De
modo que si varia el conjunto de resultados, las utilidades de los agentes deben variar
y conseguir al menos lo mismo que antes de la variacion. (De modo que quizds sea una
critica a la solucion de Nash en las que vemos que siempre sale perdiendo el agente

que muestre mayor aversion al riesgo).

Tal y como estd explicado en las orientaciones (con algo mas de
profundidad que en el libro), pero no es necesario aprenderse esos
detalles.

No hago preguntas para responder "de memoria", asi que hay que
entender cdmo se alcanza la solucion en un grafico, y la diferencia
entre los dos métodos. Pero con eso es suficiente.



12.5.- MCI y BT llegan a un acuerdo:

Con frecuencia la forma en que los jugadores representan el juego de negociacion

tienen gran impacto en el acuerdo al que se llega, si se llega a alguno.

1993: Las gigantes en tamafio, MCI y BT, ambas de telecomunicaciones, llegan a un

acuerdo tras muchas negociaciones rotas que beneficiaba a ambas partes...

12.6.- Negociacion secuencial con informacion perfecta:

A veces hay que llegar a la forma extensiva para aplicar ciertos fendmenos reales.

Esperar a un acuerdo mejor: un jugador que espera es alguien que rechaza un acuerdo

hasta que consigue mejores términos.

En la negociacion secuencial con informacion completa, no hay espera en la trayectoria
del equilibrio perfecto en subjuegos; pero puede darse una espera en esa trayectoria, si

es la tnica forma de hacer creible la informacion privada.

La negociacion en forma extensiva se modela como secuencia de ofertas y

contraofertas, dando lugar a una negociacién secuencial.
Supongamos que existe una cantidad de dinero D en juego.
Sea ai(t) las suma que ji pide en el momento t

j1 es el primero en decidir en el momento t=0; y pide la cantidad al(0)->el resto del
dinero, D-al(0), va a j2 si lo acepta inmediatamente. Pero si j2 rechaza la oferta de j1,
realiza una contraoferta en el proximo turno, a2(1)=> jl tendrd que aceptarla o

rechazarla...:

[a,(0), D ~a(0)] [e'D-a)(1), a(1)
1

1
]
]
1
1
)
1
1
!
1
1
)
'
t
'
‘
'
]
t
1
1

Periodo 0 Periodo 1

Figura 12.10. Negaciacién secuencial, los dos primeros periodos.




El tiempo es oro y ademas hay un coste de oportunidad por tener el dinero parado.

Si el tipo de interés de cada periodo es r, y el interés es compuesto, el valor del dinero
tras T periodos es, De™"

Si los dos jugadores no se ponen nunca de acuerdo, el dinero acaba perdiendo su valor.
Si existe un limite de tiempo finito se tiende a llegar a soluciones extremas.

Si el limite es 0> negociacion con ultimatum: j2 debe decidir si acepta o no la oferta de

j1 y a continuacion se acaba el juego.

En equilibrio perfecto en subjuegos, j1 consigue todo o casi todo el dinero; si el juego
puede durar otro periodo, permitiendo que j2 haga su contraoferta, j1 no podra obtener

casi todo el dinero.

Como el dinero va disminuyendo sin parar, j1 necesita hacer una contraoferta atractiva

para que j1 acepte inmediatamente.

Si j1 propone al(0), es decir, ofrece a j2 la diferencia D-al(0), Cuando deberd aceptar j2

la oferta?

Consistencia en la negociacion: nunca se debe pedir lo que se ha rechazado antes:
supongamos que jl pide inicialmente al(0) y deja para j2, D-al(0)> si j2 rechaza esta
cantidad deberd pedir al menos esa cantidad cuando le toque su turno; como tendra

que esperar un turno, debera pedir al menos un a2(1) que satisfaga:
a2(1) er =[D-a1(0)]

donde e representa el factor descuento de un periodo, y r es el tipo de interés de dicho

periodo.
Si el tipo es del 10%, obtener $40 equivale a recibir $44,21 en el siguiente periodo.

El subjuego que comienza con la oferta de j2 en el periodo t=1, con una suma de dinero
D en juego, es igual al subjuego que comienza jl haciendo una oferta en t=0 con una

suma D en juego.

Si j1 realiza de entrada una propuesta aceptable, al(0)=>j2 en el siguiente periodo es
también aceptable siempre que

a1 (0) = ax(1)



Uniendo ambas ecuaciones:

= ay(1)* |

D
a(0)* = —\——E]e_,l ’

Un resultado de equilibrio perfecto en subjuegos es que jl pida al(0)*, dejando a j2 la
suma D-al(0)*=De/(1+e™), que aceptara inmediatamente—> Esperar no beneficia ya que

los términos no van a mejorar nunca->solucion de negociacion Stahl-Rubinstein.

Para D=$100 y r=25%(interés disparatado)->jl que empieza, obtiene 56,2% del dinero

en juego, dejando para el segundo el 43,8%

1;

u* = (73,27)
u, + 1, = $100

Figura 12.11. Negociacién secuencial, forma
funcién de coalicién, r = 25%.

a medida que baja el tipo de interés, se reduce el coste de esperar, y disminuye la
ventaja de jl1.

Con r=5%, el que acttia en primer lugar obtiene el 51,3% del dinero en juego

En el limite, cuando el tipo de interés se acerca a cero, desaparece la ventaja del j1-> el
tiempo requerido entre el rechazo de una propuesta y la realizacion de una

contrapropuesta tiende a cero.



12.7.-Negociacidon secuencial con informacién imperfecta:

La solucidon Stahl-Rubistein depende de que ambos jugadores saben exactamente la
cantidad de dinero en juego. Esperar no aporta beneficios si ambos conocen dicha

cantidad; pero si la informacién es imperfecta, esperar puede resultar beneficioso.

El rechazo de una propuesta y la posterior contrapropuesta por parte de un jugador
informado puede senalar a la otra parte qué cantidad de dinero estd realmente en

juego.

Un ejemplo: j1 es un novelista que va a ofrecer su novela como guion; pero desconoce

el valor que puede tener su novela para la compania cinematografica.

La probabilidad de que sea aceptada es del 90% para hacer una peli normal, con un
valor de $100.000 y del 10% de que sea un éxito, con un valor de $1.000.000 (supuesto

muy optimista)
La empresa cinematografica, j2, conoce el valor de la novela pero lo oculta

Ambos jugadores son neutrales ante el riesgo y acuerdan que si llegan a un acuerdo se

repartiran el dinero en un juego equitativo.

j1 puede pedir $500.000, la mitad del valor si la novela es un éxito->si es un éxito, j2
que lo sabe, debera aceptar inmediatamente; pero si es solo aceptable, j2 rechazara y
esperara antes de hacer una contraoferta->Fase de espera, hasta que esa informacién

(que la novela solo es normalita) se hace creible.

Si j2 rechaza la propuesta de $500.000 e inmediatamente vuelve y ofrece $50.000, j1
debera rechazar la propuesta->podria ser una mentira por valor de $450.000. Pero si j2
espera lo suficiente, la sefial se hace creible. ]2 ha de esperar lo suficiente para que el

beneficio que podria reportar una mentira de $450.000 desaparezca.

Si miente y rechaza un beneficio seguro de $500.000, le tocaran ($950.000)e" durante la
fase de espera —>950.000= $500.000 (beneficio de la compafiia cinematografica por
conseguir una novela exitosa) + $450.000 de la mentira.

La posible mentira de la compafiia cinematografica pierde todo su valor cuando

$500.000 = ($950.000)e "



Despejando t, tenemos;

,_ —log(0.526) _ 0,64

T r

Cuanto mas bajo sea el tipo de interés, mas tiempo deberd esperar la compania

cinematografica antes de realizar su contraoferta de $50.000.

Tomando un valor extremo, r=100%/afio> la fase de espera dura 0,64 afos, unos 7
meses. Si el tipo es solo del 10%, la fase de espera dura 6,4 afios: por eso se prolongan

tanto las negociaciones en Hollywood.

Si creemos que hemos escrito una novela de gran éxito, tardaran en convencernos de lo

contrario.

12.8.- Las negociaciones comerciales entre EEUU y Japon:

Las relaciones comerciales entre las dos principales economias del mundo les
benefician a los dos. Las exportaciones hacen que su economia crezca y las
importaciones que disminuya-> si existe equilibrio I-E, las ganancias del comercio se

divide de forma igualitaria entre ambos.

Con los acuerdos actuales, Japon obtiene mayores beneficios comerciales que EEUU:
superavit de $50.000 millones a favor de Japon, un 73% del total del déficit comercial
de EEUU-> las ganancias del comercio se repartirian mas equitativamente si el déficit
comercial se redujera hasta casi cero, como le ocurre a EEUU con otros socios

comerciales.

En un mundo perfectamente competitivo los déficits comerciales de este tipo no
durarian. Los precios (tipos de cambio, aqui) se ajustarian hasta desaparecer el déficit.
El yen ha disminuido de 140 Y=$1 hasta 100 Y=$1, pero no ha desaparecido del déficit.

En 1993 los dirigentes de ambos paises comenzaron una serie de reuniones para
resolver el tema del déficit->fijaron una agenda de conversaciones. Un comentario,
referente a un acuerdo con resultados medibles, fuera de contexto por parte del
secretario del tesoro USA llevo a Japon a tomar medidas y restricciones y acusaciones
hacia EEUU, y al final de ese afio, anuncié un nuevo marco de conversaciones que
deberia incluir un acuerdo sobre principios; uno de los cuales era la bilateralidad: “si
alguna de las partes reclama medidas unilaterales, la otra se reservarda el derecho a

suspender las conversaciones”.



Después de una cumbre, Japén hizo una concesién sobre los resultados medibles, al
expresar que estaria dispuesto a considerar “ejemplos ilustrativos”, cifras no

vinculantes, pero que servirian de parametros para medir el acuerdo.

Tras la cumbre de los siete grandes, ambas potencias acordaron un acuerdo marco:
Japon se abriria a mas importacion , con normas y reglas transparentes para empresas
extranjeras, y se comprometeria a reducir el superavit con el resto de potencias, no solo
con EEUU. Y EEUU se comprometié a reducir el déficit publico y aumentar la

competitividad de sus fabricantes.

Apéndice

Negociacion en el laboratorio:

Alvin E Roth realizd varios experimentos en laboratorio; el marco basico: dos
jugadores, elegidos entre la poblacion estudiantil. A cada uno se le informa de que hay
un premio grande y otro pequeno; si no gana uno, se le asigna automaticamente el

otro.

El gran premio se adjudica por loteria al final del experimento al jugador que consiga

el namero ganador.

Al comienzo hay 100 billetes numerados del 1 al 100 y cuantos mas consiga el jugador
en la negociacion, mas posibilidades de ganar el gran premio. Los billetes de loteria

representan el dinero en juego.

El nimero ganador se obtiene sacandolo al azar de una distribucién uniforme; cada

numero igual probabilidad.

Los jugadores negocian cuantos billetes obtendra cada uno. En caso de desacuerdo no

se sorteara el gran premio y cada uno obtendra el premio pequefio.

En 12.12 a, si j1 obtiene todos los billetes, esta seguro de sacar el gran premio. Si es el 2,
se lo llevara él.

Podemos convertir los billetes en utilidades:

wi =t; A; + (1 — #;)a;



donde ti es el nimero de billetes del jugador i, Ai el gran premio del ji y ai el premio

pequeno de i.

En los experimentos mas sencillos el gran premio es Ai=$1 y el menor ai=$0 para

ambos jugadores.
I e,
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Figura 12.12. Negociaci6én en el laboratorio, Repartir un dolar:
(a) posibilidades de billetes; (b) posibilidades de utilidad.

En 12.12b, estan las posibilidades de utilidad resultantes, representando un conjunto

de reglas para jugar a Repartir un ddlar.

Cuando los participantes jugaron, cada pareja (once en total) eligié una distribucion de

billetes 50-50 , como predecia la solucion de negociacion.

Suponiendo que j2 pudiera recibir un maximo de 60 billetes, segtin la independencia de

alternativas irrelevantes, esta restriccion no deberia importar.

La 12.13 muestra las posibilidades de billetes y posibilidades de utilidad resultantes:

wru,=1

d=(0,0) d={0,0) $0.40 sl
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Figura 12.13. Negociacién en el lab io, indep ia de al-
ternativas irrelevantes: (a) posibilidades de billetes; (b) posibili-
dades de utilidad.




Muchas parejas jugaron a este juego y en promedio j2 obtuvo 1,9 billetes menos que j1,

mientras que en la solucion de Nash no se daban estas diferencias.

La elevada desviacion estandar de la diferencia de billetes, 12, 2, sugiere que este

resultado no es estadisticamente significativo.

La solucién de Kalai-Smorodinsky dice que la restriccion crea una diferencia a favor de
j1; sin embargo, los billetes se deberian repartir con un ratio 5:3, de manera que jl

obtuviera 25 billetes mas, en lugar de solo dos mas.

Al poner el limite al nimero de billetes de j2, se introdujo ruido y los jugadores

tuvieron dificultades al negociar.

Después los investigadores cambiaron el valor de los premios altos, pasando a $1,25
parajl y a $3,75 para j2; los bajos se mantuvieron en $0. No habia limite en el nimero

de billetes a obtener j2, obteniéndose:

Segun Nash, los jugadores se reparten el dinero en ratio 1:3, donde j1 obtiene $0,625 y
j2 obtiene $1,875. Lo que se obtiene de la invarianza lineal aplicada al juego Repartir un
Dolar.

Esta division del dinero implica una vision equitativa de los billetes, 50-50.

La negociacion de Kalai-Smorodinsky satisface la invarianza lineal y en este caso

coincide con Nash.

t, £
100 $3,75 ¢
Nash, Kalai-Smorodinsky
3u, +u, =83,75
t, i,
d =(0,0) 100 d=(00) s$125
(a) ®)
Figura 12.14. Negociacién en el laboratorio, invarianza lineal:

(a) posibilidades de billetes; (b) posibilidades de utilidad.



Al jugarlo en el laboratorio ocurrio: el reparto no fue equitativo, pues jl obtuvo un
promedio de 34,6 billetes mas que j2, con una desviacion estandar muy grande, del
19,3, y el ratio observado es de mas de 2:1— se debe a que los acuerdos de reparto de
billetes tendieron a agruparse entre el reparto 50-50 y el 75-25. El promedio de estos

dos tipos de acuerdo es el valor intermedio observado, una diferencia entre 0 y 50.

Como ultimo experimento, los valores de los premios se mantuvieron pero j2 solo

podia pedir 60 billetes como maximo:

f, L
$2,25 ¢
6 3u, + u, =$3,75
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@ ; ®
Figura 12.15. Negociacién en el laboratorio, ambas condiciones:
(a) posibilidades de billetes; (b) posibilidades de utilidad.

La solucion de Nash continia prediciendo que los billetes se repartiran
equitativamente; la de Kalai-Smorodinsky establece que la utilidad se repartira segin

el ratio 5:9, lo que implica 61 billetes para j1 y 39 para j2.

Cuando once parejas llegaron a acuerdos con este juego, la diferencia media en el
numero de billetes fue de 21,6 billetes a favor de jl (desviacion estandar de 22,5),
resultado muy proximo a la prediccion de Kalai-Smorodisnky, de 22 billetes para j1, y

muy lejos de la prediccion de Nash de que no habra diferencia.

Conclusiones del experimento: mixtas. Los resultados no son tan claros como quiere la

teoria de juegos y algunos hasta sorprendentes:

1. Un 20% de los casos no llegan a acuerdos, algo exigido por el principio de
eficiencia.
2. Se alcanza mayor numero de acuerdos en los 30 ultimos segundos que en el

resto del tiempo, con un maximo en 5 segundos



Conceptos clave

juegos de negociacion juego de quiebra

punto de desacuerdo monotonicidad

reparto eficiente solucién de negociacién

forma funcién de coalicién de Kalai-Smorodinsky

simetria en la negociacién espera en la negociacién

eficiencia en la negociacion negociacion secuencial

invarianza lineal solucién de negociaciéon

independencia de de Stahl-Rubinstein
alternativas irrelevantes negociacién secuencial

solucién de negociacion de Nash con informacién imperfecta

Problemas

1. Dos jugadores neutrales ante el riesgo tienen $500 en juego. Si no alcanzan
un acuerdo el jugador 1 no obtiene nada, mientras que el jugador 2 tiene una
opcién externa de $100. Hallar las soluciones de negociacién de Nash y de Kalai-
Smorodinsky. ;Coinciden?

El punto de desacuerdo es d = [0, 100] mientras que la frontera de posibilidades para las
utilidades [curva de reparto eficiente] es uy + uz = 500. La solucion de Nash maximiza
usfuz- 1007 sujeto a la restriccidn ug + uz = 500, Sustituyendo la restriccion en la funcion
que maximizamos —previo despeje de uz- tendremos ui1[400-u1). Derivamos e igualamos a
cero, de forma que O =ua-1] + 400 - uy, ¥ de ahi u1 = 200, Esto implica que uz = 300. La
solucion de Nash es por tantou = (200, 3007,

Es un problema de optimizacién condicionada, por lo que podemos resolverlo también
empleando un lagrangiano:

maxuq(uz- 100

sujetoa la restriccidn ui +uz = 500
Formamaos el lagrangianao
L=uiluz-1007- A{u1+uz-500)
-dL/duir=uz- 100-A =0
-dLjduz=u1-A=10
-dL/dh =14 +uz-500=0
Despejando las A e igualando tenemos uz- 100 =1y, Sustituimos en la tercera expresian:
(uz- 100) +uz- 500 =0
uz=600,/2 =300

Portanto,ug=1ugz- 100 =200,



2. Con los mismos datos del problema 1, hallar la solucién de Kalai-Smorodinsky
y compararla con la de Nash del problema 1.

Para hallar la solucién de Kalai-Smorodinsky tenemos que partir del vector de ganancias
mdaximas, que es U =500, 500). La linea queune d con U responde a la ecuacidn

uz =100 + 0,814
Esta linea corta a la frontera de posibilidades de utilidad, o curva de reparto eficiente, en
g+ 100 + 0,8u, =500

Resolviendo obtenemos ui = 222. Esto implica que el jugador 2 obtiene uz = 278, La
solucion de Kalai-Smorodinsky es portantou =222, 278)

Las dos soluciones a este juego de negociacidn son diferentes, aunque ambas coinciden en
que el jugador Z, aquel con una opcidn externa [véase d], deberia obtener mas que el
jugador 1.

¢Como llegar a la ecuacién u2=100+0.8ul? éCoémo se utiliza la
opcidn externa con Kalai-Smorodinsky?

Se trata de unir dos puntos,(0, 100) y (500, 500), con una recta. Por
tanto:

(x - 0)/(500-0) = (y-100)/(500-100)
x/500 = (y - 100)/400
400x = 500y - 50000

y =4x/5 + 100 >y = 0,8x + 100

3. En el problema 1, el jugador 1 es neutral ante el riesgo, y el jugador 2 averso
al riesgo, con una funcién de utilidad u; = (dinero)®®. Hallar las soluciones de
negociacién de Nash y de Kalai-Smorodinsky. ; Coinciden?

Partimos de uz = (az]0,5, o lo que es lo mismao, uz? = az, donde az es la cantidad de dinera.
Las dos cantidades deben sumar D, de forma que a1+ az = D. Convertimos el dinera en
utilidad con las correspondientes funciones de utilidad, ¥ pasamos a tener que ug + uz2=D,
que es una curva. Para D = 100 esa curva tiene la siguiente farma:

(!

Max LN

Mash Solution
w + .t = 100



La solucion de Nash consiste en alcanzar [punto de tangencia) la curva de indiferencia
umz mds alta posible con la curva de reparto eficiente. Formalmente, se trata de
maximizar uu; sujeta a la restriccion uy + uz? = D, Eso se hace mediante la formacion de
una fuacisn auxiliar de Lagrange: L = uimz - A(ui + uz? - D), donde & es el llamado
multiplicador de Lagrange, Las condiciones de primer orden de maximo som oL/dus = 0,
dL/0uz = 0 y 0L/0A = 0. De la primera tenemos uz - A = 0 y de la segunda uy- 2ZAhuz = 0.
Dezpejamos de cadauna de ellas A, vy tenemos que uz = A ¥y que A = u1/2uz Las igualamos v
obtenemos Zuz® = u1 Llevamos esa igualdad a lo que resulta de la tercera condicién de
primer orden, que es uy + uz? = D, ¥ tenemos 3uz® = 100, dado que D = 100 [por seguir lo
representado en el grafica). De ahi cbtenemos uz = 5,77, ¥ por tanto ui = 66,67, Si
resolvemos para D = 500 y d = [0, 0) tendriamos 3uz% = 500, uz = 12,91, ¥ por tantouy =
333,33. Esta es la solucidn de Nash.

Ya cabemos como se hace ¥ qué aspecto tiene la solucidn. El caso mas complicado que pide
el libro, con ' = 500 v d = [0, 100), presenta un problema en la solucion (sale un valor
negativa). Pero indicamos céma se resolveria un caso de este tipo. La funcidén a maximizar
serfa ui(uz- 100), debido al vector d. Portanto, L=1us{uz- 100] - A(us + uz2 - 500], ¥ de ahi
tendriamos las condiciones de primer orden.

Problema matematico de optimizacion condicionada, con una
restriccion de igualdad.

Formalmente, se trata de maximizar u;u, sujeta a la restriccion u; +
2
U™ = D.

Geométricamente, a su vez puede verse como la busqueda de un
punto de tangencia entre las dos curvas.

Tendria que calcular la pendiente de ambas e igualarlas.
RMS(ujuz) = d(ujiuz)/duy / d(uiuz)/duz = uy/u;

RMS(u; + ux?) = d(u; + ux?)/duy / d(uy + uz?)/dus = 1/2u>
un/u; = 1/2u»

2ux° = uy

4. Con los mismos datos del problema 3, hallar la solucién de Kalai-Smorodinsky
y compararla con la de Nash del problema 3.

Vamos a ver la de Kalai-Smorodinsky. En el caso del grafico, que es D = 100, tendriamos d
=[0,0) ylos valores mdximos son U = (100, 101, En el caso D =500 tendriamos que buscar
los puntos de corte de la cusrva de reparto eficiente con los ejes, Esta serfa ug + ug? = 500,
Cuandouy =0,uz=22,36; cuandouz=0,uy =500, Portanta U =500, 22,38). Para D = 100,
lalinea queuned =[0,0) ¥ U =100, 10) esuz =(0,17u1. Se obtiene calculandola recta que
pasa por dos puntos. En el caso de D = 500 tendriamos que hallarla linea que une U = (500,
22,38) yd =0, 100]). Nolovamos a hacer.



Vamos a seguir con el caso mds sencillo del grafico, para D =100,d =[0,0) % U =100, 107,
Sustituimos la linea uz = (0,1Ju1 en la curva de reparto eficiente, que es u1 + u: = 100, ¥

tendremos 10uz + uz? = 100, Resolviendo tenemos uz = 6,18, ¥ por tanto, dado que uz =
(0,1Juy, u1 = 61,8, En la solucidn de Kalai-Smorodinsky con un jugador aversc al riesgo el
neutral vuelve a obtener mas que el averso. El neutral obtiene 61,8 de 100 y el averso lo
que gueda, que es 38,2, En general, sf eres averso al Fiesgo, es mefor o hacerlo ver en un
proceso de negociaeid .

5. Los jugadores 1 y 2 son los acreedores en un juego de quiebra. El jugador 1
presenta una demanda de 1 millén de délares, y el jugador 2 otra de 5 mi-
llones de délares. Ambos son neutrales ante el riesgo. Calcular las soluciones
de negociacién de Nash y Kalai-Smorodinsky cuando los activos en juego son
1 millén de délares, 3 millones de délares y 5 millones de délares. Comparar las
dos soluciones.

Cuando los activos son de 1 milldn, tanto el criterio de Nash como el de Kalai-Smorodinzly
coinciden en dividirlo igualmente entre los dos acreedores, 0,5 millones para cada uno.
Cuando los activos son de 3 millones, el criterio de Nash lleva a pagar todo lo que pide el
acreedor que pide menos [1 millan), ¥ el otro recibe lo que queda (2 millanes]. En cambio,
Kalai-Smorodinsky pagaria seginun ratiode 1 a 5, es decir, 0,5 millones para el jugador 1
v 2,5 para el jugador 2. Cuando los activos suman 5 millones, el criterio de Nash paga al
que reclama menos todo lo que solicita, que es 1 millon, v al otro el resto, que son 4
millones. Por otro lado, Kalai-Smorodinsky pagaria segin un ratiode 1 a 5, ¥ por tanto,
0,83 millones al acreedorque reclama menos v 4,17 al que pide mas.

Vamos a verlo en detalle:

Esz un juegode quiebra. El jugador 1 presenta una demanda de 1 millén [C4], ¥ el jugador 2
de 5 millones [Cz). Tenemos que U=1,5) v qua d =[0,0].

CasoA: elimporte de la liguidacidn (Al es de 1 milldn,

Solucién de Nash: De las dos peticiones, C1 v Cz, ninguna de ellas excluye la posibilidad de
esa solucidn simétrica [estariamos en el Caso 1, siendo que A/2 = C4, v no en el Casa 2], asi
que la propiedad de las alternativas irrelevantes explica que la solucién se mantenga.

Solucion de Kala-Smorodinsk exactamente la misma. La recta de ganancias maximas es
una bisectriz (hay 1 milldn a repartir), v la de eficiencia tiene angulos de 452, El punto de
corte es el media,

CasoB: elimporte de la liguidacién es de 3 millones.

Solueion de Nash: Aqui es obvio ya que A/2 > Cy, por lo que estamos en el caso 2, y aguiel
acreedor con menor deuda la satisface plenamente y lo que sobra es para el acreedor con
mayor deuda. Por tanto, el jugador 1 obtiene 1 millon ¥ el jugador 2 los 2 millones
restantes.



Solucion de Kalal-Smorodinsks La linea que une esos dos puntos es uz = Sui. La recta de
ganancias eficientes esuy + uz = 3. Resolvemos el sistema: 3 -uy=5uy, uy = 1/2, yuz=5/%.
Ambos en millones, Elraticoes 1 a5,

CasoC: elimporte de la liguidacion es de 5 millones.

Solucion de Nash: Aqui es obvio va que A/2 = Cy, porloque estamos en el caso 2, y aquiel
acreedor con menor deuda la satisface plenamente y lo que sobra es para el acreedor con
mayor deuda. Por tanto, el jugador 1 obtiene 1 millén v el jugador 2 los ¢ millones
restantes.

Solucidn de Kalai-Smorodinsks La linea que une esos dos puntos es uz = 5uy. La recta de
ganancias eficientes esui + uz =5. Resolvemos el sistema: 5 - u1 = 5u3, u1=5/6 [=0,83), ¥
uz=25/6([=4,16). Ambos en millones. El ratioes 1 a 5.

La solucién de Kalai-Smorodinsky trata al que reclama cantidades mayores mejor que la
de Nash, al menos cuando los activos superan el millon.,

Hay un pequefio error en una de las observaciones de esa solucién al
problema.

Es un juego de quiebra. El jugador 1 presenta una demanda de 1
millén, y el jugador 2 de 5 millones. Tenemos que d = (0,0) y U = (1,
5).

Caso A: el importe de la liguidacién es de 1 milldn.

Solucién de Nash: De las dos peticiones, C; y C;, ninguna de ellas
excluye la posibilidad de esa solucion simétrica (estariamos en el
Caso 1, y no en el Caso 2), asi que la propiedad de las alternativas
irrelevantes explica que la solucidon se mantenga.

Solucién de Kalai-Smorodinsky: exactamente la misma. La recta de
ganancias maximas es una bisectriz (hay 1 millén a repartir), y la de
eficiencia tiene angulos de 459. El punto de corte es el medio.

Caso B: el importe de la liguidacidon es de 3 millones.

Solucion de Nash: Aqui es obvio ya que A/2 > C;, por lo que estamos
en el caso 2, y aquiel acreedor con menor deuda la satisface
plenamente y lo que sobra es para el acreedor con mayor deuda. Por
tanto, el jugador 1 obtiene 1 millon y el jugador 2 los 2 millones
restantes.

Solucion de Kalai-Smorodinsky: La linea que une esos dos puntos es
u2 = 5ul. La recta de ganancias eficientes es ul + u2 = 3.
Resolvemos el sistema: 3 - ul = 5ul, ul = 1/2, y u2 = 5/2. Ambos
en millones. El ratio es 1 a 5.

Caso C: el importe de la liquidacion es de 5 millones.




Solucién de Nash: Aqui es obvio ya que A/2 > C;, por lo que estamos
en el caso 2, y aqui el acreedor con menor deuda la satisface
plenamente y lo que sobra es para el acreedor con mayor deuda. Por
tanto, el jugador 1 obtiene 1 millon y el jugador 2 los 4 millones
restantes.

Solucion de Kalai-Smorodinsky: La linea que une esos dos puntos es
u2 = 5ul. La recta de ganancias eficientes es ul + u2 = 5.
Resolvemos el sistema: 5 - ul = 5ul, ul = 5/6 (=0,83), y u2 = 25/6
(=4,16). Ambos en millones. El ratio es 1 a 5.

6. Le llaman para testificar en un caso de quiebra como testigo experto de un
pequeno acreedor. Le preguntardn en el juicio si deberia utilizarse la solucién de
negociacion de Nash. Prepare su testimonio; le pagaran bien.

El testimonio deberia centrarse en la independencia de las alternativas irrelevantes, ya
que todas las soluciones razonables satisfacen simetria, eficiencia e invarianza lineal El
argumentao bidsico basado en Nash seria el siguiente. 5i cada uno de los dos acreedores
tienen la misma reclamacion, los requerimientos de eficiencia ¥ la simetria implicarian
necesariamente una division de los activos a partes iguales. Aquilo gue cuenta es que las
reclamaciones de ambos son iguales, ¥ eso es determinante. Imaginemos ahora que la
reclamacidn del primer acreedor es algo menor que la del segundo, por 1 daélar, ;Es
relevante esta diferencia? No si ambos acreedores reciben mucho menos de lo que se les
adeuda. El acreedor 1 no deberia recibir menos que el segundo. No desde luego semin la
propiedad de independencia respecto de las alternativas irrelevantes. Esto quiere decir
que =i la primera solucion -cuando las reclamaciones eran iguales- estd disponible
después de "quitar” un délar a una, serd todawvia la solucién después de quitarla. El hecho
de sustraer 1 dalar de la reclamacion del primer acreedor no altera el hecho de que una
divisidn a partes iguales de los activos del deudor quebrado todavia es una posibilidad, ¥
de hecho, 1a solucidn al problema.

La siguiente analogia se utiliza a menudo como argumento en defensa de la condicion de
independencia de las alternativas irrelevantes. Imaginemos que de 3 candidatos a
presidentes —Clinton, Bush padre ¥ Perot- Clinton es la mejor opcidn. En ese caso Clintan
seguird siendo la mejor opcidn tanto si Perot sigue hasta el final como =i se retira. Dichode
forma mds abstracta, si A es preferidaa B y B es preferida a G, por la propiedad transitiva
A es preferida a G, ¥ la desaparicign de C no altera la relacién entre A ¥ B, de forma que A
seguira siendo preferida. Esta es la logica que subyace a la solucidn del problema de la
quiebra. Aquiacabaria el testimonio.

La verdad es que la condicion de independencia es menos convincente en el contexto de
un problema de quiebra que en el contexto de unas elecciones, donde los politicos no se
pueden dividir en partes.



7. Hay 1 billén de délares en juego en las relaciones comerciales entre Estados Uni-
dos y Japén. Las conversaciones entre ambos son secuenciales, hay informacién
perfecta y el tipo de interés es del 10%. Durante las conversaciones se suspenden
las transacciones comerciales. Estados Unidos tiene que hacer la primera oferta.
¢Qué deberia ofrecer a Japén? ;Qué deberia hacer Jap6n ante la oferta?

Una vez se suspenden las transacciones comerciales la situacidn se ajusta a la de una
negociacidn secuencial con EE.UU. comojugador 1 haciendo la primera oferta. Con un
factor de descuentode 0,9 (= 1/1+r) la cantidad que EE.UU. pide segin la formula de
Stahl-Rubinstein es a1[0) = $1 billan/[1+ 0.9] = $526,3 cientos de miles de millones. La
cantidad restante, $473,7 cientos de miles de millanes, es ofrecida por EE.UU. a [apdn, ¥
éste acepta.

8. Mostrar que cuando el tipo de interés es r = 0, la solucién de Stahl-Rubinstein
reparte el dinero en juego de forma equitativa.

En la formula de Stahl-Rubinstein el jugador 1 pide a1(0] =D /(1 + R). Cuandoel factor de
descuentoes R =1, lo anterior queda reducidoa ai(01 =D /(1 + 1) =D /2. Eljugador 1 pide
la mitad de la cantidad D en disputa, ofreciendo el resto al jugador 2, que acepta.

9. En las negociaciones entre un novelista y una productora, supongamos que una
novela aceptable tiene un valor de $400.000 y el tipo de interés es del 20%.
Describa la solucién de negociacién. ;Cudnto esperard la productora? ;Seria
justo decir que el novelista hace que la productora espere?

Las probabilidades son las mismas que vimos, con un 90% de que la novela permita hacer
una pelicula aceptable ¥ un 10% de que salga un exitazo. La mejor estrategia para el
novelista, que mueve primerao, es pedir la mitad del valor generado por el exitazo, es decir,
500.000 dalares. 5i la productora sabe que la novela llevara a un gran éxito de pantalla,
deberia aceptar inmediatamente. 2i la productora sabe que no serd asi, deberian rechazar
la propuesta del novelista, pues no van a pagar 500.000 por algo que vale 400.000. En ese
momento empieza el periodo de espera. La productara de cine podria ofrecer 200.000 [la
mitad de lo que generaria una novela =dlo aceptable, que es 400.000], pero esta oferta no
sera creible hasta que no haya pasado un periodo de tiempo T tal que 500.000 = 800.000
RT. SiendoR = 1/[1+0,2) = 0,83.

Esos B00.000 es el valor de la mentira para la productora de cine, si el novelista aceptara
inmediatamente una oferta de 200.000 por una novela que generard un gran éxito de
taquilla.

3i resolvemos la ecuacidn no lineal [tomanda logaritmos] obtendremos log(0,625] = T
log[0,83], v de ahi despejando T, tendremos que T = 2,5 afios de espera.



La compafifa productora de cine tiene que esperar 2,5 afios para que su rechazo de una
oferta de 500.000 dolares sea creible. Tras esta larga espera el valor de la mentira se ha
evaporado totalmente, y el novelista podrd creer a la productora cuando le dice que la
pelicula que hardn no generard mds que 400000 ddélares de beneficios. Las
consideraciones de credibilidad aconsejan la espera, y por tanto procesos de negociacion
largos. En el mundo real, obviamente, los cdloulos no son exactos y las partes se
impacientan, pero es el principio general y su légica lo que debe retenerse como leccidn.

10. Usted representa a Japén en las préximas conversaciones con Estados Unidos.
Describa su posicién negociadora: ;Qué espera sacar de las conversaciones?
¢Qué estarfa dispuesto a hacer en caso de desacuerdo? ;Qué tipo de contrao-
ferta utilizarfa? ;Qué papel juega el establecimiento de una fecha limite en las
negociaciones?

51 las negociaciones entre EE.UU. ¥ [apdn, o entre EE.UU w la UE tienen una fecha limite, las
ofertas pueden convertirse ficilmente en ultimatums. El primero que lance un ultimatum,
si este no estd cerca de un equilibrio, puede llevar a una ruptura de las negociaciones.

Coma un negociadar de la UE, tendrds algunos objetivos priaritarios, comala proteccidn
de industrias sensibles o estratégicas, lo que te llevard abuscarun acuerdo lo mas cercano
paosible al status quo para esas sectores.



