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PREGUNTAS CORTAS

1. (1 punto) Determine las coordenadas baricéntricas del punto p = (0,0) en la referencia afin py = (1, —1),
pr=(L1)yp2=(2-1)

Solucién. Tenemos que encontrar A\g, A\; v Ay tales que
(Oa O) - )‘0(17 _1) + )\1<17 1) + )\2(27 _1)7
con 1 = A\g + A1 + A\9. Entonces

(0,0) = Ao(1, —1) £ A (1, 1) + (1= Ao — A1) (2, 1)
= (2—)\0—)\1,2)\1—1)

Entonces obtenemos las ecuaciones
0=2—Xg— A,
0=2\ —1.

Obviamente

AL = é(segunda ecuacion),

1 3
022—)\0—)\1:>/\0:2—>\1:2—§:§

Utilizando la relacién entre las coordendas baricéntricas obtenemos As:

)\2:1—)\0—)\1:1—§—

1
—=—1.
2 2

Y obtenemos las coordenadas pedidas:

(0,0)= 201, 1)+ 5(1L,1) ~ 1+ (2,-1)

2. (1 punto) Escriba los polinomios de Bernstein Bg (t), B? (t) y Bz (t).

B;-”(t):(?>ti(1—t)"_i.

Solucion.



3. (1 punto) Estudie si las ecuaciones paramétricas
x (t) = (1%, cost + sent) .

definen una curva regular.

Solucién. Para que sea una curva regular debe cumplirse que la funcién sea diferenciable (que lo es,
porque sus componentes son continuas y tienen derivadas continuas hasta cualgeuir orden) y no debe
tener puntos singulares, es decir, siempre debe ser

(" ()9 (£)) # (0,0).

Al resolver el sistema:

y' (t) = —sent + cost = 0,

2 (t) =2t =0, }
de la primera ecuacién se deduce que t = 0, pero ¢’ (0) = 1. Como no se anulan las dos a la vez, la funcién
es regular.
4. (1 punto) Senale el dngulo que forman los vectores tangentes a la curva
x(t) = (2t,8* + 1,¢")

en cualquier punto x(¢), con el vector (1,0, 1). Es suficiente con dar la expresién de su coseno.
Solucién. Los vectores tangentes a la curva son de la forma:

x'(t) = (2,2t,¢").
Para calcular el angulo a que forman con el vector (1,0, 1), hacemos

2,2t,¢e') - (1,0,1 2 t
o)) +e

12,26, ) I(L,0, )] /(44422 + )2

EJERCICIOS
5. Sea (' la curva dada, para t > 0, por
2
x(t) = (8\/E, 2t%, ;) .
Se pide:

a) (1 punto) Calcular la longitud de arco entre 1y to € [1,2].
b) (1 punto) Determinar la curvatura y la torsién en x (1).

¢) (1 punto) Determinar el plano osculador en el punto x (1).
Solucioén.

a) Tenemos que

(? ﬁ)’

2 2 2 ’ 6 3
|’ (¢ —5) = —+16t » (446 + 413 + 1)
2 2
=0/ (213 + 1) 23+ 1) =4t + —
t 2 + t ( + ) + t2

416 4+ 413 + 1 =



La longitud de arco es:

to to 2 to t02
1= M ema= [ (ws 2 Yai= [Cwars [7 2a
1 1 t 1 1 t

2% 2 2 2
=22 - =22 -~ (22 ) =2t :
t], O %

- () w0 (o) (o)

b) Tenemos:

Adems3s:

2 \? 4\? [1 4
||X" (t)” = \/(—— F) +42 + (t—z) =2 t_3 + t_4 +4,
24\ 2 12\? 24\ 2 4 4 1
/ " _ == -~ = — = = -
|Ix" (t) x x (t)||—\/(t2> +(t;> +(\/¥> 12 t+t4+t7'

Particularizando en x (1) tenemos:

x (1) = (i 4.1,—%) — (4,4, -2),
x”u)::<—13€,¢i%)::(—2¢L4y
X (1) % X" (1) = (4,4, —2) x (—2,4,4) = (24, —12,24),

Ix" (1)]| = 6,
[x" (1)]| =6,
4 4
I (1) % x" (V)] =12/ 7 + 7+ =36

La curvatura es . ,

ey @) 561
I (1)) 6> 6

Por otro lado, como la curva no estd parametrizada por el arco, para la torsion utilizamos

Cdet (X' (¢), x" (1), x" (t))

T(t) =
) I (0) < < O]
Tenemos
i 3 —12 " 3 . —12)
x"(t) = m,o,t—4 X)) = {10, ) = (3,0,-12).
Entonces:
4 4 -2
—2 4 4
) det (x' (1), x" (1),x" (1)) 3 0 —12 216 1
T = — = — = - = —,
%/ (1) x x” (1)||? 362 1296 6



c¢) El plano osculador contiene a los vectores tangente y normal y también a los vectores X' (t) y x” ().
Entonces, es perpendicular al vector

4 2 2 4 24 12 24
XI t XXH t) = _74t7__ X __747_ = R E
oxxo=(gug) < (Stn) = (75 %)

X (1) x x" (1) = (4,4, -2) x (=2,4,4) = (24, —12, 24),

que ent =1 es:

que tiene la misma direccién y sentido que el vector (2, —1,2). Por otro lado, como x(1) = (8,2,2),
la ecuacién del plano osculador es

(2,-1,2) - (z =8,y —2,2—2)=0<= 2z —y+ 2z = 18.
6. Sea S la superficie parametrizada, para (u,v) € R? por
x (u,v) = (ucos v,usenv,uQ) .
Se pide:

a) (0.75 puntos) Estudiar si es una parametrizacién regular.
b) (1 punto) Determinar el plano tangente y la normal a la superficie en el punto x (1, 0).

c¢) (1.25 puntos) Determinar el angulo que forman las curvas pardmetro en el punto x (1,0).
Solucién.
a) Una parametrizacién es regular en los puntos donde x,, (u,v) x x, (u,v) # (0,0,0). Como

x (u,v) = (u cos v,usenv,uQ) ,

entonces
Xy (u,v) = (cosv,senw,2u), x, (u,v) = (—usenv, ucosv,0),
i J k
Xy (U,v) X X, (w,v) = | cosv  senv 2u | = (—2u’cosv, —2u’senv,ucos’ v + usen’v)

—usenv wcosv 0

= (—2u2 cos v, —2u’sen v, u) .
Este vector es igual al vector nulo si y sélo si:
(—2u2 cos v, —2u’sen v, u) =(0,0,0) <= u=0.

por eso, es una parametrizacién regular si u # 0.

b) El punto x (1,0) es
x(1,0) = (1-cos0,1-sen0,1%) = (1,0,1).

Para determinar el plano tangente tenemos que determinar los vectores x,, (u,v) y X, (u, v):
X, (u,v) = (cosv,senv, 2u), X, (u,v) = (—usenwv,ucosv,0),

luego
x, (1,0) = (1,0,2), x,(1,0)=(0,1,0)



Sabemos que el plano tangente pasa por x (1,0) = (1,0, 1) y contiene a los vectores x,, (1,0) = (1,0, 2)
y X, (1,0) = (0,1,0), es decir, cumple

r—1 y—0 z—-1
0 1 0

o2r —z=1.

La recta normal tiene la direccién del vector

N (1,0) = x, (1,0) x x, (1,0) = = (—=2,0,1).

O =
— O .
S N

Su ecuacion es:
(x,y,2) = (1,0,1) + A (—=2,0,1).
En este problema se ha considerado también valido si se ha determiando sélo el vector normal.

Segun los apuntes, el coseno del angulo de las curvas parametro esta dado por

F

COSt¥ = ——.

VEG

Entonces, eterminamos primero los coeficientes de la primera forma fundamental:
2
E =x, %, = (cosv,senv,2u) - (cosv,sen v, 2u) = cos> v + sen v + (2u)” = 1 + 4u?,
F =x,-x, = (cosv,senv,2u) - (—usen v, ucosv,0) = —ucosvsenv + ucos vsen v = 0,

G =X, %X, = (—usenv,ucosv,0) - (—usen v, ucosv,0) = (—usenv)® + (ucosv)* = u?.

Luego
E =1+ 42,
F =0,
G =u’
Luego:
F
cosax = —— =0

Luego ambas curvas son ortogonales.
Se podia haber resuelto directamente con el producto escalar de los vectores.x, (1,0) y x, (1,0).
La representacién grafica de la superficie es:
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PREGUNTAS CORTAS
1. (1 punto) Consideramos el espacio R*. Sea
M = {(z,y,21) € R':2—y+2:=0,t= 0}

y sea N la recta que pasa por el origen y tiene vector director (1,—1,—1,0). ;Son ortogonales?

Solucion. Tenemos que comprobar si el producto escalar de cualquier elemento de M con cualquier
elemento de N es 0. Para ello, determinamos la expresién de cualquier elemento de M y N. Si (z,y, z,t) €
M, entonces como x = y — 2z para los puntos de M, podemos escribir cada punto de M como

()‘ - 2:“’7 )‘7”70) .

Entonces, hay que estudiar si
(A —2u, A\, 1,0) - (1,—1,-1,0) = 0.

Como:
(A =2p, A, 1,0) - (1, =1, =1,0) = A = 25 — A — pp = =3y,

entonces si u = 0 son ortogonales. Esto es lo mismo que decir que
(>‘ - 2:”5 )\7 K, 0) = ()‘7 )‘a 07 O) )

es decir, en los puntos (z,y,0,0) € M son ortogononales.
Este problema no se puede resolver considerando geu el vector (1, —1,2,0) es un vector de M, un ”vector
director’de M o que M es un plano y es un vector suyo.

2. (1 punto) Sea x (t), con t € [0, 1] una curva de Bézier con poligono de control {by,...,b,} ;Cuanto valen
x(0) y x(1)? Razone la respuesta.

Solucién. Recuerde que en una curva de Bézier el punto x(0) = by y x(1) = b,,. Podemos demostrarlo.
Una curva de Bézier es

x(t) = Z b, B (t).

Sabemos que

Por eso, para i # 0,n, y t € [0,1], es:



Ademés:

B = (5 )0 =0 B O =1 B =0
B;;(t):(Z)t"(l—t)O:t", Br(0)=0, B"(1)=1

Por eso:
x(0) = b;B}(0) = by,
i=0

x (1) = Zn:biB;‘ (1) = b,

. (1 punto) Sea C' la curva dada por la ecuacién paramétrica
x(t) = (14 cost,sent,t* +1).

Calcule el vector binormal en el punto x (0).

Solucion. Se tiene que
x(0) = (2,0,2),

y por ello calculamos

x'(t) = (—sent,cost,2t), x'(0)=(0,1,0);
x"(t) = (—cost, —sent,2), x"(0)=(-1,0,2)
Por tanto, la direccién del vector binormal es la del vector
i j ok
X0)xx"(0)=|0 1 0|=2i+k,
-1 0 2

o equivalentemente, el vector (2,0,1). Como el vector binormal es unitario,

2,0,1 1
b(0) = — 20 :(2,0,—>.
V22 + (0)2 + 12 Vb
. (1 punto) Sea S la superficie dada por la parametrizacién:
x(u,v) = (u+ 2v,u — v,u* +v?).

Se pide determinar en qué puntos de S el plano tangente es paralelo al plano 2x — y 4+ 2z = 0.

Solucién. Como
X, (u,v) = (1,1,2u) , x, (u,v) = (2,—1,20),

entonces
N = x, (u,v) X x, (u,v) = (1,1,2u) x (2,—1,2v) = (2u + 2v,4u — 2v, —3).

Este vector es perpendicular al plano tangente.



Por otro lado, un vector perpendicular al plano 2z —y + 2z = 0 es (2, —1, 2). Para que los dos planos sean
paralelos debe cumplirse

2u + 2v = 2k, u+v=k,
(2u + 2v,4u — 2v,-3) = k(2,—-1,2) = < 4du—2v=—k, = ¢ 4du—2v=—k,
-3 =2k =-3
u+v:—%, 2u +2v = =3, 6 1 ;
— 4u—2v:%, — 4u—2v:%, —u=——-=—= U= —— = V= —-
_ _3 _ 3 2 4 £
- 2 - 2
Entonces el punto donde se cumple es el punto u = —}l,v: —%, es decir en el punto
LS W (S P - A W O 12+52_ 113
“Tr1) 7\, 1)1 1\ 1 1) |-\ )

EJERCICIOS
. Consideramos la familia de curvas dadas, para A > 0, por
{y=(x—=XN*+X:x>0}.
Se pide:
a) (0.75 puntos) Escribir la ecuacién paramétrica de cada recta de la familia.

b) (0.75 puntos) Determinar la ecuacién e (\) de su envolvente.

¢) (0.75 puntos) Determinar la recta tangente y el vector normal a cada punto x (o) de la curva dada,

para t € R, por la ecuacién
x (t) = (2t,2t%).

d) (0.75 puntos) Determinar la curvatura de un punto genérico x (¢) de la curva del apartado anterior.

Solucion.

a) Consideramos que x es t y para cada A tenemos:
x (A1) = (t,(t =X+ X%).

b) Para determinar la ecuacién de la envolvente tenemos que hacer:

g—);(k,t) = (0,=2(t—\) +2X) = (0,4)\ — 2t),
0x
— (AN =(1,2(t— A
SO = (12— 4)),
porque en la envolvente se debe cumplir:
ox Ox 0 1
0= det (ﬁ’@) a ‘ a2t 2 -y | AN

A partir de esta ecuacion, encontramos la relacién entre ¢ y A:
20— AN =0<=t-22 =0t =2\
Sustituyendo estos valores de t en la ecuacién de la familia, tenemos la envolvente
e(N) =x(\2)) = 2\, (2A — A2 + \?)
= (2X,2)3%).

La grafica es
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c) Esta curva es la envolvente del apartado anterior. Un vector tangente a
x (t) = (2t,2t%)

" X (1) = (2,4t) .

La recta tangente que pasa por el punto x () tiene por ecuacién paramétrica:
(,y) = x (to) + px' (to) = (2t0, 21) + 11(2, 4t0) = (2to + 2u1, 25 + 4puto)

El vector normal es el perpendicular al vector tangente, formando base positiva y es unitario. Por
tanto, tiene la misma direccion y sentido que el vector

(—4t,2) .

Para que sea unitario es

n(t)= —— (—4t,2) = (—4t,2) = (—2t,1).

1 1
V16t2 +4 VA2 +1

d) Partimos de la ecuacién:
x (t) = (2t,2¢%).

Queremos determinar la curvatura en x (t).
El vector x (t) no es unitario:

Ix" ()] = ||(—4t,2)]| = V1612 + 4 = 2V 42 + 1.

Entonces la curva no estd parametrizada por la longitud de arco y la funcién curvatura tiene la

expresion
dx [ d*x 1
k(X)) =det | —, .
= (G (5 )) favgar

10




En esta curva, es

x" (t) = (0,4),
dx [ d?’x 1
k(t) =det | —,
) <dt (dt?)) /il
2 4 1 1
10 4

VIETD)'  (ViEs D)
6. Sea S la la esfera de centro (0,0,0) y radio R, dada por la parametrizacién
x (0, ¢) = (R cos fsen ¢, Rsen fsen ¢, R cos ¢) ,
para 6 € [0,27],¢ € [0, 7]. Se pide:
a) (1 punto) Determinar los coeficientes de la primera forma fundamental.

b) (1 punto) Determinar las curvaturas principales y las direcciones principales.

¢) (1 punto) Sabiendo que
A= (9’)2 Xpg - Xg + 20'd'x94 - X9 + (¢')2 X - Xg = R*0'¢'sen 2¢,
B = (0" xpp - X+ 20'¢'Xgs - Xpp + (¢') X - X = —%RQ(H’)Qsen 20,
demuestre que la curva
c(t) = (Rcost, Rsent,0)

contenida en la esfera y que pasa por (0, R,0) es una curva geodésica.
Solucién.

a) En un punto x (0, @) se tiene
xg = (—Rsenfsen ¢, Rcosfsen ¢,0), x4 = (R cos B cos ¢, Rsen § cos ¢, —Rsen ¢) .
Entonces
E = x4 -x9 = (—Rsen fsen ¢, R cosfsen ¢, 0) - (—Rsen fsen ¢, R cos fsen ¢, 0)
= R%sen?fsen ¢ + R? cos® fsen ’¢p = R?sen 2o,
F =xy-x4 = (—Rsenfsen ¢, R cos fsen ¢, 0) - (R cos 0 cos ¢, Rsen § cos ¢, —Rsen ¢)
= —R?%sen fsen ¢ cos 6 cos ¢ + R? cos fsen ¢sen f cos ¢ = 0,

G =x4 x4 = (Rcosfcos ¢, Rsen b cos ¢, —Rsen ¢) - (R cos b cos ¢, Rsen  cos ¢, —Rsen ¢)
= R?cos? 0 cos® ¢ + R?*sen 6 cos® ¢ + R%*sen?¢p = R?.

b) Necesitamos los coeficientes de la segunda forma fundamental. Tenemos que calcular el vector normal.
El vector

Xg X X4 = (—Rsenfsen ¢, R cosfsen ¢, 0) x (R cos b cos ¢, Rsen § cos ¢, —Rsen ¢)

= R? (— cos fsen 2¢>, —sen fsen 2¢, — oS ¢sen gb) ,

tiene la misma direccién y sentido que el vector normal a la superficie. Ademaés:

%0 X X4|| = RQ\/(— cos fsen 2¢)* + (—sen fsen 2¢)° + (— cos psen ¢)°
= R%sen ¢.

11



Por eso:

X R2
N= ||§Z » iZH = R2sen & (— cos fsen 2¢), —sen fsen 2, — cos psen (b)

= (— cos fsen ¢, —sen fsen ¢, — cos @) .

Como

Xpp = (—R cosfsen ¢, —Rsen fsen ¢, — R cos ¢)

ya podemos calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental:

e =N - xp9 = (— cosfsen ¢, —sen fsen ¢, — cos @) - (— R cos fsen ¢, — Rsen fsen ¢, 0)

= Rsen’¢

f =N -xgs = (— cosfsen ¢, —sen fsen ¢, — cos ¢) - (—Rsen b cos ¢, R cos 6 cos ¢, 0)
= O’

g =N x4, = (— cosfsen ¢, —sen fsen ¢, — cos ¢) - (—R cos fsen ¢, — Rsen sen ¢, — R cos ¢)
= R.

La ecuacién de las curvaturas principales es:

(EG—F*)k* — (Eg+ Ge —2F )k + (eg — f*) =0 <
R'sen?¢k* + 2R%sen 2k + R%sen ¢ = 0.

Podemos suponer que ¢ # 0,7, ya que en ese caso se tratarfa de dos puntos tnicos (los polos).
Entonces s una ecuacion de segundo grado, y su solucion es:

—2R3sen ¢ £ \/(2R3sen 2¢)* — 4R%sen 2¢ R?sen 2¢
b= 2R*sen ¢

_ —2R%sen’¢p 1
© 2R4sen?p R

Entones la esfera tiene tnica curvatura principal:

R1 = —

1
7
y todas las direcciones son principales.

c¢) La condicién de las curvas geodésicas es:
E F u” . (u’)2xuu “ Xy + 200Xy - Xy + (v’)2xw X,y _ (0
F G v (u’)2 Xyu * Xy + 200Xy, - Xy + (v’)2 Xpp Xy / VO /)7
Con los datos del enunciado y considerando la esfera,
R%sen?¢p 0 9" N AN [0 PN
0 R? @ B) \0

R2%sen?¢p 0 9" R20'¢'sen 2¢ (0
0o’ )\ ¢ )T\ —1r@)2sen20 )~ 0 )

0= 0"sen2¢p + 0 ¢'sen 2¢,
0=¢" — 3(¢')?sen 2¢.

Esto implica:

12



Para el punto (0, R,0) = x (g, g), podemos escribir la curva c (t) = (Rcost, Rsent,0) como

c(t) = (Rcost, Rsent,0) = x (0 (), 6 (1)) = x <t, g) .

Es decir:

Entonces

La ecuacién de las geodésicas queda

0=0+1-0-sen2¢(t),
=0— 3(1)%sen2¢ (t) = —3sen.

Como estas igualdades son ciertas, entonces esta linea (corresponde al ecuador) es una geodésica.
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