Ejercicios TEMA 5 - Autovalores y diagnonalizacién

1. Obtener los autovalores y bases para los subespacios propios asociados a cada autovalor de las
siguientes matrices

(10 —9)(0 3)(0 0)(1 0) o
4 -2 40 00 01 501

-1 0 1 50 1
-1 3 o), 110].
—4 13 -1 710

Solucién:

e El polinomio caracteristico de la matriz A = ( 12 :g ) es

pa(X) = det(A — AT) = ’ 10-A

-9 | s

4 —9_ ) ’—(10—)\)(—2—)\)+36—)\ — 8\ +16.

Los autovalores son las soluciones de p4(\) = 0; es decir, de A2 —8\+16 = 0. La resolucién
de esta ecuacién de segundo grado nos proporciona como unico autovalor de A A; = 4 con
multiplicidad algebrdica (m.a) m; = 2.

Para calcular el subespacio propio de A asociado al autovalor A\; = 4, V(A1) =V (4) =
{veR?: (A— M\I)v =0}, debemos resolver el sistemas homogéneo (A — A11) v = 0. Puesto

que (A—MI) =A—-4I = ( z :2 ), poniendo v = ( z ), el sistema homogéneo es
6z — 9y =0,
4z — 6y = 0.

Como sabemos, el sistema anterior es compatible indeterminado (pues A\; = 4 es autovalor
de la matriz A y asf A — 41 es no regular) y es directo observar que se reduce a la unica

ecuacién 2z — 3y = 0. Las infinitas soluciones de esta ecuacién pueden escribirse en al
-3

forma { ;:t?t con t € Ry por consiguiente, {(2,1)} es base V' (A;). Notese que

también podemos elegir como base el conjunto {(3,2)}, es decir, V (A1) =1lin ({(3,1)}) =

lin ({(3,2)}).

Podemos comprobar que los calculos estéd bien hechos observando que Av = 4v, siendo

v = ( g ) En efecto,
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e (Célculamos, en primer lugar, el polinomio caracteristico de la matriz A = ( 2 3 ) :

A3

pa(\) = det(A — XI) = ‘ 4

’ =2 - 12.

Las raices de pa(A) son A1 = V12 = 2v/3 con multiplicidad algebrdica (m.a.) m; =1y
A2 = —/12 = —24/3 con multiplicidad algebrsica (m.a.) my = 1.

A continuacién calculamos los subespacios propios V (A1) y V (A2).

Para determinar una base del primer subespacio propio V (A1) tenemos que resolver el

sistema homogéneo (A — A\1I)v; = 0. Tomando v; = ( z y teniendo en cuenta que

(A=M\I) = A—2/3I = ( —2v3 3 ), las ecuaciones del sistema anterior son
4 —2\3
—2\/533 +3y =0,
{ 4z — 2¢/3y = 0.
Sabemos que el sistema anterior es compatible indeterminado, por tanto, una de las ecua-
ciones es proporcional a la otra y el sistema puede reducirse a una sola de las ecuaciones.

— 3
z ="t con t € R. Asi,

Resolviendo la tdltima de las ecuaciones, la solucién general es {

vw =tin ({(+£.1)}) =1in ({ (v3.2)})-
Para determinar una base de V' (\2) tenemos que resolver el sistema homogéneo (A — A\oI) vg =

x : 2v3 3
0. Tomando vy = ( y ) y teniendo en cuenta que (A — X\oI) = A+2/3I = < 1 23 ),

2v/3z + 3y =0,
4z + 23y = 0.
Al igual que antes, el sistema puede reducirse a una sola de las ecuaciones. Resolviendo

las ecuaciones del sistema anterior son {

—_\B
la dltima de las ecuaciones, la solucién general es = ; 2t cont eR. Asi, V(X)) =

),
in ({(—41)}) = 1n ({(-v3.2)}).

Podemos comprobar que se satisfacen las relaciones Av; = A\wv; y Avg = Agve, siendo

M)
(3 3) () ()28 §)

(3 3) (F)-(ia) 2 (F)rm

00
00
my = 2. Para obtener el subespacio propio V (A1) = V(0) tenemos que resolver el sistema
0-z4+0-y=0,
0-z4+0-y=0.
del sistema, por lo que V (A1) = R? y podemos tomar como base de V (\;) cualquier base
de R?; por ejemplo, la base canénica {(1,0),(0,1)}.

e Es directo ver que el unico autovalor de la matriz nula A = es A1 = 0 con m.a.

homogéneo { Est4 claro que cualquier vector v = z € R? es solucién
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e El dnico autovalor de la matriz diagonal I = < (1) 1 ) es \1 =1 con m.a. m; = 2.

Comolamatriz[—)qI:]_I:(g 8

propio V (A1) es V (A1) = R? y {(1,0),(0,1)} una base de V (\1).

) , de la misma forma que antes, el subespacio

4 0 1
e Las raices del polinomio caracteristico de A = ( -2 10 ) ,

—2 0 1
4- )\ 0 1 4o .
pa(\) = det(A—A)=| -2 1-2 0 :(1—)\)) e 1—,\':
—2 0 1—2A

= 1=-N[[E-NA-N+2=01-N2-NB-N),

son A\; =1, A2 =2y A3 = 3 y todos ellos tienen m.a. uno.
Ahora vamos a calcular bases de cada uno de los subespacios propios.

— Como V(A1) =V (4) = N(A—I) = {veR?: (A— M\I)v =0}, debemos resolver

x
el sistema homogéneo (A — A\1I)v = 0. Poniendo v = | y | y puesto que A — M\ I =
z
3 01 3z +2=0,
A—I=| -2 0 0 |, el sistema homogéneo es —2z =0,
(_2 0 0) { —2z =0.
= )
Las soluciones de este sistema se pueden escribir en la forma y=t, conteRy
2=y,
por tanto V (A1) = lin ({(0,1,0)}).
2 0 1
—Como A— X I=A-2I=| -2 -1 0 |, para determinar el subespacio propio
( —2 0 -1 )
2¢ + 2 =0,
V' (A2) = V(2) tenemos que resolver el sistema homogéneo ¢ —2z —y =0,
—2x —2=0.
T =1,
Es directo observar que las infinitas soluciones de este sistema son ¢{ y = —2¢, con
z = —2t,
t € Ry por tanto, V (A2) =lin ({(1,-2,-1)}).
1 0 1
Teniendo en cuenta que A—Xsl = A—-3I=| -2 -2 0 |, el sistema homogéneo
-2 0 -2
z+2=0, T = —t,
(A—X3)v = 0 es ¢ —2x—2y =0, Sus infinitas soluciones son { y=1t¢,  con
—2x —22=0. z =1,

t € Ry por consiguiente, V (A3) = lin ({(—1,1,1)}).
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-1 0 1
e El polinomio caracteristico de la matriz A = ( -1 3 0 ) es

-4 13 -1
—-1-A 0 1

pa(X) = det(A — M) = -1 3-2) 0=-X+XN+r+2=-A-2)(N2+A+1),
-4 13 —-1-2)

luego el tinico autovalor real de A es A\; = 2 (con m.a. m; = 1), pues las soluciones de la
ecuacién A2 + X + 1 = 0 son complejas: A = %@

( -3 0 1 )
Como A—-MI=A-2I=| -1 1 0 |, el sistema homogéneo (A —A\iI)v =0 es

-4 13 -3

—3x+2=0,

—r+y=0,
-4z + 13y — 3z =0.

Ahora aplicaremos el método de Gauss para resolver el sistema homogéneo anterior.

3 0 11]o0 1 0 -1/3 | 0
11 o |o |P&E[ 4 4 oo |29
4 13 =3 |0 4 13 -3 Fa(4)

0

L0 =1/3 |0\ (101310

0 1 -1/3 | 0 S 01 -1/3 |0 |.
013 -8 ]o0 00 0

_ 1,
Asi, el sistema inicial es equivalente al sistema { ; fj 8’ y sus infinitas soluciones
—i=
T = %t,
pueden expresarse en la forma { y = 3¢, con ¢ € R. Por consiguiente, V(A1) = V(2) =
z=1t

)

tin ({(3.3,1)}) = lin ({(1.1,3)}).

Naturalmente,

501
e El polinomio carcteristico de la matriz A = 1 1 0 |]es
-710
5—A 0 1
pa(\) =det(4 — ) = 1 1-X 0|=-XM+6A2-1224+8=—(1—2)3,

-7 1 =X

luego el dnico autovalor de A es \1 =2 y su m.a. es m; = 3.
Determinaremos el subespacio propio V(A1) = V(2) = N (A= MI) = {v € R*: (A— A1) v =0}

3 0 1
resolviendo el sistema (A — A\;I) v = 0. Puesto que A— M\ ] = A—-2] = 1 -1 0|,
-7 1 -2

3x+2=0,
el sistema anterior es { = —y =0,
—Tx+y—22=0.
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Aplicando el método de Gauss

P (1S e
-7 1 -2 |0 1 -1 |0 ) ™O®
1 0 1/3 0 1 0 1/3 0 1 0 1/3 0
0—4—&3 o |2 011% o | Feih 011% 0
0 1 1/3 0 0 1 1/3 0 00 O 0
T4+ 1z2=0 @ = 23t
el sistema anterior es equivalente a { i gz _ 0’ sus infinitas soluciones son ¢ y = —%t,
’ z=t,
y por tanto, V(A1) = V(2) =lin ({(-3,-%,1)}) =lin({(-1,-1,)3}).
5 01 -1 —2 -1
Fijémonos que A —1 = 110 -1 |=1 -2 |=2] -1 )
3 -710 3 6 3

2 0 2 -3 300
4. Determinar cuéles de las siguientes matrices son diagonalizables( 1 92 ), < 1 -1 ), 02 0],
01 2
4 000 2 -1 0 1
1 -1 00 0 21 -1
0 1201)’l0 03 2
0 1 4 3 0o 00 3
Solucién:
o . . 20
e Los autovalores de la matriz triangular inferior A = < | o |son A1 =2conm.a. m; = 2.

Ahora debemos determinar la multiplicidad geométrica (m.g.) de este autovalor. Puesto
que la m.g. p; puede obtenerse mediante

py = dim (V' (A1) = dim (N (A — M) =2 —rg (A - \),

s6lo tenemos que obtener el rango de la matriz A — A1 1.

Ahora bien, A—\I = A-2] = ( 00 ), luego rg (A — A\1I) = 1y por tanto, p; =2—-1=

10
- . 20 . .
1. Asf, py =1 # 2 =m; y por consiguiente la matriz A = | o Jmoes diagonalizable.

Otra forma:

Sabemos que la matriz A = ( % g ) s6lo posee un autovalor A} = 2 con m.a. m; = 2. Sila

matriz A fuera diagonalizable, existirfan P regular y D diagonal de forma que P~AP = D
(o equivalentemente, A = PDP~1).

Sabemos que la diagonal de D estd formada por los autovalores de A y como A posee un

/\1 0 . _ -1 _
OM)_MLAxA_Pff =
=A1

A 0 20
—1 _ -1 __ _ 1 _
PM\IP —AlPI_Ij —)\1]—< 0 )\1>—(0 2).

Puesto que nuestra matriz A no es A\1I, deducimos que A no puede ser diagonalizable.
Nota:
Lo visto anteriormente puede generalizarse de la siguiente forma:

tnico autovalore doble A1, tenemos que D = (

Sea A € M,, con un tnico autovalor A\; de m.a. m; = n. Entonces, A es diagonalizable si
y sélo si A = \1.
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e FEl polinomio caracteristico de A = ( f ::1)) ) es

pa(A) = det(A — AI) = ’ 2-x -3 ‘:Az—/\+1.
1 —1-A

Como las raices de pa(\) = A% — X + 1 son complejas A = 132@, la matriz A no posee
ningin autovalor real y se dice que A es no diagonalizable en el cuerpo R de los nimeros
reales.

3 0
0 0

0 2

m.a. m; =1y A =2 con m.a. mj; =2.

0
e Como la matriz A = 2 es triangular inferior sus autovalores son A\; = 1 con
1
Sabemos que la multiplicidad geométrica (m.g.) satisface la desigualdad 1 < p; < m;.
Puesto que m; = 1, deducimos que p; = my = 1, es decir las multiplicidades algebrdicas y
geométricas del primer autovalor coinciden.

Para calcular la m.g. del segundo autovalor Ay = 2 debemos obtener el rango de la matriz
A— NI

1 00
A—=XI=A-2I=| 0 0 0 |, luegorg(A— A2l) =2y por tanto,
010

po =dim (V (A2)) =dim (N(A—X\I))=3—1g(A—X)=3-2=1.

300
En consecuencia, g =1#2=mg ylamatrizA=| 0 2 0 | no es diagonalizable.
01 2
4 000
. 1 -1 00 .
e Los autovalores de la matriz 0 1 92 0 |Som 4,-1,2 y 3, ya que esta matriz es
0 1 4 3
triangular (inferior). Como todos ellos son distintos entre si la matriz es diagonalizable.
2 -1 0 1
. 0 21 -1
e Los autovalores de la matriz 0 03 9 |sm 2dem.a.(A=2)=2y3dem.a.(A=
0 00 3

3)=2.
Para saber si es o no diagonalizable es suficiente con conocer la dimensién de los sube-
spacios propios V(2) = N(2I — A) y V(3) = N(3I — A). Para ello es suficiente con que

01 0 -1
. . 00 -1 1
estudie el rango de las matrices (2 — A) y (3] — A). (2I — A) = 00 1 -2 |
00 0 1
010 -1 010 -1
0 01 -1 0 01 -1
001 -2 "fooo -1
0 00 1 0 00 1
010 -1
001 -1
7 looo 1
000 O

Como el rango de (21 — A) es tres y sabemos que rg(2I — A) + dim (N (2] — A)) = 4
obtenemos que dim V(2) = 1. Tenemos por tanto que la m.a.(A = 2) no coincide con la
m.g.(A = 2) y por tanto esta matriz no es diagonalizable.
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6. Encontrar una matriz cuadrada de orden dos cuyos autovalores sean 1y 2 y tal que V(1) =
lin{(1,1)} y V(2) = lin{(1,0)}.
Solucién:

Sabemos que una matriz de orden dos que tenga dos autovalores distintos es diagonalizable y
que una matriz de paso estd determinada por los autovectores linealmente independientes. En

20 11
_ -1 _ -
este caso, A= PDP ,dondeD-(O 1)yP—(0 1>

1 0 1 01 -1 1 -1
-1 . -1 _
Calculamos P+ : ( 0 1 — ( 010 1 ) Por tanto, P~ = ( 0 1 ) y

11

10
A_ll 2 0 1 -1\ _ (21 1 -1\ _ (2 -1

“\0 1 01 0 1) \01 o 1) \o 1)
2 -1 1 2 1 2 -1 1 1

o (1) (1) (3)2(3)> (3 ) (1) (1)
7. Encontrar una matriz cuadrada de orden tres cuyos autovalores sean —1 y 2 y tal que V(2) =
lin{(1,1,-1)} y V(-1) = {(z,y,2) e R} : 2 —2=0}.

Solucién:

Como en el ejercicio 6, debemos encontrar una matriz de paso y su correspondiente matriz
diagonal. Para ello, hay que encontrar bases de los subespacio propios.

Resolviendo el sistema z—z = 0, se obtiene que V(—1) = 1in ({(0,1,0), (1,0,1)}). Asi, utilizando
que V(2) =1in{(1,1,—1)}, deducimos que

0

0 1.

2

01 1 -1 0
PlAP=D, siendoP=|1 0 1 y D= 0 -1
01 0

Por consiguiente, s6lo debemos calcular la inversa de P para determinar la matriz A. Dejamos
dicho célculo al alumno y finalmente encontramos

01 1 -1 00 -1
A=PDP'=(10 1 0 -1 0 % 0
01 -1 0 0 2 3 0 —%

9. Encontrar una matriz de paso ortogonal que diagonalize ortogonalmente a cada una de las
siguientes matrices.

N[00 =

SN——
Il
o
| NCENIE

polw
|
[en) — (e}
D= | |
[N
SN——

6 o 110 2 -1 -1 3 2 4 5 4 2
(_2 3>,110,—1 2 -1 |,l202],45 2
000 -1 -1 2 42 3 2 2 2

Solucién:

Todas las matrices de este ejercicio puede diagonalizarse mediante una matriz de paso ortogonal,
pues son simétricas.

e FEl polinomio caracteristico de A = ( _g _z ) es

6—A -2

pa(\) = det(A — AI) = } 5 3

=N+ 1U=0-20(1=-17),

sus autovalores son A\; =2, Ay = 7 y los dos tienen m.a. uno.

La matriz A— M\l es A—2[ = ( _;1 _f ), luego V(A1) ={-2z+y=0yast V(\) =
lin ({(1,2)}) .
Como A—\I=A-7] = :é :Z , unas ecuaciones implicitas de V' (A\2) son —z—2y =

0 y por tanto, V' (A2) = lin ({(—2,1)}).
Nétese que, como A es simétrica, V (A1) LV (A2). Podemos comprobar esto viendo que
(17 2) ’ (_27 1) =0.
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Para obtener una matriz de paso ortogonal debemos ortonormalizar cada base de los subes-
pacios propios. En este caso es sencillo, pues las bases de los dos subespacios propios tienen
un dnico vector y la ortornormalizacién se lleva a cabo normalizando los vectores v1 = (1,2)
y vz = (—2,1). Por tanto, la matriz da paso ortogonal es @ = ( w1 | wz ), siendo

w U1 ( 1 2 ) y w (%) (—2 1 )
1 =7 = —, = g = — = —_—, =

loall - \v5" V5 o2l \V5' V5
y se satisface

_ 2 0
Q 1AQ=QtAQ=D=(0 7).

110
e Calculamos el polinomio caracteristico de la matrizA=| 1 1 0
00O
A—1 -1 0
M —Al=| -1 -1 0|=a?"1 I =2 ((=1?=1) =A (2 -2)) =
0 0 A -1 A—-1

A% (X —2), luego los autovalores son A =0 de m.a.A=0)=2y A=2de ma.(A=2)=1
Obtenemos el subespacio propio asociado al autovalor A = 0. Para ello debemos resolver el
sistema de ecuaciones homogéneo (0 — A) z = 0.

-1 -1 0 T 0 -1 -1 0 0 1100
-1 -1 0 yl]=1{0]=1-1-100)]—([0000]|=>{z+y=0=
0 00 z 0 0 000 0 00O

x=—t
z=t ,luego V(0)=lin({(-1,1,0),(0,0,1)}).

Obtenemos el subespacio propio asociado al autovalor A = 2. Para ello debemos resolver el
sistema de ecuaciones homogéneo (21 — A) z = 0.

1 -1 0 T 0 1 -1 00 1 -1 00
-1 1 O y|]=10]=>{-1 1 00}—10 010 |=
0 0 -2 z 0 0 0 -20 0 00O

r=t

{ ﬁ:g_o =< z=t ,luego V(2) =1in({(1,1,0)}).
z=0

Como los autovalores de la matriz {(—1,1,0),(0,0,1),(1,1,0)} son ortogonales, normali-

zando obtenemos una base de vectores ortonormales y una matriz de paso ortogonal. Por

la tanto una matriz de paso ortogonal serd P = y la matriz diagonal

o &'“&l"‘

0
0
1

o &"‘ﬁl“

sera D =

o O O
o O O
N OO
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2 -1 -1
e El polinomio caracteristicode A=| —1 2 —1 | es
-1 -1 2
2—A -1 -1
paN) =det(A—X)=| -1 2—Xx —1|==X4+6)32-9x=-A(A-3)%,
-1 -1 2—-2A

luego sus autovalores son A} =0 con m.a. m; =1y Ag =3 con m.a. mg = 2.

— Para determinar una base del primer subespacio propio V (A1) debemos resolver el
sistema (A — A\1I)v = 0. Para ello aplicaremos el método de Gauss al sistema con
matriz ampliada ( A—M\I | 0 ):( A—-0I | 0 ):( A | 0 )

2 -1 -1 0 1 -1/2 -1/2 0
(A 0)=[ -1 2 1o |20 1 2 -—1]o |5&8
-1 -1 2|0 -1 -1 2|0 )®
o a2 a0 | e (o T TH |0 | e
0 -3/2 3/2 0 0 -3/2 3/2 0
1 -1/2 —-1/2 | 0
0 1 -1 0 . Asi, el sistema homogéneo (A — A\1I)v = 0 es equiva-
0 0 0 0
r—Liy—12=0 r=t
lente al sistema { y— 22 _ 02 sus infinitas soluciones son { y =t y por tan-
z=t

to, {(1,1,1)} es una base de V (A;). Normalizando este vector obtenemos una base

ortonormal de V (A1); es decir, {(\/Lg, %, \/Lg)} es una base ortonormal de V' (\1).

Como necesitamos una matriz de paso ortogonal debemos encontrar una base ortonor-

mal de V (\z). Para ello, aplicaremos el método de Gram-Schmidt a la base

{ul = (17 Oa _1)”“'2 = (Oa 1, _1)}

— 3 —_u__ (L1 =1
Tomamos v; = u; y elegimos w; = Tor] = (ﬁ,o, ﬁ)
Ahora tomamos vy = ug — (ug - wy) - wy = (0,1, —1) — % %,0, \_/—%) =(-31,-3)y
i i = v _ (=1 2 =1

normalizando conseguimos el vector we = Toall = ( 76 75 \/6)' Por tanto,

{wl = (%, 0, \_/—%) ,Wo = (\_/—(ls, %, \_/—%)} es base ortonormal del subespacio propio V' (A2).
Uniendo las dos bases ortonormales de los subespacios propios, conseguimos una base or-

tornormal de R® y por tanto, una matriz ortogonal. Es decir, la matriz de paso ortogonal
es

Q

I
SESHS-
Sk oS-
SIESSIL

y la matriz diagonal es
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5 4 2
e (Calculamos el polinomio caracteristico de la matriz A= | 4 5 2
2 2 2

A=5 —4 -2 A\
A — A| = -4 A-5 -2 :()\—5)’
-2 -2 A=2
= —1202 — 21X — 10 = (A — 1) (A — 10). Luego los autovalores son A = 1 de m.a.(\ =
1) =2y A=10 de m.a.(A=10) = 1.
Obtenemos el subespacio propio asociado al autovalor A = 1. Para ello debemos resolver el
sistema de ecuaciones homogéneo (I — A)z = 0.

-2

4 -2 —4 A-5
e R

-2 A-2 -2 -2

-4 -4 -2 T 0 -4 -4 -2 0 1130
-4 -4 -2 y|l=l0|=|-4 -4 -20]—[0000]=
-2 -2 -1 z 0 -2 -2 -1 0 0000
r=—-t—3s
{m+y+%z=0=>{ T=t , luego V(0) = lin ({(-1,1,0),(~1,0,2)}).
z2=2s

Obtenemos el subespacio propio asociado al autovalor A = 10. Para ello debemos resolver
el sistema de ecuaciones homogéneo (10 — A) z = 0.

5 —4 -2 T 0 5 -4 -2 0 11 -40
-4 5 -2 y|=10)]=>| 4 5 -20]—|(01 -220
-2 -2 8 z 0 -2 -2 8 0 00 00O

=2t
= { ztgz_jg =0 =< =2t ,luego V(10) = lin ({(2,2,1)}) .Comprobamos que los
N z=t

autovectores correspondientes a autovalores distintos nos salen ortogonales (—1,1,0) . (2,2,1) =
0 y (_170» 2) (2’ 27 1) =0.

-1 -1 2
Una matriz de paso serfa P = 1 0 2 |, pero esta matriz no es ortogonal. Bus-
0 21

camos una matriz de paso P que s sea ortogonal. Para ello seleccionamos una base de V(1)
que sea ortogonal por el método de Gram-Schmidt

’U1=U1_(—1 1 0)

v = ug—PE8Y; = (-1,0,2)— 3(~1,1,0) = (-4, —3,2). Tomamos como vy = (—1,—1,4).
Comprobamos v1.v2 = 0y que (2,2,1).(—1,—1,4) = 0. Ahora tenemos una base ortogonal
de autovectores {(2,2,1),(-1,1,0),(—1,—1,4)}. Normalizando esta base obtenemos una

base ortonormal y la matriz de paso ortogonal que buscdbamos: P =

o §|"§|"
|

oofl oofl oo
Wb Wi wino

10. Los autovalores de una matriz simétrica A, de orden tres, son 1, —2 y 3 y los subespacios propios
asociados son V(1) = lin{(1,1,-1)}, V(-2) = 1lin{(0,1,1)} . Obtener una base para V(3) y
averiguar cudl es la matriz A.

Solucién:

Como A es simétrica los autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales,
de aqui V(3) L V(1) y V(3) L V(—2). Por tanto (z,y,z) € V(3) si y sélo si { o +Z;zzg
es decir, V(3) =lin({(2,-1,1)}).



Ejercicios TEMA 5 - Autovalores y diagnonalizacién
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Por 1ltimo, A
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