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INTRODUCCION

Légica:
e Fundamentacion del concepto de certeza y todo lo que ésta involucra.

o Estudia las reglas que debe respetar todo razonamiento valido:

o Discernir lo que con seguridad es cierto a partir de premisas que damos
por buenas.

e Distinguir entre razonamientos que son légicamente vélidos y los que
no lo son.
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INTRODUCCION

ARGUMENTACION LOGICA
@ Premisas y conclusion

Mario comprd un coche
~ (A1) Luisa saludé a Mario

.. Luisa saludé a uno que compré un coche

@ Una argumentacion es légicamente vélida si la verdad de las premisas
conlleva necesariamente la verdad de la conclusién (i.e. si no podemos
concebir circunstancias que hagan verdaderas las premisas y falsa la
conclusién)

o La validez légica de una argumentacién no depende de la verdad o
falsedad de sus premisas y conclusion, sino de la relacion entre la
hipotética verdad de las premisas y la verdad de la conclusion.
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INTRODUCCION

ARGUMENTACION LOGICA (2)

Mario compré un coche Pepe lleva sombrero
Luisa saludé a Mario Juan contraté a Pepe
.. Luisa saludé a uno que comprdé un coche .. Juan contraté a uno que lleva sombrero
(A1) (A2)

o (Al) y (A2) son razonamientos validos.

Alguien lleva bufanda
(A3) Pedro pagé a alguien

.. Pedro pagé a uno que lleva bufanda

@ (A3) no es un razonamiento I6gicamente valido.

Argumentaciones con igual forma “superficial” en lenguaje natural
pueden diferir en su validez légica.
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INTRODUCCION

ORACIONES DECLARATIVAS

Los razonamientos estudiados por la légica se refieren a
oraciones declarativas de las que tiene sentido preguntarse si son
verdaderas o falsas.

DEF:

Una proposicion es una afirmacién (declaracién ) que o bien es cierta o
bien es falsa (pero no ambas).

Ejemplos:

@ Proposiciones: @ Oraciones que no son

) . . proposiciones:
e Paris es la capital de Francia

e 8 es un nimero primo ° iCaII/ate!

, . o ;Qué hay en la bolsa?
@ 9 no es un ndmero primo o 4.0
o (2<3)yb5esprimo o X es par
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INTRODUCCION

LENGUAJE NATURAL VERSUS LENGUAJE FORMAL
o El lenguaje natural es ambiguo e impreciso.
o El andlisis l6gico de una lengua natural a distintos niveles de detalle
da lugar a distintos lenguajes formales (l6gica proposicional, I6gica de
predicados o de primer orden, --- )

DEF:

Lenguaje formal: Conjunto de palabras finitas construidas sobre un
alfabeto aplicando ciertas reglas de formacion (gramatica que fija la
sintaxis del lenguaje)

- Sintaxis: Reglas de formacién. Gramatica.

- Semantica: Interpretaciones que dan un significado a las
construcciones sintacticamente correctas.
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Introduccién al lenguaje

Surge de un andlisis muy simple del lenguaje natural basado en la
distincidn entre dos tipos de proposiciones:

@ proposiciones atémicas: No se pueden descomponer en otras mas
simples. Se las denota con letras mindsculas, p,q, r, s, ... con o sin
subindices (simbolos proposicionales).

Mario compré un coche p

Luisa saludé a Mario q
Luisa conoce a Mario r

@ proposiciones compuestas: Construidas combinando otras mas
simples mediante conectivas légicas: —, A, V, —, <.
o Conectiva unaria: = (negacién).
o Conectivas binarias:A(conjuncién), V(disyuncién),— (condicional o
implicacién) y <> (bicondicional o biimplicacién).
Mario compré un coche y Luisa saludé a Mario (PpAQq)

Luisa no saludé a Mario - q
Mario compré un coche y Luisa no saludé a Mario aunque le conoce  ((p A— q) Ar)
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Introduccién al lenguaje

e Férmulas: cualquier enunciado formalizado ya sea simple o
compuesto

o Se las denota habitualmente con letras griegas ¢, 1, X,... con o sin
subindices.

o Constantes légicas:

e Sirven para representar respectivamente un enunciado que siempre es
cierto o que siempre es falso.

o L (falsedad)
o T (certeza)

o Se pueden considerar conectivas 0-adicas
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Introduccién al lenguaje

Principales conectivas légicas

Nombre Notacién Significado
Negacién i “no "
Conjuncién | (¢1 A g2 ) o1y "
Disyuncién | (1 V 92 ) "1 0 "
“si (1 entonces o "
“ o2 sipr”
L 2 siempre que 1
Implicacion | ((¢1 = ©2) v o1 5610 Si 03 4
" 1 es condicién suficiente para p, "
" ¢, es condicién necesaria para @7 "
. .. "1 siy sélo si vy
Bicondicional | (o1 4> 2) “p1 es condiciénpnece;/aria y suficiente para ¢o"
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Sintaxis

o Simbolos primitivos:
o Simbolos légicos: {L, T, =, A,V —, <}
o Constantes Idgicas (conectivas 0-adicas): L (falsedad), T (certeza)
o Conectiva unaria: = (negacién).
o Conectivas binarias:A(conjuncién), V(disyuncién),— (condicional o
implicacién) y <+ (bicondicional o biimplicacién).
Notacion: o denotara cualquier conectiva binaria.
o Simbolos auxiliares: ( y)
o Signatura, ¥ : Conjunto de simbolos de proposicién.
Sus elementos se denotan con letras mindsculas, p,q.r, ...
con o sin subindices.

Y no incluye los simbolos légicos ni los auxiliares.

o Alfabeto de simbolos primitivos:
As =X U{L, T,-,A,V =, «<}U{(,)}
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Sintaxis

o Reglas de formacidn:

Llamamos férmulas a aquellas palabras sobre Ay que se construyen
aplicando un nimero finito de veces las siguientes reglas:

(At): L, T y p € X son férmulas (férmulas atémicas)

(—): si ¢ es una férmula, entonces =y es una férmula (negaciones)

(A ):si w1y @2 son férmulas, entonces (1 A ¢2) es una férmula
(conjunciones)

(V):si 1y @2 son férmulas, entonces (1 V ¢2) es una férmula
(disyunciones)

(— ): si p1y @2 son férmulas, entonces (1 — 2) es una férmula
(condicionales)

A (1 se le llama antecedente y a ¢, _consecuente.

(<> ):si p1y @2 son férmulas, entonces (1 <> @) es una férmula

(bicondicionales)
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Sintaxis

o El lenguaje de la légica proposicional con signatura X, Ly, es el
conjunto de todas las férmulas con signatura X

A las férmulas se las denota habitualmente con letras griegas ¢, ¥, X,... con

o sin subindices.

4] L):CA;E.
Sip,grex,

(-p—=(qgAr))€lLs

(m)pV(g—r)) &Ly
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Principio de induccién estructural para férmulas proposicionales (PIE)

PRINCIPIO DE INDUCCION ESTRUCTURAL PARA FORMULAS
PROPOSICIONALES (PIE)

Dada una propiedad P que tiene sentido para palabras v € AL, podemos

concluir que toda férmula ¢ € Ly tiene la propiedad P siempre que
demostremos:

e Casos base:
(At): Toda férmula atémica tiene la propiedad P

e Pasos inductivos:

(= ): si  tiene la propiedad P (hipétesis de induccién) , entonces —¢
también tiene la propiedad P.

(o ):si @1y ¢o tienen la propiedad P (hipétesis de induccién),
entonces (1 0 ¢y) también tiene la propiedad P.
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Principio de induccién estructural para férmulas proposicionales (PIE)

Ej.: Demostrar que cualquier férmula proposicional contiene igual nimero
de veces los simbolos auxiliares “( " y “)".

o Casos base:

(At): Toda férmula atémica contiene exactamente 0 veces tanto el
simbolo “(" como el simbolo “)".

e Pasos inductivos:

(=) ¢=—¢
Si HI: ¢ contiene n veces “( " y n veces )",
entonces  también contiene n veces “( " y n veces “)"

(o) ¢=(p1o¢2)
Si HI: ; contiene n; veces “( "y n; veces "), i € {1,2},
entonces  contiene n; + ny + 1 veces “( "y ny + np+ 1 veces ).
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Principio de unicidad estructural para férmulas proposicionales (PUE)

La construcciéon de cualquier férmula determina univocamente su
estructura sintactica.

PRINCIPIO DE UNICIDAD ESTRUCTURAL PARA FORMULAS
PROPOSICIONALES (PUE)

Toda férmula ¢ € Ly cae dentro de uno y sélo uno de los casos siguientes:
(At): ¢ es atémica
(—): ¢ = —1 para cierta férmula ¢; univocamente determinada.

(o ): ¢ = (p10p2) para cierta conectiva oy ciertas férmulas 7 y
2 univocamente determinadas.
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Arboles estructurales de las férmulas proposicionales

A cada ¢ € Ly se le puede asociar un arbol univocamente determinado
por ¢ que representa su estructura de construccién y que se denomina
arbol estructural de .

Dem:
Por PIE y PUE:

(At) (-) ®)

pe{l, TIUD| ¢=-p = (p10p)
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Arboles estructurales de las férmulas proposicionales

Ej: Arbol estructural de (—p — (g A r)):
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Principio de recursién estructural para férmulas proposicionales (PRE)

PRINCIPIO DE RECURSION ESTRUCTURAL PARA FORMULAS
PROPOSICIONALES (PRE)

Dado cualquier conjunto A , para definir una funcién f : Ly — A es vélido
utilizar el siguiente esquema recursivo:
o Casos base:

(At): Para ¢ atémica:
f(p) =--- valor explicito - - -

e Casos recursivos:

(—): f(—p) = valor dependiendo de ().
(o ): f((p1o02)) = valor dependiendo de (1), f(v2) vy .
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Principio de recursién estructural para férmulas proposicionales (PRE) (2)

DEF:

El vocabulario de una férmula ¢ € Ly es el conjunto finito formado por
todos los simbolos de proposicion p € >~ que aparecen en .

Definicion recursiva de voc : Ly — p(X) que asocia a cada férmula
proposicional su vocabulario:

o Casos base:
(At):
voc(T) =10
voc(L) =10
VpeX voc(p) ={p}
o Casos recursivos:

()1 voc(=yp) = voc(p) .
(3 ): voc((¢p1 0 2)) = voc(pr) U voc(pa).
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Principio de recursién estructural para férmulas proposicionales (PRE) 3)

DEF:

Dadas p, 1 € Ly, 1) es una subférmula de ¢ si una parte de ¢ formada
por simbolos consecutivos es idéntica a ). En este caso el arbol estructural
de 1) es un subdrbol del arbol estructural de .

Definicion recursiva de CSub : Ly — p(Ly) que asocia a cada férmula
su conjunto de subférmulas:
o Casos base:
(At):
CSub(T)=A{T}
CSub(L) = {1}
VpeX CSub(p)={p}
e Casos recursivos:
(—): CSub(—p) = {—p} U CSub(p) .
(o ): CSub((p10¢2)) = {(p10¢2)} U CSub(p1) U CSub(i2).
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Ej.: Dada ¢ = (—p — (g A —r)):

voc(e) ={p,q,r}
CSub(p) = {—-p,p,q,r,—r,(g A —r), ¢}
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Escritura abreviada de férmulas proposicionales.

ESCRITURA ABREVIADA DE FORMULAS PROPOSICIONALES

e Una férmula estd correctamente escrita en forma abreviada si
cumple los siguientes convenios:

o Omite los paréntesis externos.

@ Las conectivas tienen el siguiente orden de prioridad:

ST S>SASV > o > &

@ Las conectivas A, V,— asocian por la derecha.

Ej.:

@ "pAqV -r—sabrevia ((mpAgq)V-r)—s)
@ p— q— rabrevia (p—(qg—r))
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Semantica

Interpretaciones que dan un significado a las construcciones sintacticamente correctas.

@ Valores veritativos: 0 para falsoy 1 para cierto.

@ Valoracion de la signatura Y: Una aplicacién v : ¥ — {0,1}.

Obs.: Si |X| = n, entonces hay 2" valoraciones posibles para ¥

@ Interpretaciones de las conectivas o _tablas de verdad de las

conectivas:
e Tabla de verdad de la conectiva unaria — : Es la aplicacién
v~ :{0,1} — {0,1} dada por la tabla:

X | va(x)
0 1
1 0

o Tabla de verdad de las conectivas binarias o : Son las aplicaciones
v {0,1} x {0,1} — {0,1} dadas por la tabla:

V/\(va) V\/(va) V*)(va) V<—>(X7y)

X1y

0|0 0 0 1 1
0|1 0 1 1 0
110 0 1 0 0
1|1 1 1 1 1
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Semantica

DEF:

Dadas o € Ly yv: X — {0,1}, el valor veritativo de ¢ en v se define
recursivamente por la funcion [-]V : Ly — {0,1} asi:

o Casos base:
(T) [T]"=1
(L) [L]"=o0
(X) [pl"=v(p) VpeX

o Casos I’ECUI’SiVOS:
(=) [=el” = v- ([#]Y)
(o) [(pro@)]" = va ([1]" ([2]")

Tabla de verdad de una férmula proposicional: da los valores
veritativos de la férmula para todas las valoraciones posibles de los
elementos de su vocabulario.
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Ej.:
Dadas p = (p — (g <> —r)) y v: X — {0,1} tal que
v(p) = v(r) =0,v(q) =1

[el” = v (Ie". I(q ¢ ~n)1") = ves (0, v ([al" [r]")) =1

plalr|-rl(@ae-rn) |y
0,00 1 0 1
001 O 1 1
010 1 1 1
0O[(1(1, 0 0 1
11]0|0] 1 0 0
110(1| O 1 1
1/1/0] 1 1 1
111]1] 0 0 0
TABLA : Tabla de verdad de (p — (g +> —r))
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Satisfactibilidad

DEF:
Dadas p € Ly yv: ¥ — {0,1} :
e Sifp]" =1, decimos que v satisface ¢, o que v es modelo de

@ y escribimos v |= .
Mod(p) denota el conjunto de todos los modelos de ¢

e Si[¢]Y =0, decimos que v no satisface ¢, o que v no es
modelo de ¢ y escribimos v [~ ¢.

e ¢ es satisfactible si existe una valoracion v que satisface .

@ ¢ es insatisfactible si no existe ninguna valoracién v que satisfaga .
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Ej.:
Dada ¢ = (p — (q <> —r

~—

):

(@< —r)

J

H = =22 O OO O|T
R R OORFr,EFHE OO0
—F O, OKFHOR O~
O H OKFF R IS

0
1
1
0
0
1
1
0

OO, OFOHR

TABLA : Tabla de verdad de (p — (g + —r))

 es satisfactible, pero no toda valoracién la satisface.
Los modelos de ¢ son las valoraciones que aparecen sombreadas en azul en
la tabla anterior.
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Satisfactibilidad

DEF:
Dados ® C Ly yv:X — {0,1} :

e Siv [, paracada ¢ € ® decimos que v satisface @, o que v
es modelo de & y escribimos v = ®.
Mod(®) denota el conjunto de todos los modelos de ®

e Siv [~ ¢,para alguna ¢ € ® decimos que v no satisface ¢, o que
v no es modelo de @ y escribimos v [~ ®.

o O es satisfactible si existe una valoracion v que satisface ®.
(Obs.: ® = () es satisfactible)

o O esinsatisfactible si no existe ninguna valoracion v que satisfaga ®.

v

Prop.: Dado ¢ = {(,91,(,92, ooc (pn} C Ly,
® es satisfactible si y sélo si o1 A o A -+ A @, es satisfactible.
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Ej.:
® = {p — q,—q} es satisfactible pero 1 = {p — q,—q, p} es
insatisfactible.

pla|—-a|(p—aq)
0/0| 1 1
0ol1] 0 1
10| 1 0
111 0 1

° v(p)=v(q)=0, vo.
@ v [~ &y, para toda valoracién v. (Ninguna valoracién satisface las
tres férmulas a la vez)
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

DEF:

e Una formula ¢ es una tautologia si v = ¢ (es cierta) para toda
valoracion v : ¥ — {0,1}.

e Una férmula ¢ es una contradiccion si v [~ ¢ (es falsa) para toda
valoracion v : ¥ — {0,1}.

e Una formula ¢ es una contingencia si existen

al menos dos valoraciones distintas vy,vs : ¥ — {0,1} tales que

vi E @ y v [E ¢ (no es ni tautologia ni contradiccion).

p —p (PV=p) (P A= p) (P——p)

1 0 1 0 0

0 1 1 0 1

T T T T T
Contingencia | Contingencia | Tautologia | Contradiccion | Contingencia
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Ej.:
((p— q) A (pA—q)) es contradiccidn.

Dem.:
Supongamos que existe v : ¥ — {0,1} tal que [¢]" =1

[el" = va (I(p = @)1, [(P A —q)]") = 1

Luego [(p = @)l =1, [(PA—q)]" =1

Pero  [[(p = @)l" = v ([P]": [a1"), [(pA=a)]" = va ([P]", [-a]")
Luego deberia cumplirse v, ([p]", [¢]*) = 1,v(p) =1,v-(v(q)) =1

Y llegamos al absurdo v, ([p]",[q]") = 1,v(p) =1,v(q) =0
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

DEF:
Dadas x, @1, - @n € Ly y n simbolos de proposicion diferentes

P1, P2+ Pn € X, X' = X[P1/#1,P2/$2;--Pn/n] designa a la férmula
resultante de sustituir simultaneamente en x todas las apariciones de p;

por p; y decimos que X' es un caso particular de x.

TEOREMA:Si x es tautologia entonces cualquier caso particular x de x es
tautologia.

v

Dem: El valor veritativo de X' = x[p1/®1, P2/©2, ---Pn/¢n] bajo cualquier
valoracién v dada, serd el mismo que el de x bajo la valoracién v’ que

asigna a cada p; el valor [p;]" vy tal que v'(q)=v(q) VYqeX\{p1, p2,---Pn}.
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

PROP.: Una férmula proposicional ¢ es contradiccién si y sélo si —¢ es
una tautologia, y viceversa.

Dem:

COROLARIO.:Cualquier caso particular de una contradiccién es una
contradiccién.

Dem:

ProP.: Dado ® = {1, 92, - ¢n} C Ly,

® es insatisfactible si y sélo si w1 A wa A Aw, es una contradiccién.

Dem:
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Consecuencia légica

DEF:

Dados ¢ € Ly (conjunto de premisas o hipdtesis) y 1 € Ly (conclusion o
tesis), decimos que 1) es consecuencia légica de ®, lo que escribiremos
® |= 1), si todo modelo de ® lo es de 1) (i.e. si v = ® entonces v = 1),

Vv:¥ —{0,1})

@ A ® =1 se le llama regla de inferencia.

e ® £ ¢ denota que 1) no es consecuencia légica de ® (i.e. hay al
menos un modelo de ® que no es modelo de 1) )

= 1) abrevia () |= 1
01,02+ pn = 1) abrevia {1, 02 pnt E Y
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Formalizacién y validez de razonamientos.

#1 Podemos establecer la validez |6gica de
. 2 un razonamiento formalizandolo en la
Premisas , .
: I6gica proposicional y comprobando
©n que la conclusién es consecuencia
> I6gica de las premisas.
Conclusién .9

Ej.: Si encuentras esto dificil entonces no eres inteligente o no lo has trabajado.
Lo has trabajado y eres inteligente luego no lo encontrards dificil.

. (p— (mgV—r)) p :Encuentras esto dificil
Premisas {(r Aq) q :Eres inteligente
r :Lo has trabajado

Conclusién . —p
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Ejemplo de razonamiento légicamente correcto:

Si encuentras esto dificil entonces no eres inteligente o no lo has trabajado.
Lo has trabajado y eres inteligente luego no lo encontrards dificil.

Premisas (p— (—gV-—r)) p :Encuentras esto dificil
q :Eres inteligente
o r :Lo has trabajado
Conclusién . —p

plalr|-a[-r|(agVv-rn | ({(P=>(aqVv-r)|(rAq) | -p
0lo]o| 1 1 1 1 0 1
ojo|1]| 1 0 1 1 0 1
ol1]|0| o 1 1 1 0 1
ol1|1| o 0 0 1 1 1
1lolo] 1 1 1 1 0 0
1lol1] 1 0 1 1 0 0
110 o 1 1 1 0 0
111]1] o 0 0 0 1 0

Regla de inferencia: (p = (mqV —r)),(rAq)E-p
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Relacién entre consecuencia légica, tautologias y contradicciones.

PROP.: =1 si y sélo si 1) es una tautologia. J

Dem:

PRrop.: Si ® C Ly es insatisfactible entonces ® |= v para cualquier
férmula ¢ € Ly.
(De falso puede concluirse cualquier cosa)

Dem:
® C Ly es insatisfactible si y sélo si no existe v : © — {0, 1} tal que

v = ®. Luego ® |= 1) pues no hay ningin modelo de ® para el que 7 sea
falso .
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Relacién entre consecuencia légica, tautologias y contradicciones.

TEOREMA DE LA DEDUCCION: Sean ® C Ly y ©,%, 01, p, € Ly.
Entonces

1) = (p— ) siysdlosidU{p} =
2) Epi A App,—YsiysblosiPU{pr, -, pont EVY

3) o1, e EY S Eoi A App = 1)
< o1 Ao A, — 1) es una tautologia.

Dem:
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Relacién entre consecuencia légica, tautologias y contradicciones.

Ej.. Si encuentras esto dificil entonces no eres inteligente o no lo has trabajado.
Lo has trabajado y eres inteligente luego no lo encontrards dificil.

. (p— (—qV-r)) p :Encuentras esto dificil
Premisas {(f Aq) q :Eres inteligente
r :Lo has trabajado

Conclusién . —p

Implicacién légica relacionada: ¢: (((p = (—qV=r) A(rAQq) ——p)

plalr|-a]-r]-qv-ar]p— rag | -p | (pP=(-avarn) | e
(zqv-r) A(rAa)
0001 1 1 1 0 1 0 1
olo|1]1 0 1 1 0 1 0 1
ol1]0]o0 1 1 1 0 1 0 1
ol1]1]o0 0 0 1 1 1 1 1
1lofo|1 1 1 1 0 0 0 1
10|11 0 1 1 0 0 0 1
111]lo0]o0 1 1 1 0 0 0 1
1l1)1]o0 0 0 0 1 0 0 1
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Relacién entre consecuencia légica, tautologias y contradicciones.

TEOREMA DE LA REDUCCION AL ABSURDO: Sean ® C Ly y
%7/1,991, s € Ly . Entonces

1) ® =1 siysélosi ®U {1} es insatisfactible
2) p1, ,on EY S @1 A Apn A1) es una contradiccién.

Dem:

COROLARIO: Si existe v : ¥ — {0,1} talque v = o1 A~ App A )
entonces ¢ no es consecuencia légica de {1, ,p,} y adicha v sela
llama valoracién contraejemplo
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Relacién entre consecuencia légica, tautologias y contradicciones.

Ej.: Refuta (p — q) = g mediante una valoracién contraejemplo.

Valoracién contraejemplo: v : ¥ — {0,1}, v(p) =v(q) =0

[(p = @) A=ql” = va(v(v(p), v(q)), v-(v()))
= V/\(V—>(070)7 Vﬁ(O))
—u(1,1) =1
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Equivalencia légica

DEF:

Dos férmulas @ y 1son logicamente equivalentes, y se escribe ¢ ~ 1, si
Mod(p) = Mod(v) (i.e. Vv : X — {0,1} [¢]" = [¥]Y)-

plg|l-p|(p—a)]| (=pva) | ((p = q) < (-pVa))
0/0] 1 1 1 1
011 1 1 1 1
10| 0 0 0 1
111] o 1 1 1

TABLA : (p — q) ~ (=pVa)

@ o ~ 1) siysdlosi (¢ <> 1)) es una tautologia.
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Equivalencia légica

% 1 denota que ¢ y 1 no son légicamente equivalentes.

—
~—

N
=
N—r

(g ((p— (p—(

0
~

(p

= === 0 0 0O O|T
H R, OO, H~E O O|lo

H O, OFOHRFO|l=

R R OOKRKRR||

I—lOI—lI—lI—lOD—\I—l\L

_H O R R KFHOR O

H O KR RFE R B~ R0

TABLA : ((p—=q) = 1) % (p— (9 —7))
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Equivalencia légica.

m— . . .
G 1) C Ly x Ly es una relacién de equivalencia.

2) Dadas p, 1 € Ly se tiene
e~ EPeaY
SEp—ovy EYv—oe
SoEYvyvEY
3) Dada ¢ € Ly, ¢ es tautologia si y sélo si o ~ T
4) Dada ¢ € Ly, o es contradiccién si y sélo si p ~ L

5) (Propiedad de reemplazamiento): Dadas ¢, ¢ € Ly,
si x() es una férmula que contiene a v y ¢ ~ 1, entonces
X() ~ x(¢) siendo x (1) el resultado de reemplazar una o varias
apariciones de ¢ en x por

6) Dadas x1,x2 € Ls,
si x1 ~ Xz entonces xa[p/@] ~ x2[p/7] VP e T Ve Ly

COROLARIO: Se puede demostrar la equivalencia Iégica de dos férmulas
“encadenando” equivalencias légicas de subférmulas.
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Equivalencia légica. Leyes algebraicas de Boole

LEYES ALGEBRAICAS DE BOOLE. Dadas ¢, %, x € Ly

(PVP) VX~V (DVX)
(P AY)AX~ P AP AX)

Leyes de asociatividad

PVY~P Vo
PAY~YPAp

Leyes de conmutatividad

eV (@ AX)~(eVP)A(pVX)
PN (P VX)~ (e AY) V(e AX)

Leyes de distributividad

—(pVip)~=pA—yp
(e AY)~ vy

Leyes de De Morgan

eVpn~p
PAp~p

Leyes de idempotencia

eV (pA)~p
PpA(pVY)~ e

Leyes de absorcién

pVLl~yp
PAT ~p

Elemento neutro.Leyes de identidad

eV T ~T
AL~ L

Elemento nulo.Leyes de dominacién

——p ~ ¢ (Doble negacién)
@V -~ T (Tercio excluido)
» A —p ~ L (Contradiccién)

Leyes de negacién
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Equivalencia légica. Leyes algebraicas de Boole

Demostracién de la ley de doble negacién ——p ~ ¢:

0 1 0
110 1

TABLA : =—p~p
—=plp/e] ~ plp/¥]
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Equivalencia légica. Leyes de relacion entre conectivas

LEYES DE RELACION ENTRE CONECTIVAS

p=>Y~pVY
¢ — 1 ~ b — —p (Contrarreciproco o trasposicién de ¢ — 1))
o=~ (o AY)
porv~(p=Y)A MW — )
Y~ ooy
PV ~=p—th~—th =@
P A~ (e = ) ~ (= =p)
= L~ap
p—=>T~T
1l =9 ~T
Top ~p
eANYp >~ T
PpAY > p~T Leyes de simplificacion

Dem. de p — ) ~ =(p A ) :

=Y ~apVaY relacién entre —, -y V
~ -V -1 doble negacién y reemplazamiento
~ =(p A=)  De Morgan
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Ejemplo de razonamiento légicamente correcto:

Si encuentras esto dificil entonces no eres inteligente o no lo has trabajado.
Lo has trabajado y eres inteligente luego no lo encontrarés dificil.

Premisas (p— (mgV—r)) p :Encuentras esto dificil
(rngq) q :Eres inteligente
S r :Lo has trabajado
Conclusién . —p

Implicacién Iégica relacionada: ¢: (((p = (g V=) A(rAqQ)) = —p)

(p=(mavan)A(rAag) = -p
~=((p—=(—mqVar)A(rAq)) Vop relacién entre —, -y Vv
~=((-pV(mqVar)A(rAq)) Vop relacién entre —, -y V y reemplazamiento
~((=(-pV(~gV-r) Vo (rAqg)) Vo p De Morgany reemplazamiento
~(m=p A= (mgqVar)Va(rAq)) Vo p De Morgan y reemplazamiento

~(pA-m g A-r) Vo rVagVop De Morgan, doble negacién y reemplazamiento
~(PAgQATr)VarvVaqVap doble negacién y reemplazamiento
~(pPAgATr)Va(pAgAr) De Morgan, conmutatividad y reemplazamiento
~ T tercio excluido
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Formas normales conjuntiva y disyuntiva

DEF:

e Literal: cualquier férmula de la forma p (literal positivo) o — p (literal
negativo), con p € ¥

o Clausula conjuntiva: cualquier férmula que es una conjuncién de
literales.

o Clausula disyuntiva: cualquier férmula que es una disyuncion de
literales.

e Una férmula estd en forma normal conjuntiva (FNC) si es una
conjuncion de clausulas disyuntivas.

e Una férmula estd en forma normal disjuntiva (FND) si es una
disyunciéon de clausulas conjuntivas.
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Formas normales conjuntiva y disyuntiva

Convenios:
@ Un dnico literal puede considerarse, indistintamente, como conjuncién
o como disyuncién.
@ L estd en FND y es una cldusula disyuntiva (representa una
disyuncién vacia (trivialmente falsa)).
o T estd en FNC y es una cldusula conjuntiva (representa una
conjuncién vacia (trivialmente cierta)).

Observaciones:
e Una (nica cldusula disyuntiva puede considerarse que estd en FNC (con una
cldusula) o en FND (con varias clausulas conjuntivas unitarias (literal o L o T))

e Una (nica cldusula conjuntiva puede considerarse que estd en FND (con una
cldusula) o en FNC (con varias cldusulas disyuntivas unitarias (literal o L 0 T))
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Formas normales conjuntiva y disyuntiva

TEOREMA: Dada ¢ € Ly, pueden construirse, usando sélo simbolos del
vocabulario de ¢ , sendas férmulas FND(¢) y FNC(¢) tales que

FND(¢) ~ ¢, FND(p) estd en FND

FNC(¢p) ~ ¢, FNC(p) estd en FNC

(Obs: Las FNC(¢) y FND() no son tnicas.)

Dem:
@ Si ¢ = 1 entonces FND(¢) = Ly FNC(p) = LA L
@ Sip =T entonces FNC(¢) = T y FND(¢) =TV T
@ En otro caso, si Mod(¢) = {v1, -+ ,vm} con m >0 y voc(y¢) = {p1,---,pn} con n >0,
definimos
FND(p) = \/ @ov=1u V-V, siendo @, =Xi1AX2A---ANi, donde
€Mod(p .
vEMod(p) A= pj si vi(pj) =1
& —pj si vi(pj) =0

FNC(p) = =FND(—¢)
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Formas normales conjuntiva y disyuntiva

Ej.: Escrituraen FNDy FNCde ¢ =((p — q) — r)
a) A partir de su tabla de verdad

plalr{(—a)|((P—aq) —r)
0lo0]o0 1 0
0lo]1 1 1
ol1]o0 1 0
011 1 1
100 0 1
1|01 0 1
1110 1 0
111 1 1

FND(@) = (=pA=gAr)V(=pAGAT)V(PA=GA=)V (PA=GAT)V(PAGAT)
FND(=¢) = (mp A=qA=r)V(=pAgA=r)V(pAgA-r)

FNC(p) = (pV gV r)A(pPV =gV r)A(=pV—qVr)
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Formas normales conjuntiva y disyuntiva

Ej.: Escritura en FND y FNCde ¢ =((p — q) — )

b) A partir de equivalencias logicas

¢ =((p—q) —r)
~ (—|(p — q) \Y% r) relacién entre —, =y V
~ (= (—| pVv q) Vv r) relacién entre —, =y V y reemplazamiento
= De Morgan, doble negacién y reemplazamiento

)
NC(¢p) distributividad
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Formas normales conjuntiva y disyuntiva.

Leyes de equivalencia logica para simplificacion de formulas en forma normal.

©
LEYES DE EQUIVALENCIA LOGICA PARA SIMPLIFICACION DE
FORMULAS EN FORMA NORMAL.
(DIS) (e AP)V(pA—p)~ ¢
(CON) (eVY)A(pV ) ~e
y en ambos casos se dice que las dos clausulas asocian con respecto a ¥
Ej.: ¢=((p—=a)—r)
FND(@) = (=pA=gAr)V(=pAGAT)V(pPA=GA=)V (PA=GAT)V(PAGAT)
N———
G G G Cy Cs
~(=pAr)V(pA—q)V(pAr) poridempotencia, reemplazamiento y
— Y = (DIS): C4 y C3 asocian respecto a r
G G Ce Cy y G, asocian respecto a g

C4 y Cs asocian respecto a ¢
~rV(pA-q) por (DIS): Cs y Cg asocian respecto a p
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Formas normales conjuntiva y disyuntiva.
Leyes de equivalencia légica para simplificacion de férmulas en forma normal.  (7)

Eji: ¢o=(p—q)—r)

FNC(¢) = (pVqVr)A(pV=qVr)A(=pV-qVr)

G G G

~ (p V r) A (—|q V r) por idempotencia, reemplazamiento y
(CON): C; y (5 asocian respecto a g

C2 y C3 asocian respecto a p
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Tableaux semanticos para légica proposicional.

Método de célculo légico que permite:
@ Decidir si una férmula dada es consecuencia légica de unas premisas y
construir un contraejemplo en el caso de que no lo sea.
@ Decidir si un conjunto de férmulas es satisfactible.
o Decidir si una férmula es tautologia.

@ Calcular formas normales conjuntivas y disyuntivas.
Método de deduccidn alternativo a las tablas de verdad:

@ Menos costoso en muchos casos que las tablas de verdad.

e Extensible a otras légicas en las que las tablas de verdad dejan de
tener sentido.

@ Sirve de base para demostradores automdticos.
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Tableaux semanticos para légica proposicional.

e Procedimiento de refutacion: Para demostrar ® = ¢ intenta
demostrar que ® U {—¢} es insatisfactible. Para demostrar que
 es tautologia, intenta demostrar que — es contradiccion.

o ldea base: Cada férmula proposicional compuesta o es un literal
negativo o es simplificable o es légicamente equivalente a la
disyunccién o conjuncién de otras dos férmulas mas sencillas.

Férmulas Férmulas Férmulas
simplificables: o ~ o1||conjuntivas: a ~ a3 A ap disyuntivas: 8 ~ 81 V B2
o o1 o a1 a B b1 B2
=T 1 pAY ® P PV ¥ P
-l T (pVY) e - (e AY) | o -
- ® (=) | e - (p—=v) | ~o P
ey o=y Yool (eed) | (=) (W — @)

01,01, Qp, 51y [ se dice que son los constituyentes respectivamente de o, a y (.
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Tableaux semanticos para légica proposicional.
El estudio de o, @ o 3 se reduce al de sus constituyentes.

Esquemas de reduccidn

o Q@ 8
o1 a1 51 | /32
a

@ Para férmulas simplificables o ~ o: Para satisfacer o basta con

satisfacer o

e Para férmulas conjuntivas av ~ a1 A «ip: Para satisfacer o basta con
satisfacer a1 y «» conjuntamente.

e Para férmulas disyuntivas 3 ~ (51 V 3»: Para satisfacer J basta con
satisfacer J; o [J» . El simbolo | denota la alternativa entre 31 y [
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Reglas de construccion de tableaux.

DEF:

Un arbol de férmulas es un drbol unario-binario cuyos nodos estan
etiquetados por férmulas. Una rama @ de un arbol de férmulas se llama
cerrada si | aparece en 0 o para alguna férmula p aparecen en 0
tanto o como —p. A las ramas que no son cerradas se las llama abiertas.

DEF:

Un tableau T para un conjunto finito de férmulas ® = {1, ,¢,} es
cualquier arbol de férmulas construido en un niimero finito de pasos
mediante las siguientes reglas de formacion:

v
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Reglas de construccion de tableaux. (2)

@ Regla de inicializacion [R;,]: El 4rbol de férmulas

¥n

formado con una sola rama con nodos etiquetados con las férmulas de ¢ es
un tableau para ® (tableau inicial)
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Reglas de construccién de tableaux. (3)

@ Reglas de reduccidén: Si T es un tableau para ® y T’ se obtiene a partir de
T por alguna de las reglas siguientes, entonces T' también es un tableau
para 9.

o [R,]: Si 6 es una rama abierta de T con un nodo etiquetado con una
férmula simplificable o, se obtiene T alargando 6 con o;.

No se aplica esta regla si o1 ya aparecia en 6.

o [R,]: Si 6 es una rama abierta de T con un nodo etiquetado con una
férmula conjuntiva «, se obtiene T’ alargando € con dos nodos
etiquetados con las constituyentes a1 y as.

No se aplica esta regla si a1 y «p ya aparecian en 6. Si sélo aparece
en 0 uno de los dos constituyentes, se obtiene T’ alargando 6 con un
nodo etiquetado con el otro constituyente.

o [Rg]: Si 6 es una rama abierta de T con un nodo etiquetado con una
férmula disyuntiva (3, se obtiene T' afiadiendo como hijos de 6 dos
nodos etiquetados con las constituyentes 31 y (3.

No se aplica esta regla si 81 o [3» ya aparecian en 6.

Un tabbleau queda terminado cuando no se puede aplicar ninguna regla.
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Reglas de construccion de tableaux. (4)

DEF:

Un tableau se llama cerrado si todas sus ramas estan cerradas.
Las ramas cerradas se marcan con i seguido de un identificador de los

nodos que hacen que la rama se cierre; las ramas que quedan abiertas se
marcan con ).

@ Cada rama del arbol representarad un escenario en el que estudiamos si se
pueden satisfacer todas las férmulas del conjunto de férmulas en estudio.
e Si en una misma rama aparecen una férmula y su negacién, esa rama
representa un escenario imposible (“cierra”). La situacidn que plantea
esa rama es insatisfactible.
e Si todas las ramas cierran, el conjunto es insatisfactible
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Reglas de construccion de tableaux.

Ej:
v = (2P V =) ® = {(p = (- V), (y Av), 7}
YAY
S
Veamos mediante tableaux que ¢ — (= V =),y A Y = —p

(1) o= (V)
(2) A9
(3) = [Rini]
4) » [Rs, 3]
(5) v
(6) v [Ra, 2]
M CONCTRED R
8(4,7) -[Rs. 8]

(9) = (10)~y
1(6,9) #(5,10)
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Reglas de construccion de tableaux. Heuristicas

HEURISTICAS

@ Dependiendo del orden en que se apliquen las reglas de formacién se
pueden construir tableaux diferentes para un mismo conjunto de
férmulas:

e Cada vez que se reduzca una férmula conviene trasladar las férmulas
constituyentes a todas las ramas abiertas que pasen por el nodo de la
férmula.

o Es mejor reducir primero las férmulas simplificables y conjuntivas para
evitar demasiadas bifurcaciones.

o Entre las disyuntivas conviene reducir primero las que vayan a producir
que alguna rama se cierre inmediatamente.

e Conviene intentar cerrar ramas antes de expandir otras.
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Propiedades fundamentales de los tableaux.

DEF:

Si para el conjunto de férmulas ® puede construirse un tableau cerrado T,
diremos que T prueba la insastifactibilidad de ®. En particular si

& = Py U {2} se dice que prueba por refutacion que $¢ =1 lo que
se escribe ®g Fyp Y

DEF:

Si 0 es una rama abierta de un tableau terminado, se define(n) la(s)
valoracion(es) asociada(s):

1 si p aparece en 0
vo(p) = 0 si —p aparece en 0
arbitrario o.c.
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Propiedades fundamentales de los tableaux. @)

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LOS TABLEAUX
Dado ¢ C Ly
Q@ O es insatisfactible si y sélo si ® tiene un tableau cerrado.
Q@ ¢ =1 siysolosi @by
@ Si T es un tableau terminado y no cerrado de ®, cada rama abierta 6

cumple vy = ®. En particular, si ® = &g U {1}, entonces vy es una
valoracién contraejemplo que prueba ®q £ ¢
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Calculo de formas normales con tableaux.

CALCULO DE FORMAS NORMALES CON TABLEAUX.
Dada ¢ € Ly

© Construir un tableau terminado T para ¢

@ Si T es cerrado: FND(¢) = Ly FNC(p) = LA L.

@ Si T no es cerrado:

o Para cada rama abierta 6 se construye la conjuncién g de todos los
literales que etiquetan nodos de la rama 6.

FND()= \/ s
6 rama abierta de T

o Para calcular FNC(y) se construye FND(—¢) por tableaux y se
termina utilizando FNC(p) ~ ~FND(—¢) y las leyes de De Morgan.
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