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Presentacion

La Unidad Aritmético Logica, es uno de los componentes que
Von Neumann implementd en su primer disefio, como un

componente fundamental para el computador.

La tarea de este componente, tal como su propio nombre indica,

se encarga de realizar las operaciones aritméticas (+, -, *, etc.)
y loégicas (and, or, not, etc.) sobre datos, mayoritariamente

ndmeros.

Hay muchas maneras de almacenar numeros en binario. Tenemos que diferenciar entre nimeros
positivos y negativos, enteros y reales, por lo que, para entender una Unidad Aritmético Ldgica,

hay que tener muy presente estos métodos de representacion de la informacion.

Por tanto, debemos recordar que la representacion de informacion numérica mas estandar en los

computadores actuales consiste en:

e Enteros
= Enteros positivos: Binario puro. De 8, 16 ¢ 32 bits, son los formatos mas extendidos.

» Enteros con signo: complemento a dos.

e Reales
= De simple precision: 16 bits, de los cuales 8 para exponente y 8 para la mantisa.
= Doble precision: 32 6 64 bits. 8 para el exponente y 24 para mantisa y 11 para exponente y

52 para mantisa respectivamente.

Para hacer un estudio de cémo se implementa una Unidad Aritmético Ldgica (ALU a partir de
ahora), estudiaremos las operaciones mas importantes sobre cada uno de estos sistemas, asi

como las optimizaciones que podemos hacer sobre cada una de ellas.
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Estructura y operaciones de una ALU

Banco de registros

1 Organo
, secuenciador

[
________ r

La imagen que aparece en pantalla representa la

estructura de una unidad aritmética que, en general,
tp

se compone de uno o varios operadores, de un l
Acumulad. n JERED)

Estado

conjunto de registros, unos biestables para

almacenar el estado y, en algunos casos, de un componente secuenciador.

Los operadores por los que esta construido una ALU, pueden ser de dos tipos.

La unidad de control del computador se encarga de

Operadores de tipo llevar a cabo el control de los algoritmos de las
combinacional simple y/o de operaciones complejas. Es tipica de dispositivos de bajo
tipo paralelo coste, donde se anteponen las condiciones econémicas

a la eficiencia.

El érgano secuenciador se encarga de dirigir las fases
necesarias para la realizacion de las operaciones que
tenga encomendadas. Este 6rgano se compondra de un
contador de fases, de una légica de decodificacion de
las fases y de un conjunto de registros para
almacenamiento temporal de célculos intermedios. Estos
operadores suelen encontrarse en computadores muy
potentes, a los que se les dota de una unidad aritmética
compuesta por varios operadores que pueden funcionar
en paralelo, anteponiendo la eficiencia a los demas
factores.

Operadores con su propio
6érgano secuenciador

Por su lado, el banco de registros de tipo general sirve para que el usuario almacene
temporalmente datos y resultados intermedios. Suele constar del orden de 8 6 16. En muchas

maquinas, hay un registro en especial, llamado acumulador.

Acumulador

El acumulador recibe un frato privilegiado. Este registro se utiliza como almacén
inicial/intermedio/final de los datos del operador y, sobre su contenido, se realizan muchas
operaciones que no se pueden hacer sobre otros registros.

Finalmente, diremos que la unidad aritmética esta generalmente dotada de unos biestables, que
almacenan ciertas condiciones relativas a la Ultima operacion realizada por ella. Son muchas las
condiciones que se pueden almacenar en este registro de estado, pero por su simplicidad y

utilidad, destacamos los siguientes:

e~~~ | Universidad Europea de Madrid



e Cero: se pone a 1 si el resultado es cero.
o Negativo: se pone a 1 si el resultado es negativo.
e Acarreo: se pone a 1 si el resultado tiene acarreo.

e Desbordamiento: se pone a 1 si el resultado tiene desbordamiento.

FUNDAMENTOS DE COMPUTADORES

ALU

Denominacion de los biestables de la unidad aritmética

Los biestables de los que, generalmente, esta dotada la unidad aritmética, se llaman
biestables de estado.
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Operaciones de suma y resta |
La sumal/resta de numeros enteros es una de las operaciones E::: s
e ? ) d
simples que se realizan mediante l6gica combinacional clasica. Y ot
Iy Ci
suele ser, en muchas ALU, la base de ofras operaciones como la _Do—_)o_'

multiplicacién o la division. La manera de construir un sumador, ya
le hemos visto en ofras asignaturas, por lo que solo recordaremos a grandes rasgos cémo era su

implementacion.

Se basa en la combinacion de sumadores elementales, es decir, sumadores de un solo bit (véase
la imagen de la derecha) mas acarreo, que se encadenan, para formar sumadores del nimero de

bits que se desee (véase la imagen inferior).

ar b as b as bs as b a: bs a: b: ai b a be ci

v

b Cs b Y Cs b v Ca W b C3 ¥ ¢ C2 o v Ci W ¥ Co

mador Sumador Sumador Sumador Sumador Sumador Sumador Sumador
elemental elemental alemental elemental elemental elemental elemental elemental

Crv ¥S7 vSs vSs v Sy * 83 v Sz v S v S

Este método de construir un sumador es muy simple, pero el tiempo de suma, depende del
nuimero de bits que forman los ndmeros, ya que la suma tiene que ser secuencial. En la
actualidad, hay sumadores con prediccion de acarreo, que permiten hacer la suma de todos los
bits de manera simultanea, acelerando considerablemente el tiempo de la suma. Estos sumadores
se construyen gracias a una caracteristica del acarreo, que puedes ser determinada solo,

teniendo en cuenta los bits aj,bj de cada etapa.

@™ Explicacion del sumador con prediccién de acarreo

Documentos
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Operaciones de suma y resta Il

Hasta ahora hemos hablado del sumador, pero ;qué pasa con el restador? Como ya se ha
mencionado, los nimeros negativos en un computador actual, se implementan en complemento a
dos. Este sistema tiene muchas ventajas, y una de ellas, quizas la mas importante, es que la
conversion de positivo a negativo y viceversa es muy simple (cambiar ceros por unos y unos
por ceros, y después sumar uno). A priori, parece complicado, pero si se analiza bien y se tiene

en cuenta que una operacion de resta, se puede interpretar como:
X=A-Beslomismoque X=A + (-B)

Todas las restas se convierten en sumas si podemos hacer el complemento a dos de B de
manera rapida.

Analicemos este circuito:

ar as as a4 as a2 at ao b7 be bs bsa bs b2 b1 be

H CLLLL Ll =R
1

Cn-

Es un sumador en secuencial, al que al a cada operando bj se le aplica una XOR junto con la
sefial S/R. Si S/R es 0, bj no se modifica, pero si S/R es 1, bj se invierte, ademas, si la sefial S/R

es 1, entonces el primer carry del sumador es 1, con lo que toda la suma se ve incrementado en

1.

En conclusién, si S/R es 0 el sumador se comporta como un sumador, mientras que si S/Res 0

el sumador se comporta como un restador.
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Como ya sabemos, la tabla de multiplicar del O y del 1 en binario es la misma que en decimal. Por tanto, vamos

a repasar una operacion de multiplicar en binario.

Tal como se aprecia en la imagen, se realiza exactamente igual que en cualguier otro sistema de numeracion

(por ejemplo en decimal). Es decir:

1011

s La multiplicacion implica la generacion de productos parciales, 111 1

uno para cada bit del multiplicador. 101 1
» El producto total se obtiene sumando los productos parciales,

desplazando cada uno un bit a la izquierda respecto al producto 0000

precedente. 1011
o El producto de dos enteros sin signo de n bits da como 101 1

resultado un nimero de hasta 2n bits (gj. 11 x 11 = 1001). 1000 1111

Seria facil escribir un programa que pudiese multiplicar dos numeros, usando sélo la suma. Este método lo
utilizan algunos microcontroladores (microprocesadores de muy bajo coste), que para ahorrar costes, su ALU
solo implementa |la sumalresta y falsea la multiplicacion/division por software. Pero en este tema, nos interesa el
caso contrario: como hacer un hardware que permita la multiplicacion de dos ndmeros de manera optima y

rapida.

Multiplicando

Sumar
—

I—l Desplazar a la derecha

|

W L
c-MIED - D
s

S, QB

Multiplicadar

Diagrama de bloques del algoritmo de Booth segin el algoritmo de Booth

Producto
enA, Q

Diagrama de flujo para la multiplicacion

La solucién a esto la implementa el algoritmo de Booth. El algoritmo funciona de la siguiente manera:

La légica de control lee uno por uno los bits del multiplicador.
o SiQ0est:
= A=A+M
= oC guarda el acarreo o

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Multiplicando

Desplazar a la derecha

|
Lo

Multiplicador

v

Si Producto
_’m enA, Q
Diagrama de flujo para la multiplicacién
segln el algoritmo de Booth

Diagrama de bloques del algoritmo de Booth

* Desplazamos una posicion a la derecha C, Ay Q, de manera que:
= An-1=C
= Qn-a=A0
» Q0 se pierde
* Repetimos el proceso para cada bit del multiplicando original
+ El producto final queda en los registros Ay Q. o 3/4 °

Multiplicando

Sumar
—

l iDesplazar a la derecha J'
T
© -CHNENES - CHEENED
L[ M

ultiplicador

Si Producto
_’m enA, Q

f . Diagrama de flujo para la multiplicacién
Diagrama de bloques del algoritmo de Booth sagun el algoritmo de Booth

Si se analiza con detalle, se puede ver que este método es la implementacion hardware del método clasico
(manual) de la multiplicacion. Pero ahorrando registros, de manera que el multiplicador y el resultado tempaoral
(la suma parcial) comparten registro.

Si nos fijamos, lo que hace es ir sumando el multiplicando a la suma parcial (que inicialmente vale 0) cada ved
que en el multiplicador hay un 1 y luego desplazar. Esto es justamente lo que hacemos en la multiplicacion

manual. o 4/4 0

@™ Ejemplo de multiplicacién de dos nimeros sin signo

Documentos
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Multiplicacion de enteros con signo

Para la representacion de enteros negativos/positivos se utiliza
complemento a dos. Debemos comprobar que el método de
multiplicacién de numeros positivos, no _es valido para los
negativos. No obstante, Booth ha simplificado esta tarea para
desarrollar un método que permite la multiplicacion de niumeros
positivos y negativos sin tener en cuenta el signo de los
operandos. En la imagen,observamos que Booth ha escrito un
algoritmo que tiene una traduccion directa a hardware y cuyo

principio de funcionamiento consiste en:

FUNDAMENTOS DE COMPUTADORES

ALU

A0, Q.40
M—Multiplicando
Q—Multiplicador
Cuenta—n

Desplazamiento
aritmético a
derecha: A, Q, Q4

Cuenta«—Cuenta-1

Mo Si

&G S0E FIN

Complemento a dos

El complemento a dos lo repasamos en la pantallas de sumador/restador.

« El multiplicador y el multiplicando se ubican en los registros Q y M respectivamente.

e Se crea un registro de un bit con una ubicacion légica a la derecha del bit menos

significativo (Qq,) del registro Q, y que denominamos Q_1.
e Ay Q_1, se fijan inicialmente a 0.

e Se comprueban Qg y Q.1:

= Si los dos son iguales (1-1 6 0-0), todos los bits de los registros A, Q, y Q.1 se desplazan

un bit a la derecha.

» Si dichos bits difieren, el multiplicando se suma o se resta al registro A, segun que los dos

bits sean 0-1 6 1-0. A continuacion de la suma o resta se realiza un desplazamiento a la

derecha.

e Debemos tener en cuenta queel desplazamiento a derecha es un desplazamiento

aritmético,es decir, el bit mas significativo de A (Ap-1) se copia en Ap-2, pero An-1

mantiene su valor. A este efecto se le conoce como rellenar con el bit de sigo, y se utiliza

para preservar el signo del nimero contenido en la pareja de registros Ay Q.

« Se repite esta secuencia hasta que se hayan procesado todos los bits de multiplicador.

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Solucion para multiplicar nimeros negativos

Para solucionar este problema, podemos tomar una solucién muy similar al caso del
Sumador/restador. Que consistiria en pasar los nimeros negativos a positivos, realizar la
multiplicacion y luego corregir el signo del resultado. Este método, aunque poco eficiente,
es utilizado por multitud de microcontroladores.

™ Ejemplo de algoritmo de Booth para nimeros con signo

Documentos
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La division de enteros

Existe una simple traduccion del método de divisién manual a un
algoritmo, y de él, a un hardware que lo implementa. El método
utilizado tiene adecuaciones a una traduccién a hardware.
Consisten en una l6gica de control para hacer las distintas

iteraciones asi como un desplazamiento a la izquierda, para

simular los desplazamientos a la derecha de las distintas restas.

Este algoritmo funciona de la siguiente manera:

e Ponemos el divisor en M y el dividendo en Q e

inicializamos A a ceros.

A—0

M — Divisor

Q ~— Dividendo
Cuenta —n

plazar a
izquierda A, @

A—A-M
Mo Ac0? Si
]
Qg1 .ni._*nom

]—l Cuenta — Cuenta - 1 I—l
Mo @ Sl FIN

e Las iteraciones comienzan con, A y Q desplazandose 1 bit a la izquierda.

e Restamos A = A - M para ver si A divide el resto parcial (resta de enteros sin signo).

= Si se cumple: A mayor o iguala 0, Qo =1

= Si no se cumple: A negativo, Qo = 0y A = A + M(se restaura al valor anterior a la resta)

e Reducimos la cuenta y el proceso se repite n pasos.

e Terminadas las iteraciones, el cociente queda en Q 'y el resto en A.

Por tanto, la operacion de division se realiza segun los registros:

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Método de division manual

toopi100 10
101

= o
==
==

Vamos a recordar la division manual:

1

— o= o

o
0

=

1
1]
10

1]
1]
1
1
1]

oo ==

1]
1
1

Primero se ajusta mentalmente el divisor con el dividendo,

comprobando al mismo tiempo si cabe. En caso afirmativo, se resta, se pone un 1 en el
cociente y se baja el siguiente digito. En caso negativo, se pone un 0 en el cociente y se
corre mentalmente el divisor un lugar a la derecha hasta que se agotan los digitos del
dividendo. Dado que en el sistema binario solo existen dos alternativas, si el dividendo es
mayor que el divisor, entonces cabe a uno, en caso contrario, no cabe. En un computador,
esta funcion se puede hacer mediante una resta, si el resultado de la resta es positivo, es
que cabe, si es negativo, no cabe. Obsérvese que al contrario que en la multiplicacion, un

dividendo de 2n bits, generan un cociente y un resto de n bits.

[ Ejemplo de division sin signo

Documentos

division_de_signo.pdf

Crear un documento pdf a partir del documento division_de_signo.docx que se encuentra en la carpeta de documentos. Hay

que rehacer a estilo UEMIa imagen dg_0012.png que se encuentra en el directorio de imagenes

Desplazamiento de las restas

Si no movemos la resta y desplazamos los operadores a la izquierda, es lo mismo que no

mover los operadores y desplazar la resta a la derecha.

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Divisiéon de enteros con signo

La division con signo, no es muy diferente de la division sin

signo. Si algoritmo es el que se ve en la figura y se interpreta

de la siguiente manera:

e Cargar el divisor en M y el dividendo en Ay Q. El

dividendo debe estar expresado en complemento a dos

de 2n bits.

e Desplazar A-Q una posicion a la izquierda.
e Comparar el signode Ay M:
» Si My A tienen el mismo signo: A — A- M.

= Si My A tienen distinto signo: A — A+ M.

FUNDAMENTOS DE COMPUTADORES

ALU

Desplazar a
izquierda &, @

Mo Si My A tienen Si
& misma signo
A=A
L |
*
Mo Sil A cambia Si
de signa

Q0
Deshacer A
Cuenta +— Cuenta - 1

No

iCuenta=02 23 g

e La operacion anterior tiene éxito si el signo de A es igual antes y después de la operacion o

A es cero (0).

» Si la operacidn tiene éxito, entonces hacer Qp= 1.

= Si la operacién no tiene éxito, entonces Qp = 0 y restablecer el valor inicial de A.

e Repetir los pasos 2 a 4 tantas veces como bits tenga Q.

e La final del algoritmo:

= El resto esta en A.

= Si los signos del dividendo y el divisor eran iguales, el cociente esta en Q; si no, el cociente

correcto es el complemento a dos de Q.

El fallo de este método se encuentra en el cociente, cuyo signo debemos corregir debido a

que siempre es positivo, de manera que su dividendo y divisor son de signos opuestos. Por el

contrario, el signo del resto es correcto.

(@8 Ejemplo de division con signo

Documentos
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Multiplicacion de rapidos

Dado que los algoritmos que

hemos visto son circuitos

a4
v,

ay

combinacional multi-ciclo, el

tiempo de ejecuciéon de pende

del reloj de la ALU, por lo que

puede hacer lentas estas

operaciones.

Existen modificaciones de ‘= "' g oy lr r2 r s
estos circuitos, conocidos como multiplicadores o divisores rapidos. Se caracterizan por
construir un circuito puramente combinacional no iterativo que realice directamente la suma de

los productos parciales.

Un ejemplo de uno de estos circuitos lo podemos ver en la siguiente imagen.

En este tipo de multiplicadores, los productos parciales son inmediatos. El problema reside con
los sumadores de estos productos, que a pesar de que sélo necesiten 2n sumadores (siendo n el
numero de bits de los operandos), lo que es un nimero muy aceptable para una implementacion

fisica, estos sumadores son los que provocan el retraso del calculo de la multiplicacion.

El retardo viene dado porque los sumadores estan colocados en cascada. No se puede calcular
la suma de un elemento si antes no se ha calculado la suma parcial anterior. Extrapolando esta
idea, el retardo total de estos sumadores es considerable, ya que viene determinado por el
numero de sumadores en cascada (en la imagen se representa mediante una linea discontinua),

que para el ejemplo es 8 niveles.

La férmula general es n+2(n-2). Asi, para un multiplicador de 8 bits es de 8+2:(8-2)= 20 niveles.

Productos parciales inmediatos

Los productos parciales inmediatos se obtienen haciendo una AND entre cada uno de los
digitos de B con cada uno de los digitos de A en una matriz de AND's.

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Operaciones con numeros reales - coma flotante

A continuacion puedes ver algoritmos para suma/resta y multiplicacion/division en operaciones en

punto flotante.

@™ Algoritmos
Documentos
En este temano vamos a fratar estos algoritmos, pero si es importante destacar con qué
problemas se han encontrado los disefiadores para implementar una unidad Aritmética en punto
flotante, y por qué hasta no hace muchos afios, esta venia como un coprocesador matematico

externo al microprocesador.

La doble representacion del cero, la representacion de numeros especiales cono NaN (Not a
Number = no es un ndmero), el +(infinito) el -~, etc., son condiciones que hay que procesar

por separado, por lo que antes de empezar a operar, hay que determinar casos especiales.

Un caso especial es la precision. Este error lo conoce bien Intel, ya que su microprocesador
insignia, el Pentium (afio 1994) tenia un error de precision en su unidad de divisién de punto

flotante.

Un ejemplo de precision lo podemos encontrar siempre que trabajamos en fisica con magnitudes

reales.

Segun la norma |IEEE 754, el estandar de punto flotante utiliza 2 bits de guarda a la derecha para

los resultados intermedios. Ejemplo: A= 12y B = 2.75.

, e A=1100 = 1.100-23 = 0 110 100
En punto flotante con 1 bit de

signo, 3 para el exponente y 1
3 para la mantisa se e B=10.11=1.011-2' = 0 100 011. Igualamos

EREMEET exponentes: B =0 110 010

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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. . oA+B=O11011O=1.110-23=11102=1410.
Suponiendo que no hay bits

de guarda ni redondeo Error acumulado de 0.751¢

e A=1100 = 1.100-23 = 0 110 10000 (los

subrayados son los bits de guarda)

e B=10.11=1.011-21 = 0 100 01100 Normalizamos
exponentes: B =0 110 01011

Si ponemos 2 bits de guarda » A+B=0110 11011,

e Redondeamos para eliminar los bits de guarda: A +

B=0110 111

o A+B = 0110 111 = 1.111-23 = 11115 = 154. Error

de 0.2510.

ALU

Algoritmos para operaciones en punto flotante

Esta informacién no es un tema a tratar en esta unidad, ya que las implementaciones
hardware que lo resuelven son complejas. Tanto, que realmente se construyen como una
maqguina secuencia y no como un circuito combinacional como los vistos hasta ahora.

Curiosidad sobre los errores de precision de Intel

Intel nunca admitié el error, pero si el usuario demostraba que su microprocesador fallaba
(cosa facil, ya que habia software que chequeaba este error en detalle), Intel se lo
reemplazaba sin coste alguno.

Universidad Europea de Madrid
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Ejemplo de precision en fisica

Estamos acostumbrados a utilizar una precision mas alta en los valores intermedios, para
que el error acumulado con las consiguientes operaciones, tenga un error despreciable.Si
no hacemos eso, los errores por truncamiento se van propagando y después de varias

operaciones, el error acumulado es grande. Asi, por ejemplo:

+ Supongamos que queremos calcular 2.56-100 * 2.34-102, utilizando solo fres cifras

significativas.
« Resultado: 2.56-100 + 2.34-102 = 0.02:102 + 2.34-102 = 2.58:102
« Pero en vez de tres digitos, ampliamos con solo dos digitos mas, cinco digitos:

« Resultado: 0.0256-102 + 2.34-102 = 2.3656-102. Redondeamos a tres digitos: =

2.37-102.

e~~~ | Universidad Europea de Madrid

20I



e~ |

FUNDAMENTOS DE COMPUTADORES

ALU

Resumen

En este tema, hemos podido ver:

e Cudles son las funciones mas importantes de una Unidad Aritmético Ldgica. Durante el
desarrollo del tema hemos pasado por alto las acciones logicas, ya que por su simplicidad

apenas tienen interés, y ademas, porque se han estudiado en temarios anteriores.

e« En cambio, hemos prestado especial interés a las acciones mas complejas, como la

suma/resta o la multiplicacion/division de numeros enteros, con y sin signo.

e Dejamos planteado el problema de las operaciones aritméticas sobre numeros reales y las

complejidades que esta tendria.

e Hemos visto desde los algoritmos utilizados, hasta la implementacién hardware de los
elementos combinacionales (secuenciales en los casos mas complicados) para poder
realizar una Unidad Aritmética de altas prestaciones. Esta Unidad Aritmética es igual a la
que implementan hoy en dia la mayor parte de los microprocesadores mas utilizados en los

computadores actuales.
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