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Presentacion

La posicion general, dentro de cualquier disposicion es un término que siempre tiene una
connotacién relativa implicita. No sabemos donde se encuentra algo por si solo, sino que

podemos decir donde esta respecto al resto de los elementos de su sistema.

El posicionamiento es la base desde la que parten los problemas tanto en espacios vectoriales
como en otras muchas ramas cientifico técnicas desde la fisica a la ingenieria. El estudio de la
posicion es el estudio de los sistemas de referencia y de sus relaciones. En algebra eso tiene un

nombre: cambio de base.

Nosotros lo vamos a estudiar de forma tedrica y practica, porque este tema sera una de las
premisas que se deben conocer al detalle antes de enfrentar figuras mas complejas que en

adelante lo englobaran.

En este tema aprenderas:

e Qué es un cambio de base, profundizando en el concepto de base y su funcionamiento.
e COomo se lleva a la practica un cambio de base.

e Como funciona un sistema de posicionamiento relativo en un espacio.

« Y muchas cosas mas.
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Posiciones relativas

Observa el siguiente croquis de posiciones de dos personajes frente a un balén. El personaje A
estad a 1.5 metros del baldn, mientras que el B se encuentra a 1 metro. Si preguntas a cada uno
de ellos a qué distancia esta el balén, cada uno contestara un nimero distinto, pero el balon

seguira en el mismo sitio.

1,5m 1m

# #
A . B

Incluso si el personaje A conoce su distancia al balén y también su distancia al personaje B,

entonces podra conocer la distancia de B al balén. Es decir, que cuando tenemos puntos de vista
distintos, las medidas que se hacen desde cada uno de un mismo elemento pueden variar a
pesar de que el elemento permanezca imovil, debido a la diferencia de orientacion y posicion

espacial de cada uno de los sitemas de referencia.

Asimismo, si conocemos la posicion de un elemento en un sistema, y la posicién relativa de los
restantes sistemas de regencia respecto a ese sistema, podremos conocer la posicién del

elemento en todos los sistemas.
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Dos bases en el plano

Planteemos un escenario sencillo dentro de un espacio vectorial e, X
sencillo. Por ejemplo, el que tenemos a continuacion en R2: aqui
podemos observar dos bases que llamaremos B = {€1,€2} y

B' = {ii;, U2}, asi como un vector Z. Ahora bien, ese vector U, € > e,

, T, puede expresarse como combinacion lineal de cualquiera de

las bases planteadas. De tal manera tendriamos:

El vector Z no ha variado. Simplemente, esta siendo observado desde ofro punto de vista. Por

€s0 sus componentes varian.

De la misma manera podemos expresar cada uno de los vectores de las bases tanto en B como

en B'. Veamos:

é1 =1é; +0ey = (l,O)B =0U; — Us = (0,—1)Br
€2 =081 + 18, = (0,1)5 = "%% @ + 07, = (_1/2 ) O)B’

4 = 0é; — 285 = (0,—2)B = 147 + 0ty = (1’0)3'
Uy = —1€; + 03 = (—1,0)5 = 0u; + 1u2 = (0,1) 5

Ahora conocemos la expresiéon de Z en ambas bases y la expresion relativa de cada base en la

suya y en la ofra. Esto nos permite efectuar un cambio de base a Z.
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5=—%ﬁ1—ﬁz=—%a1 —’l_l',z =—%(—252)—(—é’1)=81+é’2
-~ ~
—28, —€1

Este aun no es el sistema mas eficiente de cambio de base, que estudiaremos mas adelante,

pero planta las bases de su esencial funcionamiento.
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Relacion analitica entre dos bases de un mismo espacio

SeaV™(K) un espacio de dimension n, y sean By ={€1,...,én} vV

! / .
B, = {81 yeeerEn } dos bases del mismo.

Se supondran conocidas las coordenadas de los vectores de la base By en la base By por las

relaciones:

= ! i - ..
€; =c';e; Vi,jel,

e SeaZ € V' un vector genérico. Se tratara de obtener la relacion que liga sus coordenads

en ambas bases.
o Sean (z!,...,2") las coordenadas de 2 en By — Z =’ - €;.

/ — — ! — !
o Sean (z!',...,2™') las coordenadas de # en By — 2 =z’ - &;’.

N -/ -/ Y AN o) . ..
=2 € =2l cjé; >l ;=2 Vi,jel,

Luego el cambio de base é'j' =cijé’,- Vi,j € I, lleva aparejado el cambio de

coordenadas:

zt = a:j'cij Vi, j € I,

Se dara ahora la expresion matricial a los cambios anteriores:
1 = n_ =
=ci1€1+...+c 1€,

. -/ —
j=n— & =clnéi+...+c" 8,
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Que en forma matricial se expresa:

-/ =/ - —
”el ...€pn H = |[€1... €]
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1 1 1

oocn cl---cn

quedando la matriz C' =

.cnn 1 Cy
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Matriz de cambio de base

La matriz descrita anteriormente...

n
1 DAY c n
...recibe el nombre de matriz de cambio de base de By a By y proporciona en su columna i, las

!
coordenadas del vector €; en la base Bj .

. ! !
i=l—a'=alcy+... +a™c™y
. .l .
=zc;—
. ! /
i=n—oz" =z +...+2" ",

Que en forma matricial se expresa:

cCi1°°°C"1
||.'r,1. .. cv”” = H;vll. . a;"'“
cln " e e cnn
Es decir: ||:c1 . :1:"|| = ||a:1'. .. w"'”CT
T
obien: [[at'.... 27| = ||at...a"| (¢ )
Luego matricialmente el cambio de base: ||é'1'. .. é’,/“ = |[é1...€n|C
. . 1/ ! 1 —1 T
lleva aparejado el cambio de coordenadas: ||a: .z H = Ha: .. a:"“ (C )

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
10



e~ |

ESPACIOS VECTORIALES

EL CAMBIO DE BASE

Caso practico de cambio de base

La explicacion analitica puede ser un poco oscura de principio, con lo que vamos a ver el caso

del cambio de base para R3.

Sea una base B = {1, Uz, Us} de R3, y otra base B' = {¥;,Da, T3} del mismo espacio.

Para poder hacer el cambio de base, es requisito conocer una de las bases expresada en

funcion de la otra. En este caso pongamos que tenemos:

= a,lﬁl + a21_i2 + asiig
9 = bl‘l_l:1 + bz’l_.iz + b3ﬁ3
3 =l + 2y + A

el S

Vamos entonces a calcular la expresion de la matriz de cambio de base.

c

Sabemos que existe la siguiente relacién entre bases: B — B C es la matriz de cambio de

C_l
base de B a B', mientras que C'1 es la matriz de cambio de base de B' a B. En la relacion

decimos, habitualmente, que la base "nueva" es aquella a la que llega la felecha y la base

"antigua" es aquella de la que parte.

De esa forma, para C: B es la base antigua y B' es la base nueva, y para C'1, B' es la antigua y

B es la nueva.

Universidad Europea de Madrid
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C tiene por columnas los vectores de la base B' expresados en B. Es decir, que C tiene

por coumnas los vectores de la base "nueva", expresados en la antigua:
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¢ Pero como funciona?

Vista con objetividad, una matriz de
cambio de base no es mas que una
herramienta para lograr expresar un

vector, cuyas componentes tenemos en

una base B, en otra base B'.

Sigamos en R3, de momento. Sea una

base B = {1, s, U3} de R3, y otra

base B’ = {¥1,72,U3} del mismo espacio.

Si tenemos un vector cualquiera & € %3 , podremos expresar dicho vector en cualquier base de

R3 incluidas las citadas B y B"

Z = (z,y,2)g = €1 + yéa + 2€3

8l

= (a,b,c)p = aty + bz + cus

Pues bien, la matriz de cambio de base me permite obtener una un juego de componentes a

partir de otro de la forma:

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Ejemplo de cambio de base |

Sea una base B = {u;, s, U3} de R3, y otra base B’ = {¥;,vs, 73} del mismo espacio.
Si sabemos que:
U1 = U + 2ug + Ug
Vg = U1 + U
U3 = Uy + U3
Vamos entonces a calcular la expresion de los vectores de B expresados en B'. Sabemos que

c
, - g B—— B
existe la siguiente relacion entre bases: c!

B+—— P

C tiene por columnas los vectores de la base B' expresados en B.

1 1 0

C= 2 0 1
1 1 1
> Y Y

U1 () Vs

1 T 1
2 2 2

cl=] 1 _1 1
2 2 2

-1 0 1
~ N N~

Uy Uz us

Universidad Europea de Madrid
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Ejemplo de cambio de base I

. . . . . — Adj(C) .
Esto se podria calcular mediante la inversa habitual de una matrizz C 1= |J(§|C) o bien
despejando los vectores de la base B de la expresion inicial:
= 1 1
’7)‘1=ﬁ1+2ﬁ2+’l_1‘,3 u1_2v1+2v2 U3 B
= - = 1 15 = 1 1
Uy = Uy + U3 — Q Uz = 501 — 5 V2 — u2=(5,—5,0)3,
Us = Uy + U3 Uy =— 301+ 302 + 103 o (-1 14
U =\—319> B

Sea como fuere, llegariamos a la expresion pedida:

e~~~ | Universidad Europea de Madrid



e~ |

ESPACIOS VECTORIALES

EL CAMBIO DE BASE

Ejemplo de cambio de componentes

Utilicemos ahora la matriz de cambio de base para calcular la expresion del vector
w=(1,1,1)5 enB'y ladel vector Z = (1,1,1) 5 enB.

« Para obtener la expresion del vector @ = (1,1,1) 5 en B"

1 1
72 3z —2|/1 Vs
_ = _ (1 1
S I S R 1] =% | »5=024,%,0),
-1 0 1 1/ B 0/p
~ ~ ~ T
W s @
C‘:l

Universidad Europea de Madrid
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Calcular la expresion del vector

Ya hemos calculado antes tanto

1 1 0
C= 2 0 1
1 1 1
o
V1 V2 V3
como
1 1 1
2 2 T2
cl=] 1 _1 1
2 2 2
-1 0 1
~ N =~
Uy Uy Us
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Matriz de cambio de base
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« Con dos bases: B = {i1, s, U3} y B' = {91, s, V3}de R3.

c

e El cambio se realiza: BT’ B.

<_
1> 2 3—»0_1
1 =a U +a‘us +a’usg

9 = bl’l_j,l + b21_i2 —+ b3ﬁ3
3 = Cl’l_l‘,l —I—C2’l_22 + 631_23

[S YRS T

al bl
e De donde obtengo: C' = | a2 b?
a® b

(c)(a) =(y) obien (a)z(C)F = (x)p
(L z/) g

B
(C'_l} (:r) — (:) obien(m‘)g(c_l)T: (a)g
2/ g c/ 7

Universidad Europea de Madrid

Necesito una base expresada en la ofra:
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