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Presentacion

Existe un numero de aplicaciones lineales
singulares por sus particulares
caracteristicas geométricas. La proyeccion

ortogonal es una de las mas importantes.

Cualquier vector de un espacio euclideo
puede expresarse como la suma de un vector
proyectado sobre un subespacio y la
proyeccion sobre el subespacio ortogonal a
este. La ortogonalidad es una ventaja
operativa en espacios euclideos, por lo tanto

es deseable tener claro como obtenerla.
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Las proyecciones ortogonales son transformaciones interesantes, por tanto, y debemos conocer

Su manejo.

En este tema aprenderas:

e Qué es una proyeccion ortogonal y como se calcula.

e La concepcién geométrica y analitica de una proyeccion.

e El calculo de una proyeccion sobre subespacios de dimensiéon 1y 2.

e Y mucho mas.
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Método de Gram-Schmidt

Vamos a demostrar que un conjunto cualquiera de vectores en un espacio euclideo, siempre es posible
encontrar un sistema ortonormal gue le sea equivalente. De esta forma si tenemos una base dada, siempre
podremos encontrar una base ortogonal equivalente.

Se comienza por obtener un sistema L= {El :'Em}(ms p) libre y equivalente al S. Se procedera a construir
un sistemna ortonormal equivalente al L.

Para ello se utilizara el Método de Ortonormalizacion de Gram-Schmidt.
Como primer vector del sistema ortonormal a construir se toma el vector ¥, definido por h=—
[ |
Para definir el segundo vector del sistema ortonormal EJ , se define previamente un vector auxiliar v, de la

forma: W; =u; +4V| donde A es un nimero real que se obtendria buscando que el vector #;, sea ortogonal
al v .

R =02+ AR =020,W+i=0—>1=—(i,#)

Forzosamente i, =0 —siwy =0 iy =—A% =iy = —A-4_ y sieso ocurriese, el sistema (%%, ] seria
ligado, contra la hipotesis de ser L libre. th
174 @
- W
5= S

Se puede entonces definir  *2 y asegurar que el sistema {\q:vJ} es ortonormal pues los vectores

= [, |
Vi ¥ Vv, sonunitarios, siendo ademas ortogonales ya que:

Wy

= =0,
[ w, |
i . {-: -:} . {‘“ ‘“} : o
Ademas, el sistema 1V1:V2f es equivalente al ¥1:%1f ya que las relaciones: 1 —m y
. D = i)
- w, (i, +Av) 1 - . S I
Vy=——=—"—=——(U; +A—) aseguranque [V-V,] T [4;.14,] (1)
I e ARl

Por otra parte, al ser {3‘1};} un sistema ortogonal, es sistema libre, luego dim[f; ,ﬁz]:dim[ﬁl,ﬁl] =2 (2).

Las relaciones (1) y (2) permiten concluir que [{: ,ﬁ;]:[ﬁl,ﬁz] .

O O
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A partir de este momento, se reitera el proceso anterior definiendo un vector:
Wy =1, + o + [,
Obteniendo ¢ y 5 paor:

+

S

s =0 i +a=0 = a=—(i;%)

Wy, =02 v + =0 F=—(i;V)

-

Se comprueba que 5 %0 —> 51, =0 elsistema {f.4,. 1, seria ligado.

1

Razonando como antes, se abtiene el vectar i’s =

[ |

3
Se tiene asi &l sistema {"'1: he ™ Vs} ortonormal y equivalente al {”1:“:: us} por razonamientos analogos a los
del paso anterior.

O+ O

tanto al 3 inicial.

Si el sistema S de partida, hubiera sido base del espacio, siguiendo este procedimiento, se habria obtenido una
base ortonormal del espacio.

Queda asi demostrada la existencia de bases ortonormales en cualquier espacio euclideo.

QO 1 ©
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Conjuntos de vectores ortogonales

Vamos a demostrar ahora que, en un espacio euclideo, todo conjunto finito de vectores que sea

ortogonal es libre.

Sea S = {Z1,...,Z,} un conjunto de vectores que constituye sistema ortogonal, es decir que

sus vectores cumplen:

jry

Se demostrara que S es un sistema libre.

Se partira para ello de una combinacion lineal de los vectores del sistema S, que se
supondra dé como resultado el vector nulo del espacio, y se tratara de demostrar la

nulidad de todos los escalares que en ella intervienen.

AP+ Ao+ ..+ 3, = 0 Multiplicando escalarmente por Z1 :

(/\1:_13’1 + Ao Za+. +)‘n5§n) B =0— )\1(5’:1 :_12’1) +A2(£_l’:2 51)++)\n(in :_1:’1) =

— —

C o m o0 Z-BL>0A%-2,=0 Vi>1 iel, . Resulta:
A1(51-51)=0—))\1=0

Universidad Europea de Madrid
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Analogamente, multiplicando escalarmente por todos los vectores de S:

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Proyeccion ortogonal

Proyectar un vector sobre un subespacio lineal consiste en transformar dicho vector en uno del

subespacio cuyo médulo sea la magnitud de dicho vector que es colineal con el subespacio.

Graficamente es mucho mas sencillo de entender:

vector que
proyecto

vector proyectado sobre
el subespacio U

Para entenderla geométricamente, en un espacio tridimensional, la proyeccién ortogonal se
obtendria trazando un vector desde el origen (de donde parten el vector a transformar y el
subespacio) hasta el punto donde se cortan el subespacio lineal con una perpendicular trazada

desde el extremo del vector a transformar.

Pero una proyeccion ortogonal no se reduce al espacio geomeétrico ordinario. Se puede realizar
en cualquier espacio de la dimension que sea (4, 5, 17, etc.). Lo unico que ocurre es que no se

podra representar graficamente.
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La proyeccion analitica

X

Para calcular analiticamente la proyeccion de un vector
sobre un subespacio U debemos atender al croquis que

acompafia esta pantalla.

En el croquis

En detalle

|x|cosa

Pues bien, el vector p(Z) tiene la direccion y el sentido de

1, pero su médulo es |p(Z)| = |Z| cos .

Si dividimos a & por su médulo tendremos un vector de médulo 1 con su misma direccion y

acabamos de obtener por el médulo de p(Z), quedandonos: p(Z) = |Z| cos &
—_——

|»(@)|

e

sentido: . Con lo que construir p(.’i’:) es tan facil como multiplicar ese vector unitario que

1
o

1

Si multiplicamos la expresién anterior en el numerador y en el denominador por el médulo de %

(que es un numero), obtenemos esta expresion:
Il 31 cosa & = |7[d| cosa & = ER g
|p(@)| 24

A partir de ahora, siempre que vayamos a calcular una proyeccion esta sera la expresion

elegida, debido a su sencillez de manejo.

En resumen, para obtener el vector de la proyeccion de otro sobre un subespacio, solo debemos
Z4

@) 5

[l

buscar una base del subespacio, &, y llevar a cabo: p(Z) =
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Sobre el croquis

En el croquis se observa la proyeccién del vector Z sobre el subespacio U. Para poder
llevar a cabo la proyeccion debemos definir una base de U, que en el croquis esta

representada por el vector .

La proyeccion de 2 sobre U se representa con el vector p(?l:')

A
Recordemos también que Z - 4 = |Z||u| cos o, siendo a = (Z, 1), es decir el angulo

que forman el vector Z y el vector %.

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Practiquemos con un subespacio de dimension 1

Hagamos un ejemplo de lo que acabamos de aprender. Tratandose de proyecciones, siempre es

mejor utilizar como espacio uno tridimensional, porque la proyeccion tiene un sentido geométrico

que se puede representar graficamente para apoyar el calculo analitico. Trabajemos pues en R3,

con una base de referencia B, para la cual la matriz de Gram tenga la expresion:

111
Gp = | 122 ] . Partiendo de un subespacio de dimensién 1 en RS, por ejemplo:
123

U= {:?:= (z!,22,2%) e R} /2! + 22 =0; 2! — 2B =0}

Calculemos su vector director:

' =
1 2 __
{z1+w3_8 = {a2=f VBe® = U=L{1,-1,1)} = u=
r — T =
z3 =

Ahora proyectemos un vector cualquiera sobre el subespacio, por ejemplo el: @ = (3, 2, 1) B

a'rz 4. Veamos cémo

Hemos dicho que la expresion analitica de la proyeccién es: p(c'z) =

1

queda el vector proyectado de @ sobre U.

111 1 1
a-u=(321)[ 122 -1 =(6910)| -1 | =7
Primero calculemos —~—\123 1 1
a
N\’
Gp U

Universidad Europea de Madrid
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2
|a|2=( a.ﬁ) %@ -

111 1
(1—11)122 )| -1 ] =
—— \123 1

NN —
Seguidamente Gy %
1
= (112) -1 ) =2
1
Quedando  P(@) = l""i; i=la=1(1,-1,1)= (% —Z, %)B

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Proyeccion sobre subespacios de dimensiones superiores a 1

Para obtener la proyeccion de un vector sobre un subespacio U con una dimension superior a 1,

Debemos calcular una base de dicho subespacio:

By = {u;} = {41,142, 4d3,...,Un}, a continuacién debemos ortonormalizarla por Gram-

Schmidt, obteniendo:

By ={9;} = {91,72,73,...,9,} con o o | L,
{3:} = {31,%, s, .., T} BB =0 siid]
Realmente no es necesaria una Ortonormalizacion completa, nos valdria con que fuese una base
ortogonal. Es decir que nos podriamos saltar la parte de dividir cada vector por su modulo.
Aunque realmente tocara hacerlo mas adelante con lo que el criterio para hacerlo antes o

después depende de cuando resulten mas sencillos los calculos.

La proyeccion otrogonal sobre U de un vector cualquiera Z, respondera a la expresion:

p(Z) = (Z - U1)01 + (Z - 2)02 + (Z - 3)03+... +(Z - Tn)Vn

Si, como hemos dicho antes, no hemos otronormalizado la base, sino que Unicamente nos hemos

calculado una base ortogonal:

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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BlU={6i}={61,621531---,6n} con 6:,,5.720 S’L’I,;é]

La expresion de la proyeccion quedaria:

Z-U1) —
( 1),0

— 2 —
o] 2|

p(Z) =

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Proyeccion sobre un subespacio de dimensién 2

El caso mas habitual de proyeccion, junto con el de U
proyeccion sobre un subespacio de dimensién 1 X, A

en un espacio tridimensional, es sobre un

subespacio de dimensién 2 en el mismo espacio. L~

Analiticamente, tendriamos que particularizar la ‘

expresion anterior del siguiente modo:

Suponiendo que el subespacio lo llamamos U, tal que dim(U)=2, Debemos calcular una base de

dicho subespacio:

By = {u;} = {t1, 42}

Asegurandonos que % - Uy = 0, para que la base sea otrogonal.

La expresion de la proyeccion sobre U seria:

— — —
) (B-42)
p(w) L2 L2
[ | e
Pero observemos un momento la imagen que acompafia, segun lo que acabamos de calcular:
- - . - . v = . H
p(a:) = &9. Mientras que Z1, seria la proyeccion de £ sobre el subespacio ortogonal a U. Si

ahora observamos con precaucién, nos daremos cuenta que: Z = Z; + Z» con lo que

~~ ~
vt U
Ty =2 — %1 . De esta manera:
~ ~
U Ut

El calculo de una proyeccion sobre un subespacio, es igual a la diferecia entre el

vector a proyectar y su proyeccion sobre el subespacio ortogonal al original.

Universidad Europea de Madrid
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Esto que acabamos de ver se puede extrapolar a un espacio de cualquier dimension.

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Practiquemos con un subespacio de dimensién 2

Trabajemos en R3, con una base de referencia B cuya matriz de Gram tenga la expresion:

100
Gp=| 011
012
Partendo de un subespacio de dimensibn 2 en RS, por ejemplo:

U= {5:’ = (zt,2%,2%) e R /2! + 2 = 0}

Calculemos su base:
' =3
{z*+22=0 = 22=-8 Vy,eR = U=L(1,-1,1),(0,0,1)
3 _ N e N et
T _’y 61 az

Ahora, calculemos el subespacio otrogonal a U:

Ut=[ReR /1% 5=0 WelUl=fe®/%5=0 %.4=0] =

{1 0 0y 1)
a4=0 = (¥ & £FJo1 1|-1]=0 = P+ =0
bl M e
: 0 1 2z} 1)
= i : =
1 0 OY0)
Fa=0 = [ x¥* ¥)o 1 1]0|=0 = x+2¢=0
Sy i J
1o 124
G &
T X =-a l
+x = :
= Jx, ¥ o I¥aaa Yae® = U =L(-1-2D),
|2 +2:6 =0 : — 1713 @
X =a %
Ahora proyectemos un vector cualquiera sobre el subespacio, por gjemplo el:
a=321;
Hemaos dicho que la expresion analitica de la proyeccion es:
—,_a-8; _
p@)=-——73a;
[a|
Veamos cémo queda el vector proyectado de @ sobre U7
Primero calculemos: - Ny P
(1 0 0y -1} [ =1}
a-a@ =(3 2 1) 01 1]-2 :=I:6 9 10): -2|=-14
2 o1 24 1) L1}
— O 0

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Seguidamente:

) ) rl 0 0y -1) r—l‘ﬁ
al =z a | =a,-a,=(-1 -2 1)0 1 1|-2/=(-1 -1 0)-2|=3
3 3 ;]‘ 3743 / |
; /

11

AN

N
Gs A
Quedando:
@ . —14_ 14 (14 28 -14
_ 28, =—a,=—I(—-12]1)=| —,—,—
p@ FTARE R 3}3

O 3 0

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Gram-Schmidt con proyecciones

Sabiendo que la proyeccion de un vector sobre la direccién de otro % responde a la ecuacion:
(&-4)

proy;(Z) = | |2 4; podemos calcular una base ortonormal por el método de Gram-Schmidt
i
aplicando proyecciones sucesivas. Partimos de una base cualquiera
B ={é,€5,€3,...,€n}, buscamos obtener primero una base ortogonal
B' = {4y,us,43,...,Us} con U;-uUj=0 8ii7#j y luego una base ortonormal
B" = {¥1,Vs,V3,...,Un} con <. 9] oo
0;-0;, =0 sii#j

El proceso para el célculo de Gram-Schmidt mediante proyecciones es el siguiente:

’l_i]_ = 61

Uy = €3 — proyz, (€2)

U3 = €3 — proy;, (€3) — proy;, (€3)

il = €4 — proyg, (€4) — proyg, (€4) — proy;, (€,)

n—1

'l_j'n = é’n - Zp?’oya,. (En)
i=1

Para calcular los vectores de B" solo tendremos que dividir los vectores de B' por su médulo para

que todos queden normalizados (sus médulos valgan 1):

Universidad Europea de Madrid
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Caso habitual de R3

Uy = € — proy;, (€2)

U3 = €3 — proyy, (€3) — proy;, (€3)

=
V1= o7
i

= Vg = S
[

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Resumen

La proyeccion analitica. Para calcular analiticamente la proyeccién de un vector sobre un

subespacio U de dimesnsion 1y una base formada por el vector & : p(Z) = % m
u

Proyeccion sobre subespacios de dimensiones superiores a 1.

En un subespacio U de dimension n donde hemos calculado una base ortogonal:
/ — — — — — — — + = .
B'y = {t;} = {V1,92,73,...,0,} con ¥;-0;=0 sii#j

L a expresion de la proyeccion quedaria:
p@) =E% g 4 B g EW g 4 By
By |5 | [ |5

Método de Gram-Schmidt. El proceso para el calculo de Gram-Schmidt mediante proyecciones

se muestra junto a estas lineas.

'E-f.,l = El
Uy = €3 —proyg, (€2)
Uz = €3 — pProyg, (€3) —proyg, (€a) Para calcular los vectores de B" solo tendremos
g = B4 —proyg, (54) — proyg, (64) —proys, (54) que dividir los vectores de B' por su modulo para
. que todos queden normalizados (sus modulos
valgan 1).

n—1
'a'n = En - Zp'ro'ya‘ (En)
i=1
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