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Presentacion

Los autovalores son escalares asociados a los homomorfismos de una forma muy especial. Son

invariantes de cada tipo de transformacion y tienen una fuerte connotacion geométrica.

Hay autovalores por todas partes y se utilizan para infinidad de cosas. Desde la resolucion de
sistemas de ecuaciones numéricas hasta el software de reconocimiento facial de las camaras del
metro, los autovalores estan muy presentes en nuestro dia a dia, participando en muchos

avances técnicos actuales.

Vamos a introducirnos en este tema tan fascinante donde aprenderemos:

« Qué es un autovalor y qué es un autovector. Para qué sirven, como se calculan.
« Qué es un espacio caracteristico. De donde procede.

« Como funcionan las relaciones de dimensiones de subespacios y ordenes de multiplicidad

de autovalores.

+ Y muchas cosas mas.
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Autovalores y autovectores

Los vectores propios de una aplicacion lineal de un espacio en si mismo u endomorfismo son los
vectores no nulos que cuando son transformados por la aplicacion dan lugar a un multiplo de si

mismos con lo que no cambian de direccion.

FiVoV
f@=x %
ER €V

Donde el escalar A € R recibe el nombre de valor propio o autovalor.
El vector Z € V recibe el nombre de vector propio o autovector.

Las transformaciones lineales del espacio como la rotacion, la reflexion, el ensanchamiento o
cualquier combinacion de los anteriores, pueden interpretarse segin el efecto que producen

estos vectores.

De esta forma, si tuviésemos un endomorfismo f de R3 tal que:

Enf: R > R

f(1,1,1)=(3,3,3)

Diriamos que el vector (1,1,1) es un autovector asociado al autovalor 3 en f, porque (1,1,1) se

transforma en si mismo multiplicado por 3 al aplicarle el endomorfismo:

f(1,1,1)=(3,3,3)=3(1,1,1)

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Valor propio o autovalor

En este tema, valor propio, autovalor, valor caracteristico o eigenvalor son sinénimos
usados indistintamente.

Vector propio o autovector

En este tema, vector propio, autovector, vector caracteristico o eigenvector son sinénimos
usados indistintamente.
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Calculo de los autovalores

En cada endomorfismo hay tantos autovalores como dimensién tenga el espacio. Eso no significa
que tengan que ser necesariamente distintos. Puede haber autovalores simples, pero también

dobles, ftriples, etc.

Para calcular los autovalores de un endomorfismo debemos utilizar la ecuacion caracteristica:

|Fg —AI| =0
110
Por ejemplo, si partimos de un endomorfismo f con una matrizz Fg = | 110
112
Sus autovalores seran:
110 100 1-X 1 0
|Fg — AI| = 110 | —A{ 010 }| = 1 1-X 0 :(2—}\)()\2—2/\):
112 001 1 1 2-)
— —
Fg I

A1 =0 autovalor simple

=-A2-=-))2=0 =
( ) < iz ; }autova,lor doble
3 =

Han salido tres autovalores porque el endomorfismo es de un espacio de dimension 3. Uno de los

autovalores es simple y el otro es doble.

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Se llama orden de multiplicidad de un autovalor al nimero de veces que verifica la -

ecuacion caracteristica.

Orden de multiplicidad

A2=A)2=0

En nuestro ejemplo, el orden de multiplicidad del O es 1 porque es una raiz simple de la

ecuacion, mientras que el orden de 2 es 2 porque se trata de una raiz doble:

{

A =0 OM(0)=1
X2 =2 OM(2)=2
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Subespacio caracteristico

Se llama subespacio caracteristico, S (/\) al subespacio formado por todos aquellos vectores
asociados a un mismo autovalor. Es decir, si un endomorfismo tuviese, digamos, el autovalor 3, el
subespacio S(3) estaria formado por todos los vectores asociados al 3, todos aquellos que al

transformarse con el endomorfismo se conviertan en el triple de si mismos.
Analiticamente un subespacio caracteristico se define: S(A) = {Z € V/f(Z) = A2}

A efectos de calculo la forma de obtener un subespacio propio o caracteristico es:

S(A) = ker(f — i)

Eso significa que cada subespacio propio que calculemos lo tendremos que hacer segun la

ecuacion matricial:

z! 0
(FB - /\I) :l:2 = 0
zs 0

Veamos como se calcula S(2) en el ejemplo anterior:

-1 10 z! 0 —zl +22=0 !
S(2) = ker(f — 2i) = 1-1 0 22 ]|=(0]=(2z'-22=0 =1 2?
1 1 0 3 0 ol + 2 =0 3
e e e—
Fp-2I

S(2) = L{(0,0,1)}
Hemos obtenido la base de S(2). Todos los vectores del subespacio se transforman en ellos

mismos multiplicados por su autovalor. En este caso, por 2.

Hay que recordar una norma muy importante:
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1 < dim(5(})) < OM(X)

La dimension de un subespacio caracteristico es siempre mayor o igual a 1 y menor o igual al
orden de multiplicidad del autovalor. En el ejemplo, dim(S(2))=1 mientras que OM(2)=2, con lo

que vemos que se cumple.

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Vectores propios l.i. asociados a autovalores diferentes (2 vectores)

Vamos a demostrar que vectores propios no nulos asociados a autovalores diferentes son

linealmente independientes.

Procederemos por induccion.

Empezaremos por ver que lo enunciado se cumple para el caso de dos vectores.

Sean: #; € S(\1); %2 € S(Az) en el endomorfismo t: & # 0 # ;.

Entonces A1 # A2 — {&1,Z2} es sistema libre.

Si a1%1 + as®2 = 0 (1)

Aplicando t: a1 #(%1) + aat(Z) = 0

Luego: a; (Al .'7_6’1) + ao ()\25:’2) = 6

O bien: (a1 )\1)5’21 + (Ot2/\2).’._é2 =0

Multiplicando  por A2 en (1): (a1 A2)Z1 + (a2 A2)Z2 =0 y restando las dos Ultimas

relaciones:

(Otl)\l - alAz)C_B’l = 6

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Vectores propios l.i. asociados a autovalores diferentes (k vectores)

Sigamos con la demostracion de que vectores propios no nulos asociados a autovalores

diferentes son linealmente independientes.

Acabamos de ver como lo enunciado se cumple para el caso de dos vectores. Supongamos
ahora que lo enunciado se cumple para el caso de k vectores (hipotesis de induccion) y

veremos, a partir de ello, que también se cumple para k + 1 vectores.

=

b (% . Xy e By Koy ) e libre.

+
#= Xy €8(A,)

A FALFLFA FAY

Si e F % 4o+ F, e, %, =0 (2), aplicando t G#(F )+ Et(E) + o+ o (T Y+ et 1% ) =0
Luego: e (Ax) + o (Ax) + o+ o (A ) + o g (g% ) = 0

O bien: (o4.4)%; +(04)%, + -+ A% + (& k)T =0

112 @

Multiplicando Z; en (2 (@)% + (0 Ae)F; ++ (0 A% +(Gaden)Fy =0
Y restando las dos Ultimas relaciones: [czl(ﬁ-.l —ﬁ..t_l)]fl +[a:(ﬁ.,: _’?'-.t-1)]3_5: +...+[a.i (A —F..t_l)]ii. =0
Con lo que aplicando la hipdtesis de induccidn, resulta:

oG4 —Ay)=024 =24, 5o =0

Oy (A — A ) =024, 24, 5 a,=0

o (A — A ) =024 =4, 20, =0

Y entrando finalmente en (2) con acy =¢; =...=05 =0—> &, =0, con lo que queda probada la

independencia buscada.

QO 2 @
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Un ejemplo un tanto especial

Veamos un ejemplo de aplicacion de autovalores. Pero en lugar de trabajar con la matriz, vamos

a estudiar el problema de forma distinta, a partir de la propia definicién de autovalor.

Establezcamos las condiciones del ejemplo: en un espacio vectorial euclideo E, de dimension n,
dado un vectord#0 se considera la aplicacion f: E — E, definida por:

f@=2-2-

@l|$l
SHET)
Ql

Vamos a obtener razonadamente los autovalores de f y los subespacios caracteristicos

correspondientes.

si xefa)” - f@=2-22%3-322 5-3 5 ze50) - dim(S())=dim({a}")=2
aa aa A
Si ¥el@—oi=cd— flad)=cd-Yo 22 | a=ad-2ad=—-ad=—%—>FcS(-1) >
aa

— dim (S(-1)) = dim(L(@)) =1

[sm={a}
|S(-D =L@

[swnsen={a
|S(+S(-D=E*

Con lo que se concluye que: son los dos subespacios caracteristicos de la transformacian.

Seobservaque S(1)SS5(-1)= } , y también se extrae que OM (1) = dim [ S(1))

ma directa

y OM(~1) =dim (S(~1)) 112 @

Si E es el espacio de los vectores geométricos, vamos a interpretar geométricamente la aplicacion f:

" ) . = L
Geomeétricamente es una simetria respecto a {a 5.

0O 2 @
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Resumen

Definicion de autovalor
Los vectores propios de una aplicacion lineal de un espacio en si mismo u endomorfismo son los
vectores no nulos que cuando son transformados por la aplicacion dan lugar a un multiplo de si

mismos con lo que no cambian de direccion:
f@=A 2
N~
eR €V
e El escalar A € fR recibe el nombre de valor propio o autovalor.
s El vector Z € V recibe el nombre de vector propio o autovector.

La ecuacioén caracteristica

Sirve para calcular los autovalores de un endomorfismo: |Flg — AI| =0

e Se llama orden de multiplicidad de un autovalor al nimero de veces que verifica la

ecuacion caracteristica.

Subespacio caracteristico

Se llama subespacio caracteristico, S (/\) al subespacio formado por todos aquellos vectores

asociados a un mismo autovalor: S(A) = {2 € V/f(Z) = A&} = ker(f — Ai)

e Hay que recordar una norma muy importante: 1 < dim(S(A\)) < OM(X)
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