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LA DIAGONALIZACION POR SEMEJANZA

Presentacion

El estudio del dlgebra va siempre asociado al estudio de sus matrices. En particular el tema de
autovalores y autovectores es interesante desde un punto de vista matricial. jPor qué? Por las

posibilidades que ofrece de diagonalizacion por semejanza.

La expresion diagonal de la matriz tiene los autovalores situados a lo largo de la diagonal
principal, arrojando mucha informaciéon sobre como funciona la transformacion y qué

caracteristicas geométricas presenta la base de vectores propios donde se encuentra situada.

No es un tema muy complejo, pero si es muy completo. Veamos que aprenderemos con el:

e En este tema veremos como se expresa la matriz asociada a un homomorfismo en una base

de vectores propios para presentar su expresion diagonal.
e Aprenderemos cuales son los autovalores asociados a las proyecciones y a las simetrias.

e Estudiaremos la forma canoénica de Jordan.

e Y mucho mas.
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Comencemos con un ejemplo

Intentemos resumir todo lo que hemos aprendido en un solo ejemplo largo.

En primer lugar, vamos a tener que establecer unas condiciones iniciales para saber donde nos movemos.
Pongamos que partimos de un endomorfismo f de R- :

fROR

Definido de la forma:

F@ =0+ +x0 )

vx=(x.x. X)) e R?

Definimos la matriz de f, FB:

Teniendo definida la base B de R como B = {El=§1 j_;}c ®R3 |, donde evidentemente sus vectores quedan
definidos en la propia base como:

g =(L0.0),
2= (010,
2 =(0.0.D,
1713 @
La matriz FB queda: { 3
1 1 0
Fpb=, 1 1 0
|0 0 1
\ra re 1@ )

Calculemos ahora la ecuacion caracteristica de f, utilizando | FB = _[| =0

10y (1 00y p-2 1 0

1

|F-4Il=0 & |1 1 0|-4[0 1 0|=|1 1-2 0 =0 &
o o1 (oo 1) |o 0 1-4
-5 1

0
o -H(a-H'-1)=0 & (-H(1'-24)=40-IXi-2)=0 & {4 =1
2

De esta manera, hemos obtenido los tres autovalores de f.
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Recordemos que como f es un endomorfismo de R’ y solo admite 3 autovalores. Estos,
ademas, no tienen porqué ser distintos entre si, aunque en este caso lo sean:

r/';l =0 OM(0)=1
A=1 OM()=1
A;=2 OM(2)=1
Como cada uno de los autovalores es una raiz simple de la ecuacion caracteristica, todos los autovalores
presentan orden de multiplicidad 1.
Si atendemos a la regla: 1<dim(S(2)) < OM(A)

Podremos deducir que, en este caso:

A4=0 OM(0)=1 = 1=dm(S(0))<OM(0) = 1<dm(S(0))<1 = dim(S(0))=1
OM(0)-1

L=1 OM(D)=1 = 1=<dm(SM))<OM() = I1=dm(SM))<1 = dim(SQ))=1
OM(1}-1

=2 OM@2)=1 = 1<dm(SQ))<OM(2) = 1=dm(S(2))<1 = dim(S(2))=1

-
OM(2)=1

Con lo que sabemos que las dimensiones de todos los subespacios caracteristicos son 1.

Q:: €O
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Subespacios caracteristicos |

Calculemos ahora los subespacios caracteristicos. Recordemos que: S(A) = ker(f — A7).
Eso significa que cada subespacio propio que calculemos lo tendremos que hacer segun la

ecuacion matricial:

z! 0
(FB = AI) .’L'2 = 0
z3 0

Empecemos con S(2):

-1 1 0 ! 0 -zl +22 =0 ! =a
5(2) = ker(f — 2i) = 1-1 0 22| =[0])=<C2-22=0 = 2=aVach
0 0-1 x3 0 —2*=0 2?2 =0
| S ——

Fp-21

S(2) = L{ (1,1,0)
H-,—/

Continuemos con el célculo de S(1):

010 ! 0 22 =0 al =0
S(1) =ker(f—i) = 1 00 22 ]=10 = l=0=<a22=0 ¥Y8eN
000 a® 0 0= =3

Fp-1I

S(1) = L{ (0,0,1)
N —

uz
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Subespacios caracteristicos Il

Por ultimo vamos a calcular S(0) pero, en esta ocasion, notemos una pequefia diferencia:

S(0) = ker(f — 0¢) = ker(f)

Luego el subespacio asociado al autovalor 0 es siempre el nlcleo del endomorfismo. Luego

siempre que el nucleo este formado por mas vectores gue el vector nulo, este sera un subespacio

propio.
1 10 at 0 22 =0 zl =~
1 1 0 _142 — 0 = J'l +_]‘2 - () — 1.2 — _,\. ,7,_" 'E 9_\‘
0 0 1 13 0 22 =0 20
N !

Fp

5(0) = LS (1.-1,0)
H—/

us

Bien ahora tengamos en cuenta los vectores que conforman cada una de las bases de los

subespacios propios:

5(2) = L4 (1,1,0) § S(1) = L{ (0,0,1) $ S(0) = L{ (1,-1,0)
—— —— N——

- - =

ul Uz us

Figmonos en  que {#d1,4s,U3} es un sislema lbre ya que:

110
0 0 1|=-1(-1-1)=2#0
1-1 0
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Formado por mas vectores que el vector nulo

Recordemos que esta es la condicion que se impone para que una aplicacion lineal no sea
inyectiva. Luego debemos recordar que, si dim(ker(f))=0, el 0 no puede ser autovalor de
dicho endomorfismo.
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Base de vectores propios

Con las bases de cada uno de los subespacios caracteristicos calculadas previamente, podemos

formar una base:

B = 'l_;'l ’ 'l_j'Z ’ "7’3
~ T
5(2) s(@1) S(0)

Recordando que: S(2) = L< (1,1,0) S(1) = L¢ (0,0,1)
H_"—/ R—’,—/
U U2

5(0) = L{ (1,-1,0)
——

-

us

Cada uno de los vectores de esta base pertenece a un subespacio propio, por lo tanto podemos

afirmar que B' es una base de vectores propios.

Vamos a considerar entonces como es la transformacion de cada uno de estos vectores a fravés

de la aplicacion f. Recordemos que siempre que un vector sea un vector propio:

Vi e S(\) f@)=Aé

Ademas hay que notar que los vectores de B' expresados en su propia base son:

'l_il = (1a070)B’
Uy = (0,1,0)31
1_23 = (0,0, 1)B/

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Uy € 5(2) — f('l_il) =24 — f(’l_j,l) = (2’0’0)3’
’ﬁz c S(l) — f('ﬁz) = 177/2 = 'l_j'2 — f('l_j:2) = (O, 110)3'

Uz € S(O)

Universidad Europea de Madrid
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Diagonalizaciéon por semejanza

Partiendo de lo ultimo que hemos dicho:

Uy € 5(2) — f(ﬁl) =24 — f(ﬁl) = (2,0,0)31
'ﬁz c S(l) — f('l_iz) = 17—1’!2 = "_":2 — f('l_j'2) = (07 110)3’
ug € S(0) — f(us) =04us =0 - f(is) = (0,0,0) 5

Veamos como es la matriz del homomorfismo expresado en la base de vectores propios:

Fy =

<OI—'O
<OOO

2

0

0
~
f(d)

“h
—
N
=
“h
—~
£l
2]
<

Vemos que efectivamente, la matriz del homomorfismo expresada en la base de vectores propios

es una matriz diagonal con los autovalores en su diagonal principal. El cambio de base entre B y

B' es el habitual entre espacios vectoriales:

1 0 1

C = 1 0 -1
0 1 0

= e o

Uy Uz Uus

Por lo que el cambio de base entre Fg y Fg' sera FB-=C'1FBC. C cambia de base entre una

base normal a una base de vectores propios donde la matriz asociada a la transformacion es

diagonal.

A este cambio de base se le llama diagonalizacién por semejanza porque da como

resultado una matriz diagonal.

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Matriz diagonal con los autovalores en su diagonal principal

2] o 0
0 [1] o
o0

Fy=

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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¢ Cuando no se puede diagonalizar? |

Bueno, hemos visto que la matriz diagonal es el resultado de expresar el homomorfismo en su
base de vectores propios, dando como resultado una matriz diagonal con los autovalores en la
diagonal principal. Eso significa que para que exista una matriz diagonal (para que f sea

diagonalizable), tiene que existir a su vez dicha base de vectores propios:

f diagonalizable <> 3B’ base de vectores propios

Pero esta definicion esta incompleta porque cual es la condicion para que exista la base de
vectores propios. Lo cierto es que la base de vectores propios esta formada a su vez por las

bases de cada uno de los subespacios caracteristicos:

Podemos formar una base: B' = { 4y , Uy , U3
~
5(2) s(1) s5(0)

Solo si tenemos: S(2) = L< (1,1,0) » S(1) = L< (0,0,1) » S(0) = L< (1,—-1,0)
—_—— —— ——

— —

U Uy us

Luego necesitamos tantos vectores propios en las bases de cada espacio caracteristico como
dimension tenga el espacio. Esto siempre es asi si las dimensiones de los subespacios suman la

dimension del espacio.

/7
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¢ Cuando no se puede diagonalizar? Il

¢ Pero cuando no suman la dimension del espacio?

Recordemos que se tiene que cumplir que 1 < dim(S(A\)) < OM()). Atendiendo a esta
regla, si tuviésemos solo dos autovalores distintos, uno de orden de multiplicidad 1 y otro de
orden de multiplicidad 2, por lo que hemos visto antes el primero tendria un subespacio de

dimension 1 forzosamente:

OM(N) =1 = 1<dim(S())<OM()) = 1<dim(SQ\)<1 = di
~——

OM(\)=1

Pero el otro podria presentar dimension 2, pero también dimension 1:

OM(\) =2 = 1<dim(S(\)) <OM(\) = 1<dim(S(\)<2 = di
N——
OM(A)=2

Si la dimension fuese 2, su base tendria dos vectores y no habria problema, pero si su dimensién
fuese 1, entonces solo tendriamos un vector en la base de cada subespacio, y no podriamos
formar una base del espacio (que requiere 3). Con lo que no habria base de vectores propios y

por tanto f no seria diagonalizable.

La condicion ultima para la diagonalizacion, es por tanto:

Universidad Europea de Madrid

15|



f diagonalizable <
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1B base de vectores propios <  OM(\) = dim(S()\)) VA
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Ejemplo de homomorfismo no diagonalizable

Ya sabemos que la diagonalizacién no siempre es posible, pero estudiemos un ejemplo concreto

y veamos qué se puede hacer cuando se llega a tal final.

{0 3 1)
Consideremos, por ejemplo, la siguiente matriz 3x3: F,= 2 -1 -1|
b—2 —1. —1)

Calculemos sus autovalores mediante la ecuacidn caracteristica: |FE —iJl =—A" -21+41+8

2 > OM@)=1
2 S5 OM(-2=2

|4

Los autovalores que obtenemos son: ] )
Ay
El subespacio asociado a A; =2 es §(2|=Ker(F,—2I)

(=2 3 1 ‘1"‘) o) (0) - 5 [x=a
. 5 |—2x1+3_\"+x’=0 | =

2 -3 “1]x|=|0] = A 5 4 =% 25 =

|12x +x"+3x" =0

-2 -1 -3}%') \o) ¥ =—a
FACT
112 @
Quedando el subespacio caracteristico: S(2)=L{{1L1-1)}
dim (S(2))=1=0M(2)
Le ponemas nombre a la base de S(2): #; = (LL-1 l
El subespacio asociado a A, ==2 es S(—2)=Ker(F; +2I)
(2 3 1Y) (0) 5 vl x'=-
: » i [le+3x‘+x‘=0 Y, s .
2 1 -1]x°|=|0 1,)1 23 o x*=f VBeR
\-2 -1 1<) o) S P =—p
FACT '

Quedando el subespacio caracteristico: S(— 2j‘l =L {f— 1,1,—1)}

dim (S(=2))=120M (-2) =2

Luego la matriz Fg no es diagonalizable.

020
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La forma canodnica de Jordan |

Cuando nos topemos con un homomorfismo cuyas caracteristicas lo hagan no diagonalizable,
podemos calcular su forma canonica de Jordan. Comenzaremos intentando diagonalizar, por

semejanza, una matriz Fg que no es diagonalizable. A partir de ella intentaremos obtener una

matriz J semejante a Fg lo mas parecida posible a una matriz diagonal.

Siguiendo con el ejemplo anterior, hagamos ahora algo un tanto distinto. Calculemos €l

subespacio asociado a -2 de orden 2: Sy (—2) = Ker(Fp + 2I)°

2 3 1\?%/a 0 zl =6

2 1-1 z2 | =1{0 = {zl+22=0 = z?=-6 Vi,ye€
2.1 1 23 0 i .

(Fo+2r)’

Figmonos  que S(—2) = Ker(Fg + 2I) C S2(—2) = Ker(Fg+2I)®> y ahora
dim(S3(—2)) =2 = OM(-2).

Escojamos una base de este segundo subespacio, S2 (—2), que contenga un vector del primero,

5(-2).

Tomamos un vector cualquiera g € Sa(—2) — S(—2), por ejemplo @3 = (0,0, 1).

Ahora calcularemos iz como g = (Fg + 2I)a3.

Universidad Europea de Madrid
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2 3 1\ /0 1
2 1—1){o]=1{ -1 = 4 =(1,-1,1)
—2-1 1 1 1
A e’

“

FB+21 ’l_i3

De esta manera, {ii2, @3 } es una base de Sa(—2), y ademas @iz € S(—2).

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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La forma candnica de Jordan Il

Podemos ahora establecer una base B' de la forma B’ = U , U , U3
~N N T
€S(2) €5(-2) €8:(-2)

Calculemos ahora expresion de la matriz asociada a f en B', Fg:

() =244, f(dg) = =2 - 4, f(uz) =ty — 273

Luego la matriz asociada a f en la base B' es:

2 0 0
Fp=J=| 0-2 1
0 0-2

A la matriz J la lamamos forma canoénica de Jordan de FR y a la matriz

La matriz de cambio de base, C, entre B y B' estara formada por los vectores de B' escritos por

columnas expresados en B:

1
C= 1-
-1

Pt
O o

Siendo el cambio de base entre Fg y J: J=c-1 FgC

Universidad Europea de Madrid
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Resumen

Base de vectores propios

Es una base formada con las bases de cada uno de los subespacios caracteristicos:

B = al ’ 172 ’ 1_1:3
s N
S(A1) S(x2) 5(x3)

Matriz en base de vectores propios

A O 0

Fgp = 0 X O
0 0 As

~ N =

fd) f(ida) f(ids)

El cambio de base entre B y B' es el habitual entre espacios vectoriales: FB=C'1FBC, donde C
cambia de base entre una base normal a una base de vectores propios donde la matriz asociada

a la transformacion es diagonal.

A este cambio de base se le lama diagonalizacion por semejanza porque da como resultado

una matriz diagonal.

f diagonalizable < 3B’ base de vectores propios < OM(X) = dim(S()))
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