Métodos Matematicos en Fisica

L.5A. Cond_Cont_Conduccion de Calor Cap.5APL

5.1 Oscilaciones longitudinales de una barra gruesa (1D)

: —~Fif , 1F U S=superficie
:_____________________L' _____ / V" fransversal
T=Tension
F AL

Ley Hooke se aplica a ~ = L—
elongacion de TODA barra S / L
bajo efectos de fuerza externa

Modulo Young |
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Considerando Trozo infinitesimal x = x+dx

u(x +dx)
u(x)
| | | |
| | | |
X X +dx x+u(x) x+dx+u(x+dx)
r — r+ulr)=2a,
. i i ) / 1.7
r+dr — r+dr+ulr+dr) > 2 +dx

Desplazamientos resultados de estiramientos

Elongacion relativa

dx' — dx

dx

du(x)

([;l‘
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Expresion local para Ley Hooke

du(x)

1 = EB(x) 0
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Aceleracion local para barra en movimiento

d? ) - O%u(x,t)
dez = T Ot?

Por ser infinitesimal, todos trozos de dx
tienen la misma aceleracion
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Fuerzas externas

Foxt = fla, t)Sdx

IT Ley Newton para elemento infinitesimal

Pu(x,t Ou(x,t u(x,t
p(;l‘)C ( — )(1.;1' = |E(x + dx) ( ?) — F(x) ‘ ( ) + f(a,t)da
t? o/ or |,
i IS
o] e
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Expresion andloga

Fu(x,t) 1 0

Ot () Ox

()

du(x,t)

()l

[)( z )

fla,t).
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CcC-1
barra
extremos
fijos

u(0,t) = 0.,

u(L,t) =0,
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CC-2: barra
libres
oul(x,t) Ju(x,t) _ 0

: =0 e
ox dr |._;

JI=
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CC barra con extremos

fijos con un "muelle”
(cc3)

. E(0) Ou(a,t
w(0,t) = (f) (‘(_)r )

E(L) ou(x.t)

u(L,t) = ———= —-

I

NOTA: cambio de signo CC Izq.-Der.
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CC3 NO homogéneas
barra con extremos
movibles con un

‘ V(1)

“muelle”
 Oulx. t ] _
B0) 245D 5r00.8) — wol(t)].
Ox 0
Ju(x, t ) |
g 24D g w(L,t) — v ()]
or | _, “ v
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Oscilaciones Membrana HOMOGENEA
( detalles en APL 5.2)

11
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Oscilaciones Membrana HOMOGENEA
Cond. Contorno FIJO

MATEMATICAMENTE:
Contorno RECTANGULAR FIJO

u(0,y,t) = 0, u(L,y,t) = 0.
u(x,0,t) =0, u(x, L,t) =0

12
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Oscilaciones Membrana HOMOGENEA
Cond. Contorno LIBRE

Contorno RECTANGULAR
LIBRE ( Caso indicado en Fig.)

Ju

dy |

I
™~

ou

on

0
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Oscilaciones Membrana HOMOGENEA
Cond. Contorno medio-fijo ( con "muelle”)

ou

on |,

14
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Ecuaciones de de
Hidrodinamica ( liquidos)

( ver. detalles en libro APL 5.3.1)

15
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1. "Ec. de continuidad”
( ley de conservacion de masa local)

dp o _
—+V - (pv)=0
ot | oo (o)

¢ oL Y oL
grad ¢ = Vo = (_)'l 1+ - )é J+ ()—k
T gy oz

16
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2. Ec. De Euler ( Ley Newton local)

P & | (”Uyﬁ_ :—VP—I—*f

/
/

f /=densi/dad de fuerzas que actuan sobre el fluido

V= vector local de velocidades

17
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Ec. de Acustica (APL 5.3.2)

En el caso de oscilaciones suficientemente pequeias

v Ov
)— ™~ D¢
f ot Fo

pv - (Vo) =0,

ot /

Se desprecia términos NO Iyéales en Ec. Euler

’
’
N ’
N ’
N ’
- - N , -
‘ ’
- ’

Jv

p|— + (v V) v|=—-VP+ f

ot

N

18
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En Ec. continuidad — +V . (pv)=0

Consideramos

19
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Desarrollamos Presion cerca de punto de equilibrio
(procesos adiabaticos)

f 2
P~ FyA (_ “:1 (P — po)
dp

F0

20
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Sistema de Ec.(oscillaciones pequenos Gases)

Ley “Newton” dv 1 1
local — VP=—f,[9
simplificado ot 0 o

Ec. Continuidad J % TP v
simplificada Ot ~ 0

(M
|
\——"
-
(o
g

Ec. de estado de Liquido | PP _ P — (12 A G
/ Gas “local” U F05¢|c)
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Parametros del problema:

Velocidad de onda 2 — _ -
(limite adiabatico) d (dpad/ (Z/)) P0

“condensacion” S — ( [ ) — /)0 ) / /)0

22
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Como s, P, p estan relacionadas a partir de Ec.
de Estado de Gas

Eliminaremos Presion de Ec. (a)

Eliminaremos densidad de Ec (b)

Jov 1
(_—)t | l / )D

Forma de
Ec. Euler

-
I:l:l
|
~
(W'Y

s

ot

o
|
-
N

23
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» 0A, 0A, O0A. :
Tomando div de (1) WA= T e VA
", | . 1
(V-v)+a“As=—=V-f. 1

ot Po

Usando Relacion (2),

llegamos a Ec. Diferencial (3) para “condensacion”

02'5‘ ‘ 1

L2 i
— “As = ——V - 3
sz ( i 0 f

24
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Como s €= p estan

relacionadas linealmente ;

2
p
Ot?

Ec. onda para la densidad de Gas

25
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Como P €= p estadn relacionadas
linealmente (Ec. Gas)

PP
otz

Ec. onda para Presion

26
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En ausencia de fuerzas
externas

Ec. onda para potencial de velocidades

27
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Se obtiene Ov

Integrando Ec. Euler | —- + a*V s

con =0 1

Se entroduce relacion entre Vv, ¢

=0

it
2
V=119 —a" / V sdt’
Jo

VU = _V(:) ‘ )

N — 42 ¢ - A+ ‘
D = Py —|— (1l fO b([f ‘l— ¥

¢@ - Es una funcion
de tiempo
arbitraria

Z0
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CONCIONES de CONTRONO- GASES

Superficie cerrada Comppnem‘e normal dfa.
velocidad a la superficie
es nula

(v-n)lx. =0 :::_
el L - - - e
Ay ¢« w = > - - -
,/. AR R A A o e e
+ 4 f§$ ¥ v v v v v
] d 4 & ¥ ¥ v v v v _w
% L di A4 A& ¥ ¥ v v v ¥
b 4 A A A A A w v v v
ST “.4 ‘A A A e e v w
T T T R A AP P
LN T R B B A A A A
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CONDCIONES de CONTRONO- GASES

COMO v=—Vo

on -

Derivada de potencial normal a la
superficie cerrada , cerca de X es nula
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CONDCIONES de CONTRONO- GASES

Analdgicamente se obtienen CC para
otros parametros (contorno cerrado)

oP

on

) P s
— =0, —
on S | on

| ]
Se—
-

0

[]
(]
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CONDCIONES de CONTRONO que
describen APERTURAS en GASES (?)

P‘w = 1. /')|S’ = Fo-

1 _-
Va

32
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5.4 transporte de calor unidimensional

| | - JT(x, t
1 =1T(xt) Wiz, t) = —H(.l')( ‘gl )
ox

Wix) Wix +dx)

33



Métodos Matematicos en Fisica
L.5A. Cond_Cont_Conduccion de Calor Cap.5APL

Hallamos Ec. Diferencial para transporte de Calor (Fourier)

1. Aumento de Temperatura en trozo dx
debido a flujos de calor desde FUERA

IT'(x, 1)
ot

dC) = C(x)p(x)Sdx dt.

34
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Wix) Wix +dx)

dQos = f(x,t)Sdadt

2. Aumento de la Temperatura en trozo dx
debido a transport de calor de DENTRO

f(x,t) es la densidad de fuentes de calor

35
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Incremento de Calor debido a flujos por las ambas caras

Wix) Wix +dx)

1 I
| JEEE R S ——— B FpRpp— Y -
s rd

dQqu = [W(x,t) — W(x + da, t)] Sdt

| Dl (x. t Dl (x. t
= |k(x + dx) () : ) — k(x) () _ )
va r+dx Ux

‘ ) Il (z. )]
Sdt = (— r(x) : ( ) Sdadt.
. Jdx dx

36
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Wix) Wix +dx)

1 1

] ]

1 1

1 1

Y —— -
' s

De balance de energia =

0T (. 1)

",

C'(x)p(x) Y

ox

k()

0T (. 1)
.

()l

flx,t)

Ec. De propagacion de Calor en 1D

37
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Wix) Wix +dx)

S

Condiciones de Contorno: ler tipo

7(0.t) = Oy, T(L.t) = 0O,

38
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Wix) Wix +dx)

S

dl(x,t)

(f);l’

39
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— - Condiciones de Contorno:
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff 2-do tipo no-homogeneo
aT(I L .
—r(0) o = Jo(t)
dr | _,
o dd(x,t) o
k(L) — = J.(%)
dr | _,

40
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Wix) Wix +dx)

_____________________

______________________________

CC anterior puede pasar ser
de 3er tipo cuando intercambio
es segln Ley Newton

Formas de intercambios de calor con medio
exterior:

1. Ley Newton

ao(8) = 1 [T (a0, 1) — O, (1)

o

41
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Wix) Wix +dx)

Formas de intercambios con medio
2. Ley Stefan-Bolzmann

Jro(t) = 0 [TH(xg,t) — OF ()]

42
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Formas de intercambios con medio
3. Masa conectada a extremo izquierdo/derecho

m—)

43
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5.4.2 Transporte tridimensional

C(x ) /—’( ) By ox

Ol (x,t) o, - OT(x,t)
_ k()

3D 1

o 1 ov o
P + ﬁe:

VY =—"7e,+ ——e,
| op ¥ pod ¢ 8z

C. cilindricas

44
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Condiciones de Contorno en 3D

CC de tipo IT, IIT

1D 2D-3D
I (x, 1) oT
| - (KVT) = k—
0T = n - {# ) }c')n

Flujo en la direccion perpendicular a la superficie =

45
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1.Densidad de flujo de particulas : Ley Fick

W =—-DVn

D- coeficiente de difusion

46
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Difusion

Ecuacion de balance

)
‘ nd‘ /W (IS-I—/f(ﬂ
(lt

a7
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Usando Teorema Gauss

""‘"\' 2“ //F-ﬁdssz V- -Fdv

O Teorema de Divergencia

livF =V - F Al%n—l.oﬁf}? dSc
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Llegamos a Ec. de Difusion

on
Ot

VW

|
~

W =—-DVn
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Ec. de Difusion

dn(r,t)

~ =VI[D(r,t)V(n(r,1)]

En medios homogeneos
dn(r,t)

= DAN(r,t
~ (r,t)

Cond. Contorno analogias a Gases:

Concentracion €= Densidad

50
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Cond. Contorno andlogas a

caso de sonido en gases: X e X (Superficie)

Concentracion €= densidad

1-er tipo ( Dirichlet)

2-do tipo (Neuman)

3-er tipo (Robin)

u(x) = g(x)
—kVu - n(x) = g(x)

—kVu -n(x) = yu(x) + ¢(x)
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