LOGICA

Problemas de repaso resueltos

Este capitulo contiene los textos y las soluciones de varios exdmenes,
que incluimos para que puedan ser usados como repaso de todo el
material de la asignatura.

Es muy importante que el alumno intente resolver todos los proble-
mas presentados en el tiempo indicado en cada examen.



1. SEGUNDO EXAMEN PARCIAL 2006-2007

Fecha: 23 de enero de 2007 Tiempo: 50 minutos

El examen estd formado por dos problemas. La respuesta a cada uno
de los problemas se valorard sobre el numero de puntos indicado.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Las respuestas sin justificacion se consideraran como no con-
testadas.

1) a) (3 puntos) Identifica las variables libres y ligadas de la férmula
¢ : Jx(JyP(y,z) = P(x, 2))
y verifica que ¢ es satisfacible bajo alguna interpretacién I = (D, I)
tal que P! no es el conjunto vacio.
b) (4 puntos) Determina si la féormula
¢ 3y Py) — Plx))

es semanticamente valida.

2) Usando el sistema de deduccién natural de Gentzen de la légica de
primer orden, verifica la validez de los siguientes razonamientos:

a) (2 puntos)
P,

b) (6 puntos
How ) VeR(z) V Yy—P(y)
—3z(P(z) A R(z))
Vy—P(y)




2. SOLUCIONES DEL SEGUNDO EXAMEN PARCIAL 2006-2007

Fecha: 23 de enero de 2007 Tiempo: 50 minutos

1) a) (3 puntos) Identifica las variables libres y ligadas de la férmula
¢ Jx(JyP(y,z) = P(x, 2))
y verifica que ¢ es satisfacible bajo alguna interpretacién I = (D, )
tal que P! no es el conjunto vacio.
b) (4 puntos) Determina si la férmula
¢ 3x(FyPy) = Plx))

es semanticamente valida.

Solucién:
a) La férmula
¢ 3x(IyP(y, z) = Pz, 2))
es abierta, ya que la variable z es libre. Las variables x y y son ligadas.
Sea I la interpretacién con dominio D = {a,b} y

I:P"={(a,a)} c Dx D.
Consideremos, por ejemplo, la asignacion
A4 =0,
Se obtiene que
Pt = (F2(3yP(y,b) — P(z,b)))* =1
ya que
(3yP(y.b) — P(a, b)) =1,
siendo
(3yP(y,0))"" =0.
Se sigue que ¢ es satisfacible bajo I = (D, I).

b) Sea I = (D, I) una interpretacién cualquiera de
Y Jx(JyP(y) — P(x)).

Hay dos casos posibles:
» si (JyP(y)) =0, entonces (FyP(y) — P(z))! =1 para todo
y ! es verdadera,
» si (JyP(y))! = 1, entonces existe al menos un elemento del
dominio @ € D tal que P!(a) = 1 y, por tanto, (JyP(y) —
P(a))! = 1. También en este caso ! = 1.



Podemos concluir que 1 es semanticamente vélida.

2) Usando el sistema de deduccién natural de Gentzen de la légica de
primer orden, verifica la validez de los siguientes razonamientos:

a) (2 puntos)

@ =7,

b) (6 puntos)

VzR(x) V Yy—P(y)
—3z(P(z) A R(2))
Vy=P(y)

Solucion:
a)

1) ¢ (Premisa)
2) - =—=—¢ (Premisa auxiliar)
3) g (E~(2))
Y FE-p AN (IN3,1))
e (C(24)

El razonamiento ¢ - ——¢ es valido.



FVz=(P

VzR(x) V Yy—P(y)
—3z(P(z) A R(z
2) AR

(Premisa)
(Premisa)
(E-3(2))

(
)
(
(De Morgan(3))

)
?)
(2))

(EV(4))

~—

1)
1)

(Premisa auxiliar)

(EV(7))

(Apartado a))
(Tollendo Ponens (9,6))

11) F Vy—=P(y)
12) - _'P(yl)

(Premisa auxiliar)

(EV(11))

13) E =P (y1)

(EV(1,(7,12)))

14)F Yy—P(y)

(I¥(5,13))

El razonamiento dado es valido.




3. EXAMEN FINAL A DE FEBRERO 2005-2006

Fecha: 1 de febrero de 2006 Tiempo: 3 horas

El examen estd formado por ocho problemas.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el numero
de puntos indicados. Las respuestas sin justificacion se consi-
derardan como no contestadas.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Ejercicio 1: (14 puntos) Usando el sistema de deduccién natural de
Gentzen, demuestra por reduccion al absurdo la validez de la siguiente
deduccion:

{p—=—-qr—qt--pAr).

Ejercicio 2: (12 puntos) Usa el método de los tableaux seménticos
para verificar la validez del razonamiento anterior.

Ejercicio 3: En el contexto de la légica proposicional, sea ¢ la
siguiente formula:

p:(p—=(g—= (pAT)) = (mpAT).
a) (6 puntos) Usa el método de los tableaux seménticos para
clasificar ¢.
b) (4 puntos) Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de
®.
¢) (4 puntos) Halla la forma normal conjuntiva de ¢, FNC(p).

Ejercicio 4: (10 puntos) En el contexto de la lgica de primer orden,
formaliza las siguientes frases. En cada caso, define explicitamente el
dominio y los elementos bésicos de la formalizacion.

a) Ningun abrigo es impermeable a menos que haya sido espe-
cialmente tratado.

b) Algunas frutas y verduras son nutritivas.

¢) En toda pareja de vecinos hay algin envidioso.

d) Hay algunas personas importantes que son conocidas por to-
dos.

e) No hay ninguna persona importante que Luis no conozca.

Ejercicio 5: (12 puntos) Usa el principio de recursién estructural
para definir la funcién

f: F— NuU{0},
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que a cada férmula ¢ € F de la légica de primer orden le asocia
el numero f(¢) de cuantificadores (existenciales o universales) que
aparecen en .

FicurA 1. Figura del ejercicio 6

Ejercicio 6: (12 puntos) En un arbol con raiz finito y etiquetado
por las letras del dominio

D - {a7b7c7d767f7g7h77:}7
considera los siguientes predicados:

P(x) : el vértice z tiene un padre,

H(z) : el vértice x tiene hijos,

C(z,y) : el vértice x estd conectado por medio de un camino no
dirigido con el vértice y,

D(z,y) : el vértice y es un descendiente del vértice x.

Evalia las siguientes féormulas en la interpretacién definida por el

arbol de la figura 1, que tiene como raiz el vértice a :
1@ Ve P(x),
o 1 Yo H(z)
3 3aVyD(z,y),
P VwﬂyD(fM)
V5 - ‘v’xVyC’(x

2o : Vo(H(z) = P(x)).

Ejercicio 7: (12 puntos) En cada apartado demuestra que las férmu-
las 1 y 2 no son légicamente equivalentes:

a) 1 P(r) = VaQ(x) v 2 Vo(P(z) AQ(x)),
b) p1: P(z) = J2Q(z) vy 2 3(P(z) AQ(2)).



Ejercicio 8: (14 puntos) Usando el sistema de deduccién natural,
verifica la validez de la regla de la disyuncién:

Jz(p(x) V(z)) F Jrp(x) Vv Iz(x).



4. EXAMEN FINAL B DE FEBRERO 2005-2006

Fecha: 1 de febrero de 2006 Tiempo: 3 horas

El examen estd formado por ocho problemas.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el numero
de puntos indicados. Las respuestas sin justificacion se consi-
derardan como no contestadas.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Ejercicio 1: (14 puntos) Usando el sistema de de deduccién natu-
ral de Gentzen, demuestra por reduccion al absurdo la validez de la
siguiente deduccion:

{g——s,p—s}F-(gAp).

Ejercicio 2: (12 puntos) Usa el método de los tableaux seménticos
para verificar la validez del razonamiento anterior.

Ejercicio 3: En el contexto de la logica proposicional, sea ¢ la
siguiente formula:

p:(-r—=@—=(ANqg)) — (rAg).

a) (6 puntos) Usa el método de los tableaux seménticos para
clasificar ¢.

b) (4 puntos) Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de
®.

¢) (4 puntos) Halla la forma normal conjuntiva de ¢, FNC(p).

Ejercicio 4: (10 puntos) En el contexto de la lgica de primer orden,
formaliza las siguientes frases. En cada caso, define explicitamente el
dominio y los elementos basicos de tu formalizacién.

a) Ningun abrigo es impermeable a menos que haya sido espe-
cialmente tratado.

b) Algunas frutas y verduras son nutritivas.

¢) En toda pareja de vecinos hay algin envidioso.

d) Hay algunas personas importantes que son conocidas por to-
dos.

e) No hay ninguna persona importante que Luis no conozca.
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Ejercicio 5: (12 puntos) Usa el principio de recursién estructural
para definir la funcién

f: F— NU{0},

que a cada férmula ¢ € F de la légica de primer orden le asocia
el nimero f(¢) de cuantificadores (existenciales o universales) que
aparecen en .

Ejercicio 6: (12 puntos) En un arbol con raiz finito y etiquetado
por las letras del dominio

D = {a/7b7c7d767f7g7h77;}7
considera los siguientes predicados:

P(z) : el vértice x tiene un padre,
H(z) : el vértice z tiene hijos,
C(z,y) : el vértice = estd conectado por medio de un camino no
dirigido con el vértice y,
D(x,y) : el vértice y es un descendiente del vértice x.
Evalia las siguientes formulas en la interpretacion definida por el
arbol de la figura 1, que tiene como raiz el vértice a :
P1 - El.fIfP(.I),
o+ Jz—H(x),
w3 YeIyD(z,y),
@y YrIy—-C(z,y),
w5+ Jx(—H(x) A P(x)).

Ejercicio 7: (12 puntos) En cada apartado demuestra que las férmu-
las ¢ y @2 no son légicamente equivalentes:
a) p1:Ve(P(z)ANQ(z)) v 2 Plx) = VzQ(x),
b) o1 : dx(P(x) AQ(z)) v ¢2: Plx) = JzQ(x).

Ejercicio 8: (14 puntos) Usando el sistema de deduccién natural,
verifica la validez de la regla de la disyuncion:

Jrp(z) V z(x) F Jz(p(z) V (z)).
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5. SOLUCIONES DE LOS EXAMENES FINALES A Y B DE FEBRERO
2005-2006

Fecha: 1 de febrero de 2006 Tiempo: 3 horas

Ejercicio 1 A: (14 puntos) Usando el sistema de deduccién natu-
ral de Gentzen, demuestra por reduccién al absurdo la validez de la
siguiente deduccion:

{p—=-qr—=qF-(pAr).

Solucidén: para trabajar por reduccién al absurdo, suponemos el
conjunto

{p—= g, r—=q -=pAr)}
satisfacible y llegamos a una contradiccion:

1) p——-q  (Premisa)
2) r—gq (Premisa)
3) ——(pAr) (Premisa)
Y Fpar (B(3)
5) Fp (EA(4))

6) Fr (EA(4))

) Fq (E—=(5,1))
8) Fyq (E— (6,2))
9) F=gnqg (IN(T, 8))

Por tanto la deduccion dada es valida por reduccién al absurdo.

Ejercicio 1 B: (14 puntos) Usando el sistema de deducciéon natu-
ral de Gentzen, demuestra por reduccion al absurdo la validez de la
siguiente deduccion:

{¢g—=—-s,p—=s}F-(gAp).

Solucion: La solucién es la misma que en el ejercicio 1 A, pero ahora
pesq,qessyresp.

Ejercicio 2 A: (12 puntos) Usa el método de los tableaux semanti-
cos para verificar la validez del razonamiento del ejercicio 1 A.

Solucién: Siendo

p— q=-pV—q
p—s=-1Vqg
-—(pAT)=pAT,
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consideremos el conjunto de férmulas
b ={-pV-q rVg pAr}.

El tableaux asociado acabado es cerrado:

T(p) T —pV g
° —rVq
|
e DAT
|
e D
° r
N
—|p. O—|q
i N
—r e .q
i i

Se sigue que P es insatisfacible y que el razonamiento dado es valido

Ejercicio 2 B: (12 puntos) Usa el método de los tableaux seménti-
cos para verificar la validez del razonamiento del ejercicio 1 B.

Solucion: La solucién es la misma que en el ejercicio 2 A, pero ahora
pesq,qessyresp.

Ejercicio 3 A: En el contexto de la légica proposicional, sea ¢ la
siguiente formula:

p:(p—=(g—=(pAT)) = (pAT).
a) (6 puntos) Usa el método de los tableaux seménticos para

clasificar ¢.
b) (4 puntos) Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de

®.
¢) (4 puntos) Halla la forma normal conjuntiva de ¢, FNC(p).

Solucion:

a)
(=p = (¢ = (pAT))) = (mpAT) ==(=p = (¢ = (pAT)))V (=pAT)
=(—=pV(g— (pAT)))V(mpAT) ==(pV (=g V (pAT)))V (=pAT)
(=pA=(=gV (pAT)))V (mpAT) = (mpA (=g A=(pAT)))V (mpAT)
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= (pAgA(=pV )V (mpAT).
El tableaux completo asociado a ¢ tiene ramas abiertas:

T(p) o (-pAgA(=pV 1))V (—pAT)
VAN
-pAre e pAgA(—pV-r)
/ AN
ﬁp. .—|p
/ AN
T e .q
AN
0—|p\/_|7"
AN
® T

Por tanto ¢ es satisfacible. Ahora tenemos que verificar si - es
una contradiccion.

—p = 2(=pAGA(=pV ) )V (mpAT) = (2mpV gV —(—pV=r) ) )A-(-pAr) =
= (pV gV (= p A=) A(mmpVor) = (pV gV (pAT))) ApV —r).

También el tableaux completo asociado a —¢ tiene ramas abiertas:

T(=p) r(pvﬂqv (pAT)))A(PV-T)

opV gV (pAr)

epV r
/N

pe e—r

N
pPAT® opV g

N
p|° g ep

Te
f

Se sigue que ¢ es una contingencia.

b) Del tableaux T'(¢) deducimos que la valoracién

r:1,p:0,q:0
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es un modelo de .
Del tableaux T'(—p) deducimos que la valoracién

r:0,p:1,¢q:0
es un contraejemplo de .
¢) Sabemos que FNC(p) = =FND(=p).
Del tableaux T'(—p) obtenemos que
FND(—p)=pV (-r Ap)V (=g A —r).
Entonces,

FNC(p) ==(pV (=r Ap)V(=gA—r)) =-pA(rV-p)A(qgVr).

Ejercicio 3 B: En el contexto de la légica proposicional, sea ¢ la
siguiente formula:

p:(or == (rAg)) = (orAg).
a) (6 puntos) Usa el método de los tableaux seménticos para
clasificar ¢.
b) (4 puntos) Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de
p.
¢) (4 puntos) Halla la forma normal conjuntiva de ¢, FNC(yp).

Solucion: La solucién es la misma que en el ejercicio 3 A, pero ahora
pesr,qespyresq.

Ejercicio 4 A y B: (10 puntos) En el contexto de la légica de pri-
mer orden, formaliza las siguientes frases. En cada caso, define explici-
tamente el dominio y los elementos basicos de la formalizacion.

a) Ningin abrigo es impermeable a menos que haya sido espe-
cialmente tratado.

b) Algunas frutas y verduras son nutritivas.

¢) En toda pareja de vecinos hay algin envidioso.

d) Hay algunas personas importantes que son conocidas por to-
dos.

e) No hay ninguna persona importante que Luis no conozca.

Solucion:
a) D = los abrigos; I(z) : x es impermeable; T'(z) : = ha sido espe-
cialmente tratado.

Va(I(x) — T(x)).
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b) D = los vegetales; F(z) : x es una fruta; V(x) : = es una verdura;

N(z) : x es nutritiva.
Jz(F(z) A N(x)) AJz(V(z) A N(x)).

¢) D = las personas; P(x,y) : x es un vecino de y; E(z) : = es

envidioso.
VaVy(P(z,y) = E(z) V E(y)).

d) D = las personas; I(z) : x es importante; C(x,y) : x es una

persona conocida por y.
Fu(I(x) ANVYC(z,y)).

e) D = las personas; I(z) : x es importante; C'(z,y) : x es conocida

por y; L : Luis.
—Jz(I(x) N =C(x, L)) =V (-I(x) vV -—-C(x, L)) =
=Va(-I(x) Vv C(z, L)) =Vz(I(x) = C(z, L)).

Ejercicio 5 A y B: (12 puntos) Usa el principio de recursién es-
tructural para definir la funcion

f: F — NU{0},
que a cada férmula ¢ € F de la légica de primer orden le asocia

el nimero f(¢) de cuantificadores (existenciales o universales) que
aparecen en .

Solucién:

Base (FAt):
F(T)=f(L) = f(p)
F(s = 1) = f(s)+ f(t) = 0+0
f(P(tta, - t0) = f(t) + f(t2) + -+ f(ta) = 0.
Paso recursivo:

(F=): f(mp) = f(),

(Fo) : f(p10p2) = f(p1) + flp2),

(FV3) 1 f(Ve) = f(3p) = f(ep) + 1.

Estas definiciones determinan la funciéon f sobre todo F.

Ejercicio 6 A: (12 puntos) En un érbol con raiz finito y etiquetado
por las letras del dominio

D ={a,b,c,d,e, f,g,h,i},

considera los siguientes predicados:

P(z) : el vértice x tiene un padre,
H(x) : el vértice x tiene hijos,
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C(z,y) : el vértice x estd conectado por medio de un camino no
dirigido con el vértice y,
D(z,y) : el vértice y es un descendiente del vértice x.

F1cUuraA 2. Figura de los ejercicios 6, A y B

Evalia las siguientes formulas en la interpretacion definida por el

arbol de la figura 2, que tiene como raiz el vértice a :

Y1 V$P( )
Y2 \V/CL'H( )

w3 JxVyD(z,y),
w4 YeIyD(z,vy),
05 ‘v’xVyC’(x
e+ Vr(H(z )—> P(z)).

Solucion:

ol 0 ya que Pl(a): 0;

0l 0 ya que H(d) : 0;

ol 0 yaque (VyD(z,y))! : 0, siendo D!(x,a) : 0 para cual-
quier valor de z;

©h:0 ya que (3zD(d,y)) : 0;

@l 1 ya que el arbol es un grafo conexo;

k0 yaque (H(a) — P(a))!:0.

Ejercicio 6 B: (12 puntos) En un arbol con raiz finito y etiquetado

por las letras del dominio

D ={a,b,c,d,e, f,g,h,i},

considera los siguientes predicados:

P(z) : el vértice x tiene un padre,

H(x) : el vértice z tiene hijos,

C(z,y) : el vértice x estd conectado por medio de un camino no
dirigido con el vértice y,

D(z,y) : el vértice y es un descendiente del vértice x.

Evalia las siguientes formulas en la interpretacion definida por el

arbol de la figura 2, que tiene como raiz el vértice a :
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®1 - H'IP(’I)?

o+ Jx—H(x),

@3 VadyD(z,y),

4 YoIy—-C(z,y),

w5+ Jx(—H(x) A P(x)).

Solucién:
» ol 1 yaque PL(b): 1;
» ol 1 yaque ~HI(d): 1;
= ©l:0 yaque (JyD(d,y))’ : 0, siendo d una hoja del arbol;
» ol :0 yaque (3y—C(z,y))’ : 0, siendo siempre (—C'(z,y))’ : 0

en un grafo conexo;
ol 1 yaque (mH(d) A P(d))": 1.

Ejercicio 7 A: (12 puntos) En cada apartado demuestra que las
formulas @1 y o no son légicamente equivalentes:

a) p1: P(z) = VaQ(z) vy @2 :Vr(P(z) AQ(2)),
b) pr: P(z) = 32Q(z) vy 2 3x(P(x) A Q(z)).

Solucién:
a) Sean D cualquieray I : P’ ={ (el conjunto vacio). Entonces
1 es siempre verdadera y o es siempre falsa.

b) Como antes, sean D cualquieray I : P! =) (el conjunto vacio).
Entonces ¢ es siempre verdadera y - es siempre falsa.

Ejercicio 7 B: (12 puntos) En cada apartado demuestra que las
formulas @1 y 2 no son légicamente equivalentes:

a) o1 :Ve(P(x) AQ(x)) vy 2 Plz) = VaQ(x),
b) o1 Jx(P(x) AQ(x)) vy 2: Plx) = FQ(x).

Solucion: Intercambiando 1 y 9, la solucién es la misma que en
el ejercicio 7 A.

Ejercicio 8 A: (14 puntos) Usando el sistema de deduccién natural,
verifica la validez de la regla de la disyuncién:

Ax(p(x) V(x)) - Jrp(r) V 3y (z).

Solucion:
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1) 3z(p(z) Vip(z)) (Premisa)

2) p(x1) V(z1) (Premisa auxiliar)

3) ¢(x1) (Premisa auxiliar)
4) F 3wp(z)  (13(3))
5) F Jrp(x) v Izy(x) (IV(4))

6) ¥(z1) (Premisa auxiliar)
7) F Jry(e)  (13(6))
8) F Jzp(x) vV Izp(x) (IV (7))

9) F Jzp(x) vV Izy(z) (EV(2,(3,8)))

10) F Jzp(z) vV Jz(z)  (E3(1,(2,9)))

Ejercicio 8 B: (14 puntos) Usando el sistema de deduccién natural,
verifica la validez de la regla de la disyuncion:

Jrp(z) V z(x) F Jz(p(z) V (z)).

Solucion:



1) zp(z) V Jz(x)  (Premisa)

2) Jrp(x)

(Premisa auxiliar)

3) ¢
4) -
5) F 3

(1)

(Premisa auxﬂlar)

plz) Vib(z) (IV(3))
2(p(x) Vip(z))  (13(4))

6) = 3z(p(x) vV (x))

(E3(2,(3,5)))

7) Awip(x)

(Premisa auxiliar)

8) ¥
9)%

(1)  (Premisa auxiliar)

pla) V(en)  (IV(8))

10) F 3x(p(x) Vp(x))  (13(9))

11) = Ja(

ple) Vp(r)  (E3(7,(8,10)))

12) F 3z(p(z) V(z))  (EV(,(2,11)))

19
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6. EXAMEN FINAL DE SEPTIEMBRE 2005-2006

Fecha: 8 de septiembre de 2006 Tiempo: 3 horas

El examen estd formado por ocho problemas.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el numero
de puntos indicados. Las respuestas sin justificacion se consi-
derardan como no contestadas.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Ejercicio 1: (14 puntos) Usando el sistema de deduccién natural de
Gentzen, demuestra la validez del siguiente teorema:

Fp—=(r—q))A(msVp)Ar—(s—q).

Ejercicio 2: (12 puntos) Usa el método de los tableaux semanticos
para estudiar la validez del teorema del ejercicio 1.

Ejercicio 3: En el contexto de la légica proposicional, sea ¢ la
siguiente formula:

e:pV(r—=q)V(-sAp) —r.

a) (6 puntos) Usa el método de los tableaux seménticos para
clasificar .

b) (4 puntos) Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de
©.

¢) (4 puntos) Halla la forma normal conjuntiva de ¢, FNC(y).

Ejercicio 4: (10 puntos) En el contexto de la légica de primer or-
den, formaliza el siguiente razonamiento, tomando como dominio “los
animales”.

: (P1) Ningun plantigrado es un reptil.

: (P2) Los animales van a beber al rio a menos que sean plantigra-
dos.

: (P3) No todos los animales son plantigrados.

: (C) No hay animales que vayan a beber al rio.

Ejercicio 5: (12 puntos) Usando el principio de recursién estructural
y la funcién profundidad de un término pf, define la funcién:

PF:F — NuU{0},
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que a cada formula ¢ € F de la légica de primer orden le asocia
la longitud PF(¢) de la rama mas larga de su drbol estructural (su
profundidad).

Ejercicio 6: Evalia las siguientes formulas en las interpretaciones
dadas:

a) (6 puntos)

12 Voo P(r) = Jy(-Q(y) A R(y)),
en la interpretacién 1= (D, 1) tal que
D={ab}, P'=0, Q"={a} v R ={a}.
b) (6 puntos)
2 - V(T (z) = VyR(z,y)),

en la interpretacion I = (D, I) tal que

D={ab}, T'={a} y R'={(a,a),(ab)(ba)}.

Ejercicio 7: (12 puntos) En cada apartado, define una interpreta-
cién tal que la formula dada sea verdadera y una tal que no lo sea:

a) p1 : Va(P(z) A JyQ(z,vy)),
b) @2+ Jz(P(2) AVyQ(z,y)).

Ejercicio 8: (14 puntos) Usando el sistema de deduccién natural,
verifica la validez de la regla de la implicacion:

drp(z) = Jxp(z) F Jx(e(x) — Y(z)).
Sugerencia: usa la regla de interdefinicion y la deduccion

F—Jzp(z) = Ve—e(x).
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7. SOLUCIONES DEL EXAMEN FINAL DE SEPTIEMBRE 2005-2006

Fecha: 8 de septiembre de 2006 Tiempo: 3 horas

Ejercicio 1: (14 puntos) Usando el sistema de deduccién natural de
Gentzen, demuestra la validez del siguiente teorema:

Fp—=(r—q))A(msVp)Ar—(s—q).
Solucion: por el teorema de la deducciéon, podemos reescribir el
teorema en forma de deduccion:
{p—=(—q),-sVp r stkq

Una posible demostracién del teorema es:

p— (r —q) (Premisa)
—sVp Premisa)
T Premisa)

Tollendo Ponens (2,4))

(5,1))
(3,6))

N O O = W N~
— —
V)

(
(
(
(Premisa)
(
(E—
(E—

Ejercicio 2: (12 puntos) Usa el método de los tableaux seménticos
para estudiar la validez del teorema del ejercicio 1.

Solucion:
Siendo

p—=(r—=q)=-pV(rVg=-pV-rvyg,
consideremos el conjunto de férmulas
& ={-pV-rVvg -sVpr s q}.

El tableaux asociado acabado es cerrado:
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T(D) e —pV-rVg
|
e —sVp
|
° r
|
° S
hd —q
N
S @ .p
i N
—pe o1 \Vqg
i N
—-r e .q
i f

Se sigue que P es insatisfacible y que el razonamiento dado es valido

Ejercicio 3: En el contexto de la légica proposicional, sea ¢ la
siguiente formula:

w:pV(r—=q)V(asAp) —r.
a) (6 puntos) Usa el método de los tableaux seménticos para

clasificar ¢.
b) (4 puntos) Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de

®.
¢) (4 puntos) Halla la forma normal conjuntiva de ¢, FNC(yp).

Solucion:

a)

e==(pV(r—=q V(=sAp)Vr=(-pA-(-rVqg) A=(=sAp))Vr=

=(—pArA=gA(sV-p))Vr.

El tableaux completo asociado a ¢ tiene ramas abiertas:
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T(p) e (- pATAgA(sVp))Vr
N
re e—pATA=gA(sV-p)
AN
®—p
AN
or
AN
®q
AN
o5

Por tanto ¢ es satisfacible. Ahora tenemos que verificar si —¢ es
una contradiccion.

o= ((V-rVvgeV(-sAp))A-r.
También el tableaux completo asociado a —¢ tiene ramas abiertas:

T(—¢) e(pV-rVgV(asAp))A-r

e

epV VgV (msAp)
N
pe eqV(=sAp)
N
qe oS ADp

N

® 1S

N
D
—p es satisfacible y, por tanto, ¢ es una contingencia.
b) Del tableaux T'(¢) deducimos que la valoracién
r:1,s:1,¢q:0,p:0

es un modelo de .
Del tableaux T'(—¢p) deducimos que la valoracién

r:0,s:0,g:1,p:1

es un contraejemplo de ¢.
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¢) Sabemos que FNC(p) = 2FND(—gp).
Del tableaux T'(—¢) obtenemos que

FND(—p) = (pA=r)V(gA=r)V(pA-sA-r).
Entonces,

FNC(p) = =((pA—r)V(gA—r)V(pA=sA=r)) = (—pVr)A(=gVr)A(—pVsVr).

Ejercicio 4: (10 puntos) En el contexto de la légica de primer or-
den, formaliza el siguiente razonamiento, tomando como dominio “los
animales”.

: (P1) Ningun plantigrado es un reptil.

: (P2) Los animales van a beber al rio a menos que sean plantigra-
dos.

: (P3) No todos los animales son plantigrados.

: (C) No hay animales que vayan a beber al rio.

Solucion:

Dominio: los animales.
Predicados:

P(x): x es un plantigrado,
R(x): x es un reptil,
B(x): x va a beber al rio.

La frase (P2) se puede leer como “Los animales no van a beber al
rio sélo si son plantigrados,” asi que la formalizacion del razonamiento
puede ser la siguiente:

: (P1) Vz[P(x) — —R(z)]
: (P2) Va[-B(z) = P(x)] (Vax(B(x)VP(x)), Ve[-P(x) — B(x)])
: (P3) dz—P(x)

: (C) Va—B(x)
Ejercicio 5: (12 puntos) Usando el principio de recursién estructural
y la funcién profundidad de un término pf, define la funcion:
PF : F — NU{0},

que a cada formula ¢ € F de la logica de primer orden le asocia
la longitud PF(y) de la rama mas larga de su arbol estructural (su
profundidad).

Solucion:
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Sea pf(t) la funcién profundidad de un término.
La funcién profundidad de una férmula se puede definir usando el
principio de recursién estructural y la funcion pf(t) :

Base (FAt):

PF(T)=PF(L)=PF(p) =0,
PF(s=1t)=maz{pf(s),pf(t)} + 1,

PE(P(t1,t2,- -+ tn)) = max{pf(t1),pf(t2), - ,pf(ta)} + 1.
Paso recursivo:

(F=): PF(=p) = PF(p) + 1,
(Fo): PF(py10p3) =max{PF(p1), PF(2)} + 1,
(FV3) : PF(Vp) = PF(3¢p) = PF(p) + 1.

Estas definiciones determinan la funciéon PF sobre todo F.

Ejercicio 6: Evalia las siguientes férmulas en las interpretaciones
dadas:

a) (6 puntos)
o1 Vo P(z) = Jy(-Q(y) A R(y)),
en la interpretacion I = (D, I) tal que
D= {a7b}7 P = (Da QI = {Cl} y RI = {a}
b) (6 puntos)
¢z Va (T (x) = VyR(z,y)),
en la interpretacion I = (D, I) tal que
Solucion:
a) (Vz—P(z)) =1, ya que =P (a) = —PI(b) =1,
(By(=Q(y) A R(y)))' =0, ya que

-Q%(a) A R'(a) = 0, siendo —Q'(a) =0y
=Q'(b) A RI(b) = 0, siendo R!(b) =0

Se sigue que ! =0, es decir, es falsa en la interpretacién dada.
b) (T'(a) = VyR(a,y))! =1 ya que

THa)=11y

(VyR(a,y))! =1, siendo R!(a,a) = R(a,b) = 1.

(T(b) — YyR(b,y))! =1 ya que

TI(b) = 0.
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Se sigue que @i = 1, es decir, es verdadera en la interpretacién dada.

Ejercicio 7: (12 puntos) En cada apartado, define una interpreta-
cién tal que la féormula dada sea verdadera y una tal que no lo sea:

a) 1 : Vo (P(x) A JyQ(z,y)),
b) 2+ Ju(P(x) AVYQ(z,y)).

Solucién:
a) Sea I = (D, I) definida por

D = {a,b}, P ={a,b}, Q ={(a,a),(b,a)}.
Entonces,

six=a: Pla)AByQ(a,y)) =1, ya que
Pl(a) = (3yQ(a,y))! =1 siendo Q(a,a)’ =1,

siz=b: PI(b)AFyQ(b,y)) =1, yaque
PI(b) = (ByQ(b,y)) = 1 siendo Q(b,a) = 1,

Se sigue que ¢! = 1, es decir, es verdadera en la interpretacién dada.
Sea ahora I = (D, I) definida por
D = {a,b}, P ={a}, () cualquiera.

En este caso ¢f =0, ya que P/(b) = 0.
b) Sea I = (D, I) definida por

D= {avb}7 P = {CL}, Q= {(CL> a)a (a>b>}'
Entonces o} =1, ya que
Pl(a) = (VyQ(a,y))! =1 siendo Q(a,a)! = Q(a,b)! =1.
Sea ahora I = (D, I) definida por

D = {a7b}v P = {CL}, Q= {(CL7 a)}

En este caso ¢l =0, ya que

sizx=a: Pla) =1, (VyQ(a,y))! =0 siendo Q(a,b)! =0 y
st z=0: PI(b)=0.

Ejercicio 8: (14 puntos) Usando el sistema de deduccién natural,
verifica la validez de la regla T36.1 de la implicacién:

drp(z) = Jx(z) F Jx(e(x) — Y(z)).
Sugerencia: usa la regla de interdefinicién y la deduccion

F—3zp(z) = Ve—e(x).

Solucion:



1) Jzp(z) — xp(z)  (Premisa)
2) =Jzp(x) V Izp(z)  (Int.(1))

3) =Jzep(x)  (Premisa auxiliar)

4) FVr—p(z) (F—3zp(r) = Veop(x))
5)F —pla)  (EV(4))

6) = —=p(a) Vib(a)  (1V(5))

7) Fp(a) = ¢(a) (Int.(6))

8) Jzyp(z)  (Premisa auxiliar)

9) ¥(a) (Premisa auxiliar)
10) = —p(a) Vo(a)  (1V(9))
Fe(a) = ¥(a) (Int.(10))

12) = 3zp(z) = (pla) = ¢(a)  (E3(8,(9,11)))

) ) (EV(2,(312))
Jz(p(x) = (x))  (13(13))
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8. EXAMEN FINAL DE FEBRERO 2006-2007

Fecha: 9 de febrero de 2007 Tiempo: 3 horas

El examen estd formado por siete problemas.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el numero
de puntos indicados. Las respuestas sin justificacion se consi-
derardan como no contestadas.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Ejercicio 1: (6 puntos) Para cada apartado, contesta verdadero o
falso (no hace falta justificar tus repuestas):

En la légica proposicional:

LP1) Toda férmula proposicional satisfacible admite al menos un
modelo.

LP2) La deduccién {p,q} — r es vilida si y sélo si la férmula
p— (¢g—r) loes.

LP3) La expresién pAgVrAs es una férmula proposicional escrita
en forma abreviada.

En la légica de primer orden:

LPO1) VzP(x) A Jy—P(y) es una férmula insatisfacible.

LPO2) VzP(x) y —(3xP(x)) son férmulas equivalentes.

LPO3) Dada una interpretaciéon I = (D, I) de la férmula Vo3y(P(z,y) —
Q(y)), es correcto definir una asignacién A tal que 4 =a € D.

Ejercicio 2: Considera el conjunto ¥ = {p,q,r,s,t,u,v,z} y su
conjunto de las partes P(X).

a) (10 puntos) Usa el principio de recursién estructural para definir
la funcion

f:F— P(X),
que a cada formula ¢ € F' de la logica proposicional le asocia el con-
junto de proposiciones atomicas de X que aparecen en la signatura de
©.
b) (8 puntos) Usa induccién estructural para verificar que, para toda

¢ € F, se verifica que el nimero de elementos de f(y) es menor o igual
que 8.
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Ejercicio 3: En el contexto de la légica proposicional, sea ¢ la
siguiente formula:

p:p=9) = (Ve=pAhg).
a) (10 puntos) Usa el método de los tableaux semdanticos para
clasificar .
b) (4 puntos) Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de
©.
¢) (6 puntos) Halla la forma normal conjuntiva de ¢, FNC(y).

Ejercicio 4: (8 puntos) En el contexto de la légica de primer orden,
formaliza las siguientes frases usando como dominio D el conjunto de
las piezas de ajedrez y los predicados:

T(x) = x es una torre, C(x) = x es un caballo, MD(x) = x se mueve
en diagonal, B(x) = x es blanca, N(x) = x es negra, CP(x,y) = x come
ay, A(x,y) = x esta alineada con y.

a) Ninguna torre se mueve en diagonal.

b) Toda pieza se mueve en diagonal, salvo si es una torre o un
caballo.

c¢) Una pieza blanca sélo come piezas negras.

d) Para que una torre coma un caballo es necesario que las dos
piezas estén alineadas.

Ejercicio 5: Considera la red de seis ordenadores de la figura 3.

En el dominio
D ={1,2,3,4,5,6}
de los seis ordenadores, considera los siguientes predicados:
P(z) : x es par,
C(z,y) : x estd directamente conectado (a distancia 1) con y (z
y y distintos),
D(z,y, z) : x estd directamente conectado con y y con z (z, y y
z todos distintos),

a) (9 puntos) Define la interpretacién con dominio D determinada
por la red de la figura 3.

b) (15 puntos) Evalia las siguientes seis formulas en la interpretacién
del apartado a:
o1 Vady(P(x) A=P(y) A C(x,y)),
g2 0 JaVy(P(x) A=P(y) AC(z,y))
w3 YadyClx,y),
vy VaVy3zD(x,y, z),

)
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Ficura 3. Grafo de la red de ordenadores del ejercicio 5

¥5 - EImVszD(m,y, Z))
e : JxVy(P(x) A =P(y) = C(x,y)).

Ejercicio 6: (10 puntos) Verifica si las férmulas ¢ y 1 son légica-
mente equivalentes:

¢ : P(z) < Q(x), v P(x)VQ(x) + P(x) AQ(z).

Ejercicio 7: (14 puntos) Usando el sistema de deduccién natural,
demuestra la validez de la deduccién:

{Va(P(z) = Q(x)), Va(P(x) A R(z))} - 32(Q(2) A B(x)).
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9. SOLUCIONES DEL EXAMEN FINAL DE FEBRERO 2006-2007

Fecha: 9 de febrero de 2007 Tiempo: 3 horas

Ejercicio 1: (6 puntos) Para cada apartado, contesta verdadero o
falso (no hace falta justificar tus repuestas):

En la légica proposicional:

LP1) Toda férmula proposicional satisfacible admite al menos un
modelo.

LP2) La deduccién {p,q} — r es vilida si y sélo si la férmula
p— (¢g—r) loes.

LP3) La expresién pAgVrAs es una férmula proposicional escrita
en forma abreviada.

En la légica de primer orden:

LPO1) VzP(x) A Jy—P(y) es una férmula insatisfacible.

LPO2) VzP(x) y —(3zP(x)) son férmulas equivalentes.

LPO3) Dada una interpretacién I = (D, I) de la férmula Vae3y(P(z,y) —
Q(y)), es correcto definir una asignacién A tal que 24 =a € D.

Solucién:

LP1) Verdadero por definicién de férmula satisfacible.

LP2) Verdadero por el teorema de la deduccién.

LP3) Falso. Los conectivos A y V tienen el mismo nivel de preceden-
cia. Por tanto la férmula seria ambigua.

LPO1) Verdadero, siendo Jy—P(y) la negacién de VaP(z).

LPO2) Falso ya que —(3zP(x)) es equivalente a Yx—P(x).

LPO3) Falso. La férmula Vx3y(P(z,y) — Q(y)) no contiene varia-
bles libres.

Ejercicio 2: Considera el conjunto ¥ = {p,q,7,s,t,u,v,z} y su
conjunto de las partes P(X).

a) (10 puntos) Usa el principio de recursion estructural para definir
la funcion
f:F — P(X),
que a cada formula ¢ € F' de la logica proposicional le asocia el con-
junto de proposiciones atomicas de ¥ que aparecen en la signatura de

Q.
b) (8 puntos) Usa induccién estructural para verificar que, para toda

¢ € F, se verifica que el nimero de elementos de f(¢) es menor o igual
que 8.
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Solucion:

a)
fiF— P(Y),

que a cada formula ¢ € F' de la logica proposicional le asocia el con-
junto de proposiciones atomicas de ¥ que aparecen en la signatura de

©.
. Base (At): f(T)=f(1)=0, f(p)={p}n%.
2. Pasos recursivos:
(m): f(=(p)) = f(»),
(0): feot) = (f(p)Uf(x))N3, para todo conectivo binario
o y todo par de féormulas ¢ y .

Estas definiciones determinan la funcion f sobre todo F.

b) Dado un conjunto A, vamos a usar el simbolo |A| para indicar el
cardinal de A, es decir, el nimero de elementos de A.

Usando el principio de induccién estructural podemos probar que
para toda férmula ¢ se verifica que el nimero de elementos de f(p)
es menor o igual que 8:

Base de induccién (At): [f(T)| = [f(L)]=0<8, |f(p)l =
{p}nEf<1<8

Pasos de induccién:

(=): Si |f(p)] <8 para una férmula cualquiera, entonces |f(—¢)| =

[f ()] <8
(0): Si ¢ y ¥ son dos féormulas tales que |f(p)| <8 y [f(¥)] <8,

entonces [f(p o) = |(f(p) U f(¥)) NE[<[X] < 8.

Se sigue que, por el principio de induccion estructural, que para toda
féormula ¢ se verifica que el nimero de elementos de f(p) es menor o
igual que 8.

Ejercicio 3: En el contexto de la logica proposicional, sea ¢ la
siguiente formula:

:(p—q) = @Vg—pAq).

a) (10 puntos) Usa el método de los tableaux semdanticos para
clasificar ¢.

b) (4 puntos) Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de
®.

¢) (6 puntos) Halla la forma normal conjuntiva de ¢, FNC(y).

Solucion:
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a)
p:(p—=q) > ®EVe=pAg=-(pVgV(=VegVpAg)=
=(@PA-q)V(=pA=q)V(pAg).
o= (=pVag APVaA(=pVq).

Los tableaux completos de —¢ y ¢ tienen ramas abierta (ver figura
4). Se sigue que @ es una contingencia.

T(o) (pr~g) v (p A v (p A gq)

(pAq) v (-p A )

(prq) PAq
p P
g -q q

T- ) CpvaAapvag)A(-pvq)

FiGURA 4. Tableaux de —¢ y ¢.

b) Del tableau de ¢ se deduce que la valoraciéon {p = 1,q = 0} es
un modelo de .

Del tableau de —¢ se deduce que la valoracién {p =0, = 1} es un
contraejemplo de .
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¢) Mirando a la dnica rama abierta del tableau de —¢ se obtiene
que:

FND(—¢) =-pAg.
Entonces,
FNC(p) = ~"FND(=¢) =pV —q.

Ejercicio 4: (8 puntos) En el contexto de la légica de primer orden,
formaliza las siguientes frases usando como dominio D el conjunto de
las piezas de ajedrez y los predicados:

T(x) = x es una torre, C(x) = x es un caballo, MD(x) = x se mueve
en diagonal, B(x) = x es blanca, N(x) = x es negra, CP(x,y) = x come
ay, A(x,y) = x esta alineada con y.

a) Ninguna torre se mueve en diagonal.

b) Toda pieza se mueve en diagonal, salvo si es una torre o un
caballo.

¢) Una pieza blanca sélo come piezas negras.

d) Para que una torre coma un caballo es necesario que las dos
piezas estén alineadas.

Solucidn:

a) Vz(T(x) - -MD(x)) = -3z(T(z) N MD(x)) = Va(-T(z) V
-~ MD(x)).

b) Va(-MD(z) — T(z) V C(z)) = V(M D(z) VT (z)V C(x)).
c) YaVy(B(x) AN CP(z,y) — N(y)) = VaVy(=B(z) VvV -CP(z,y) V
N(y)).

d) VaVy(T'(z) NC(y) ANCP(z,y) = Az,y)) =
= VaVy(—-T(x) vV -C(y) V ~CP(x,y) V A(z,y)).

Ejercicio 5: Considera la red de seis ordenadores de la figura 5.

En el dominio
D ={1,2,3,4,5,6}
de los seis ordenadores, considera los siguientes predicados:
P(z) : x es par,
C(z,y) : x estd directamente conectado (a distancia 1) con y (z
y y distintos),

D(z,y, z) : x estd directamente conectado con y y con z (z, y y
z todos distintos),
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FicurA 5. Grafo de la red de ordenadores del ejercicio 5

a) (9 puntos) Define la interpretacién con dominio D determinada
por la red de la figura 5.

b) (15 puntos) Evaliia las siguientes seis formulas en la interpretacién
del apartado a:

e1: VaIy(P(z) A=P(y) A Clz,y)
¢z JaVy(P(x) A =P(y) AC(z,y)
@3 : VaIyC(wz,y),

(2 Va:VyEIzD(:U, Y, 2)7

p5 + JaVyVeD(z,y, 2),

@e : FaVy(P(z) A=P(y) — C(z,y)).

);
)

)

Solucion:
a) La interpretacién con dominio D determinada por la red de la
figura 5 es 1= (D, I), donde:
P' ={2,4,6} C D,
CT =1{(1,2),(2,1),(2,4),(4,3),(2,3),(3,2),(2,5),(5,2), (5,6), (6,5)} ¢ DxD,
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DT ={(2,1,4),(2,4,1),(2,3,5),(2,5,3),(2,1,3),(2,3,1), (2,4,5), (2,5,4),

(2,3,4),(2,4,3),(2,1,5),(2,5,1), (5,2,6), (5,6,2)} € D x D x D.

b)

(¢1)! = 0 ya que, por ejemplo, (P(1))! = 0.

(p2)! = 0ya que, para todo z, (Vy(P(x)A-P(y)AC(z,y)))! =0,
siendo, por ejemplo, (=P (3))! = 0.

(p3)f = 1 ya que el grafo de la red es conexo, es decir, todo
ordenador estd a distancia 1 de al menos otro ordenador.

(p4)! = 0 ya que, por ejemplo, para todo z, (D(6,5,2))! = 0.
(p5)! = 0 ya que, para todo x, (D(x,1,6))f = 0.

(p6)! =1 yaque (Vy(P(1) A=P(y) — C(1,y))) =1, siendo la
premisa de la implicacion siempre falsa.

Ejercicio 6: (10 puntos) Verifica si las férmulas ¢ y 1 son légica-
mente equivalentes:

¢ : P(r) < Q(x), Y P(x)VQ(x) + P(x) AQ(x).

Solucion:

Sean I = (D,I) y A una interpretaciéon y una asignacién cuales-
quiera. Los posibles casos se pueden representar en la siguiente tabla:

(Pt | Q@)D | (@84 | (P) Vo)™ | (P@) AQu) A | ()54 | (v 9)bA

= O = O
O == O
O == O
e

O O = =
O = =
[Nl o]

Se sigue que ¢ y ¥ son equivalentes.

Ejercicio 7: (14 puntos) Usando el sistema de deduccién natural,
demuestra la validez de la deduccion:

{Va(P(z) = Q(x)), Va(P(x) A R(x))} F 32(Q(x) A R(x)).

Solucion:
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10. EXAMEN FINAL DE SEPTIEMBRE 2006-2007

Fecha: 10 de septiembre de 2007 Tiempo: 3 horas

El examen estd formado por siete problemas.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el numero
de puntos indicados. Las respuestas sin justificacion se consi-
derardan como no contestadas.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Ejercicio 1: (6 puntos) Para cada apartado, contesta verdadero o
falso (no hace falta justificar tus repuestas):

En la légica proposicional:

LP1) Toda forma satisfacible admite al menos un contraejemplo.

LP2) La deduccién {p,q} — r no es verdadera si pAq esfalsoy r
es falso.

LP3) La expresiéon p — (¢ V r) A s es una férmula proposicional
escrita en forma abreviada.

En la légica de primer orden:

LPO1) Vz(P(x) A Q(x)) — JyP(y) es una férmula valida.

LPO2) Va(P(z)VQ(x)) y —3z(—P(x) A—=Q(z)) son férmulas equi-
valentes.

LPO3) En la férmula VxP(z,y) — JyQ(y) la variable y tiene una
ocurrencia de variable libre.

Ejercicio 2: (18 puntos) Considera el conjunto L de las posibles
listas ordenadas alfabéticamente, sin repeticiones, de los simbolos del
conjunto A = {p,q,r, s,t}. Asi, por ejemplo, la lista vacla 0 y las
listas [q,s], [p,s,t] y [p,q,r,s,t] son elementos del conjunto L.

Sea ord: L x L — L la funcién que a cada par de listas (I1,l3) €
Lx L asocia una nueva lista en L formada por la unién de los elementos
de l; y [, ordenados alfabéticamente y sin repeticiones.

Usa la funcién ord y el principio de recursién estructural para definir
la funcion

f:F— L,
que a cada férmula ¢ € F de la logica proposicional asocia la lista

ordenada en L formada por sus proposiciones atémicas que pertenecen
al conjunto A.
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Ejercicio 3: En el contexto de la légica proposicional, sea ¢ la
siguiente formula:

o:(pVg—=>rAs)AN(r—3s)—=pAq.

a) (10 puntos) Usa el método de los tableaux semdanticos para
clasificar ¢.

b) (4 puntos) Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de
®.

¢) (6 puntos) Halla la forma normal conjuntiva de ¢, FNC(y).

Ejercicio 4: (8 puntos) En el contexto de la ldgica de primer orden,
formaliza las siguientes frases usando como dominio N el conjunto de
los nimeros naturales {1,2,3,...}. Define claramente las constantes,
las funciones y los predicados utilizados en tu formalizacién.

a) El doble de todo nimero natural es par.

b) Ningiin par divide a un impar.

¢) Si dos niimeros naturales son divisores el uno del otro, entonces
son iguales.

d) Un nimero natural divide a todos los nimeros naturales sélo
si es igual a 1.

Ejercicio 5: Considera las dos tablas de la figura 6.
En el dominio
D={AB,C,D,E}
de las cinco letras que ocupan las dos tablas, considera los siguientes
predicados:
A(z,y) : x estd més arriba que y (z y y distintas),
M (z,y) : x estd en la misma fila que y (z y y distintas).
Sean Iy = (D, 1) Iy = (D, I5) las dos interpretaciones representa-
das en las tablas 1 y 2 de la figura 6, respectivamente.

a) (12 puntos) Define explicitamente los conjuntos A, My A2 M2,

b) (12 puntos) Evalia las siguientes seis férmulas en cada una de las
dos interpretaciones del apartado a:

o1 2 IVyA(z, y),

2 VaIyA(y, x),

ps 1 Yy - M(z,y),

pa: 3aVy - A(z,y),

@5 JaVy —~(A(z,y) V M(z,y)),

e : JxJyIz(M(z,y) N Az, 2)).
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B A|B

C C|D
D B

F1GURA 6. Tablas del ejercicio 5

Ejercicio 6: (10 puntos) Por medio de un contraejemplo verifica que
las férmulas ¢ y 1 no son légicamente equivalentes:

¢ VryP(z,y) AVedy —P(z,y), ¢ :Vedy(Plz,y) AQ(z,y)).
Ejercicio 7: (14 puntos) Usando el sistema de deduccién natural,
demuestra la validez de la deduccion:
{Ve(P(z) A Q(x) = R(x)), Ve(P(z) A Q(x) A R(x) — S(x)),
Jz(S(z) A P(z) = T(z)} F Jz(P(z) A Q(z) — T(x)).
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11. SOLUCIONES DEL EXAMEN FINAL DE SEPTIEMBRE 2006-2007

Fecha: 10 de septiembre de 2007 Tiempo: 3 horas

Ejercicio 1: (6 puntos) Para cada apartado, contesta verdadero o
falso (no hace falta justificar tus repuestas):

En la légica proposicional:

LP1) Toda forma satisfacible admite al menos un contraejemplo.

LP2) La deduccién {p,q} — r no es verdadera si pAq es falsoy r
es falso.

LP3) La expresiéon p — (¢ V r) A s es una férmula proposicional
escrita en forma abreviada.

En la légica de primer orden:

LPO1) Vz(P(x) A Q(x)) — JyP(y) es una férmula valida.

LPO2) Va(P(z)VQ(x)) vy —3x(—P(x) A—=Q(z)) son férmulas equi-
valentes.

LPO3) En la férmula Yz P(z,y) — JyQ(y) la variable y tiene una
ocurrencia de variable libre.

Solucién:

LP1) Falso: si una férmula es una tautologia es satisfacible y no
admite un contraejemplo.

LP2) Falso: por el teorema de la deduccién, la deduccién {p,q} — r
se puede escribir como una implicacién p A q — 7. Si pAq es falso, la
implicacién es verdadera.

LP3) Verdadero: p — (¢Vr)As es la forma abreviada de la férmula
(- ((gVr)As)).

LPO1) Verdadero: Vx(P(x) ANQ(x)) F Ve P(x) A\VxQ(x) F Ve P(x) -
dxP(z).

LPO2) Verdadero: =3x(—P(z)A—=Q(z)) es equivalente a Vr—(—P(x)A
—Q(x)), equivalente a Va(P(z)V Q(z)).

LPO3) Verdadero: la variable y tiene una ocurrencia de variable
libre en VzP(z,y), ya que no hay ningun cuantificador que la afecte.

Ejercicio 2: (18 puntos) Considera el conjunto L de las posibles
listas ordenadas alfabéticamente, sin repeticiones, de los simbolos del
conjunto A = {p,q,r, s,t}. Asi, por ejemplo, la lista vacla 0 y las
listas [q,s], [p,s,t] y [p,q,r,s,t] son elementos del conjunto L.

Sea ord: L x L — L la funcién que a cada par de listas (I1,l3) €
L x L asocia una nueva lista en L formada por la unién de los elementos
de l; y [, ordenados alfabéticamente y sin repeticiones.
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Usa la funcién ord y el principio de recursién estructural para definir
la funcion
f:F— L,
que a cada férmula ¢ € F' de la logica proposicional asocia la lista
ordenada en L formada por sus proposiciones atémicas que pertenecen
al conjunto A.

Solucion:

1. Base (At): f(T)=f(L)=0, f(P):{g)] zEZﬁ’

2. Pasos recursivos:
(=) f(=() = Fe),

(0): f(pow) =ord(f(p), f(¥)), para todo conectivo binario
o y todo par de formulas ¢ y .

Estas definiciones determinan la funcién f sobre todo F.

Ejercicio 3: En el contexto de la légica proposicional, sea ¢ la
siguiente formula:
0:(pVg—=rAS)N(r—s) = pAg.

a) (10 puntos) Usa el método de los tableaux semanticos para
clasificar ¢.

b) (4 puntos) Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de
©.

¢) (6 puntos) Halla la forma normal conjuntiva de ¢, FNC(yp).

Solucién:
a)
e:(pVg—=rAs)AN(r—s) =>pAqg=
(~(pV @ V(rAs)Val-rVs)VipAg) =
(pVa@)A(=rV=s) V(rA=s)V(pAg).

]

e = (2pV@Vo(rVas)) An(rA-s) A=(pAg) =
= ((pA=q) V (rAs)) A(=rVs)A(=pV —q).
Los tableaux completos de =@ y ¢ tienen ramas abierta (ver figuras
11y 8). Se sigue que ¢ es una contingencia.

b) Del tableau de ¢ se deduce que la valoracién {p =1,¢=1,r =
0,s =0} es un modelo de ¢.

Del tableau de —¢ se deduce que la valoracién {p = 0,q = 0,r =
1,5 =1} es un contraejemplo de .
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@ "

{(PVaha{r v = SHV(r A - 5)

{pvain{—r v — s}

w5

—r

FiGUurA 7. Tableaux de ¢ del ejercicio 3.

T ) o9
—vs
—pv—oqg
{mpAa-ghviras)

—r

Fi1GUrA 8. Tableaux de —¢ del ejercicio 3.

¢) Mirando a la unica rama abierta del tableau de —¢ se obtiene
que:

FND(—p) = (mgA—pA=r)V(—pA=gA—1)V (g A=pAs)V (rA—pAs)V
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V(=pA=gAS)V (rA—gAs) = (—pA—gA—r)V (mgA—pAs)V(rA—qAs).
Entonces,

FNC(p) ==-FND(=p)=(pVqgVT)A(gVpV-s)A(rVpV-s).

Ejercicio 4: (8 puntos) En el contexto de la 16gica de primer orden,
formaliza las siguientes frases usando como dominio N el conjunto de
los nimeros naturales {1,2,3,...}. Define claramente las constantes,
las funciones y los predicados utilizados en tu formalizacién.

a) El doble de todo nimero natural es par.

b) Ningtin par divide a un impar.

¢) Si dos nimeros naturales son divisores el uno del otro, entonces
son iguales.

d) Un numero natural divide a todos los nimeros naturales sélo
si es igual a 1.

Solucion:

Constantes: 1 € N,

Funciones: M2(n) = 2n, que es la funcién que a todo niimero natural
n le asocia su doble 2n,

Predicados: P(n) = n es par, D(n,m) = n es un divisor de m y
I(n,m) =n esigual a m.

Notar que no harfa falta definir el predicado I(n,m) = n, siendo
el simbolo de igualdad ya definido en nuestro sistema de la légica de
predicados.

Con las definiciones anteriores, la formalizacién de las frases dadas
es:

a) El doble de todo nimero natural es par.
VnP(M2(n)).
b) Ningtn par divide a un impar.
VnVm(P(n)A=P(m) — —~D(n,m)) = Vn¥m(=P(n)VP(m)V-D(n,m)).

¢) Si dos nimeros naturales son divisores el uno del otro, entonces
son iguales.

VnVm(D(n, m)AD(m,n) — I(n,m)) = Vn¥Vm(=D(n,m)vV-D(m,n)VI(n,m)).

d) Un nimero natural divide a todos los niimeros naturales sélo
si es igual a 1.

Vn(VYmD(n,m) — I(n,1)) = V¥n(Im—-D(n,m) V I(n,1)).
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D B

FiGUrA 9. Tablas del ejercicio 5

Ejercicio 5: Considera las dos tablas de la figura 9.

En el dominio
D ={A,B,C,D,E}
de las cinco letras que ocupan las dos tablas, considera los siguientes
predicados:
A(z,y) : = estd mas arriba que y (z y y distintas),
M (z,y) : x estd en la misma fila que y (z y y distintas).
Sean I; = (D, ;) I, = (D, I,) las dos interpretaciones representa-
das en las tablas 1 y 2 de la figura 9, respectivamente.
a) (12 puntos) Define explicitamente los conjuntos At; Mt y A2 ME2,
b) (12 puntos) Evalia las siguientes seis férmulas en cada una de las
dos interpretaciones del apartado a:
10 JaVyA(z,y),
2 1 VaIyA(y, @),
@3 1 Javy M (z,y),
P4 - EWV?J _‘A(‘Ta y)7
@5+ Javy =(A(z,y) V M(z,y)),
e © JxIyIz(M(x,y) N Az, 2)).

Solucidén:
a)
A ={(A,B),(A,0), (A, D),(B,C),(B, D), (C, D),(E, B),(E,C),(E, D)},
M = {(A7 E)’ (Ev A)}v
AI2 = {(A7 C)’ (A’ D)’ (A’ E)’ (B7 O)’ <B7 ‘D)7 (B7 E>7 (07 E)7 (D? E)}7
M"™ = {(A,B),(B,A),(C,D),(D,C)}.
b)
(1) = (¢1)2 = 0, ya que en las dos tablas no existe ninguna
letra que esté mas arriba de todas las demas letras.
(p2) = (p2)2 =0, ya que si x = A, en las dos tablas no hay
otras letras méds arriba de A.
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(p3)t =1, yvaquesi z = D, (Yy-M(D,y))r = 1, siendo
(D,y) ¢ M1 para todo v,

(p3)2 =1, yaquesi v = E, (Vy=M(E,y))2 = 1, siendo
(E,y) ¢ M™ para todo y,

(p)) =1, yaquesi x = D, (Vy—=A(D,y))" = 1, siendo
(D,y) ¢ A" para todo ,

=1, vaquesi z = E, (Vy-A(E,y))? = 1, siendo
¢ A2 para todo vy,

1, yaquesi z = D, (Vy-A(D,y))" = 1, sien-
) ; Al para todo y y (Vy=M(D,y))* = 1, siendo
M*™ para todo y,

=1, yaquesi z = E, (Vy-A(E,y))? = 1, sien-
) % A para todo y y (Vy=M(E,y))? = 1, siendo
M*"? para todo y,

1, ya que, por ejemplo, (M (A, E) A A(A, B))"
=1, ya que, por ejemplo, (M(A, B) A A(A,C))"

Ny
~—
o

~—

ot
/\\—:@
iy
I

N

||W<R

<

:@/-\
<

=1,
=1.

=)

e mops Do =6

Ejercicio 6: (10 puntos) Por medio de un contraejemplo verifica que
las férmulas ¢ y 1 no son légicamente equivalentes:

¢ :VoeIyP(x,y) AVaeIy —P(x,y), Y VaJy(P(z,y) A Qx,y)).

Solucidn:

Siendo las dos féormulas ¢ y ¢ cerradas, para verificar que no son
equivalentes basta con definir una interpretacién I = (D, I) tal que los
valores ¢! y 1! sean distintos.

Sea, por ejemplo, I = (D, I) la interpretacién definida como:

D = {a,b,c},

I: PI:{(a,b),(b,c),(c,a)}, QI:{(Q,C),(b,a),(C,b)}.
Sabemos que ¢ = Va(IyP(z,y) A Iz —-P(z,2)). Entonces p! =1
ya que todo elemento x € D se relaciona con al menos otro elemento
(el dominio de la relacién es todo D) y no se relaciona con si mismo.
Por el otro lado, 9! = 0, ya que, si * = a, ninguna asignacién de
la y es tal que (a,y) € P' y (a,y) € Q'. En efecto, para que sea
(a,y) € PI, tiene que ser y = b, pero (a,b) ¢ Q.

Ejercicio 7: (14 puntos) Usando el sistema de deduccién natural,
demuestra la validez de la deduccién:

{Va(P(x) A Q(x) = R(x)), Va(P(x) AQ(z) A R(z) = S(x)),
dx(S(x) A P(z) = T(x)} - Jz(P(z) A Q(z) — T(z)).
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Solucion:

(Premisa auxiliar)

4 Sy) A Ply) — T(y)

sa auxiliar)

=~

— N

NN N TN TN

— — —

(I — (5,13))

14)F P(y) A Q(y) — T(y)
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12. EXAMEN FINAL DE FEBRERO 2007-2008

Fecha: 12 de febrero de 2008 Tiempo: 3 horas

El examen estd formado por siete problemas.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el numero
de puntos indicados. Las respuestas sin justificacion se consi-
derardan como no contestadas.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Ejercicio 1: (6 puntos)

En la légica proposicional: Para cada apartado, contesta verdadero
o falso. No necesitas justificar tus respuestas.

LP1) La expresién (=p A —r — pV ¢As) — —s es una férmula
proposicional en forma abreviada.

LP2) Usando formas abreviadas, la férmula proposicional —(p A
—(r — s))At es equivalente a las formula proposicional (—pV—rVs)At.

LP3) Sea ¢ una férmula proposicional. Si el tableau acabado de la
formula —p no esta cerrado, entonces ¢ no es una tautologia.

En la légica de primer orden: Contesta a las siguientes cuestiones.
No necesitas justificar tus respuestas.

LPO1) ;Es la férmula Vo P(x) — JyP(y) vélida?

LPO2) ;Es la férmula 3z Vy Q(z,y) V 32 Q(z, z) abierta?

LPO3) Si D = {a} es un dominio con un elemento y R es un simbolo
de predicado de aridad 3, jcudntas interpretaciones distintas para R
existen sobre D7

Ejercicio 2: En el contexto de la légica proposicional, sea ¢ la
siguiente formula:

pi(A=g)V(r=(sVa) =phg
a) (8 puntos) Por medio de tableaux seménticos acabados clasi-
fica ¢.
b) (3 puntos) Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de

©.
¢) (3 puntos) Halla la forma normal conjuntiva de ¢, FNC(y).
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Ejercicio 3: (20 puntos) En el contexto de la légica proposicional
y usando el sistema de deduccién natural de Gentzen, demuestra la
validez de la deduccién:

{-r—=-pA-s,q—>stEpVqg—r.

Ejercicio 4: (20 puntos) Usa el principio de recursién estructural
para definir las siguientes funciones:

a) La funcién ary : T — N U {0} que a cada término ¢t € T de
la logica de primer orden le asocia el nimero de aristas de su arbol
estructural.

b) La funcién ary : FF — N U {0} que a cada férmula ¢ € F' de
la légica de primer orden le asocia el nimero de aristas de su arbol
estructural (puedes apoyarte en la funcién ar; del apartado anterior).

Ejercicio 5: (10 puntos) Formaliza en el lenguaje de la légica de
primer orden los siguientes enunciados escritos en lenguaje natural. En
cada caso indica cuéles son el dominio y los simbolos de funcion y predi-
cado (incluidas constantes y proposiciones atémicas) que estas usando.

a) Sélo los hombres son mortales y algunos mortales son cobardes.

b) Todo el mundo da limosna a Pedro, pero Pedro no da limosna a
nadie.

¢) En el conjunto de los nimeros reales, dado un nimero positivo
siempre hay otro nimero positivo menor que el primero.

d) En el conjunto de los nimeros naturales, todos los ntimeros pri-
mos distintos de dos son impares.

Ejercicio 6: (10 puntos) Considera las siguientes férmulas, donde P
es un simbolo de predicado de aridad 3:

o1 VaVy3zP(z,y,2)

oy JNVaVyP(x,y, 2)
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Demuestra que no son equivalentes. Para ello encuentra una inter-
pretacién I = (D, I) en la cual una de ellas sea verdadera y la otra
falsa. Justifica por qué en cada uno de los dos casos.

Ejercicio 7: (20 puntos) Consideremos P, @) y R simbolos de pre-
dicado de aridades 1, 1 y 2 respectivamente. Consideramos una inter-
pretacion I = (D, I) tal que el dominio es D = {a,b, ¢, d, e} y tal que

Pl ={b,e}

QI = {C’ d, 6}

R' = {(a,a),(b,b), (c.d), (d,c),(d,d), (e,e), (a,e)}

Evalda las siguientes formulas en la interpretacion I. Justifica tus
respuestas.

o1 Vo (R(z,z) = Q(x))

w2 o dz (= Pz) A Q)

w3 : Jr 3y (R(z,y) = P(z))

p1 2 Vo (P(z) V Q(z) V R(z,x))
p5 « Vo 3Iy R(z,y)

v + I Vy (R(z,y) V R(y,z))
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13. SOLUCIONES DEL EXAMEN FINAL DE FEBRERO 2007-2008

Fecha: 12 de febrero de 2008 Tiempo: 3 horas

Ejercicio 1: (6 puntos)

En la légica proposicional: Para cada apartado, contesta verdadero
o falso. No necesitas justificar tus respuestas.

LP1) La expresién (-p A —r — pV g A s) — —s es una férmula
proposicional en forma abreviada.

LP2) Usando formas abreviadas, la férmula proposicional —(p A
—(r — s))At es equivalente a las formula proposicional (—pV—rVs)At.

LP3) Sea ¢ una férmula proposicional. Si el tableau acabado de la
férmula —p no esta cerrado, entonces ¢ no es una tautologia.

En la légica de primer orden: Contesta a las siguientes cuestiones.
No necesitas justificar tus respuestas.

LPO1) ;Es la férmula Vo P(x) — JyP(y) vélida?

LPO2) ;Es la férmula 3z Vy Q(z,y) V 32 Q(z, z) abierta?

LPO3) Si D = {a} es un dominio con un elemento y R es un simbolo
de predicado de aridad 3, jcuantas interpretaciones distintas para R
existen sobre D?

Solucidn:

LP1) FALSO: (=p A —r — pV g A s) — —s no es una expresion
sintacticamente correcta ya que pV g A s no es una féormula bien
construida, ni una forma reducida de una férmula proposicional: los
conectivos A y V tienen el mismo nivel de precedencia.

LP2) VERDADERO: —(pA=(r — s))At = (-pV (-rVs)) At =
(-pV —rVs)At.

LP3) VERDADERO: Si el tableau acabado de —¢ tiene una rama
abierta, dando valor 1 a los literales que aparecen en esa rama se obtiene
un contraejemplo de la férmula .

LPO1) VERDADERO: Vz P(z) — JyP(y) es una férmula cerrada
y, para cualquier interpretaciéon I = (D, I), si (Vz P(x))’ es verdadera,
necesariamente (JyP(y))! también lo es, ya que P’(a) es verdadera
para todo a € D.

LPO2) VERDADERO: la férmula JzVyQ(z,y) V 3zQ(x,z) es

abierta, siendo la variable z libre en 3z Q(z, 2).
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LPO3) Si D = {a} es un dominio con un elemento y R es un simbolo
de predicado de aridad 3, R es un cualquier subconjunto del producto
cartesiano D* = D x D x D = {(a,a,a)}. Los subconjuntos de D?
son dos: () y D3.

Ejercicio 2: En el contexto de la logica proposicional, sea ¢ la
siguiente féormula:

p:(PA=g)V(r—(sVq) = pAg
a) (8 puntos) Por medio de tableaux seménticos acabados clasi-
fica .
b) (3 puntos) Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de
®.
¢) (3 puntos) Halla la forma normal conjuntiva de ¢, FNC(yp).

Solucidén:
a)

p={@A-q)V(r—=(sVq)—=phqg=

= (A=) A=(=rV(sVq)))V(pAq)

= ((=pV @) ArA=sAg)Vi(pAg).

0 =((pA—g)V-rVsVg A(-pVq).

Los tableaux acabados de —¢ y de ¢ estan representados en la
figura 10.

Ya que los dos tableaux no estan cerrados, la férmula ¢ es una
contingencia.

b) De la segunda rama abierta del tableau de ¢ se deduce que, por
ejemplo, la valoracién {p =1,¢ = 1,7 =0, s = 1} es un modelo de
©.

De la primera rama abierta del tableau de —¢ se deduce que, por
ejemplo, la valoraciéon {p =0, ¢=0,7 =0, s =0} es un contraejem-
plo de ¢.

c)

FNC(p) = -FND(—p) =
= ((r A=) V(sAp)V(gA=p)V (PA=g)V (mr Amg) V(s A=) =
=(rVp)A(sVP)A(=gVP)A(mpV @) A(rV ) A(=sVq).

Ejercicio 3: (20 puntos) En el contexto de la lgica proposicional

y usando el sistema de deduccién natural de Gentzen, demuestra la
validez de la deduccion:

{-r—=-pA-s,q—>stEpVqg—r.
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—p
T(-o)
(PA-qQV-IrVsvVg

—|p V—|q

T(p) P

(-pVgQ)ArA-sA-q

P
#
FiGuraA 10. Tableaux acabados de —¢ y de ¢ del pro-
blema 2
Solucidn:

Por el teorema de la deduccion, para verificar la validez del razona-
miento dado podemos verificar la validez del razonamiento:

{-r—=-pA-s,q—s pVq}tr.
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1) =r - —pA-s (Premisa)
2) g — s (Premisa)
3) pVgq (Premisa)

) F—=r  (Premisa auxiliar)
5)F-pA-s (E— (4,1))
6)F-p (EA(5))

7V Fq (TolendoPonens(6,3))
8 ks (E—(7,2)

9)F=s  (EA(D))
10)FsA—s  (IA(8,9))

W) Fr  (I-(4,10))

Se sigue que el razonamiento dado es vélido.

Solucién:
a) Base: Sit es un término atémico (es decir, ¢ es una variable o una
constante) su arbol estructural no tiene aristas. Por tanto:

ari(t) =0

Paso recursivo: Si t es el término compuesto f(t1,ts, ..., t,), entonces
aparecen n nuevas aristas:

ary(t) = ary(t1) + ari(ta) + - - +ar(t,) +n

b) Base: Si la féormula es una proposicién atémica p, el simbolo T o
el stmbolo L, entonces su arbol no tiene aristas:

are(T) =0
ary(L) =0
ars(p) =0

Para los otros dos tipos de férmulas atomicas, que se construyen
a partir de términos, necesitamos usar la funciéon ar; definida en el
apartado anterior.

Si ¢ es una igualdad de términos (¢ = s), entonces:

ars(p) = ary(t) + ary(s) + 2
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Si g es P(ty,...,t,) donde P es un simbolo de predicado y los ¢; son
términos, entonces:

are(p) = ari(t1) + -+ -+ ari(t,) +n

Paso recursivo: Si ¢ y ¢ son férmulas; x es un simbolo de variable y
o es una conectiva binaria, entonces:

aro(—p) = are(p) + 1

ary(p o) = ary(p) + ara(¥) + 2
are(Vx @) = ary(p) + 2
are(x @) = ary(p) + 2

(Nétese que, en el caso de los cuantificadores, aparecen dos aristas
nuevas, una para la variable x y otra para la férmula ¢).

Ejercicio 5: (10 puntos) Formaliza en el lenguaje de la légica de
primer orden los siguientes enunciados escritos en lenguaje natural. En
cada caso indica cudles son el dominio y los simbolos de funcién y predi-
cado (incluidas constantes y proposiciones atémicas) que estas usando.

a) Sélo los hombres son mortales y algunos mortales son cobardes.

b) Todo el mundo da limosna a Pedro, pero Pedro no da limosna a
nadie.

¢) En el conjunto de los ntimeros reales, dado un ntimero positivo
siempre hay otro nimero positivo menor que el primero.

d) En el conjunto de los niimeros naturales, todos los niimeros primos
distintos de dos son impares.

Solucién: (La formalizacién indicada es una de las posibles, pero
hay otras que también son correctas).

a) Dominio D = {seres}

Simbolos de predicado:
H(z): x es un hombre.
M (x): x es mortal.
C(z): = es cobarde.

Ve (M(x) — H(z)) A o (M(z) AC(z))



57

b) Dominio D = {personas}

Simbolos de predicado:
L(x,y):  da limosna a y.

Simbolos de constante:
p : Pedro.

Va L(x,p) N Vz-L(p,x)
¢) Dominio D =R

Simbolos de predicado:
P(z):  es positivo.
M (z,y): x es menor que y.

Va (P(x) = 3y (P(y) A M(y, x)))
d) Dominio D =N

Simbolos de predicado:
P(z): x es primo.
I(x): x es impar.

Simbolos de constante:
d: 2
Va (P(x) AN=(z=d) — I(z))

Ejercicio 6: (10 puntos) Considera las siguientes férmulas, donde P
es un simbolo de predicado de aridad 3:

w1 @ VaVy3zP(z,y, 2)
gy JNVaVyP(z,y, 2)

Demuestra que no son equivalentes. Para ello encuentra una inter-
pretaciéon I = (D, ) en la cual una de ellas sea verdadera y la otra
falsa. Justifica por qué en cada uno de los dos casos.

Solucion: El hecho de que las dos férmulas no sean equivalentes
se debe a que para que (py sea verdadera necesitamos que el mismo z
aparezca combinado con todos los z,y posibles. En cambio en ¢; nos
basta con que cada pareja x,y aparezca combinada con algin z, que
no tiene por qué ser el mismo para cada pareja.
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Hay muchas interpretaciones (D, I) que hacen que ¢! = 1 y que
¢l = 0. Una de las m4s sencillas sea la siguiente:

D = {a,b}

P! ={(a,a,a),(a,b,a),(b,a,b), (b, b,b)}

Ejercicio 7: (20 puntos) Consideremos P, () y R simbolos de pre-
dicado de aridades 1, 1 y 2 respectivamente. Consideramos una inter-
pretacién I = (D, I) tal que el dominio es D = {a,b, ¢, d, e} y tal que

P! = {b,e}

QI = {Ca d, 6}

RI = {(a7 a)’ (b7 b)’ (C7 d)’ (d7 C)’ (d7 d)7 (67 6)7 (a7 e)}

Evalia las siguientes formulas en la interpretacién I. Justifica tus
respuestas.

w1V (R(z,z) = Q(x))

p2 + Jz (2 P(z) A Q)

s+ Jz 3y (R(z,y) = P(z))

w4 : Vo (P(x) V Q(z) V R(x,x))
s Vo Iy R(z,y)

pe : JxVy (R(z,y) Vv Ry, z))

Solucion:
@l =0

Si tomamos = = a, tenemos (R(a,a) — Q(a))! = 0, luego el V es
falso.

¢y =1

Si tomamos = = ¢, tenemos (=P (c) A Q(c))! = 1, luego el 3 es ver-
dadero.
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py=1

Tomando = = a, y = b, tendremos (R(a, b)) = 0,
por lo cual (R(a,b) — P(a))! =1, luego el doble 3 es verdadero.

i =1

Sea quien sea x una de las tres clausulas de (P(z) V Q(z) V R(z,x))
es verdadera. Como estamos ante una disyuncion, la férmula sera cierta
para cualquier valor de x. Por tanto, el V es verdadero.

Es decir, todos los x de D estan emparejados mediante R con al
menos un elemento y perteneciente a D. Luego @5 es cierta.

ws =0

Consideremos la férmula ¢ : R(z,y) V R(y,x)

Si z = a, entonces la asignacién y = b hace que v sea falsa.
Si & = b, entonces la asignacion y = a hace que ) sea falsa.
Si z = ¢, entonces la asignacién y = a hace que v sea falsa.
Si z = d, entonces la asignacién y = a hace que 1 sea falsa.
Si x = e, entonces la asignacion y = b hace que 1 sea falsa.

Luego el 3 es falso, no hemos conseguido encontrar ningin valor de
x que haga cierta la formula que va a continuacion.
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14. EXAMEN FINAL DE SEPTIEMBRE 2007-2008

Fecha: 8 de septiembre de 2008 Tiempo: 3 horas

El examen estd formado por siete problemas.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el numero
de puntos indicados. Las respuestas sin justificacion se consi-
derardan como no contestadas.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Ejercicio 1: (6 puntos)

En la légica proposicional: Para cada apartado, contesta verdadero
o falso. No necesitas justificar tus respuestas.

LP1) La expresién (-p Ar — (p A g A s))V s es una férmula
proposicional en forma abreviada.

LP2) Usando formas abreviadas, la férmula proposicional —(p —
rV )Vt es equivalente a las férmula proposicional (p A —r A —s) V ¢,

LP3) Si el tableau acabado de una férmula ¢ no estd cerrado, en-
tonces ¢ es satisfacible.

En la légica de primer orden: Contesta a las siguientes cuestiones.
No necesitas justificar tus respuestas.

LPO1) ;Es la férmula Va P(x) V = 3yP(y) vélida?

LPO2) ;Cuantas apariciones de variable libre hay en la siguiente
formula?

3z P(f(x)) A Yy Q(z,y) — P(y)

LPO3) Si D = {a,b,c} es un dominio con tres elementos y P es un
simbolo de predicado de aridad 1, jcuantas interpretaciones distintas
para P existen sobre D?

Ejercicio 2: En el contexto de la légica proposicional, sea ¢ la
siguiente formula:

w:(pVr)V({(r—=q As)—sAq.

a) (8 puntos) Por medio de tableaux seménticos acabados clasi-
fica ¢.

b) (3 puntos) Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de
©.

¢) (3 puntos) Halla la forma normal conjuntiva de ¢, FNC(y).
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Ejercicio 3: (20 puntos) En el contexto de la légica proposicional
y usando el sistema de deduccién natural de Gentzen, demuestra la
validez de la deduccién:

{pVr—=-=(gAt), 7 s—qtEpAt—s.

Ejercicio 4: (20 puntos) Usa el principio de recursién estructural
para definir las siguientes funciones:

a) La funcién ver; : T — N U {0} que a cada término ¢t € T de
la légica de primer orden le asocia el nimero de vértices de su arbol
estructural.

b) La funcién very : FF — N U {0} que a cada férmula ¢ € F de
la logica de primer orden le asocia el nimero de vértices de su arbol
estructural (puedes apoyarte en la funcién ver; del apartado anterior).

Ejercicio 5: (10 puntos) Formaliza en el lenguaje de la légica de
primer orden los siguientes enunciados escritos en lenguaje natural. En
cada caso indica cudles son el dominio y los simbolos de funcién y predi-
cado (incluidas constantes y proposiciones atémicas) que estéds usando.

a) Si dos personas se odian, uno de ellos es un héroe y el otro es un
villano.

b) Carlos se senté entre Arantxa y Barbara pero nadie se senté entre
Dario y Ernesto.

¢) En el conjunto de los nimeros reales, el cuadrado de cualquier
nimero negativo es un nimero positivo.

d) En el conjunto de los nimeros naturales, hay nimeros primos que
no son suma de dos niimeros pares.
Ejercicio 6: (10 puntos) Considera las siguientes férmulas, donde

P, @ y R son simbolos de predicado de aridad 1:

w1 Jx(P(x) AQ(xz) — R(x))
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o+ Au(P(z) AN(Q(x) = R(x)))

Demuestra que no son equivalentes. Para ello encuentra una inter-
pretaciéon I = (D, ) en la cual una de ellas sea verdadera y la otra
falsa. Justifica por qué en cada uno de los dos casos.

Ejercicio 7: (20 puntos) Consideremos P, () y R simbolos de pre-
dicado de aridades 1, 1 y 2 respectivamente. Consideramos una inter-
pretacién I = (D, I) tal que el dominio es D = {a,b,c,d} y tal que

P! ={a,c}

Q' = {c.d}

R" = {(a,a),(a,b), (b,a), (b,b), (c,d), (d, d)}

Evalida las siguientes formulas en la interpretacion I. Justifica tus
respuestas.

o1 Vo (P(z) = Q(x))

o Jx (P(x) V - R(x,x))

s - VaVy (R(z,y) = Ry, x))

w4 @ Jz P(x) A Iz —Q(z) A Jz R(x,x)
¢s + JxVy R(z,y)

we © Vo Iy (P(x) — R(z,y))
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15. SOLUCIONES DEL EXAMEN FINAL DE SEPTIEMBRE 2007-2008

Fecha: 8 de septiembre de 2008 Tiempo: 3 horas

Ejercicio 1: (6 puntos)

En la légica proposicional: Para cada apartado, contesta verdadero
o falso. No necesitas justificar tus respuestas.

LP1) La expresiéon (-p Ar — (p A g A s))V —s es una férmula
proposicional en forma abreviada.

LP2) Usando formas abreviadas, la férmula proposicional —(p —
rV )Vt esequivalente a las férmula proposicional (p A —r A —s) V .

LP3) Si el tableau acabado de una férmula ¢ no estd cerrado, en-
tonces ¢ es satisfacible.

En la légica de primer orden: Contesta a las siguientes cuestiones.
No necesitas justificar tus respuestas.

LPO1) ;Es la férmula Va P(x) V = 3yP(y) vélida?

LPO2) ;Cuantas apariciones de variable libre hay en la siugiente
formula?

3z P(f(z)) A Yy Q(z,y) — P(y)

LPO3) Si D = {a,b,c} es un dominio con tres elementos y P es un
simbolo de predicado de aridad 1, jcuantas interpretaciones distintas
para P existen sobre D?

Solucion:

LP1) FALSO: su forma abreviada es (—-p Ar —pAqAs)V —s.

LP2) VERDADERO: =(p = rVs) Vit = a(-pVrVs) VvVt =
(p A —r A=s) VL.

LP3) VERDADERO: Si el tableau acabado de ¢ tiene una rama
abierta, dando valor 1 a los literales que aparecen en esa rama se obtiene
un modelo de la férmula.

Ejercicio 2: En el contexto de la logica proposicional, sea ¢ la
siguiente formula:

e:(pVvr)V((r—=q) Ns)—sAg.

a) (8 puntos) Por medio de tableaux seménticos acabados clasi-
fica .

b) (3 puntos) Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de
©.
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-
()
SpVrV((-rvq)As)
-5V -q
5
SpVr
-p
T(p)
shq ¢ PA-TA(rA-q)V-s)
5 ! p
q [ Il 8
(rA-gq)V-s
rA-q -5
r
#

FiGUurA 11. Tableaux acabados de —¢ y de ¢ del pro-
blema 2

¢) (3 puntos) Halla la forma normal conjuntiva de ¢, FNC(p).

Solucién:
a)
p=(pVr)V((r—=qgAs)—=shg=
=((pVr)V((=rVag) As) V(sAg) =
= (AT A((rA=g)V=s)) V(sAqg).

o= (-pVrV((—-rVg) As))A(msVq).

Los tableaux acabados de —p y de ¢ estan representados en la
figura 11.
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Ya que los dos tableaux no estan cerrados, la férmula ¢ es una
contingencia.

b) De la primera rama abierta del tableau de ¢ se deduce que, por
ejemplo, la valoracién {p =0,¢ = 1,7 =0, s = 1} es un modelo de
©.

De la primera rama abierta del tableau de —¢ se deduce que, por
ejemplo, la valoraciéon {p =0, ¢=0,r =1, s =0} es un contraejem-
plo de ¢.

c)
FNC(p) =-FND(—¢)=-((gAs)V(msA—-rAp)) =
= (—gV-s)A(sVrV-p).

Ejercicio 3: (20 puntos) En el contexto de la logica proposicional
y usando el sistema de deduccién natural de Gentzen, demuestra la
validez de la deduccién:

{pVr—=—=(gAt), s —=>qtEpAt—s.

Solucion: Por el teorema de la deducciéon, para verificar la validez
del razonamiento dado podemos verificar la validez del razonamiento:

{pVr——=(gAt),s—q pAt}Fs.

pVr— —=(¢gAt) (Premisa)
—s —q (Premisa)
At (Premisa)
(EA(3))

—(gnt) (E—(6,1))

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8) F gV -t (Ley de Morgan (7))

9) F —=s  (Premisa auxiliar)
10)Fq (E—1(9,2)

11) - =t  (Tollendo Ponens (8,10))
12)FtA=t (I A(5,11))

13) F s (I-(9,12))
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Se sigue que el razonamiento dado es valido.

Ejercicio 4: (20 puntos) Usa el principio de recursién estructural
para definir las siguientes funciones:

a) La funcién ver; : T — N U {0} que a cada término ¢t € T de
la légica de primer orden le asocia el niimero de vértices de su arbol
estructural.

b) La funcién very : FF — N U {0} que a cada férmula ¢ € F de
la logica de primer orden le asocia el nimero de vértices de su arbol
estructural (puedes apoyarte en la funcién ver; del apartado anterior).

Solucién:
a) Definimos la funcién ver; por recursién:

Para términos atémicos:

» veri(c) =1, donde ¢ es un simbolo de constante.
» very(xz) = 1, donde x es un simbolo de variable.

Paso recursivo:
w very(f(ty,ta, ..., tn)) = veri(ty) + very(ts) + - - - +very(t,) + 1,
donde f es un simbolo de funciéon de aridad n y tq,ts,...,t,
son términos.

b) Definimos la funcién vers por recursién apoyéndonos en la funcién
very del apartado anterior:

Para férmulas atémicas:
w very(T) =wvery(L) = 1.
= very(p) = 1, donde p es un simbolo de proposicién atémica.
w very(t; = ty) = very(t;)+wvery(ta)+1, donde ¢; y to son términos.
w very(P(ty, ta, ..., t,)) = veri(tr) +veri(tz) + - - - + veri(t,) + 1,
donde P es un simbolo de predicado de aridad n y t1,ts, ..., %,
son términos.

Paso recursivo:
= very(—yp) = vera(p) + 1,

» very(p o) = vers(p) + vers(y) + 1,
v very(Vap) = very(Jrp) = vera(p) + 2,

donde ¢ y 1) son férmulas, o es una conectiva binaria y x es un simbolo
de variable.

Ejercicio 5: (10 puntos) Formaliza en el lenguaje de la légica de
primer orden los siguientes enunciados escritos en lenguaje natural. En
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cada caso indica cudles son el dominio y los simbolos de funcién y predi-
cado (incluidas constantes y proposiciones atémicas) que estéds usando.

a) Si dos personas se odian, uno de ellos es un héroe y el otro es un
villano.

b) Carlos se sent6 entre Arantxa y Barbara pero nadie se senté entre
Dario y Ernesto.

¢) En el conjunto de los nimeros reales, el cuadrado de cualquier
nimero negativo es un nimero positivo.

d) En el conjunto de los niimeros naturales, hay niimeros primos que
no son suma de dos niimeros pares.

Solucién:

a) Dominio: D = {personas}.
Simbolos de predicados:
O(z,y) = x odia a v,

H(x) = x es un héroe,

V(z) = x es un villano.

Vavy(O(z,y) v Oly, x) = (H(z) AV (y)) V (H(y) AV (2))).

b) Dominio: D = {personas}.

Simbolos de predicados:

S(x,y,z) =y se sienta entre r y z.

Simbolos de constantes:

A=Arantxa, B=Barbara, C=Carlos, D= Dario, E=FErnesto.

S(A,C, B) AVa—-S(D, z, E).

¢) Dominio: D =R.
Simbolos de predicados:
P(x) = z es positivo,
N(x) = x es negativo.
Simbolos de funciones:
flz) =2”

Va(N(z) = P(f(x))).
d) Dominio: D = N.
Simbolos de predicados:
Pr(z) = x es primo,
P(z) = z es par.
Simbolos de funciones:



68

flo,y) =z +y.
Fu(Pr(z) ANVYV2(P(y) A P(2) = ~(x = f(y,2)))).

Ejercicio 6: (10 puntos) Considera las siguientes férmulas, donde
P, Q) y R son simbolos de predicado de aridad 1:

pr 2 Fae(P(z) AQ(x) — R(x))
pa o Fu(P(x) A (Qr) = R(x)))

Demuestra que no son equivalentes. Para ello encuentra una inter-
pretacién I = (D, I) en la cual una de ellas sea verdadera y la otra
falsa. Justifica por qué en cada uno de los dos casos.

Solucién: Sea I = (D, I) la interpretacion definida por:

D ={a,b}y

Pl ={a}, Q" ={a,b}, R = 0.

Entonces:

ol =1, ya que (P(b) A Q(b) — R(b))! = 1 siendo una implicacién
con premisa falsa y

0l =0 ya que (P(a) A (Q(a) — R(a)))! =0, siendo Q'(a) =1y
R'(a) =0y (P(b) A (Q(b) = R(b)))' =0, siendo P'(b) = 0.

Se sigue que @1 ¥ 2 no son equivalentes.

Ejercicio 7: (20 puntos) Consideremos P, () y R simbolos de pre-
dicado de aridades 1, 1 y 2 respectivamente. Consideramos una inter-
pretacion I = (D, I) tal que el dominio es D = {a, b, c,d} y tal que

P! ={a,c}

Q" = {c,d}

R' ={(a,a),(a,b), (b,a), (b,b), (c,d), (d.d)}

Evalia las siguientes formulas en la interpretacién I. Justifica tus
respuestas.

p1 1 Vo (P(z) = Q(x))
o Jx (P(x) V = R(x,x))
p3 @ Vo Vy (R(z,y) — R(y, z))

w4 Jz P(x) A Iz -Q(z) A Jz R(x,x)
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@5 @ oYy R(z,y)

e : Ve Iy (P(x) = R(z,y))

Solucién:
ol =0 ya que, si x = a, (P(a) —» Q(a))! =0, siendo Pl(a) =1y
Q'(a) =0,

ol =1yaque, siz=a, (P(a) V =~ R(a,a))! =1, siendo P!(a) = 1.

pl=0yaque,siz=cyy=d, (R(c,d — R(d,c))! =0, siendo
RY(c,d) =1y R!(d,c) = 0.

ol =1vyaque, 3z P(z)) =1 (siz =a, Pl(a) =1), Bz -Q(x)) =
L(siz=a, (=Q)(a)=1)y Bz R(z,z))! =1 (siz =a, R (a,a) =1).

(p5)f =0 ya que R!(x,c) = 0 para todo valor de .

(06)" =1 ya que P'(b) = P'(d) = 0y (P(a) = R(a,b))" = (P(c) —
R(c,d)) = 1.
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16. EXAMEN FINAL DE FEBRERO 2008-2009

Fecha: 10 de febrero de 2009 Tiempo: 3 horas

El examen estd formado por 6 problemas.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el numero
de puntos indicados. Las respuestas sin justificacion se consi-
derardan como no contestadas.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Ejercicio 1:

En la légica proposicional:

a) (2 puntos) Expresa en forma usual (no abreviada) la férmula
proposicional:
e=((pPANqg—=>rVs)Ap—qAs.
b) (2 puntos) Usando equivalencias 1dgicas, halla la forma normal
disyuntiva de la formula ¢ del apartado anterior.
¢) (2 puntos) Halla una férmula ¢ que sea la formalizacién de la
frase: No voy a casa solo si no tengo que estudiar.

En la légica de primer orden:

d) (2 puntos) Construye el arbol estructural de la siguiente férmula:

—Q(f(a,b),¢) = VaQ(a, g(x)) A P(f(g(b), z))

e) (2 puntos) Indica cuédntas interpretaciones distintas admite un
simbolo de predicado de aridad 3 en un dominio con 5 elemenos.
f) (2 puntos) Indica si es o no correcto el siguiente razonamiento

JxIyP(x,y) = JzP(z,2)

Ejercicio 2: (16 puntos) En el contexto de la logica proposicio-
nal, clasifica la siguiente férmula por medio de tableaux seménticos
acabados:

(pVg—=T1)NEA(p— —s) = g At

Ejercicio 3: (20 puntos) En el contexto de la lgica proposicional
y usando el sistema de deduccién natural de Gentzen, demuestra la
validez de la deduccién:

{s=>(r—=1t),pVs-(r—pl}kt.
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Ejercicio 4: Usa el principio de recursion estructural para definir
las siguientes funciones:

a) (6 puntos) La funcién it : T — N U {0} que a cada término
t € T de la légica de primer orden le asocia su longitud, entendida co-
mo el niimero de caracteres que aparecen en ese término, excluyendo
paréntesis y comas.

b) (10 puntos) La funcién If : FF — N U {0} que a cada férmula
@ € F' de la logica de primer orden le asocia su longitud, entendida
como el numero de caracteres que aparecen en ese término, excluyen-
do paréntesis y comas (apdyate en la funcién [t del apartado anterior).

Nota: Se considerara que todos los simbolos de variable, constante,
funcién y predicado constan de un unico caracter.

Ejercicio 5: (12 puntos, 2 por apartado) Formaliza en el lenguaje de
la l6gica de primer orden los siguientes enunciados escritos en lenguaje
natural. El dominio para todos ellos es N, el conjunto de los ntime-
ros naturales. En cada caso indica cudles son los simbolos de funcién
y predicado (incluidas constantes y proposiciones atémicas) que estas
usando.

a) Los niimeros naturales son pares o impares, pero no las dos cosas
a la vez.

b) Si un nimero es par, entonces su siguiente es impar.

¢) Ningin niimero es igual a su siguiente.

d) El producto de un nimero y su siguiente es siempre par.
e) Todo niimero es menor que su siguiente.

f) Dado un nimero cualquiera distinto de uno siempre hay otro
nuimero menor.
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Ejercicio 6: Se considera la siguiente lista ordenada de caracteres
AABADCCDADABBAC

y la interpretacién (Dom, I) cuyo dominio es Dom = {A,B,C,D} y
en la cual se tienen los siguientes simbolos de predicado:

P(z) : x aparece en la lista dos o mds veces consecutivas.
Q(z,y) : x aparece en la lista inmediatamente antes de y.
R(z,y,z) : y aparece en la lista inmediatamente antes de z e
inmediatamente después de x.

Se considera también la funcién f de aridad 1 que intercambia A con
B e intercambia C' con D.

a) (6 puntos) Escribe explicitamente los conjuntos P! y Q'.

b) (18 puntos, 3 por férmula) En la interpretaciéon dada, evalia las
siguientes férmulas. Justifica tus respuestas:

p1 2 Va (P(f(2)) = Q(z, 1))
o+ Jw R(x, f(z), f(2))

s+ 3wy (Qz,2) = R(y,y.y))
o4 : Vo P(z) V Yz ~P(x)

5 : Vo -Yy-R(z,y, )

ve : JxVyQ(z,y)
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17. SOLUCIONES DEL EXAMEN FINAL DE FEBRERO 2008-2009
Fecha: 10 de febrero de 2009 Tiempo: 3 horas

Ejercicio 1:

En la légica proposicional:

a) (2 puntos) Expresa en forma usual (no abreviada) la férmula
proposicional:
w=((pANqg—=>rVs)Ap—qAs.
b) (2 puntos) Usando equivalencias 16gicas, halla la forma normal
disyuntiva de la férmula ¢ del apartado anterior.
¢) (2 puntos) Halla una férmula ¢ que sea la formalizacién de la
frase: No voy a casa sélo si no tengo que estudiar.

En la légica de primer orden:

d) (2 puntos) Construye el arbol estructural de la siguiente féormula:

—Q(f(a,b),¢) = VeQ(a, g(x)) A P(f(g(b), x))
e) (2 puntos) Indica cudntas interpretaciones distintas admite un

simbolo de predicado de aridad 3 en un dominio con 5 elemenos.
f) (2 puntos) Indica si es o no correcto el siguiente razonamiento

JxIyP(x,y) E FzP(z,2)

Solucion:

a)
b)
o=(pPANqg—=>rVs)Ap—=qgAs=-((pAqg—=>rVs)Ap)V(gNs)=

=((=(pAQ)VTVs)Ap)V (qAs) = (pAgA—rA=s)V-pV(gAs) = FND(yp).
c) Sean p = voy a casay ¢ = tengo que estudiar. Entonces,

o= ((((pANg) = (rVs))Ap) = (qgN5s)).

p="p—=>7q=q—=>p

d) Lafigura 12 representa el arbol estructural de la férmula =Q(f(a,b),c) —
vaQ(a, 9(x)) A P(f(9(b), 2)).

e) Llamemos D al dominio de 5 elementos y P al simbolo de predi-
cado de aridad 3. Una interpretacién de P consiste en un subconjunto
de D x D x D, que consta de 5 x5 x5 = 5% = 125 elementos. Por tanto,
el nimero de interpretaciones distintas para P coincide con el nimero
de subconjuntos distintos que tiene un conjunto de 125 elementos, es
decir 2% interpretaciones.
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f) El razonamiento no es correcto. Para demostrarlo vamos a cons-
truir una interpretacién I = (D, ) que haga cierta la férmula de la
izquierda y falsa la féormula de la derecha. Tomamos, por ejemplo,
D = {a,b} y P! ={(a,b), (b,a)}. La férmula de la izquierda es cierta,
va que P(a,b)! = 1. Sin embargo, la férmula de la derecha es falsa, ya
que tanto P(a,a)’ =0 como P(b,b)" = 0.

Ejercicio 2: (16 puntos) En el contexto de la légica proposicio-
nal, clasifica la siguiente férmula por medio de tableaux seménticos
acabados:

(pVg—=r)ANtA(p— —s) — qgA -t

Solucién:
v = (pVqg = T)AtA(p — —s) = gA—t = =((—(pVq)Vr)AMA(—pV—s) )V (gA—t) =
=({(pVg AN-r)V-tV(pAs)V(gA-t).

= ((-pA=q)Vr)ANtA(=pV —s)A (=g Vi).
La figura 13 representa los tableaux de —p y .
Ya que el tableau acabado de —¢ tiene ramas abiertas, la férmula
¢ no es una tautologia. El tableau acabado de ¢ también contiene
ramas abiertas. Por tanto ¢ es una contingencia.

Ejercicio 3: (20 puntos) En el contexto de la légica proposicional
y usando el sistema de deduccién natural de Gentzen, demuestra la

FIGURA 12. Arbol estructural de —Q(f(a,b),c) —
VaQ(a, g(z)) A P(f(g(b),z)) del ejercicio 1d.
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StV (pAS)V(pA D)

" (PAS)V(pA-1Y
pA-t

p
it

FiGuraA 13. Tableaux de —¢ y ¢ del ejercicio 2.

validez de la deduccion:

Solucion:

{s—=>(r—=t),pVs,(r—p}Et

s — (r—1t) (Premisa)

pVs (Premisa)

F=(r—p) (Premisa)
F=(=rVp) (Interdefinicién 2 (3))
F—==rA-p (De Morgan (4))
l_

l_

l_

|_

s (TP (8
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Ejercicio 4: Usa el principio de recursion estructural para definir
las siguientes funciones:

a) (6 puntos) La funcién it : T — N U {0} que a cada término
t € T de la légica de primer orden le asocia su longitud, entendida co-
mo el niimero de caracteres que aparecen en ese término, excluyendo
paréntesis y comas.

b) (10 puntos) La funcién If : FF — N U {0} que a cada férmula
@ € F' de la logica de primer orden le asocia su longitud, entendida
como el numero de caracteres que aparecen en ese término, excluyen-
do paréntesis y comas (apdyate en la funcién [t del apartado anterior).

Nota: Se considerara que todos los simbolos de variable, constante,
funcién y predicado constan de un unico caracter.

Solucién:
a) Definimos la funcién It por recursion:

Para términos atémicos:

» [t(c) =1, donde ¢ es un simbolo de constante.
» [t(x) = 1, donde x es un simbolo de variable.

Paso recursivo:
m UE(f(t, b, ) = 1E(E) + UE(E2) 4 -+ + 12 (Ea) + 1,
donde f es un simbolo de funcion de aridad n y ti,ts,..., %,
son términos.

b) Definimos la funcién [ f por recursiéon apoyandonos en la funcién
[t del apartado anterior:

Para férmulas atémicas:
w [f(T)=1f(L)=1.
» [f(p) =1, donde p es un simbolo de proposicién atémica.
w [f(ty =ta) = lt(t1) + lt(t2) + 1, donde ¢; y 5 son términos.
w [f(P(t1,ta,. .., tn))) = lt(tr) + Ut(te) + - - - + 1E(t,) + 1,
donde P es un simbolo de predicado de aridad n y t1,ts, ..., %,
son términos.

Paso recursivo:

= Uf(mp) = 1f(p) + 1.
= If(poy) =1f(p) +1f(¥)+1.
= [f(Vzp) =1f(Fzp) =1f(p) + 2,
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donde ¢ y 1 son férmulas, o es una conectiva binaria y x es un simbolo
de variable.

Ejercicio 5: (12 puntos, 2 por apartado) Formaliza en el lenguaje de
la l6gica de primer orden los siguientes enunciados escritos en lenguaje
natural. El dominio para todos ellos es N, el conjunto de los ntime-
ros naturales. En cada caso indica cuales son los simbolos de funcién
y predicado (incluidas constantes y proposiciones atémicas) que estés
usando.

a) Los nimeros naturales son pares o impares, pero no las dos cosas
a la vez.

b) Si un numero es par, entonces su siguiente es impar.

¢) Ningin nimero es igual a su siguiente.

d) El producto de un nimero y su siguiente es siempre par.
e) Todo nimero es menor que su siguiente.

f) Dado un nimero cualquiera distinto de uno siempre hay otro
nimero menor.

Solucién:
Usaremos los siguientes simbolos de predicado:
» P(x) : x es par.
» [(z) : x es impar.
» M(x,y) : z es menor que y.
Simbolos de funcién:

= 5(z) : el siguiente de z.
» p(z,y) : el producto de x e y.

Simbolo de constante:
¢ : el ndmero 1.

Una de las posibles formalizaciones correctas es:

) Va:((P(:U) VI(z)) A ~(P(x) A I(:c)))
b) Vac(P(x) — I(s(x)))
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¢) =3z (z = s(x))
d) Vx(P(p(:c, s(x))))
e) V(M (z,s(x)))
f) Va(—(z = u) — Iy M(y,z))
Ejercicio 6: Se considera la siguiente lista ordenada de caracteres

AABADCCDADABBAC

y la interpretacién (Dom, I) cuyo dominio es Dom = {A, B,C, D} y
en la cual se tienen los siguientes simbolos de predicado:

P(z) : z aparece en la lista dos o més veces consecutivas.
Q(z,y) : x aparece en la lista inmediatamente antes de y.
R(z,y,z) : y aparece en la lista inmediatamente antes de z e
inmediatamente después de x.

Se considera también la funcion f de aridad 1 que intercambia A con
B e intercambia C' con D.

a) (6 puntos) Escribe explicitamente los conjuntos P!y Q.

b) (18 puntos, 3 por férmula) En la interpretacion dada, evalia las
siguientes férmulas. Justifica tus respuestas:

o1 Vo (P(f(2)) = Q(x, 7))
w2+ Jo R(z, f(), f(2))

ps : Jo Iy (Qz, ) = R(y,y,y))
¢4 Yo P(z) V Yz —P(x)

s : Vo Vy-R(x,y, 1)

v : JxVyQ(z,y)

Solucion:

a)
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P ={A, B,C}
Q' ={(4,4).(A4,B),(A,0),(A,D),(B, A), (B, B),(C,C),(C, D), (D, A), (D, C)}

b)

» ol =0, ya que tomando x = D se tiene

P(f(D))" = P(C)" | Q(D,D)" | (P(f(D)) — Q(D, D))’
1 0 0
y, por tanto, la férmula que empieza con el V es falsa.
» pl =1, porque tomando x = A se tiene
R(A, f(A), f(A))" = R(A,B.B)' =1

por lo cual la férmula que empieza con el d es cierta.
» pl =1, porque tomando x = D y, por ejemplo, y = A, se tiene
Q(D, D) | R(A, A, A)" [ (Q(D, D) — R(A, A, A))f

0 0 1

asi que la formula que empieza con el doble 3 es cierta.
= i =0, ya que

P(D)'| (Vz P(x))! | -P(A)! | (Vz—=P(z)) | (Vz P(z) V Vo —P(x))!

0 0 0 0 0

» ! = 0. Por las equivalencias légicas estudiadas se tiene
Y5 = Va Ely R(:Ea Y, l’)

Para la asignaciéon z = B se tiene que la férmula 3y R(B,y, B)
es falsa, ya que en ningtin momento en la secuencia de caracteres
aparece la subsecuencia By B para ninguno de los valores posibles
de y. Por tanto, la férmula que empieza con el V, equivalente a
©s, es falsa.

» ol = 1. Si tomamos x = A observamos que la férmula Vy Q(A4, y)
es cierta, ya que las cuatro subsecuencias AA, AB, AC, AD apa-
recen dentro de la secuencia de caracteres. Asi pues, la férmula
que empieza con el d es cierta.
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18. EXAMEN FINAL DE SEPTIEMBRE 2008-2009

Fecha: 7 de septiembre de 2009 Tiempo: 3 horas

El examen esta formado por 6 problemas. La respuesta a cada uno
de los problemas se valorard sobre el niumero de puntos indicados. Las
respuestas sin justificacion se considerardn como no contes-
tadas.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Ejercicio 1: En la logica proposicional y usando un sélo conjunto
de proposiciones atémicas, formaliza cada una de las siguientes frases
y sus negaciones:

a) (4 puntos) ¢ es satisfacible sélo si tiene modelos.

b) (4 puntos) ¢ es una tautologia siy sélo si no tiene contraejemplos.

c¢) (4 puntos) Si ¢ tiene modelos y contraejemplos, entonces es una
contingencia.

d) (4 puntos) ¢ no tiene modelos, a menos que no sea una contra-
diccion.

Ejercicio 2: (12 puntos) En el contexto de la légica proposicional
verifica si las siguientes formulas son equivalentes:

o1={@PVagAr—=r, p2=pVrVgV-p.

Ejercicio 3: (20 puntos) En el contexto de la légica proposicio-
nal y usando el sistema de deduccién natural de Gentzen, demuestra
la validez de la deduccion:

{t >qVr, s—-r —t—=r}k-qg— s

Ejercicio 4: Denotamos con ¥ el alfabeto de la logica de primer
orden (es decir, el conjunto de todos los simbolos que utilizamos). Usa
el principio de recursién estructural para definir las siguientes funcio-
nes:

a) (4 puntos) La funcién pr; : T — ¥ que a cada término t € T' de
la légica de primer orden le asocia su primer simbolo que no sea
un paréntesis.
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b) (12 puntos) La funcién pry : F — ¥ que a cada féormula ¢ € F
de la l6gica de primer orden le asocia su primer simbolo que no sea
un paréntesis (apdyate en la funcién pry del apartado anterior).

Ejercicio 5: (16 puntos) Consideramos el par de férmulas

¢ : Vo (P(z) — Q(z))

¢+ Jz(P(z) AQ(z))
donde Py () son simbolos de predicado de aridad 1. Consideramos tam-
bién el dominio formado por dos elementos D = {a, b}. Define cuatro
interpretaciones distintas Iy, Is, I3, I, con dominio D que cumplan:

.9011:17 ¢h:1

= =0, P =0
_()013217 wlzazo
= ol =0, plt=1

Ejercicio 6: (20 puntos) Consideramos el dominio
D={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}.
Consideramos la interpretacion I sobre el dominio D que viene dada
por los simbolos de predicado

P(z) : x es estrictamente mayor que 0.
S(z,y,z) : z eslasumade x e y.

y los simbolos de funcién

a(x) = |z| (el valor absoluto de z).
o(z) : el opuesto de x (es decir, x cambiado de signo).

Evalia las siguientes diez féormulas en esta interpretacion. Justifica
tu respuesta en cada caso.
v1 Yz P(x), vy Jdz P(x),
w3 Yz P(a(z)), w4 @ Jx S(x,x,2),
s : Jx P(x) A3z —P(x), ps : Yz (P(o(z)) = P()),
w7 - JaVy S(x,y,x), s Yy S(x,y,x),
o : Va¥y(P(o(x))VP(a(y)V(z =0)), ¢ : YaVy3z S(z,y,2).
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19. SOLUCIONES DEL EXAMEN FINAL DE SEPTIEMBRE 2008-2009

Fecha: 7 de septiembre de 2009 Tiempo: 3 horas

Ejercicio 1: En la logica proposicional y usando un sélo conjunto
de proposiciones atémicas, formaliza cada una de las siguientes frases
y sus negaciones:

a) (4 puntos) ¢ es satisfacible sélo si tiene modelos.

b) (4 puntos) ¢ es una tautologia siy sélo si no tiene contraejemplos.

¢) (4 puntos) Si ¢ tiene modelos y contraejemplos, entonces es una
contingencia.

d) (4 puntos) ¢ no tiene modelos, a menos que no sea una contra-
diccidn.

Solucién: Consideremos el siguiente conjunto de proposiciones atomi-
cas:

p= ¢ es satisfacible, q= ¢ tiene modelos,
r= ( es una tautologia, s= ¢ tiene contraejemplos,
t= ¢ es una contingencia, u= ¢ es una contradiccion.
Entonces la formalizacién de las frases del ejercicio y de sus negacio-
nes es:
a)p—4q, pAg,
b) r < —s, (rAs)V(asA-r),
c)gNs—t, qNsA-t,
d) g — —-u, qAu.

Ejercicio 2: (12 puntos) En el contexto de la légica proposicional
verifica si las siguientes formulas son equivalentes:

p1r=(VaAr—=r, p2=pVrVgV-p
Solucién: La equivalencia de las dos férmulas se puede demostrar
observando que ¢; y o son tautologias: si (pV ¢q) Ar es verdadera,

entonces r es verdadera y pV —p es siempre verdadera.
También, se puede observar que:

v1 = ((pvVo)Ar)Vr = (-pA—-q)V—rVr =T (siendo -rVr=T) y

o1 =T (siendopV-p=T).
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Ejercicio 3: (20 puntos) En el contexto de la légica proposicio-
nal y usando el sistema de deduccién natural de Gentzen, demuestra
la validez de la deduccion:

{t >qVr s—-r at—r}k-qg— s
Solucion: Usando el teorema de la deduccion podemos reescribir
nuestro razonamiento como:
{t > qVr s——-r —t—r g}k s

Usando reduccién al absurdo, se obtiene la siguiente demostracién de
la deduccién dada:

1)t—qVr (Premisa)
2) s — - (Premisa)
3) ot —r (Premisa)
4) =q (Premisa)
5) ——s (Premisa auxiliar)

6) - (E=(5))

7 (E—(6.2))

8) F —|—|t (Modus Tollens (7,3))

9) F (E=(8))

10) l—q\/r (E—(9,1))

11) Fgq (Tollendo Ponens (4,10))

12) FgA—g (IN(11,4))
13) F = (I=(5,12))

Ejercicio 4: Denotamos con ¥ el alfabeto de la logica de primer
orden (es decir, el conjunto de todos los simbolos que utilizamos). Usa

el principio de recursién estructural para definir las siguientes funcio-
nes:

a) (4 puntos) La funcién pry : T'— ¥ que a cada término t € T de
la légica de primer orden le asocia su primer simbolo que no sea
un paréntesis.

b) (12 puntos) La funcién pry : F — ¥ que a cada férmula ¢ € F
de la l6gica de primer orden le asocia su primer simbolo que no sea
un paréntesis (apdyate en la funcién pr; del apartado anterior).

Solucién:
a) Para términos atémicos:

» Si ¢ es un simbolo de constante, entonces prq(c) = c.
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= Si 2 es un simbolo de variable, entonces pry(z) = x.
Para términos compuestos:

= Si f es un simbolo de funcién de aridad n y t = f(t1,...,t,),
entonces pri(t) = f.

b) Para férmulas atémicas:

w pro(T) =T.
pra(L) = L.
Si p es un simbolo de proposicién atémica, entonces pra(p) = p.
Si t1 y tp son términos, entonces pro(t; = to) = pri(ty).
Si P es un simbolo de predicado de aridad n'y ¢ = P(ty,...,t,),
entonces pry(p) = P.

Para férmulas compuestas, supongamos que ¢ y ¥ son féormulas y que
o es un conectivo binario:

= pra(—p) =

= pra(porp) = p?“2( ).
= pro(Vrp) =

w pro(Jxp) = 3

Ejercicio 5: (16 puntos) Consideramos el par de férmulas

¢ Vz(P(z) — Q(z))
¢ Jz(P(z) AQ(z))
donde P y () son simbolos de predicado de aridad 1. Consideramos tam-
bién el dominio formado por dos elementos D = {a,b}. Define cuatro
interpretaciones distintas I, I, I3, I4 con dominio D que cumplan:
- <‘011:17 1/}11:1
" =0, PR =0
=1, B =0
= ol =0, =1

Solucion:

» P = {a,b}, Q" = {a,b}. Con esta interpretacién, las dos
férmulas son, claramente, ciertas, ya que tanto a como b cumplen
Pya@Q.

» P2 = {a}, Q" = (. Con esta interpretacién ¢ es falsa, ya que
a cumple P pero no (). La férmula ¢ también es falsa ya que
ningtn elemento del dominio cumple P y @ a la vez.

» Pls = (), QB = (). Con esta interpretacién ¢ es cierta, ya que la
implicacion no falla en ningtin elemento del dominio. La férmula
1 es falsa ya que ningin elemento del dominio cumple Py ) a
la vez.
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s Pli = {a,b}, Q" = {a}. Con esta interpretaciéon ¢ es falsa, ya
que b cumple P pero no (). En cambio, v es cierta, ya que a
cumple simultaneamente P y Q).

Ejercicio 6: (20 puntos) Consideramos el dominio
D={-4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4}.
Consideramos la interpretacion I sobre el dominio D que viene dada
por los simbolos de predicado

P(z) : x es estrictamente mayor que 0.
S(z,y,z) : z eslasumade = e y.

y los simbolos de funcién

a(x) = |z| (el valor absoluto de z).
o(z) : el opuesto de x (es decir, x cambiado de signo).

Evalia las siguientes diez férmulas en esta interpretacion. Justifica
tu respuesta en cada caso.
01 Yz P(x), vy dz P(x),
w3 : Vx P(a(z)), w4 @ Jx S(x,z,2),
s : dr P(x) Adx —P(x), vs : Yz (P(o(z)) — P(x)),

)
@7+ vy S(x,y, ), ws = Yoy S(x,y, ),
Vg : Vwa(P(o( ))VP(a(y ))\/(.70:())), w10 : VaVy3z S(z,y, 2).
Solucion:

» ol =0. P(z) falla, por ejemplo, con z = —1.

» ol = 1. P(z) es cierta, por ejemplo, con z = 1.

» ! = 0. Un contraejemplo es z = 0. El valor absoluto de 0 no es
estrictamente mayor que 0.

= o} =1. Tomando z = 0.

= pl = 1. Por ejemplo tomando z = 1 en la primera parte de la
conjuncion y x = —1 en la segunda parte de la conjuncion.

» ol =0. Tomando x = —1 tenemos que la premisa de la implica-
cién es cierta mientras que la conclusion es falsa.

. 907 = 0. Con y = 1 no es cierto que = + 1 = x, sea quien sea .

» ol = 1.y =0 hace la férmula cierta valga lo que valga z.

] <p§ = 0. Un contraejemplo es x =1, y = 0.

» pl, = 0. Tomando z = 2, y = 3, no existe z en D tal que
z=24+3.
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20. EXAMEN FINAL DE ENERO 2009-2010

Fecha: 8 de enero de 2010 Tiempo: 3 horas

El examen estd formado por 6 problemas.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el numero
de puntos indicados. Las respuestas sin justificacion se consi-
derardn como no contestadas.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Ejercicio 1: (6 puntos) En el contexto de la légica proposicional,
formaliza el siguiente razonamiento:

Si un camién fuese capaz de mover una tonelada y tuviera
gasolina, no tendriamos problemas. Si el camion no fuese
capaz de mover una tonelada seria débil. Si no tuviera
gasolina seria inutil. El camién no es capaz de mover una
tonelada a menos que no sea débil ni inutil. El camién no
es capaz de mover una tonelada. Por lo tanto, tenemos un
problema.

Ejercicio 2: En el contexto de la légica proposicional,

a) (3 puntos) Define la funcion f : F' — NU{0} que a cada férmula
@ € F' le asocia el nimero de veces que aparece el simbolo de
proposiciéon atémica p en .

b) (3 puntos) Define la funcién g : I — N U {0} que a cada
formula ¢ € F le asocia el nimero de conectivos que aparecen
en ¢, contando todas las apariciones de cada conectivo.

¢) (4 puntos) Demuestra que para cada ¢ € F' se verifica la siguiente
desigualdad:

flp) <14 g(p).

Ejercicio 3: (12 puntos) En el contexto de la logica proposicio-
nal, clasifica las siguientes formulas por medio de tableaux seménticos
acabados:

a) (Vg ANp—=r1)A(g—=r) =,
b) pva)A(p—r1)—r

Ejercicio 4: (12 puntos) En el contexto de la légica de primer or-
den, formaliza las siguientes frases usando como dominio las palabras
formadas con los simbolos del alfabeto de la logica de primer orden
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(Nota: recuerda que una palabra es una cadena cualquiera de longitud
finita de simbolos de un alfabeto):

a) Si un término no es atémico entonces no es compuesto.

b) Una férmula no es atémica si es la negaciéon de una férmula
atomica.

¢) Una palabra no es correcta a menos que sea un término o una
féormula.

d) No existen palabras que sean términos y férmulas a la vez.

e) No toda palabra es un término o una férmula.

f) No toda concatenacién de dos férmulas es una férmula.

Ejercicio 5: (10 puntos) Determina la validez de las siguientes férmu-
las de la légica de primer orden:

a) 3z(32Q(x) = Q(2))
b) Vz(3rQ(x) = Q(2))

Ejercicio 6: (10 puntos) Considera el dominio D = Z del conjunto
de los niimeros enteros. Y considera la siguiente interpretacién (D, I)
para P(z), Q(z) predicados unarios y R(z, y) predicado binario: P! C Z
es el conjunto de los multiplos de 3; Q7 C Z es el conjunto de los enteros
mayores que 17; y finalmente R = {(x,y) :  — y es un multiplo de

5}. Determina el valor de las siguientes férmulas en esta interpretacién
(D, I )‘

= VaVy(R(z,y) — R(y,))
<P2 = JaVy(Q(z) A R(z,y))
Vyﬂx(@(fv) R(z,y))
Vo (Q(z) V R(z, 1))
905 = Hrcﬂy(P(y) Q(y) N R(z,y))
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21. SOLUCIONES DEL EXAMEN FINAL DE ENERO 2009-2010

Fecha: 8 de enero de 2010 Tiempo: 3 horas

Ejercicio 1: (6 puntos) En el contexto de la légica proposicional,
formaliza el siguiente razonamiento:

Si un camién fuese capaz de mover una tonelada y tuviera
gasolina, no tendriamos problemas. Si el camién no fuese
capaz de mover una tonelada seria débil. Si no tuviera
gasolina seria inutil. El camién no es capaz de mover una
tonelada al menos que no sea débil ni inutil. El camién no
es capaz de mover una tonelada. Por lo tanto, tenemos un
problema.

Solucion: Considerando las siguientes proposiciones atomicas:

p= el camion es capaz de mover una tonelada,
gq= el camidn tiene gasolina,

r= tenemos problemas,

s= el camion es débil,

t= el camion es inntil,

la formalizacién del razonamiento en légica proposicional es:

(pAg—=—r)AN(—p—=>8)N (g —=>t)AN(p—=sA—t)A—-p —r.

Ejercicio 2: En el contexto de la légica proposicional,

a) (3 puntos) Define la funcién f : FF — NU{0} que a cada férmula
@ € F' le asocia el nimero de veces que aparece el simbolo de
proposicién atémica p en .

b) (3 puntos) Define la funcién g : FF — N U {0} que a cada
formula ¢ € F' le asocia el nimero de conectivos que aparecen
en ¢, contando todas las apariciones de cada conectivo.

¢) (4 puntos) Demuestra que para cada ¢ € F se verifica la siguiente
desigualdad:

flp) <1+ g(e).

Solucion:
a) Vamos a definir la funcién f : FF — N U {0} usando el principio
de recursién estructural.
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Base: f(L)=f(T)=0, f(q) = {1 S? 1=Pr , para todo simbo-
0 si g#p
lo de proposicién atémica q.
Pasos recursivos: Sean @, 1, p2 simbolos de férmulas, entonces
(=) = f(=) = [0,
(©) : flprowa) = fe1) + [(@2).

Con estas definiciones, la funcion f queda definida sobre todo F.

b) Ahora vamos a definir la funcién g : F' — N U {0} usando el
principio de recursién estructural.

Base: g(L) =¢g(T) =1, g(q) = 0 para todo simbolo de proposi-
cién atéomica q.

Pasos recursivos: Sean ¢, @1, ps simbolos de férmulas, entonces

(m) = 9(=) = g(p) + 1,

(©) = g1 0 p2) = g(1) +g(p2) + 1.

Con estas definiciones, la funciéon g queda definida sobre todo F.

¢) Finalmente, podemos usar el principio de induccién estructural
para verificar que la propiedad f(¢) < 1+ g(¢) se verifica para toda
formula f € F.

Base: por definicién de f y
0<2=y9(M+1 f[flg <
proposiciéon atémica q.

Pasos recursivos: Sean ¢, 1, s simbolos de férmulas, entonces

(m) + St f(p) < 1+ g(p), entonces f(—p) = f(p) < 1+ g(p) =
9(=p) <1+ g(mp),

(0) £ Si fl1) < 1+g(p1) ¥ f(2) < 1+g(ip2), entonces f(ip100) =
fler) + f(p2) <1+ g(p1) + 1+ gp2) =1+ g1 0 p2).

Con estos pasos, la desigualdad f(p) < 1+ g(¢) queda verificada
para toda ¢ € F.

g, f(L)=0<2=g(L)+1 [f(T)=

1 = g(q) + 1, para todo simbolo de

Ejercicio 3: (12 puntos) En el contexto de la logica proposicio-
nal, clasifica las siguientes férmulas por medio de tableaux seméanticos
acabados:

a) (pVgAp—=r)A(g—=r)—=r
b) (V@) Alp—=r)—r

Solucién:

a) Sea ¢, = (pVg)AN(p — r)A(¢ — r) — r. Entonces, ~¢, =
VO AP—=1r)A(@=o1r)Ar=(pV g A(mpVT)A(=gVr)A-r

La figura 14 representa el tableau acabado de —¢,. Siendo un tableau
cerrado, -, es una contradiccion y ¢, es una tautologia.
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_'¢a

pUq

T(= ¢.)

-pOr

-qOr

F1GURA 14. Tableau de —¢p, del ejercicio 3

b) Sea ahora ¢, = (pV ¢) A (p — ) — 7. Entonces -, = (pV q) A
(pVr)A=Ty s =-(pVq)Va(—pVr)Vr=(-pA-q)V(pA—-T)Vr,

La figura 15 representa los tableaux acabados de =y, v . Siendo
el tableau de =, abierto, =, no es una contradiccién y ¢, no es
una tautologia. Siendo el tableau de ¢, abierto, ¢, tampoco es una
contradiccion. Se sigue que (; es una contingencia.

Ejercicio 4: (12 puntos) En el contexto de la lgica de primer orden,
formaliza las siguientes frases usando como dominio las palabras sobre
el alfabeto de la logica de primer orden:

a) Si un término no es atémico entonces no es compuesto.

b) Una férmula no es atémica si es la negacién de una férmula
atomica.

¢) Una palabra no es correcta al menos que sea un término o una
féormula.
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T(-¢,) - ¢, T(dy) o,
p Oq -pO-q (pO-r)Or
- pdr -p pO-r
ar
\ ol |
- p r -r
#
p q
#

Ficura 15. Tableaux de —¢, v ¢, del ejercicio 3

d) No existen palabras que sean términos y férmulas a la vez.
e) No toda palabra es un término o una férmula.
f) No toda concatenacién de dos férmulas es una férmula.

Solucidén: Para formalizar las frases dadas, podemos definir los si-
guientes elementos:

Dominio: D = el conjunto de las palabras sobre el alfabeto de la 1égica de
primer orden.

Predicados: T'(x) = x es un término,
A(z) = x es atémica
C(z) = x es compuesto,
Cor(xz) = z es correcta,
F(z) = x es una férmula,

Funciones: f(x) = la negacién de z,

g(x,y) = la concatenacién de z con y.

Con las anteriores definiciones, la formalizacion es:

a) V(T (x) N —A(z) — T(x) N =C(x)),
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Ejercicio 5: (10 puntos) Determina la validez de las siguientes férmu-
las de la légica de primer orden:

a) I2(FeQ(z) = Q(2))

b) Vz(FzQ(z) — Q(2))

Solucion:

a) Primero podemos observar que la férmula dada es cerrada. Su
valor de verdad no depende de asignaciones de variable.

Dada una interpretaciéon cualquiera, I = (D, I), hay dos posibles
casos:

SiQf =10, (F2(3zQ(x) — Q(2)))! = 1, ya que la premisa de la
implicacion es falsa.

Si Q! # 0, entonces existe al menos un elemento del dominio, a € D,
tal que Q'(a) = 1y (FzQ(x))! = 1. Se sigue que (Fz(FzQ(z) —

Q(2)))" =1 ya que (para z = a)  (FrQ(z) = Q(a))’ = 1.
Entonces 3z(FxQ(x) — Q(z)) es una férmula valida.

b) También la segunda férmula es cerrada. Dada la interpretacién
[=(D,I), con D={a,b} y Q' = {a}, se obtiene que (FzQ(x))! = 1,
siendo Q! (a) = 1. Pero, si z = b se obtiene que (FzQ(z) — Q(b)))! =0,
siendo la premisa de la implicacion verdadera y la conclusion falsa.

Se sigue que, bajo esta interpretacion, (3z(FzQ(z) — Q(2))) =0y
que la férmula no es valida.

Ejercicio 6: (10 puntos) Considera el dominio D = Z del conjunto
de los nimeros enteros. Y considera la siguiente interpretacién (D, I)
para P(r), Q(z) predicados unarios y R(z,y) predicado binario: P C Z
es el conjunto de los multiplos de 3; Q7 C Z es el conjunto de los enteros
mayores que 17; y finalmente R = {(z,y) :  — y es un miltiplo de

5}. Determina el valor de las siguientes férmulas en esta interpretacién
(D, I):

@1 = Vavy(R(x,y) — R(y, r))

2 = F2Vy(Q(x) A R(z,y))

w3 = Vydz(Q(z) A R(z,y))

1 = Vr(Q(x) V R(z,x))

w5 = JxIy(P(y) AN Qy) A R(w,y))
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Solucién:
(p1)! = 1 : dados dos niimeros enteros z e y, si R (z,y) = 1,
entonces x —y = bk, para un cierto entero k. Siendo y—x = —5k,
se verifica que R!(y,x) = 1.
(p2)! =0 :sia € Z es mayor que 17, entonces Q(a) = 1. R (a, y)
no puede ser 1 para todo entero y ya que, si a —y = 5k (para
cierto entero k), entonces k = “z¥ tendria que ser un nimero
entero para todo y. Esto no se verifica, por ejemplo, siy =a — 1
(k = 1 no es entero).
(p3)) = 1 : Sea y un nimero entero. R (x,y) = 1 si y sélo
si z —y = bk (para un cierto entero k), es decir, si y sélo si
xr = y + 5k. Pero dado y, existe siempre un entero k tal que
x =1y + bk > 17 (k tiene que ser mayor que ”T_y)
(p4)! = 1: para todo entero x se verifica que R!(z,z) = 1, siendo
xr —x = 0, que es multiplo de 5.
(p5)f = 1: basta con considerar, por ejemplo, x = 26 e y = 21.
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22. EXAMEN FINAL DE JUNIO 2009-2010

Fecha: 17 de junio de 2010 Tiempo: 3 horas

El examen estd formado por 6 problemas.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el numero
de puntos indicados.

La evaluacion en esta convocatoria de junio es unicamente
la nota de este examen.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no
contestadas.

Se pueden consultar los apuntes de la asignatura.

No se pueden usar libros.

Los teléfonos moviles deben desconectarse y guardarse en bolsos o
mochilas.

El uso de calculadoras no esta permitido, deben también guardarse.

El incumplimiento de esta normativa puede suponer la invalidacion
del examen.

Ejercicio 1: (12 puntos) En el contexto de la légica proposicional,
formaliza el siguiente razonamiento:

Si un alumno estudia mucho, entonces aprobard este exa-
men. Un alumno no entiende la Logica a menos que el
profesor la explique bien. Si Juan entiende la Logica, en-
tonces el profesor la explica bien. Por lo tanto: si Juan
suspende este examen, el profesor explica mal.

Ejercicio 2: (12 puntos) Verifica si las dos siguientes féormulas de la
l6gica proposicional son equivalentes:

1=V Ar—=s) = EV-r) y @2=pVqV-rVs.

Ejercicio 3: En el contexto de la légica proposicional, considera la
férmula
e=(@PANqg—>-(pVr)Vs—-r)As.
a) (12 puntos) Clasifica ¢ por medio de tableaux semanticos acabados.
b) (4 puntos) Si existen, usa los tableaux del apartado a para hallar
algunos modelos y/o contraejemplos de .
¢) (3 puntos) Halla la forma normal conjuntiva de .

Ejercicio 4: (15 puntos) En el contexto de la lgica de primer orden,
formaliza las siguientes frases usando como dominio de los viajeros de
cierto avion:
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a) Todos los que viajan en el avién tienen que tener una carta de
embarque.

b) Pepe estara tranquilo sélo si estd sentado al lado de su madre.

¢) Hay ninos que no viajan sentados al lado de su madre y tienen
carta de embarque.

Ejercicio 5: (24 puntos) Una cierta empresa busca personas que:

1) tengan un titulo de Grado y
2) tengan menos que 30 anos o tengan tres anos de experiencia la-
boral en el sector.

Sabemos que: Alberto no tiene un titulo de Grado, tiene 26 anos y
cuatro anos de experiencia laboral en el sector. Beatriz tiene un titulo
de Grado, 32 anos y tres anos de experiencia laboral en el sector. Carlos
tiene un titulo de Grado, 29 anos y dos anos de experiencia laboral en
el sector.

Condidera el dominio D = {4, B,C} (los simbolos A,B y C re-
presentan Alberto, Beatriz y Carlos, respectivamente) y los siguientes
simbolos de predicados:

P(z) : z tiene un titulo de grado,

Q(z) : x puede obtener un trabajo en la empresa,

R(z,y) : para esta empresa z tiene mejor curriculum que y, esto
es, x cumple las condiciones para ser seleccionado por dicha empresa
mientras que y no las cumple.

Calcula el valor de las siguientes férmulas de la logica de primer
orden bajo la interpretacion I = (D, I) obtenida usando el contexto
dado (justifica tus respuestas):

a) % = JaVy(=(r = y) V R(y, v)),

b) ¢y = VaVy(P(z) vV ~Q(y)),

c) soc—VxP( ) = VaQ(x),

d) ¢4 = Va(P(x) Vv Q(B) — R(z, B)),

e) pe = JrIy(P(z) AN =Q(y) A R(x,y)),
f) @y =VaVy(P(z) V —=(z =y) V -Q(y)).

Ejercicio 6: (18 puntos) Sean 7'y F' los conjuntos de términos y
de férmulas de la logica de primer orden, respectivamente. Sea a el
simbolo de una constante distinguida.

a) Define por recursién estructural la funcién o : T'— N U {0} que
asigna a cada término ¢ el nimero «(t) de veces que aparece el
simbolo de constante a en dicho término ¢.
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b) Define por recursion estructural la funcién g : F — NU {0} que
asigna a cada formula ¢ el nimero 3(p) de veces que aparece el
simbolo de constante a en dicha férmula .

c¢) Determina razonadamente si es verdadera la siguiente afirma-
cién: ¢ = 1 si y solamente si S(p) = B(v) (donde el simbolo =
significa equivalencia légica).
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23. SOLUCIONES DEL EXAMEN FINAL DE JUNIO 2009-2010

Fecha: 17 de junio de 2010 Tiempo: 3 horas

Ejercicio 1: (12 puntos) En el contexto de la légica proposicional,
formaliza el siguiente razonamiento:

Si un alumno estudia mucho, entonces aprobara este exa-
men. Un alumno no entiende la Logica a menos que el
profesor la explique bien. Si Juan entiende la Logica, en-
tonces el profesor la explica bien. Por lo tanto: si Juan
suspende este examen, el profesor explica mal.

Solucidén: Usamos la siguiente notacion:
p:=un alumno estudia mucho
qg:=un alumno aprueba este examen
r:=un alumno entiende la Logica
s:=el profesor explica bien
t:=Juan entiende la Logica
u:=Juan suspende este examen
Y el razonamiento queda formalizado asi:

p—q
r—s
t— s

u — 78

Ejercicio 2: (12 puntos) Verifica si las dos siguientes féormulas de la
l6gica proposicional son equivalentes:

p1=((pPVYATr—=s)=>pV-r y wa=pVgqgV-rVs.

Solucidn: Si elegimos una valoracién v tal que v(s) = 1 entonces
(=(pVg)Ar — s)" =1y ¢y = 1. Tomando v(p) = 0y v(r) = 1 tenemos
que ¢} = 0. Por tanto las férmulas no son légicamente equivalentes.

Notar también que ¢1 = (=(pV @) AT — ) = pV—r = @y — pV .
Si o = 0, entonces ¢, = 1.

Ejercicio 3: En el contexto de la légica proposicional, considera la
férmula
e=(PANqg—=-(pVr)Vs— —r)As.

a) (12 puntos) Clasifica ¢ por medio de tableaux semanticos acabados.
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b) (4 puntos) Si existen, usa los tableaux del apartado a para hallar
algunos modelos y/o contraejemplos de .
¢) (3 puntos) Halla la forma normal conjuntiva de .

Solucion:

a) Llamamos ¢ a la férmula en cuestion. Usando las equivalencias
l6gicas habituales tenemos que

e=sA(-rV-opV-ogV(pVr)A-s)).

Tableaux de ¢:

.|g0
s
|
° -V -pV-ogV((pVr)A-s)
/N
—re ° —“pV =gV ((pVr)A-s)
VRN
—pe ° —|q\/((p\/7“)/\—|8)
7/ N\
—|q0 1S
|
op\Vr

f

El tableau de ¢ tiene ramas abiertas y acabadas de modo que ¢ tiene
modelos: no es una contradiccion.
Usando las equivalencias légicas habituales obtenemos que:

—op=-sV(rApAq)
Tableaux de —:

[ ] —|30
/N
—1se or ApAq
AN
or
|
op

*q
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El tableau de —¢ también tiene ramas abiertas y acabadas. ¢ es por
tanto una contingencia.

b) La primera rama y acabada del tableau de —¢ nos indica que
cualquier valoracién con v(s) = 0 es un contraejemplo de ¢. La prime-
ra rama abierta y acabada del tableau de ¢ nos indica que cualquier
valoracién con v(s) =1y v(r) = 0 es un modelo de de .

c¢) El tableaux de ¢ construido da la forma normal disyuntiva: ¢ =
(s A=)V (s A=p) V (s A—q). Usando la propiedad asociativa tenemos
una forma conjuntiva:

e =sNA(-rV-pV-q).
Notar que para halla la forma normal conjuntiva de ¢ podemos usar
la férmula FNC(p) = =FND(—¢p), pero en este caso no hace falta.

Ejercicio 4: (15 puntos) En el contexto de la légica de primer orden,
formaliza las siguientes frases usando como dominio los viajeros de
cierto avion:

a) Todos los que viajan en el avién tienen que tener una carta de
embarque.

b) Pepe estard tranquilo sélo si estd sentado al lado de su madre.

¢) Hay ninos que no viajan sentados al lado de su madre y tienen
carta de embarque.

Solucidén: Usamos la siguiente notacion:
E(z) :=x tiene carta de embarque
T(x) =z estd tranquilo
A(x) =z se sienta al lado de su madre
a :=Pepe
N(x) =z es un nino.
De modo que
a) Vo E(z),
b) T(a) — A(a),
¢) dz (N(x) A =A(z) N E(z)).

Ejercicio 5: (24 puntos) Una cierta empresa busca personas que:

1) tengan un titulo de Grado y
2) tengan menos que 30 anos o tengan al menos tres anos de expe-
riencia laboral en el sector.

Sabemos que: Alberto no tiene un titulo de Grado, tiene 26 anos y
cuatro anos de experiencia laboral en el sector. Beatriz tiene un titulo
de Grado, 32 anos y tres anos de experiencia laboral en el sector. Carlos
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tiene un titulo de Grado, 29 anos y dos anos de experiencia laboral en
el sector.

Considera el dominio D = {A, B,C} (los simbolos A, B y C re-
presentan Alberto, Beatriz y Carlos, respectivamente) y los siguientes
simbolos de predicados:

P(x) : x tiene un titulo de grado,

Q(z) : = puede obtener un trabajo en la empresa,

R(z,y) : para esta empresa x tiene mejor curriculum que y, esto
es, x cumple las condiciones para ser seleccionado por dicha empresa
mientras que y no las cumple.

Calcula el valor de las siguientes férmulas de la logica de primer
orden bajo la interpretacién I = (D, I) obtenida usando el contexto
dado (justifica tus respuestas):

% = JaVy(=(r = y) V R(y, v)),

a)
b) ¢y = VaVy(P(z) V ~Q(y)),
c) gpc =VaP(z) = VzQ(z),
d) ¢4 =Va(P(r) vV Q(B) — R(z, B)),
e) we = JxIy(P(zx) A =Q(y) A\ R(z,y)),
£) oy =VaVy(P(z) V =(z =y) V =Q(y)).

Solucidn: La interpretacdin I es:
={B,C}c D, Q"'={B,C}cD, R'={(B,A),(C,A)}c DxD.

a) ¢o = JoVy(~(z =y) V R(y, v)),
¢l =0 : sea x un generico elemento de D. Siy € D ey = z,
entonces (—(x = y))! = 0y R!(y,z) = 0. Por tanto, para todo
elemento = de D, se obtiene que (Vy(—(z =y)V R(y,z)))! = 0.
b) @y = VaVy(P(x) vV -Q(y)),
<pb =0 : tomando z = A e y = B tenemos que P(A)! =0y
Q(B) = 1.
¢) pe =V P(z) = YzQ(z),
¢l =1: como P(A)! =0 entonces la premisa de esta implica-
ciéon es falsa.
4) ¢a = Ve(P(z) v Q(B) = R(x, B)),
¢k =0:como Q(B)! = 1 entonces la premisa de la implicacién
es siempre verdadera. Sin embargo la conclusion es falsa cuando,
por ejemplo, z = A.
e) e = Jxy(P(x) A =Q(y) A R(z,y)),
¢! = 1: basta tomar x = B ey = A.

f) pr=VaVy(P(z) vV —(z =y) vV -Q(y)).
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<p§ =1 : cuando = # y se tiene que —(x = y) es verdadera.
Como P(B)! = P(C) =1y Q(A) = 0 se tiene que cuando
xr =y también P(z) V =(z = y) V =Q(y) es verdadera.

Ejercicio 6: (18 puntos) Sean 7'y F' los conjuntos de términos y
de férmulas de la léogica de primer orden, respectivamente. Sea a el
simbolo de una constante distinguida.

a) Define por recursién estructural la funciéon o : T'— NU {0} que
asigna a cada término t el nimero «(t) de veces que aparece el
simbolo de constante a en dicho término ¢.

b) Define por recursién estructural la funcién 5 : F'— N U {0} que
asigna a cada féormula ¢ el nimero 3(p) de veces que aparece el
simbolo de constante a en dicha férmula .

¢) Determina razonadamente si es verdadera la siguiente afirma-
cién: ¢ = 1 si y solamente si 5(¢) = B(10) (donde el simbolo =
significa equivalencia légica).

Solucién:

a) Para los términos atémicos: a(x) = 0 si z es un simbolo de varia-
ble, a(b) = 0 si b es un simbolo de constante distinto de a y a(a) = 1.

Para los términos compuestos se tiene que a(f(t1,...,t,)) = a(ty) +
o alty).

b) Para las férmulas atémicas se tiene:

Si son proposiciones atémicas, entonces S(p) = 0.

Si son predicados n-arios con n > 0 entonces [(P(t1,...,t,)) =
a(ty) + -+ alty).

Ademas: B(T) = p(L) =0,

Y finalmente para igualdades entre términos: (s = t) = a(s)+ a(t).

Para las formulas compuestas se tiene:

B(=(w)) = B(),

B(pr 0 p2) = Be1) + Bly2),

B(Vrp) = B(Fxe) = B(ep).

¢) No es cierto en ninguna direccién. Sean las siguientes tautologias:

1= P(a) vV =P(a),

w9 = Va(P(z) V =P(z)).

Se tiene que ¢ = o mientras que B(p1) # [(p2). Por el contrario
B(=(p1)) = B(p1) y sin embargo no son equivalentes.
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24. EXAMEN FINAL DE DICIEMBRE 2010-2011

Fecha: 15 de diciembre de 2010 Tiempo: 3 horas

El examen esta formado por cuatro partes. La primera es obligatoria
y se wvalorard sobre 40 puntos. Las otras tres partes se valoraran so-
bre 20 puntos cada una y el alumno puede decidir si entregarlas o no,
dependiendo de sus resultados parciales. E1 alumno tiene que entre-
gar cada parte del examen en hojas separadas. La respuesta a
cada uno de los problemas se valorard sobre el niumero de puntos indi-
cado. Las respuestas sin justificaciéon se consideraran como no
contestadas.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura. No estd permitido el
uso de calculadoras y de teléfonos moviles.

PARTE I (OBLIGATORIA): Semantica y teoria de la de-
mostracion de la légica de primer orden.

Ejercicio 1: (15 puntos) En un aula se retnen 33 estudiantes:
1 estudiante de mateméticas de primer curso, 12 estudiantes de ma-
tematicas de segundo curso, 15 estudiantes de informatica de segundo,
2 estudiantes de matematicas de tercero, 2 estudiantes de magisterio
de tercero y un estudiante de magisterio de cuarto.
Tomando como dominio el conjunto D de los estudiantes reunidos en
el aula, formaliza las siguientes frases y determina su valor de verdad
segun la interpretacién definida por el enunciado de este ejercicio:

1. Hay un estudiante en el aula que es de tercer curso.

2. Todo estudiante del aula es de informatica.

3. Hay un estudiante en el aula que ni es de matematicas ni de
tercero.

4. Todo estudiante en el aula es o bien de segundo o bien de in-
formatica.

5. Existe al menos un estudiante para cada uno de los cuatro cursos
de la titulacion de matematicas.

Ejercicio 2: (15 puntos) Sea D = {1,2,3,4,5} ysea f/: D — D
la funcién que asigna f1(1) = 2, f1(2) = 3, f1(3) = 3, fl(4) =5y
f1(5) = 1. Considera el predicado de dos variables P(x,y) que significa
x es estrictamente mayor que y. Y el simbolo de constante a que es
interpretado como a! = 3. Determina si las siguientes férmulas son
verdaderas bajo esta interpretacién (D, I):

1. VaIyP(f(x),y).
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2. Jz(f(f(z))

3. VaVyP(x, f(y)
4. Vz(P(f(z), )

5. 3x3y((f(x) = fF(f(W) A P(z,y))

Ejercicio 3: (10 puntos) Realiza las siguientes deducciones usan-
do el sistema de deduccién natural de Gentzen:

a) 3x(P(y) A Q(z)) = P(y) A 3xQ(x),
b) Ve P(x) vVzQ(z) F Va(P(z) V Q(x)).

PARTE II: Algunas nociones de teorias de conjuntos, rela-
ciones y funciones.

Ejercicio 1: (10 puntos) Sean A y B dos conjuntos.
a) Verifica que (A\ B)N (B\ A) = 0.

b) ¢Si se verifica que AUB = (B\ A)U(A\ B), qué puedes deducir
sobre Ay B?

Ejercicio 2: (10 puntos) Considera el conjunto N de los niimeros
naturales y el conjunto P(N) de todos los subconjuntos de N (P(N)
es el conjunto de las partes de N). Definimos la siguiente relacién R
en P(N): dados A, B € P(N), A se relaciona con B si y solamente si
ANB#0.

Verifica que R no es reflexiva.

Verifica que R es simétrica.

Verifica que R no es antisimétrica.

Verifica que R no es transitiva.

.Es R una relacion de equivalencia? ;Y de orden?

AR

PARTE III: Sintaxis y semantica de la légica proposicional.

Ejercicio 1: (10 puntos) Formaliza el siguiente razonamiento
usando la légica proposicional.

Una formula es semdnticamente valida si y solamente si
cumple la condicion (A). Una formula no cumple la condi-
cion (A) a menos que sea una tautologia. Si una formula
es semanticamente valida entonces o bien cumple la condi-
cion (B) o bien es una tautologia. Entonces podemos con-
cluir que, para una féormula, la condicion de cumplir (B)
es necesaria y suficiente para que sea una tautologia.
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Ejercicio 2: (10 puntos) Clasifica mediante tableaux la siguiente
formula:

e=(@—=t)N(@—=-pVs)A(—p—=sA-t)— ((t = —s) — —q).

PARTE IV: Teoria de la demostracién de la légica proposi-
cional. Sintaxis de la légica de primer orden.

Ejercicio 1: (10 puntos) Usa el sistema de deduccién de Gentzen
para demostrar que:

{pVg,~t—-pA-s}tt(qg—s)—t.
Ejercicio 2:
a) (3 puntos) Sea T el conjunto de los términos de la légica de
predicados. Construye una funcién A : T'— NU {0} que asigna
a cada término ¢ el numero de aristas de su arbol estructural.
b) (7 puntos) Sea F el conjunto de férmulas de la légica de pre-

dicados. Construye una funcién Ar : F' — N U {0} que asigna a
cada férmula ¢ el nimero de aristas de su arbol estructural.
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25. SOLUCIONES DEL EXAMEN FINAL DE DICIEMBRE 2010-2011
Fecha: 15 de diciembre de 2010 Tiempo: 3 horas

PARTE I (OBLIGATORIA): Sema&ntica y teoria de la de-
mostraciéon de la légica de primer orden.

Ejercicio 1: (15 puntos) En un aula se retinen 33 estudiantes:
1 estudiante de matematicas de primer curso, 12 estudiantes de ma-
tematicas de segundo curso, 15 estudiantes de informatica de segundo,
2 estudiantes de matematicas de tercero, 2 estudiantes de magisterio
de tercero y un estudiante de magisterio de cuarto.
Tomando como dominio el conjunto D de los estudiantes reunidos en
el aula, formaliza las siguientes frases y determina su valor de verdad
segun la interpretacién definida por el enunciado de este ejercicio:

1. Hay un estudiante en el aula que es de tercer curso.

2. Todo estudiante del aula es de informatica.

3. Hay un estudiante en el aula que ni es de matematicas ni de
tercero.

4. Todo estudiante en el aula es o bien de segundo o bien de in-
formatica.

5. Existe al menos un estudiante para cada uno de los cuatro cursos
de la titulacion de matematicas.

Solucidn: Sea D el conjunto de los estudiantes reunidos en el aula y
definimos los siguientes simbolos de predicados: P(x) = = es de primer
curso, S(xz) = x es de segundo curso, T'(x) = x es de tercer curso,
C(x) = x es de cuarto curso, M(x) = x es de matematicas, I(z) = =
es de informdtica, Ma(z) = = es de magisterio.

Con estos simbolos la formalizacién y los valores de verdad son los
siguientes:

1. o1 = 32T (z), ¢! =1 (sabemos que hay un estudiante de ter-
cero de matemadticas),

2. oy = Vxl(z), ¢) = 0 (hay estudiantes de matemdticas en el
aula),

3. o3 = dx(=M(z)A-T(x)), ¢} =1 (hay un estudiante de cuarto
de magisterio),

4. ¢4 = Vr(S(x) V I(z)), ¢! =0 (hay un estudiante de primero
de matematicas),

5. 5 = dx(M(x) AN P(x)) AJx(M(z) ANS(z)) AJx(M(x) ANT(z)) A
Jz(M(z) A C(x)), ¢L = 0 (no hay estudiantes de cuarto de
matemaéticas).
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Ejercicio 2: (15 puntos) Sea D = {1,2,3,4,5} ysea f/ : D — D
la funcién que asigna f1(1) = 2, f1(2) = 3, f1(3) =3, fI(4) =5y
f1(5) = 1. Considera el predicado de dos variables P(x,y) que significa
x es estrictamente mayor que y. Y el simbolo de constante a que es

interpretado como a

I

= 3. Determina si las siguientes férmulas son

verdaderas bajo esta interpretacién (D, I):

VaIyP(f(x),y).

Jx(f(f(x)) = z).

VavyP(z, f(y)).

Ve(P(f(x),z) = —(z = a))
JxIy((f(z) = f(f(y)) A P(z,y))

Solucion: Todas las férmulas son cerradas y

1.

w

(VaIyP(f(x),y))! =0, (si z = 5, no existe ningtin elemento del
dominio estrictamente menor que 1),

- Ca(f(f(x) =2))" =1, (x =3 es tal que f(f(3)) = 3),
. (VaVyP(z, f(y)))! =0, (siz =y =1, 1 es menor que f/(1) = 2),

(Va(P(f(z),z) — —=(z = a)))! =1, (los elementos b € D tales
que PI(f(b),b) = 1son 1, 2 y 4, que son distintos de 3),

Gy ((f(z) = f(FW)) A Pz,y) =1, stz =3yy =2

entonces 3 = f1(3) = fI(f1(2)) y 3 es estrictamente mayor que

2).

Ejercicio 3: (10 puntos) Realiza las siguientes deducciones usan-
do el sistema de deduccion natural de Gentzen:

a) 3x(P(y) A Q(x)) = P(y) A 3xQ(x),
b) VzP(x) VVzQ(z) F Va(P(z) V Q(x)).

Solucion:

(Premisa)

Premisa auxiliar)

(IA (3,5))

(E3(1,(2,6)))
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VeP(z)VVrQ(x) (Premisa)

VaxP(z) (Premisa auxiliar)
P(z) (Ev(3))

P(z)vQ(z) (IvV(4))
Vx@Q(z) (Premisa auxiliar)
Q(z

P(z

PARTE II: Algunas nociones de teorias de conjuntos, rela-
ciones y funciones.

Ejercicio 1: (10 puntos) Sean A y B dos conjuntos.
a) Verifica que (A\ B)N(B\ A4) =

b) (Si se verifica que AUB = (B\ A)U(A\ B), qué puedes deducir
sobre Ay B?

Solucion:

a) Por reduccién al absurdo: si  es un elemento de (A\ B)N(B\ A)
entonces v € A,z ¢ B,z € B,z ¢ A. Por tanto (A\ B)N(B\ A) tiene
que ser vacio.

b) Para todo par de conjuntos A y B es cierto que AU B = (B'\
A)U(A\B)U(ANB).Si AUB = (B\ A)U(A\ B), entonces tiene
que ser AN B = (), es decir, los dos conjuntos tienen que ser disjuntos.

Ejercicio 2: (10 puntos) Considera el conjunto N de los ntimeros
naturales y el conjunto P(N) de todos los subconjuntos de N (P(N)
es el conjunto de las partes de N). Definimos la siguiente relacion R
en P(N): dados A, B € P(N), A se relaciona con B si y solamente si
ANB#0.

Verifica que R no es reflexiva.

Verifica que R es simétrica.

Verifica que R no es antisimétrica.

Verifica que R no es transitiva.

5. (Es R una relaciéon de equivalencia? ;Y de orden?

Ll o

Solucion:
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0=0.

1. R no es reflexiva: ) € P(N) y N
€ P(N), si AN B # (), entonces

2. R es simétrica: dados A, B
BNA=ANB#0,

3. R no es antisimétrica: sean A = {1,2} y B = {2,3}. Entonces A
se relaciona con B, B se relaciona con A (siendo AN B = {2} #
(), pero A # B.

4. R no es transitiva: sean A y B como en el partado anterior y
sea C' = {2,3}. Entonces B se relaciona con C' (siendo BNC =
{3} # 0), pero A no se relaciona con C' (siendo AN C = ().

5. Ya que no es reflexiva, R ni es de equivalencia, ni de orden.

PARTE III: Sintaxis y semantica de la légica proposicional.

Ejercicio 1: (10 puntos) Formaliza el siguiente razonamiento
usando la légica proposicional.

Una formula es semdnticamente valida st y solamente si
cumple la condicion (A). Una formula no cumple la condi-
cion (A) a menos que sea una tautologia. Si una formula
es semdnticamente vdlida entonces o bien cumple la condi-
cion (B) o bien es una tautologia. Entonces podemos con-
cluir que, para una formula, la condicion de cumplir (B)
es necesaria y suficiente para que sea una tautologia.

Solucidn: Sean p = una férmula es semanticamente valida, ¢ = una
féormula cumple la condicién (A), r = una férmula es una tautologia,
s = una férmula cumple la condicién (B). Entonces, la formalizacién
del razonamiento dado es:

P NAN@—=r)AN(p—sVr)—(ser).
Ejercicio 2: (10 puntos) Clasifica mediante tableaux la siguiente
férmula:
o=(@—=t)N(@—=-pVs)A(—p—=sA-t)— ((t = —s) — q).
Solucioén:
= (g VE)A(=gV =pVs)A(pV (s A=) A=(=(mtV =s)V—g) =
=(—gVE)N(—qgV-pVs)ApV(sA—t))A(—tV-s)Ag.

La figura 16 representa el tableau de —y, que es cerrado. ¢ es una
tautologia.
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F1cURA 16. Tableaux de —¢ del ejercicio 2, Parte III

PARTE IV: Teoria de la demostracién de la l6gica proposi-
cional. Sintaxis de la l6gica de primer orden.

Ejercicio 1: (10 puntos) Usa el sistema de deduccién de Gentzen
para demostrar que:

{pVg,~t—-pA-s}tt(qg—s)—t.

Solucion: Por el teorema de la deduccién podemos estudiar la vali-
dez de la deduccion:

{pVqg,-t—-pA-s,q— s}t

1) pVq (Premisa)
2) =t — —p A —s (Premisa)
3) ¢ — s (Premisa)

) F =t (Premisa auxiliar)
YE-pA-s (E—(4,2))

) F=p (EA(5))

) Fq (Tollendo Ponens(6,1))
JEs (E=(7,3))

) s (EA(D))

0) FsA=s (IA(8)9))

YF & (I-(4,10))

Ejercicio 2:
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a) (3 puntos) Sea T el conjunto de los términos de la légica de
predicados. Construye una funcién A : ' — N U {0} que asigna
a cada término ¢ el nimero de aristas de su arbol estructural.

b) (7 puntos) Sea F' el conjunto de féormulas de la légica de pre-
dicados. Construye una funciéon Ar : F' — N U {0} que asigna a
cada formula ¢ el nimero de aristas de su arbol estructural.

Solucién:

a) Por recursién estructural:
Base (TAt):

A(x) = Aa) = 0.

Paso recursivo:
A(f(t1,ta, ... tn)) = A(t) + A(te) + - - - + A(t,) + n.

b) Por recursién estructural:
Base (FAt):

Ar(T) = Ar(L) = Ar(p)
Ar(s=1t) = A(s) + A(t) + 2,
AT(P(tl,tg,...,tn)) =A )
Pasos recursivos:

(F=) s Ar(=p) = Ar(p) + 1,

(Fo) : Ar(p1 0 pa) = Ar(p1) + Ar(p2) + 2,
(FV3) : Ar(Vayp) = Ar(3zp) = Ar(e) + 2.

Estas definiciones determinan la funcién f sobre todo F.
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26. EXAMEN FINAL DE JUNIO 2010-2011

Fecha: 18 de junio de 2011 Tiempo: 3 horas

El examen esta formado por cuatro partes. La primera es obligatoria
y se valorard sobre 40 puntos. Las otras tres partes se valorardn so-
bre 20 puntos cada una y el alumno puede decidir si entregarlas o no,
dependiendo de sus resultados parciales. E1 alumno tiene que entre-
gar cada parte del examen en hojas separadas. La respuesta a
cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero de puntos indi-
cado. Las respuestas sin justificacion se consideraran como no
contestadas.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura. No estd permitido el
uso de calculadoras y de teléfonos moviles.

PARTE I (OBLIGATORIA): Semantica y teoria de la de-

mostracién de la légica de primer orden.

Consideramos el dominio I de todas las palabras de 4 letras sobre
el alfabeto {A, B,C, D} y la interpretaciéon I sobre el dominio D que
viene dada por los simbolos de predicado:

P(z): x es una palabra que contiene repeticiones de al menos una
letra (por ejemplo, las palabras BBCD, ADDD o CCCC contienen re-
peticiones de la letra B, D o C, respectivamente),

Q(z,y): la palabra y contiene exactamente una C menos que la pa-
labra x,

y el simbolo de funcién:

f(z,y) es la palabra que se obtiene juntando las primeras dos letras
de x con las ultimas dos letras de y (por ejemplo f(ABDC, DBCA) =
ABCA).

Ejercicio 1: (15 puntos) Usando el dominio D y la interpretacién
anterior, formaliza y determina el valor de verdad de las siguientes
frases:

1. Existen dos palabras x e y tales que: z contiene repeticiones
de al menos una letra y la palabra que se obtiene juntando las
primeras dos letras de x con las iltimas dos letras de y contiene
repeticiones de al menos una letra.

2. Para todo par de palabras, la primera contiene exactamente una
C menos que la segunda.
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3. Existen dos palabras x e y tales que: la palabra y contiene exac-
tamente una C menos que la palabra x y ambas x e y contienen
repeticiones de al menos una letra.

4. Para toda palabra existe una palabra que contiene exactamente
una C menos que ella.

5. Para todo par de palabras, o bien al menos una de las dos con-
tiene repeticiones de al menos una letra o bien una de las dos
contiene exactamente una C menos que la otra.

Ejercicio 2: (15 puntos) Usando los mismos dominio D e inter-
pretacién anteriores, evalia (es decir, di si son verdaderas o falsas) las
siguientes férmulas. Justifica tu respuesta en cada caso:

@1 : Jav (P(x) A P(f(x,y)))

@o 1 Vady(P(z) < P(f ( Y)))

@3+ JwIy(Q(z,y) A =P(x) A —P(y))
@4 @ VaIyQ(z,y)

@s = VaVy(Q(z,y) — Q(f(z,y),y))

Ejercicio 3: (10 puntos) Usa el sistema de deduccién natural de
Gentzen para verificar la validez de la siguiente deduccién:

{Fz(P(x) A Q(x,a)), Ve(Q(x,a) — R(x))} F Jz(P(x) A R(x)).

PARTE II: Algunas nociones de teorias de conjuntos, rela-
ciones y funciones.

Ejercicio 1: Considera las siguientes relaciones binarias sobre R :
1. (10 puntos) Ry = {(z,y) : 2> = (y + 1)°},

2. (10 puntos) Ry = {(z,y) : © = \/y}.

En cada apartado halla el dominio de la relacién y verifica si es una
funcién, una relacién de equivalencia o una relacion de orden. Recuerda

que vaZ = a]

PARTE III: Sintaxis y semantica de la légica proposicional.

Ejercicio 1: (10 puntos) Formaliza el siguiente razonamiento
usando la légica proposicional:

No se resuelve el problema y se le abandona, a menos que
se tengan todos los datos. Si se resuelve el problema, en-
tonces se obtendrdn los resultados queridos. Se obtienen
los resultados queridos solo si se tienen todos los datos.
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Por lo tanto: o bien no se abandona el problema, o bien se
tienen todos los datos.

Ejercicio 2: (10 puntos) Verifica mediante tableaux si las
siguientes férmulas son equivalentes:

o1 =1 (pNQ), 2=+ p) A+ q).

PARTE IV: Teoria de la demostracién de la légica proposi-
cional. Sintaxis de la l6gica de primer orden.

Ejercicio 1: (10 puntos) Usa el sistema de deduccién de Gentzen
para demostrar que:

{pVrvVvs,—rvqq—p}t-qg—p.

Ejercicio 2:

a) (3 puntos) Sea T el conjunto de los términos de la légica de
predicados. Construye una funcién VT : T'— NU{0} que asigna
a cada término ¢ el nimero de vértices de su arbol estructural
de grado mayor o igual que 2.

b) (7 puntos) Sea F' el conjunto de férmulas de la légica de pre-
dicados. Construye una funcién VF : F — NU {0} que asigna a

cada férmula ¢ el nimero de vértices de su arbol estructural de
grado mayor o igual que 2.
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27. SOLUCIONES DEL EXAMEN FINAL DE JUNIO 2010-2011

Fecha: 18 de junio de 2011 Tiempo: 3 horas

PARTE I: Algunas nociones de teorias de conjuntos, rela-
ciones y funciones.

Ejercicio 1: Considera las siguientes relaciones binarias sobre R :

1. (10 puntos) By = {(z,y) : 2* = (y + 1)°} C R?,

El dominio de esta relacion es el conjunto de los niimeros reales
pues despejamos y v obtenemos y = 2%° — 1, lo que a su vez
demuestra que es un funcién. Como no es reflexiva pues (1,1) ¢
Rq no es una relacién de orden ni de equivalencia.

2. (10 puntos) Ry = {(z,y) : 2* = y*} C R2

El dominio es nuevamente el conjunto de los niimeros reales
pues tomando y = z se tiene (z,y) € Ry. Esto ademds demuestra
que es reflexiva. No es una funcién pues (z,y), (z,—y) € Rs.
Podemos reescribirla como Ry = {(x,y) : |z| = |y|} C R?, de
modo que es simétrica: |x| = |y| si y solamente si |y| = |z|. Y
también es transitiva: |x| = |y| e |y| = |z| implica |z| = |z|. Por
tanto es una relacion de equivalencia y no es de orden al no ser
antisimétrica: (1,—1),(—1,1) € Ry, pero 1 # —1.

PARTE II: Sintaxis y semantica de la légica proposicional.

Ejercicio 1: (10 puntos) Formaliza el siguiente razonamiento
usando la légica proposicional:

No se resuelve el problema y no se le abandona, a menos
que se tengan todos los datos. Si se resuelve el problema,
entonces se obtendrdn los resultados queridos. Se obtienen
los resultados queridos solo si se tienen todos los datos.
Por lo tanto: o bien no se abandona el problema, o bien se
tienen todos los datos.

Usamos las siguientes variables proposicionales:
p :=se resuelve el problema,
q := se abandona el problema,
r := se tienen todos los datos del problema,
s := se obtienen los resultados queridos.

De modo que el razonamiento queda asi:

(pVg—=r)AN(p—s)A(s—r1)—= (—qgVr)
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Ejercicio 2: (10 puntos) Clasifica mediante tableaux la si-
guiente férmula de la légica proposicional:

o=((pAN-q—=>1)\Dp—qVT.
Usando las equivalencias usuales escribimos —¢ como:
o= (A=) ApA(gV )= (mpV V) ApASg AT

y verificamos que el tableaux sale cerrado de modo que —¢ es una
contradiccion y ¢ una tautologia.

e pVgVr
|
ep
|
.ﬂq
|
® T
|
N
—pe oqVr
i N
oq o7
f f

PARTE III: Teoria de la demostracion de la légica proposi-
cional. Sintaxis de la 16gica de primer orden.

Ejercicio 1: (10 puntos) Usa el sistema de deduccién de Gentzen
para demostrar que:

{(pVvs)Vr,—rVvgqq—p}k-s—p.
Usaremos la regla Tollendo ponens denotada como (TP): {pVvq, —p}

q.

(1) (pVvs)Vr (Premisa)

(2) =rVgq (Premisa)

3)qg—p (Premisa)

(4) —s (Premisa)
(5) = (Premisa aux.) | | (5) ¢ (Premisa aux.)
(6) pVs (TP(15)) | | (6) (E—(3,5))
(1) p (TP(16))

8)p (EV(1,(5-7)))
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Ejercicio 2:

a) (3 puntos) Sea T el conjunto de los términos de la 16gica de pre-
dicados. Construye una funcién V7T : T'— NU {0} que asigna a
cada término ¢ el grado de la raiz de su arbol estructural (recuer-
da que el grado de un vértice es el niimero de aristas incidentes
en él).

Para t término atémico se tiene que VT'(t) = 0. Si tenemos
un término compuesto entonces:

VI(f(ty, ... t) = n.

Asi la funcién VT queda definida para cada término por recur-
sién estructural.

b) (7 puntos) Sea F el conjunto de férmulas de la légica de pre-
dicados. Construye una funcién VF : F' — NU {0} que asigna a
cada férmula ¢ el grado de la raiz de su arbol estructural.

Para formulas atémicas tenemos:
VE(T)=VF(Ll)=0;
V F(p) = 0 para p una proposicién atémica;
VF(s=1t)=2;
VF(P(ty,...,t,)) =n.

Para féormulas compuestas tenemos:
VF(=p) =1;
VF(p o) =2, donde o denota un conectivo binario;
VF(Jzp) =VFNzp) =2.

La funcion VF queda asi definida para cada féormula por recursion
estructural.

PARTE IV: Semantica y teoria de la demostracion de la
légica de primer orden.

Consideramos el dominio ID de todas las palabras de 4 letras sobre
el alfabeto {A, B,C, D} y la interpretaciéon I sobre el dominio D que
viene dada por los simbolos de predicado:

P(z): x es una palabra que contiene letras repetidas (por ejemplo,
las palabras BBCD, ADAC, CCCB o DAAD contienen letras repetidas
mientras que CABD no las contiene),

Q(z,y): la palabra y contiene exactamente una C menos que la pa-
labra x,

y el simbolo de funcién:
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f(x,y) es la palabra que se obtiene juntando las primeras dos letras
de x con las tltimas dos letras de y (por ejemplo f(ABDC, DBCA) =
ABCA).

Ejercicio 1: (15 puntos) Usando el dominio D y la interpretacién
anterior, formaliza las siguientes frases:

1. Existen dos palabras x e y tales que: = contiene letras repetidas

y la palabra que se obtiene juntando las primeras dos letras de
x con las ultimas dos letras de y contiene letras repetidas.

Jx3y(P(x) A P(f(z,y)))

2. Para todo par de palabras, la primera contiene exactamente una
C menos que la segunda.

VaVyQ(y,z) (o VaVyQ(z,y))

3. Existen dos palabras x e y tales que: la palabra y contiene exac-
tamente una C menos que la palabra x y ambas x e y contienen
letras repetidas.

23y (Q(z,y) A P(x) A P(y))

4. Para toda palabra existe una palabra que contiene exactamente
una C menos que ella.

VrIyQ(z,y)

5. Para todo par de palabras, o bien al menos una de las dos con-
tiene letras repetidas o bien una de las dos contiene exactamente
una C menos que la otra.

VaVy(P(x) V P(y) V Q(z,y) V Qy, x))

Ejercicio 2: (15 puntos) Usando los mismos dominio D e inter-
pretacion anteriores, evalia (es decir, di si son verdaderas o falsas) las
siguientes férmulas. Justifica tu respuesta en cada caso:

o1+ FaVy (P(x) A P(f(z,y)))

o @ YxIy(P(x) < P(f(z,v)))

w3 Jxy(Q(z,y) A =P(z) AN—=P(y))
@4 VorIyQ(z,y)

o5 @ VaVy(Q(z,y) = Q(f(x,y),v))

Tenemos ¢! = 1, basta tomar z =AAAA.
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Tenemos @) = 1: si P(z)! = 0 basta tomar y que tenga las dos
tltimas letras iguales a las de z y f(x,y) = x; si P(z)! = 1 basta
tomar y con las dos ultimas letras repetidas.

Tenemos o} = 0: si z e y no tienen letras repetidas entonces ambas
tienen una C.

Tenemos ¢} = 0, basta tomar x =AAAA.

Tenemos ! = 0, basta tomar x =AACA e y =AAAA.

Ejercicio 3: (10 puntos) Usa el sistema de deduccién natural de
Gentzen para verificar la validez de la siguiente deduccion:

{Fz(P(z) A Q(z,a)), Vz(Q(z,a) — R(x))} F Jz(P(x) A R(x)).

(1) Jz(P(z) A Q(z,a)) (premisa)
(2) Va(Q(z,a) — R(x)) (premisa)
(3) P(y) A Q(y, a) (premisa auxiliar)

(4) Qy. a) (EA (3))
(5) Q(y,a) = R(y) (EY (2))
(6) R(y) (BE— (4,5))
(7) P(y) (EA (3))
(8) P(y) A R(y) (IA (6,7))
(9) (P (z) A R(x)) (13 (9))
(10) z(P(z) A R(z)) (B3 (1),(3-9))
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28. TERCER EXAMEN PARCIAL 2011-2012. VERSION A

Fecha: 29 de noviembre de 2011 Tiempo: 50 min

El examen esta formado por tres problemas y se valorard sobre 20
puntos. La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el
numero de puntos indicado.

Podéis consultar una hoja resumen de contenidos de la asignatura de
formato A4.

Las respuestas sin justificacion se consideraran como no con-
testadas.

1) (8 puntos) Usando el sistema de deduccién natural de Gentzen en
el contexto de la logica proposicional, verifica la validez de la siguiente
deduccion:

{p—=qVr,qg—=r,r—stkp—s.

2) (4 puntos) En el contexto de la 16gica de primer orden, formaliza
el siguiente razonamiento:

Existen pacientes a quienes sus médicos fuerzan a dejar
de fumar. Los buenos médicos hacen lo mejor para sus
pacientes, pero los que no fuerzan a dejar de fumar a otras
personas no hacen lo mejor para ellas. Por lo tanto, existen
malos médicos.

3) (8 puntos) Sean F' el conjunto de las férmulas de la 16gica de
primer orden y A = {0,1}. Define la funcién f : F — A que asocia a
cada férmula ¢ € F el valor 1 si ¢ contiene una subférmula que sea la
negacién de una proposicién atéomica, y el valor 0 si no contiene una
tal subformula.



120

29. TERCER EXAMEN PARCIAL 2011-2012. VERSION B

Fecha: 29 de noviembre de 2011 Tiempo: 50 min

El examen esta formado por tres problemas y se valorard sobre 20
puntos. La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el
numero de puntos indicado.

Podéis consultar una hoja resumen de contenidos de la asignatura de
formato A4.

Las respuestas sin justificacion se consideraran como no con-
testadas.

1) (8 puntos) Usando el sistema de deduccién natural de Gentzen en
el contexto de la logica proposicional, verifica la validez de la siguiente
deduccion:

{p—qVs,g—s,s—=rikEp—r.

2) (4 puntos) En el contexto de la 16gica de primer orden, formaliza
el siguiente razonamiento:
Existen pacientes a quienes sus médicos fuerzan a dejar
de fumar. Los buenos médicos hacen lo mejor para sus
pacientes, pero los que no fuerzan a dejar de fumar a otras
personas no hacen lo mejor para ellas. Por lo tanto, existen
malos médicos.

3) (8 puntos) Sean F' el conjunto de las férmulas de la 16gica de
primer orden y A = {0,1}. Define la funcién f : F — A que asocia a
cada férmula ¢ € F el valor 0 si ¢ contiene una subférmula que sea la
negacién de una proposicién atéomica, y el valor 1 si no contiene una
tal subformula.
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30. SOLUCIONES DEL TERCER EXAMEN PARCIAL 2011-2012

Fecha: 29 de noviembre de 2011 Tiempo: 50 min

1) (8 puntos) Usando el sistema de deduccién natural de Gentzen en
el contexto de la logica proposicional, verifica la validez de la siguiente
deduccion:

VERSION A: {p—=qVr,q—r,r—stkp—s.

VERSION B: {p—qVs,g—s,s—rtkEp—r.

Solucién:
VERSION A: Por el teorema de la deduccién podemos demostrar
la validez de la deduccién {p — qVr, ¢ = r,r — s, p}t s.

)p—qVr (Premisa)
2)qg—r (Premisa)
3)r—s (Premisa)
4) p (Premisa)
5)FqVr (E—(4,1))
6) ¢ (Premisa auxiliar)

7 Fr (E—(6,2))

8) r  (Premisa auxiliar)

9) Fr (Teorema de la identidad)

10) Fr (Ev(5,(6,9)))
11) ks (E—(10,3))

VERSION B: Es la misma deduccién que en la version A, inter-
cambiando los simbolos s y r.

2) (4 puntos) VERSION A y B: En el contexto de la légica de
primer orden, formaliza el siguiente razonamiento:

Existen pacientes a quienes sus médicos fuerzan a dejar
de fumar. Los buenos médicos hacen lo mejor para sus
pacientes, pero los que no fuerzan a dejar de fumar a otras
personas no hacen lo mejor para ellas. Por lo tanto, existen
malos médicos.

Solucion: Definamos el dominio D como el conjunto de las personas
y los siguientes predicados: P(z) = x es médico, Q(x,y) = x es un
paciente de y, R(z,y) = z fuerza a dejar de fumar a y, S(z) = = es
bueno, T'(z,y) = x hace lo mejor para y.

Una formalizacién del razonamiento es:

VY (Q(z, y)AP(y) — R(y, v))AVaVy(P(2)AS(2)AQ(y, x) = T'(x,y))A



122
AVzVy(P(z) A - R(x,y) — - T(z,y)) — Jz(P(x) AN =S(x)).

3) (8 puntos) Sean F' el conjunto de las formulas de la 16gica de
primer orden y A = {0, 1}.

VERSION A: Define la funcién f + F — A que asocia a cada
formula ¢ € F el valor 1 si ¢ contiene una subférmula que sea la
negacion de una proposicion atémica, y el valor 0 si no contiene una
tal subférmula.

VERSION B: Define la funcién f : F — A que asocia a cada
formula ¢ € F el valor 0 si ¢ contiene una subférmula que sea la
negacién de una proposicién atéomica, y el valor 1 si no contiene una
tal subformula.

Solucién:
VERSION A: Para definir la funcion f sobre todo F' vamos a usar
el principio de recursion estructural.

)Baase: (At): f(L) = f(T) = f(p) = f(P(ti,ta, - ,tn) = f(s =
t) =0.

Pasos recursivos:
f(v) sip no es una proposicién atémica,
() foe) =197 . SR
si p es una proposicién atémica,
(©): f(pro@e) =max{f(p1), f(p2)},
(v,3): f(Vap) = f(Fzp) = f(p)-

VERSION B:
)Balse: (At): f(L) = f(T) = fp) = f(P(ti,ta, - ,t,) = f(s =
t)=1.

Pasos recursivos:
f(¢) si @ no es una proposicién atémica,
(m): fle) = {

(0): flpr0p2) =min{f(e1), flp2)},
(V,3): f(Vzp) = f(3ze) = fe).

0 si ¢ es una proposicién atomica,
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31. EXAMEN FINAL DE DICIEMBRE 2011-2012. VERSION A

Fecha: 15 de diciembre de 2011 Tiempo: 3 horas

El examen estd formado por cuatro partes correspondientes a las cuatro

pruebas parciales de la asignatura: las tres primeras valen 20 puntos cada
una y la cuarta 40 puntos. El alumno debe obligatoriamente entregar cada
una de las partes en que no alcanzd la nota minima (3,5 sobre 10) durante
el curso. El alumno puede, segun su criterio, entregar cualquiera de las otras
partes de manera que la nota obtenida en este examen sustituird a la nota
obtenida durante el curso. Para aprobar la asignatura la suma de las notas
de las cuatro partes debe ser mayor o igual que 50.
El alumno tiene que entregar cada parte del examen en hojas sepa-
radas. La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero
de puntos indicado. Las respuestas sin justificacion se consideraran
como no contestadas. Podéis consultar 4 hojas resumen formato A4, una
para cada parte del examen. No estd permitido el uso de calculadoras vy de
teléfonos moviles.

PARTE I: Algunas nociones de teorias de conjuntos, relaciones
y funciones.

Ejercicio 1: (5 puntos) Sean A, B y C conjuntos no vacios y tales que
ANB# 0y An B C C. Entonces, Aa qué conjunto es igual AN (B\ C)?

Ejercicio 2: (15 puntos) Considera la relacién binaria R sobre el
conjunto de los nimeros enteros Z definida por: (n,m) € R siy sélo si n—2
es un multiplo entero de m.

Halla el dominio y la imagen de la relacién. Verifica si es una funcién, una
relacion de equivalencia o una relacién de orden.

PARTE II: Sintaxis y seméantica de la légica proposicional.
Ejercicio 1: (8 puntos) Formaliza el siguiente razonamiento usando la
l6gica proposicional:
Mario no vota sélo si Andrea y Beatriz no votan. A pesar de
que Andrea y Beatriz no hayan votado, Mario ha votado. An-

drea no vota a menos que Mario y Carlos voten. Por lo tanto
Beatriz no ha votado.

Ejercicio 2: (12 puntos) Clasifica mediante tableaux la siguiente
férmula de la 1égica proposicional:

e=pP—=q9AN@p—=r)=>@—=>qAT).

Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de ¢.
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PARTE III: Teoria de la demostraciéon de la légica proposicional.
Sintaxis de la 16gica de primer orden.

Ejercicio 1: (8 puntos) Usa el sistema de deduccién de Gentzen para
demostrar que:
{p—=qVvr,qg—rikEpVvr—r.

Ejercicio 2: (5 puntos) Usando el dominio D de las personas de esta clase
(no son sélo los alumnos), formaliza las siguientes frases en el contexto de
la 1égica de primer orden:

1. Javier estd méas cerca de la pizarra que los demas alumnos.

2. El alumno que estda mas cerca de la pizarra que los demas puede leer
mas claramente los ejercicios que el profesor.

3. Para todo par de alumnos, o bien al menos uno de los dos estd més
cerca de la pizarra que el otro, o bien uno de los dos se sienta justo
detras del otro.

4. Existen tres alumnos z,y e z tales que: el alumno z se sienta justo
detras de = e y se sienta justo detréas de z.

5. Existen dos alumnos z e y tales que: y no estd mas cerca de la pizarra
que x a menos que x esté sentado justo detras de y.

Ejercicio 3: (7 puntos) Sea F' el conjunto de férmulas de la légica
de predicados. Construye una funcién c¢F : F — {0,1} que asigna a cada
férmula ¢ el valor 1 si ¢ contiene al menos un simbolo de constante en su
expresion sintactica y el valor 0 si ¢ no contiene simbolos de constantes.
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PARTE IV: Semantica y teoria de la demostracion de la légica
de primer orden.

Ejercicio 1: (10 puntos) Considera la interpretacién I = (D, I'), donde
el dominio es D = {1,2,3,4,5,6}, los simbolos de predicados son PI(:L’) =
{27 3, 6} y Ql(mﬁ y) = {(17 2)7 (2a 3)7 (37 4)7 (47 5)a (57 6)7 (6a 6)}7 y el simbolo de
funcién es f(z) =max {x —1,1}.

Usando el dominio D y la interpretacién anterior, evalia (es decir, di si
son verdaderas o falsas) las siguientes férmulas. Justifica tu respuesta en
cada caso:

@1+ 32y (P(z) A P(f(y))) w2+ VrIy(Q(z,y) < Qz, f(v)))
w3+ rIY(Q(z,y) AN ~P(y) A—P(x)) ¢4 : VaIy(Q(z,y) A P(y))
w5 VaVy(Q(z,y) — Q(f(r),y))

Ejercicio 2: (15 puntos) Consideramos el dominio D de los jugadores
de los dos equipos de fitbol representados en el esquema del partido de la
figura 17 (http://peru.com). Identificados por sus nombres y por el nimero
de sus camisetas, en el medio campo inferior aparecen lo jugadores rusos y
en la parte superior los jugadores japoneses.

Definimos la interpretacion I sobre el dominio ID que viene dada por los
simbolos de predicado:

P(x) : x es un jugador del equipo ruso,

Q(x) : z es un jugador del equipo japonés,

R(x,y): el jugador y estd mas alejado de la porteria de sus rivales que z,
los simbolos de funciones:

f(x) es el jugador con nimero de dorsal més alto del equipo de z,

g(z) es el jugador con nimero de dorsal méas alto del equipo rival de x,
y los simbolos de constantes:

a es el jugador japonés Ono (ntimero 18),

b es el jugador ruso Onopko (ntimero 7)

Usando el dominio D e interpretacién anteriores, evalia (es decir, di si son
verdaderas o falsas) las siguientes féormulas. Justifica tu respuesta en cada
caso:

@1+ 3aVy (P(x) A P(f(y))) @2 YeIy(Qz) < Q(f(y)))
w3+ zIy(R(z,y) A —(x =y) A=P(y) A=P(a)) ¢4 : YoIy(R(z,y) A —=(z =y) AQ(y))
@5 @ VaVy(R(z,y) A —(z =y) — R(g(x),y))
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JAPON
(3-4-1-2) | @

F1GURA 17. http://peru.com/

Ejercicio 3: (15 puntos) Usa el sistema de deduccién natural de Gen-
tzen para verificar la validez de la siguiente deduccién:

{Fz(P(z) V Q(x)), Ve(P(x) — R(z,x))} F -32Q(z) — JxR(x, x).
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32. EXAMEN FINAL DE DICIEMBRE 2011-2012. VERSION B.

Fecha: 15 de diciembre de 2011 Tiempo: 3 horas

El examen estd formado por cuatro partes correspondientes a las cuatro

pruebas parciales de la asignatura: las tres primeras valen 20 puntos cada
una y la cuarta 40 puntos. El alumno debe obligatoriamente entregar cada
una de las partes en que no alcanzd la nota minima (3,5 sobre 10) durante
el curso. El alumno puede, segin su criterio, entregar cualquiera de las otras
partes de manera que la nota obtenida en este examen sustituird a la nota
obtenida durante el curso. Para aprobar la asignatura la suma de las notas
de las cuatro partes debe ser mayor o igual que 50.
El alumno tiene que entregar cada parte del examen en hojas sepa-
radas. La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero
de puntos indicado. Las respuestas sin justificacién se consideraran
como no contestadas. Podéis consultar 4 hojas resumen formato A4, una
para cada parte del examen. No estd permitido el uso de calculadoras y de
teléfonos moviles.

PARTE I: Algunas nociones de teorias de conjuntos, relaciones
y funciones.

Ejercicio 1: (5 puntos) Sean A, B y C conjuntos no vacios y tales que
ANB#0y An B C C. Entonces, Aa qué conjunto es igual AN (B\ C)?

Ejercicio 2: (15 puntos) Considera la relacién binaria R sobre el
conjunto de los nimeros enteros Z definida por: (n,m) € R siy sélo si n —2
es un multiplo entero de m.

Halla el dominio y la imagen de la relacién. Verifica si es una funcién, una
relacién de equivalencia o una relacién de orden.

PARTE II: Sintaxis y seméantica de la légica proposicional.
Ejercicio 1: (8 puntos) Formaliza el siguiente razonamiento usando la
légica proposicional:
Mario no vota sélo si Andrea y Beatriz no votan. A pesar de
que Andrea y Beatriz non hayan votado, Mario ha votado. An-

drea non vota a menos que Mario y Carlos voten. Por lo tanto
Beatriz no ha votado.

Ejercicio 2: (12 puntos) Clasifica mediante tableaux la siguiente
férmula de la légica proposicional:

p=@—=>9NP—1)=(—=>qgAT).

Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de ¢.
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PARTE III: Teoria de la demostraciéon de la légica proposicional.
Sintaxis de la 16gica de primer orden.

Ejercicio 1: (8 puntos) Usa el sistema de deduccién de Gentzen para
demostrar que:
{p—=qVvr,qg—rikEpVvr—r.

Ejercicio 2: (5 puntos) Usando el dominio D de las personas de esta
clase, formaliza las siguientes frases en el contexto de la légica de primer
orden:

1. El alumno Javier estd mas cerca de la pizarra que los demés alumnos.

2. El alumno que estd més cerca de la pizarra que los demés puede leer
més claramente los ejercicios que el profesor.

3. Para todo par de alumnos, o bien al menos uno de los dos estd mas
cerca de la pizarra que el otro, o bien uno de los dos se sienta justo
detras del otro.

4. Existen tres alumnos x,y e z tales que: el alumno z se sienta justo
detras de = e y se sienta justo detréds de z.

5. Existen dos alumnos z e y tales que: y no esta més cerca de la pizarra
que x, a menos que x esté sentado justo detras de y.

Ejercicio 3: (7 puntos) Sea F' el conjunto de férmulas de la logica
de predicados. Construye una funcién c¢F : F — {0,1} que asigna a cada
férmula ¢ el valor 1 si ¢ contiene al menos un simbolo de constante en su
expresion sintéctica y el valor 0 si ¢ no contiene simbolos de constantes.
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PARTE IV: Semantica y teoria de la demostracion de la légica
de primer orden.

Ejercicio 1: (10 puntos) Considera la interpretacién I = (D,I),
donde el dominio es D = {1,2,3,4,5,6}, los simbolos de predicados son
PI(‘T) = {27 3, 6} y Ql(x7y) = {(17 2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6), (6, 6)}7 y hay
el simbolo de funcién f(z) =méax {z — 1,1}.

Usando el dominio D e interpretacién anteriores, evalia (es decir, di si son
verdaderas o falsas) las siguientes férmulas. Justifica tu respuesta en cada
caso:

@1+ 3aVy (P(x) A P(f(y))) @2 VaIy(Q(z,y) < Qz, f(y)))
w3+ rTy(Q(z,y) AN ~P(y) A=P(x)) @a : YaIy(Q(z,y) A P(y))
o5 @ Vavy(Q(z,y) — Q(f(x),y))

Ejercicio 2: (15 puntos) Consideramos el dominio I de los jugadores
de los dos equipos de fiitbol representados en el esquema del partido de la
figura 17 (http://peru.com). Identificados por sus nombres y por el nimero
de sus camisetas, en el medio campo inferior aparecen lo jugadores rusos y
en la parte superior los jugadores japoneses.

Definimos la interpretacién I sobre el dominio ID que viene dada por los
simbolos de predicado:

P(z) : x es un jugador del equipo ruso,

Q(z) :  es un jugador del equipo japonés,

R(z,y): el jugador y estd més alejado de la porteria de sus rivales que z,
los simbolos de funciones:

f(z) es el jugador con nimero de dorsal mas alto del equipo de =z,

g(x) es el jugador con niumero de dorsal més alto del equipo rival de z,
y los simbolos de constantes:

a es el jugador japonés Ono (ntimero 18),

b es el jugador ruso Onopko (ntimero 7)

Usando el dominio D e interpretacién anteriores, evalia (es decir, di si son
verdaderas o falsas) las siguientes férmulas. Justifica tu respuesta en cada
caso:

p1 o 3avy (P(x) A P(f(y))) w2 o VaIy(Q(x) < Q(f
e3 + Jedy(R(z,y) A—(z =y) A=P(y) A=P(a)) s : VaIy(R(z,y) A
w5 VaVy(R(z,y) A —-(z =y) = R(g(x),y))

Ejercicio 3: (15 puntos) Usa el sistema de deduccién natural de Gen-
tzen para verificar la validez de la siguiente deduccidn:

{3z(P(z) V Q(x)), Ya(P(x) — R(z,z))} F =32Q(x) — JzR(z, ).

(¥)))
—(x=y) ANQ(y))
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33. SOLUCIONES DEL EXAMEN FINAL DE DICIEMBRE 2011-2012

Fecha: 15 de diciembre de 2011 Tiempo: 3 horas

PARTE I: Algunas nociones de teorias de conjuntos, relaciones
y funciones.

Ejercicio 1: (5 puntos) Sean A, B y C conjuntos no vacios y tales que
ANB#0y An B C C. Entonces, Aa qué conjunto es igual AN (B\ C)?

Solucién: Por definicién, los elementos z del conjunto AN (B\ C) satisfa-
cen las condiciones: z € A, z € By x ¢ C. Por tanto, x € (AN B) \ C. Pero
el iltimo conjunto es vacio, ya que ANB C C. Se sigue que AN (B\C) = 0.

Ejercicio 2: (15 puntos) Considera la relacién binaria R sobre el
conjunto de los nimeros enteros Z definida por: (n,m) € R siy s6lo si n—2
es un multiplo entero de m.

Halla el dominio y la imagen de la relacién. Verifica si es una funcién, una
relacion de equivalencia o una relacién de orden.

Solucién: (n,m) € R siy sblo si n —2 = k- m par cierto k € Z. Ahora,
para todo n y m se verifica que (n,1),(2,m) € R, yaquen—2=(n—2)-1
y (2—2) =0 = 0-m. Por tanto el dominio y la imagen de esta relacién
binaria son todo Z. R no es una funcioén, ya que, por ejemplo, 2 se relaciona
con 1y con 2.

R no es reflexiva: por ejemplo, (3,3) ¢ R, ya que 1 no es un multiplo
entero de 3. Por tanto no puede ser una relacién de equivalencia o de orden.

Se puede observar también que R no es simétrica: por ejemplo, (2,5) € R
y (5,2) ¢ R, siendo 3 impar. R no es antisimétrica: por ejemplo, (4,2) €
R, (2,4) € R pero 2 # 4. Tampoco es transitiva: por ejemplo, (7,5) €
R, (5,3) € R, (7,3) ¢ R.

PARTE II: Sintaxis y seméantica de la légica proposicional.

Ejercicio 1: (8 puntos) Formaliza el siguiente razonamiento usando la
l6gica proposicional:
Mario no vota sélo si Andrea y Beatriz no votan. A pesar de
que Andrea y Beatriz no hayan votado, Mario ha votado. An-
drea no vota a menos que Mario y Carlos voten. Por lo tanto
Beatriz no ha votado.

Solucién: Con la proposiciones atémicas p = Mariovota, ¢ = Andreavota, r =
Beatrizvota, s = Carlosvota, la formalizacién del razonamiento es

(=p—=> —gA-T)N(—gAN-TAp)AN(qg—>pAS)— —r
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Ejercicio 2: (12 puntos) Clasifica mediante tableaux la siguiente
férmula de la 1égica proposicional:

p=@—=>9Np—=>1)=>@—>qAT).
Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de ¢.
Solucién:
o=@ NP = 71)Ap = gAr) = (pVOA(pVT)A=(=pV (gAT)) =
=(pVOA(pVr)ApA(=gV-r).

El tableau de - de la figura 18 es cerrado. Se sigue que ¢ es una tautologia.
Todas las posibles valoraciones son modelos y no hay contraejemplos.

4_"9
T('Q) f_,pvq
q —lp\/l'

Y
Tq\N r

p q
p

—1q r

FicUurA 18. Tableau de = del ejercicio 2, parte 11

PARTE III: Teoria de la demostraciéon de la 16gica proposicional.
Sintaxis de la légica de primer orden.

Ejercicio 1: (8 puntos) Usa el sistema de deduccién de Gentzen para
demostrar que:
{p—=qVvr,qg—rikEpVvr—r.
Solucién: Por el teorema de la deduccion, podemos verificar que

{p—=qVr,qg—r,pVvr}itr.



Dp—gqVr (Premisa)
2)q—r (Premisa)
3)pVr (Premisa)

4) —r (Premisa auxiliar)

Skp (TP(A))

6) Fqgvr (E—(5,1))

Nrq  (TP(6.4))

8) Fr (E—(7,2))

9) FrA-r (IN(8,4))
10) - r (I-(4,9))

Ejercicio 2: (5 puntos) Usando el dominio D de las personas de esta clase
(no son sélo los alumnos), formaliza las siguientes frases en el contexto de
la légica de primer orden:

1. Javier estd mas cerca de la pizarra que los demds alumnos.

2. El alumno que estd més cerca de la pizarra que los demés puede leer
mas claramente los ejercicios que el profesor.

3. Para todo par de alumnos, o bien al menos uno de los dos estd mas
cerca de la pizarra que el otro, o bien uno de los dos se sienta justo
detras del otro.

4. Existen tres alumnos x,y e z tales que: el alumno z se sienta justo
detras de = e y se sienta justo detrés de z.

5. Existen dos alumnos z e y tales que: y no esta més cerca de la pizarra
que x a menos que x esté sentado justo detrds de y.

Solucién: Siendo D el conjunto de las personas de esta clase, podemos
definir los siguientes predicados: P(x) = z es un alumno, Q(z,y) = x
estd més cerca de la pizarra que y, R(z,y) = x puede leer més claramente
los ejercicios que y y S(z,y) = x se sienta justo detrds de y; y los simbolos
de constantes: a =Javier y b = el profesor.

Con los simbolos anteriores, la formalizacién es:

1. Javier estd més cerca de la pizarra que los demds alumnos: Va(P(x) —
Q(a, ),

2. El alumno que estd més cerca de la pizarra que los demés puede leer
mas claramente los ejercicios que el profesor: Va(P(z) AVyQ(x,y) —
R(z,b)),

3. Para todo par de alumnos, o bien al menos uno de los dos estd mas
cerca de la pizarra que el otro, o bien uno de los dos se sienta justo
detras del otro: VaVy(P(x) A P(y) — Q(z,y) V Q(y,z) V S(z,y) V
S(y, ),

4. Existen tres alumnos x,y e z tales que: el alumno z se sienta justo
detras de x e y se sienta justo detras de z : JxIy3Iz(P(x) A P(y) A
P(z) AN S(z,x) NS(y, 2)),



133

5. Existen dos alumnos z e y tales que: y no estd més cerca de la pizarra
que x a menos que z esté sentado justo detras de y : JzIy(P(x) A

P(y) A (Qy,z) — S(x,9)))-

Ejercicio 3: (7 puntos) Sea F' el conjunto de férmulas de la logica
de predicados. Construye una funcién cF : F — {0,1} que asigna a cada
férmula ¢ el valor 1 si ¢ contiene al menos un simbolo de constante en su
expresion sintactica y el valor 0 si ¢ no contiene simbolos de constantes.

Solucién: Antes de definir la funcién cF' sobre todo F' vamos a usar el
principio de recursién estructural para términos para definir la funcién ¢TI’
sobre todo el conjunto de los términos 7', ¢T' : T — {0, 1}, que asigna a cada
término t el valor 1 si ¢t contiene al menos un simbolo de constante en su
expresion sintactica y el valor 0 si ¢t no contiene simbolos de constantes.

Base: (TAt): ¢T'(x) =0,cT'(a) =1,

Paso recursivo:

(Tf): eT(f(t1,t2, -+ ,tn))=max{cT(t1),cT(ta), -+ ,cT(tn)}.

Para definir la funcién cF' sobre todo F' vamos a usar el principio de
recursién estructural y la funcion T :

Base: (At): cF (L) =cF(T)=cF(p) =0,cF(s=t)=max{cT(s),cT(t)},
cF(P(t1,ta, -+ ,tn))=max{cT (t1),cT(t2), -+ ,cT(tn)},

Pasos recursivos:

(m): cF(mp) = cF(p),

(0): cF(p10p2)=max{cF(¢1), cF(p2)},
(V,3): cF(Vxyp) = cF(Jzp) = cF(p).

PARTE IV: Semantica y teoria de la demostracion de la légica
de primer orden.

Ejercicio 1: (10 puntos) Considera la interpretacién I = (D, I), donde
el dominio es D = {1,2,3,4,5,6}, los simbolos de predicados son P!(z) =
{2,3,6} y Q' (2,y) = {(1,2),(2,3),(3,:4),(4,5), (5,6), (6,6)}, y el simbolo de
funcién es f(z) =max {x — 1,1}.

Usando el dominio D y la interpretacién anterior, evalia (es decir, di si
son verdaderas o falsas) las siguientes férmulas. Justifica tu respuesta en

cada caso:
¢1 : JaVy (P(z) A P(f(y)))
w2 VoIy(Q(z,y) < Qx, f(y)))
w3 JrIy(Q(x,y) AN =P(y) AN —~P(x))
w4 VoIy(Q(x,y) A P(y))

Solucion:
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¢! = 0yaque, para todo z € D, YyP!(f!(y)) = 0 (por ejemplo, P/ (f1(1)) =
PI(1) = 0).

o =1yaque, Vo € D,y =1es tal que Q' (z,1) = 0= Q! (z, f1(1)).

ol =1yaque, paraz=4ey=5 Q(4,5) A~P(5)A-P(4) = 1.

o =0 ya que, si v =4, Q(4,y) = 1 siy sélo si y = 5. Pero P/(5) = 0.

ol =0yaque,siz=2ey =3, Q1(2,3) =1 pero Q'(f1(2),3) = Q(1,3) =
0.

Ejercicio 2: (15 puntos) Consideramos el dominio D de los jugadores
de los dos equipos de fitbol representados en el esquema del partido de la
figura 17 (http://peru.com). Identificados por sus nombres y por el nimero
de sus camisetas, en el medio campo inferior aparecen lo jugadores rusos y
en la parte superior los jugadores japoneses.

Definimos la interpretacién I sobre el dominio ID que viene dada por los
simbolos de predicado:

P(z) : x es un jugador del equipo ruso,

Q(z) : z es un jugador del equipo japonés,

R(z,y): el jugador y estd mas alejado de la porteria de sus rivales que z,
los simbolos de funciones:

f(x) es el jugador con nimero de dorsal més alto del equipo de z,

g(x) es el jugador con nimero de dorsal més alto del equipo rival de z,
y los simbolos de constantes:

a es el jugador japonés Ono (nimero 18),

b es el jugador ruso Onopko (ntimero 7)

Usando el dominio D e interpretacién anteriores, evalia (es decir, di si son
verdaderas o falsas) las siguientes férmulas. Justifica tu respuesta en cada
€aso:

p1 ¢ JaVy (P(z) A P(f(y)))

w2 VoIy(Q(x) <« Q(f(y)))

@3 @ Jx3y(R(z,y) A —=(xz =y) A =P(y) A—P(a))

w4 VzIy(R(z,y) A =(z=y) AQ(y))

w5 VaVy(R(z,y) A —(x =y) — R(g(z),y))
Solucién:

¢! =0 ya que si y = Ono, entonces f!(y) =Today P!(f!(y)) = 0.

¢ =1, ya que si y = x, entonces Q!(z) y Q'(f!(z)) toman siempre el
mismo valor.

goé =1 ya que, si # = Inamoto e y = Nakazaki, entonces R!(z,y) A —~(z =
y)! A=PI(y) A =Pl (a)) = 1.

gpﬁ = 0 ya que, si = Narazaki, no existe ningin otro jugador japonés (que
no sea él mismo) que esté més alejado que él de la porteria rusa.

goé =0 ya que, si = Pimerov e y = Migmatulin, entonces g’ (z) = Toda.
En este caso se verifica que R (x,y) A —~(z = y)! = 1 pero R!(¢!(z),y) = 0.
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Ejercicio 3: (15 puntos) Usa el sistema de deduccién natural de Gen-
tzen para verificar la validez de la siguiente deduccion:

{Fz(P(z) vV Q(z)), Yx(P(z) = R(z,x))} F -32Q(z) — JzR(z,x).

Solucién: Por el teorema de la deduccion podemos demostrar que

{3z(P(x) vV Q(x)), Yx(P(z) = R(z,z)), =F2Q(z)} F JxR(z, z).

1) Jz(P(z) vV Q(x)) (Premisa)
2) Vz(P(x) — R(x,x)) (Premisa)
3) =JzQ(x) (Premisa)
4) FVz-Q(x) (Regla de la neg. de 3(3))
5) P(t) vV Q(t) (Premisa auxiliar)

6) - -Q(t) (Ev(4))

7)FP(t) (TP(5,6))

8) - P(t) = R(,t) (EV(2))

9) - R(t,1) (E—(7.8))

10) F 3z R(z, x) (13(9))

11) F JzR(x, x) (E3(1,(5,10)))
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34. EXAMEN FINAL DE JUNIO 2011-2012

Fecha: 14 de junio de 2012 Tiempo: 2 h. y 50 min.

El examen estd formado por cuatro partes correspondientes a las cuatro

pruebas parciales de la asignatura: las tres primeras valen 20 puntos cada
una y la cuarta 40 puntos. El alumno debe obligatoriamente entregar cada
una de las partes en que no alcanzd la nota minima (3,5 sobre 10) durante
el curso. El alumno puede, segun su criterio, entregar cualquiera de las otras
partes de manera que la nota obtenida en este examen sustituird a la nota
obtenida durante el curso. Para aprobar la asignatura la suma de las notas
de las cuatro partes debe ser mayor o igual que 50.
El alumno tiene que entregar cada parte del examen en hojas sepa-
radas. La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero
de puntos indicado. Las respuestas sin justificacién se consideraran
como no contestadas. Podéis consultar 4 hojas resumen formato A4, una
para cada parte del examen. No estd permitido el uso de calculadoras vy de
teléfonos moviles.

PARTE I: Algunas nociones de teorias de conjuntos, relaciones
y funciones.

Ejercicio 1: (20 puntos) Considera los siguientes conjuntos:
A={3n:neN}, B ={6n:neN}
y la siguiente relacién entre Ay B

R:={(m,2m): me A} C A x B.

a)

Determina AN By AU B.
Verifica que R define una funcién f: A — B.

b)

c¢) Determina si f es inyectiva.

d) Determina si f es biyectiva.

e) Calcula la imagen inversa del conjunto C' = {b € B : b> < 145}.

PARTE II: Sintaxis y semantica de la légica proposicional.

Ejercicio 1: (10 puntos) Formaliza el siguiente razonamiento en el
lenguaje de la logica proposicional:

La motocicleta no arrancard a menos que tenga gasolina.
Tiene gasolina si y solamente si rellenamos el depdsito. Sélo
cuando rellenamos el depésito la motocicleta va a mas de 100
km/h. Ni rellenamos el depésito ni la motocicleta arranca.
Conclusion: si llenamos el depdsito y vamos a mas de 100
km/h entonces la motocicleta tiene gasolina.
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Ejercicio 2: (10 puntos) En la légica proposicional, determina me-
diante tableaux si se verifica la siguiente implicaciéon logica:

{-t—=-pA-s,pVqtE(qg—s) —t.

PARTE III: Teoria de la demostracién de la légica proposicional.
Sintaxis de la l6gica de primer orden.

Ejercicio 1: (8 puntos) Usa el sistema de deduccién de Gentzen de la
l6gica proposicional para demostrar:

{=s = q¢,rVg—-(gNt)} FrAt—s.

Ejercicio 2: (5 puntos) Formaliza las siguientes frases usando la légica
de predicados en el dominio D de los utensilios tecnolégicos.

a) Sélo los ordenadores pueden ser conectados a una impresora.

b) Todas las impresoras admiten un ordenador al cual pueden ser conec-
tadas.

c¢) Todas las impresoras salvo la mia son silenciosas.

d) No todas las impresoras pueden conectarse a todos los ordenadores.

e) Para cada ordenador existe un tnico utensilio tecnolégico que puede
ser conectado a dicho ordenador.

Ejercicio 3: (7 puntos) Sea F el conjunto de férmulas de la 16gica de
predicados. Asignamos un precio a cada simbolo de la siguiente manera:

= los simbolos de constante o simbolos de variable tienen un precio de
2;

= los simbolos de funcién o predicado tienen un precio de 3;

= los simbolos de proposicién atémica y los simbolos de conectivo 0-ario
tienen un precio de 4;

» los simbolos de igualdad y ortograficos (paréntesis o comas) tienen
un precio de 1,5;

= los conectivos monarios, binarios y los cuantificadores tienen un precio
de 5.

Construye una funcién Pr: L — Q que determina el precio Pr(y) de una
férmula ¢ calculado sumando todos los precios de los simbolos que forman
¢ (contados todas las veces que aparezcan: si hay por ejemplo tres comas,
valen 3 x 1,5).

PARTE IV: Semantica y teoria de la demostracién de la légica
de primer orden.

Ejercicio 1: (10 puntos) Considera la interpretacién I = (D, I) donde
el dominio es D = {«, 3,7, €} y se tienen los siguientes predicados:
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» Pl ={a, ¢}
= Q' ={(, @), (2, B), (2, 7), (a, €)}.
Y la funcién f definida como f(a) =8, f(B) =7, f(v) =€y f(e) =

Determina el valor de verdad de las siguientes formulas en esta interpre-
tacién.
23y ((f(z) = f(y)) A =(x = y));
T,y

a)

b) Va3yQ(

c) JaVy(=P(z) N Q(z,y));
d; FyQ(z,y)

);

)

JzP(z) — Jx
(2)) A Q(x, f()))

e) ~3x(P(f
Ejercicio 2: (16 puntos) Recuerda que un entero mayor que 1 es un
ntimero primo si no tiene mas divisores positivos que el propio ntimero y el
1. Recuerda que dados dos nimeros enteros x e ¥y, decimos que x es multiplo
de y si existe un entero z tal que x = y - z. En este caso diremos que y es
factor de .
Considera el dominio D = {2,3,4,5,7,11} donde definimos los siguientes
predicados y funciones:
» P(z,y) := x es menor o igual que y;
» Q(x) := x es primo;
» R(z,y) := z es multiplo de y;
» f(x) = el menor factor primo de x;
- g(l’,y) = méx{x7y}'
Interpreta las siguientes férmulas segin la interpretacién sugerida arriba:
a) VaIyR(z,y);

b) JaxVyP(z,y);

¢) VzQ(f(z));

d) Vy3z(f(y) = g(z,y));

e) 3x3y(g(z,y) = f(x));

f) VyVz(Q(z) — (R(y, =) = (y = v)));
g) VaVy(R(z,y) V P(z,y)).

h) —VaQ(x

Ejercicio 3: (14 puntos) Realiza la siguientes deduccién usando el
sistema de deduccion natural de Gentzen de la légica de predicados:

{Vz(P(z) V Q(x)),Jx—Q(x),Vx(R(x) — —P(zx))} F Jz—-R(x).
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35. SOLUCIONES DEL EXAMEN FINAL DE JUNIO 2011-2012

Fecha: 14 de junio de 2012 Tiempo: 2 h. y 50 min.

PARTE I: Algunas nociones de teorias de conjuntos, relaciones
y funciones.

Ejercicio 1: (20 puntos) Considera los siguientes conjuntos:
A={3n:neN}, B ={6n:necN}
y la siguiente relacién entre Ay B
R:={(m,2m):me A} C Ax B.

a) Determina AN By AUB.
) Verifica que R define una funcién f: A — B.
) Determina si f es inyectiva.
) Determina si f es biyectiva.
e) Calcula la imagen inversa del conjunto C' = {b € B : b < 145}.

b
¢
d

Solucion:

a) Como 6n = 3(2n) entonces B C A de modo que ANB = By
AUB = A.

b) Todo elemento de A, digamos 3ng se relaciona con un dnico elemento
de B que es f(3ng) = 2(3ng) = 6np.

¢) Lo es puesto que Va,d’ € A, f(a) = 2a = 2d’ = f(d') implica que
a=d.

d) Lo es, pues la imagen de f es B. En efecto, tomemos un elemento
b € B que por tanto es 6ng con ny € N. Entonces 6ng = f(3ng) y

3ng € A.
e) Para que b? < 145 se necesita b < 12 de modo que C = {6,12} y
f7HC) = {3,6}.

PARTE II: Sintaxis y seméantica de la légica proposicional.

Ejercicio 1: (10 puntos) Formaliza el siguiente razonamiento en el
lenguaje de la logica proposicional:

La motocicleta no arrancard a menos que tenga gasolina.
Tiene gasolina si y solamente si rellenamos el depdsito. Sélo
cuando rellenamos el depésito la motocicleta va a mas de 100
km/h. Ni rellenamos el depésito ni la motocicleta arranca.
Conclusion: si llenamos el depdsito y vamos a mas de 100
km/h entonces la motocicleta tiene gasolina.

Solucién: Definimos las siguientes proposiciones atémicas:

= p = la motocicleta arranca,
= ¢ = la motocicleta tiene gasolina,
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= 7 = rellenamos el depédsito de la motocicleta,
» s = la motocicleta va a més de 100 km/h.

De modo que la férmula que modela el razonamiento es:
= Nger)AN(s—=1r)AN(-rA-p) = (rAs—q)

Ejercicio 2: (10 puntos) En la légica proposicional, determina me-
diante tableaux si se verifica la siguiente implicacion légica:

{=t—-pA-s,pVqlE (¢—s)—t.

Solucién: Sea ¢ = (-t = —pA-s)A(pVq) — (g —s) = t.

Usamos el teorema de la deduccién y las equivalencias légicas habituales
para concluir que debemos verificar, mediante tableaux, si la negacion de ¢
es una contradiccion:

=tV (pA=8)A(PVa A(=gVs) At

Su tableau es efectivamente cerrado:

o tV(-pA-s)
\
L pVq
\
° gV s
\
[ ] —|t
N
[ [
ttf =p A —s
|
.—|p
|
1S
/]
[ ] [ ]
pi g
/]
[ ] [ ]
—qf st

Por tanto, ¢ es una tautologia y se verifica la implicacién légica del ejer-
cicio.
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PARTE III: Teoria de la demostraciéon de la légica proposicional.
Sintaxis de la 16gica de primer orden.

Ejercicio 1: (8 puntos) Usa el sistema de deduccién de Gentzen de la
l6gica proposicional para demostrar:

{=s = q,rVqg—-(gNt)} FrAt—s.

Solucién:
1) =s —gq (Premisa)
2)rVg— —(gNt) (Premisa)
3)rAt (Premisa)
(4) —s (Premisa Auxiliar)
(5) q (E—(1,4))
(6) rVgq (Iv(5))
(7) ~(g ) (E—(2,6))
(8) t (EA(3))
(9) gnt (IN(5,8))
(10) =(gnt) A(gnt) (IN(T,9))
11) —=—s (I-(4-10))

Ejercicio 2: (5 puntos) Formaliza las siguientes frases usando la légica
de predicados en el dominio D de los utensilios tecnolégicos.

a) Solo los ordenadores pueden ser conectados a una impresora.

b) Todas las impresoras admiten un ordenador al cual pueden ser conec-
tadas.

c¢) Todas las impresoras salvo la mia son silenciosas.

d) No todas las impresoras pueden conectarse a todos los ordenadores.

e) Para cada ordenador existe un tinico utensilio tecnolégico que puede
ser conectado a dicho ordenador.

Solucién: Utilizamos el dominio D de los utensilios tecnolégicos y los
siguientes simbolos de predicados:

» P(z) = x es un ordenador,

» Q(z) = x es una impresora,

» R(z) = x es silencioso,

» S(x,y) = x puede ser conectado a y,

y el simbolo de constante
= ¢ = mi impresora.

Estas son las formalizaciones:

a) Vavy(S(z,y) A Qy) — P(z)),
b) Vo (Q(z) — 3y(P(y) A S(x,y)),
¢) Vz(Q(z) A =(z = a) = R(z)),
d) 3z3y(Q(x) A P(y) A =S(z,y)),
e) Vz(P(x) — Jy(S(y, ) /\Vz(ﬁ( =z) — S5(z,1)))).
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Ejercicio 3: (7 puntos) Sea F el conjunto de férmulas de la lgica de
predicados. Asignamos un precio a cada simbolo de la siguiente manera:

= los simbolos de constante o simbolos de variable tienen un precio de
2;

= los simbolos de funcién o predicado tienen un precio de 3;

= los simbolos de proposicién atémica y los simbolos de conectivo 0-ario
tienen un precio de 4;

» los simbolos de igualdad y ortograficos (paréntesis o comas) tienen
un precio de 1,5;

= los conectivos monarios, binarios y los cuantificadores tienen un precio
de 5.

Construye una funcién Pr : L — Q que determina el precio Pr(y) de una
férmula ¢ calculado sumando todos los precios de los simbolos que forman
¢ (contados todas las veces que aparezcan: si hay por ejemplo tres comas,
valen 3 x 1,5).

Solucién: Comenzamos con los términos atémicos:
Pr(t)=2
y continuamos con los compuestos:
Pr(f(ty,....tn)) =34+ 15(n+1) + Pr(ty) +---+ Pr(t,),
lo que define por induccién estructural el precio de cualquier término.
Pasamos ahora a las férmulas atémicas:
4 si =T,1
4 si es una proposicién atémica
454 Pr(s)+Pr(t) si o=(s=1)
3+15(n+1)+Pr(ty)+---+ Pr(ty,) si  @=P(t, - ,tn)
Y finalmente a las férmulas compuestas:
Pr(—¢) = Pr(p)+5
Pr((¢ov)) =345+ Pr(p) + Pr(v¢)
Pr(Vzp) = Pr(3z¢) =54 2+ Pr(y).

Lo que determina el precio de cualquier férmula por induccién estructural.

Pr(p) =

PARTE IV: Semantica y teoria de la demostracién de la logica
de primer orden.

Ejercicio 1: (10 puntos) Considera la interpretacién I = (D, I) donde
el dominio es D = {«, 3,7, €} y se tienen los siguientes predicados:
» Pl ={a,¢}
= Q' = {(, @), (2, B), (2, 7), (a,€)}.
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Y la funcién f definida como f(«) =8, f(B) =7, f(v) =€y f(e) =
Determina el valor de verdad de las siguientes formulas en esta interpre-
tacion.
a) Jxdy((f(z) = f(y)) A ~(z =y));
b) VzIyQ(z,y
c) JaVy(=P(x) A Q(z,y));
d; WQ(z,y)

)i
JzP(x) — H)x
e) =3Iz (P(f(x)) A Q(z, f(x)))

Solucioén:
a) Se tiene que (3xIy((f(z) = f(y)) A—(xz =1y)))! = 0 ya que la funcién
es inyectiva.
b) Se tiene que (VozIyQ(x,y))! = 0 ya que el dominio de Q' es el con-
junto {a}.
¢) Se tiene que (3xVy(=P(z) A Q(z,y)))! = 0 ya que el tinico elemento
de D que se relaciona con todos los demas por la relacién Q! es a 'y
-P!(a) =0.
d) Se tiene que (3xP(x) — JxIyQ(z,y))! = 1 ya que la conlusién es
verdadera (Q! # ().
) Se tiene que (~32(P(f(x)) A Q(z, f(x))))! = 1 ya que P!(fI(z)) = 1
siysolosize {y,e},y Q(7,6) =0=Q!(c, ).

Ejercicio 2: (16 puntos) Recuerda que un entero mayor que 1 es un
numero primo si no tiene mas divisores positivos que el propio ntimero y el
1. Recuerda que dados dos ntimeros enteros z e y, decimos que x es miltiplo
de y si existe un entero z tal que x = y - z. En este caso diremos que y es
factor de .

Considera el dominio D = {2,3,4,5,7,11} donde definimos los siguientes
predicados y funciones:
P(x,y) := x es menor o igual que y;
Q(x) := z es primo;
R(z,y) := x es multiplo de y;
f(x) = el menor factor primo de z;
9(z,y) = méx{z, y}.

Interpreta las siguientes féormulas segin la interpretacién sugerida arriba:

a) YoIyR(z,y);
b) 3xVyP(z,y);

) YzQ(f(z));

) Vy3x(f(y) = g(z,9));

) FxIy(g(x,y) = f(2));

) Vyva(Q (m) = (R(y,z) = (y = 2)));
giny( (z,y) V P(z,y)).

c
d
e
f
g
h) =VzQ(x)
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Solucién:
a) Se tiene que (Vz3yR(z,y))! = 1, basta tomar y = .
) Se tiene que (IzVyP(z,y))! = 1, basta tomar = = 2.

c) Se tiene que f(z) es siempre primo, por lo que (VzQ(f(x)))! = 1.

d) Tomemos y = 4 de modo que f(y) =2 < y < g(z,y) = méx{z,y}
para cualquier z. De este modo (Vy3z(f(y) = g(z,y)))! = 0.

e) Se tiene que (Ix3y(g(z,y) = f(z)))! = 1, basta tomar por ejemplo
r=9y=2.

f) Se tiene que (VyVx(Q(x) — (R(y,z) — (y = ))))! = 0, basta tomar
por ejemplo z =2 e y = 4.

g) Se tiene que (VaVy(R(z,y)V P(x,y)))! = 0, basta tomar por ejemplo
r=3ey=2.

h) Se tiene que (=VxQ(x))! = 1, basta tomar por ejemplo x = 4.

Ejercicio 3: (14 puntos) Realiza la siguientes deduccién usando el
sistema de deduccion natural de Gentzen de la légica de predicados:

{Vz(P(x) vV Q(x)), Iz—-Q(z),Vx(R(x) — —P(x))} F Jz—R(x).

Solucién:
1) Vz(P(z) V Q(x)) (Premisa)
2) Jz-Q(x) (Premisa)

3) Vz(R(x) — —P(x)) (Premisa)

4) =Q(y) (Premisa Auxiliar)

5 F P(y) vV Q(y) (Ev(1))

6) - P(y) (TP(4,5))

7) F R(y) = ~P(y) (EV(3))

8) = P(y) — —~R(y) (Contap.(7))
9) F ~R(y) (E ( 8))

10) F 3z—R(x) 13(9))
11) F 3z-R(x) ( 3(2,(4,10)))



