3. ESPACIOS VECTORIALES Y

APLICACIONES LINEALES

PROBLEMAS RESUELTOS

1.- Sean en R* los vectores
u=(2,32,5),v=(L-2,4,0), w=(L110/7,m). Calcular el valor de m
para que w pertenezca al subespacio engendrado por u y Vo,
SOLUCION:

Para que el vector w pertenezca al subespacio generado por u y Vv es

necesario que existan dos escalares ¢ y £ que cumplan lo siguiente:

W=au+ Av=a(2,3,25)+B(L-2,4,0) = (2a+ B,3a-2,2a+45,5)

Es decir, se tiene que dar la siguiente igualdad:
(L110/7,m)=2a+ p,3a—-20,2a+43,5a) .

Sabemos que dos vectores son iguales si coinciden componente a

componente, de donde obtenemos las siguientes ecuaciones:

20+ = 1
3a-24 = . - . .
si multiplicamos la primera ecuacion por 2 y se la
20+4p = 10/7
Sa = m

- 3 ]
sumamos a la 2° ecuacion, obtenemos que: 7@ =3= a = - y deaqui

ya obtenemos, despejando por ejemplo de la 1° ecuacion que



ﬂzl—g:%. S6lo hemos utilizado las dos primeras ecuaciones,

veamos que estos valores de « y /S también sastisfacen la 3% ecuacion:

2.%+4.% =g, luego, efectivamente, si se cumple. Por Gltimo como
. . . o . 3 15
también se tiene que cumplir la 4° ecuacion 5.7 =m=m= -
2.- Sea la aplicacion lineal f :R*———R dada por
f(x,y,z)=x—y—2z. Calcular el ndcleo de f .
SOLUCION:
Ker(f):{(x, y,z) e R¥f (X, y,z)=0} =
={(x, y,z)eR¥x—y-2z= 0} ={(x, y,z)eR¥x=y+ 22}
={(y+2z,y,2)/ y,ze R}=((L10),(2,0,1))
1 4
3.- Sea f Ila aplicacion lineal de matriz asociada A=|3 -1].
1 0

Hallar la dimension de Im(f) .

SOLUCION:
1 4
Sabemos que dim(Im(f))=rang(A)=rang| 0 -4 |=2.
0 0

4.- En el espacio vectorial R® se considera el subespacio



Y, :<(LLa),(La,1),(a,L1)>. Razonar para qué valores de a se
tiene que dim(V) =2.

SOLUCION:

Estudiar la dim(V) es equivalente a estudiar el rango de la matriz cuyas

columnas son los vectores de V. Sea esta matriz la siguiente:

A= . Una condicion necesaria, aunque no suficiente para

D
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que dimV =2 es que |A|=0. Si desarrollamos este determinante
obtenemos que: |A|=0<= (a-1)*(a+2)=0<=a=106 a=-2.

5.- ¢Cual de los siguientes subconjuntos de R® no es subespacio

vectorial?
X =X,
= R®
) L, {(xl,xz,xs) e /XZZZXJ
-X,=0
b) L1={(X15X2aX3)GR3 /Z—Xz :O}

) L, :{(4s,s,s)eR3/SG R}

d) L, :{(xi,xz,xs) eR®/ x —X, =1}

SOLUCION:

Para que un subconjunto sea subespacio vectorial debe cumplir que la
suma de dos elementos de el también pertenezca al subconjunto y que al
multipliar un elemento de el por un escalar también siga perteneciendo al

subconjunto, es decir:



)x+yel,Vxyel
iifkxel,Vxel,vkeR

a) Sies un subespacio vectorial:

X=X

X,=2X, _ X +Y, =X, + yz}

Y=Y, x2+y2=2(x3+y3)
y2=2 Ys

)x,yel, =

:>(x1+y1,x2+y2,x3+y3)eL1:§+§GL1.

iy xel = 07 LR k) el =
€ Ll X2:X3 kX2:2kX3 Xl’ 29 3 € Ll
—kxel,
b) Si es un subespacio vectorial:
X —X, =0

i);’yel_lsz—xszo :>(X1+y1)—(xz+y2)=0}:>
Y=Y, =0 (X +Y,)—(%+Y;)=0
Y, —Y¥;=0

:>(x1+y1,x2+y2,x3+y3)eL1:>§+§eL1.

ii);€L1:>X1_X2:0 :k(xl_XZ):O =
X, =%, =0 k(x, —%;)=0

kx, —kx, =0 B
:>kX2—kX23 :O}S(Wl,kxz,kxge L = kxel,.

c) Si es un subespacio vectorial:



4 - -
i) X, yeL1:>X (SSS)}:x+y:(4(s+t),s+t,s+t):>x+yeLi.

y=(4t,1,1)
i) xe L, = x=(4s,5,5) = kx = (4ks, ks, ks) = kx e L.

d) No es subespacio vectorial ya que incumple las dos propiedades (
Nota: deja de ser subespacio vectorial desde que incumpla una de ellas).

Veamos que no cumple la segunda.

x=(4,30)el, y sin embargo 5x=(20,150)¢l, ya que
20-15=5=1.

6.- Sea la aplicacion lineal g:R*————R? definida por

a(x,y,z) =(-X+2y+2z,X+12),

calcular una base de su nucleo.

SOLUCION:

Por definicion sabemos que el Ker(g) esta formado por los vectores de

R® cuya imagen mediante g es el vector 0 e R?. Es decir:
Ker(g) ={(x y.2) e R¥ g(x,y,2) = (0.0)} =

{ X, Y,2) eRS/(—x+2y+z,x+z):(0,0)}:

s, —X+2y+2=0
xy, eR/ =
X+z=0

{xy, eR¥ x=-zy y=—z}=

={(-2.-2,2)eR®, vze R}=((-1-11))=((LL-1))



7.- Sea la aplicacion lineal f:R*———R® definida por la

matriz
2 1 2
A=|2 2 -3| . Estudiar si se trata de una aplicacion inyectiva,
2 1 2

sobreyectiva o biyectiva.
SOLUCION:

En primer lugar estudiamos el rango de la matriz A que nos dara la

dimensién de la Imagen de f .

2 l _2 (oper.elemen.) 2 1 _2
rang(A)=rang| 2 2 -3 — rang|0 2 -2 |=2=
2 1 -2 0 0 O

= dim(Im(f))=2, para que fuera sobreyectiva tendria que suceder que
dim(Im(f)) =dim(R*) =3, es decir, la dimension de Im(f) tiene que
coincidir con la del espacio de llegada, R® que es 3. Por lo tanto, ya
podemos concluir que la aplicacion no es sobreyectiva, porque

dim(Im(f))=2=dim(R®)=3.

Al no ser sobreyectiva, tampoco puede ser biyectiva la aplicacion.

La dimension del Nucleo de f la podemos obtener de la formula:
dim(R?) = dim(Ker(f)) +dim(Im(f)),
como la dimension de Im(f) es 2 y la dimensién de R® es 3,

concluimos que dim(Ker(f))=1. Este resultado nos indica que f

tampoco es inyectiva, pues para ello tendria que suceder que
dim(Ker(f))=0.



8.- Dados los subespacios vectoriales de R® definidos por
H=((111),(L21) y S= {(x y,2)eRY x= z} calcular la dimension
de SNH

SOLUCION:

Sabemos que se cumple la siguiente relacion:

dim(H +S)=dimH +dimS —dim(H N S)

Tenemos que H estd generado por dos vectores que son linealmente
independientes, por lo tanto, dimH =2, por otro lado, se tiene que

S = {(x, y,z) e R¥x= z}i{(x, y,X), VX, y e R} = <(L0,l),(0,L0)> , es

decir, S también estda generado por dos vectores linealmente
independientes, por lo que dimS =2.

(*)NOTA: En las ecuaciones de S sdlo aparecen las coordenadas x y
z. Un error generalizado entre los alumnos es el pensar , en este caso,
que la coordenada y=0. En caso de que eso sucediera vendria
especificado como una ecuacion mas de las de S .

Sabiendo que el subespacio H +S estd generado por los vectores que
generan a H junto con los vectores que generan a S, entonces se tiene

que si colocamos esos vectores como columnas de una matriz:

1110 1100
dim(H+S)=rang|1 2 0 1|=rang|0 1 0 0|=2
1110 0 00O

Sustituyendo estos datos en la férmula de las dimensiones, tenemos que:
2=2+2-dim(H nS), esdecir: dim(HNS)=2.



9.-Sea f:R*———R? la aplicacion lineal definida por:

F (X0 Xgs X35 X)) = (Xy 4+ 2X%5 + 2%, X, + X, +3%X; + 2X,, 2X, + 2X, + 6X; +4X,).
Calcular la matriz asociada a f respecto de las bases canonicas.

SOLUCION:

La base candnica de R* es {(10,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.
Veamos cudles son sus imagenes mediante la aplicacion f .

f(1,0,0,0)=(0,1,2); (0,1,0,0)=(11,2);

f(0,0,1,0) = (2,3,6); f(0,0,0,1) =(2,2,4)

por lo tanto, la matriz asociada a f en las bases canonicas es aquella
cuyas columnas son las imagenes de los vectores de la base:

A=(f(10,0,0) f(0,1,0,0) f(0,0,L0) f(0,0,0,1))=

Il
N RO
N R
o W N
BN

10.- Calcular la dimension del nucleo de la aplicacion lineal cuya
matriz asociada es:

1 -10 3 1
A=|-2 4 4 -3 0.
0 2 4 3 2

SOLUCION:
Como la matriz A es de orde 3x5, entonces la aplicacion lineal serd

f :R°>——R®. Sabemos que:



dim(R®) = dim(Ker(f))+dim(Im(f))
Por otro lado sabemos que:

l _1 O 3 (oper.elem.)
dim(Im(f))=rang(A)=rang| -2 4 4 -3 0| —
0 2 4 3 2

(oper.elem.) 1 -1 0 3 1
— vrang|0 2 4 3 2|=2
0 0 00O

Luego: 5=dim(Ker(f))+2=dim(Ker(f))=3

11.- Estudiar para qué valores de a y b los vectores
(3,0,a,-1),(1,10,b) y  (2,5b,-4) de R* son linealmente
dependientes.

SOLUCION:

Para que sean linealmente independientes la matriz que definen tiene

que tener rango 3.

Dicha matriz es A= Realizando transformaciones

o O -

-1 b -4

elementales obtenemos la siguiente forma escalonada reducida de A:

31 2
0 3 15 . :
. Como el rango de una matriz y el de cualquiera de sus
0 0 3b+3a
00 0



formas escalonadas reducidas coincide, tenemos que rang(A)=2, si y
solo si 3b+3a =0, es decir, siy solosi a=-b.

12.- Para la aplicacion f:R*———R?® la aplicacion lineal
definida por:

F (X0 Xgs X3 X)) = (Xy 4+ 2X%5 + 2%, X, + X, + 3%, + 2X,, 2X, + 2X, + 6X; +4X,)
calcular unas ecuaciones del subespacio Im(f) .

SOLUCION:
|m(f)={§eR3/3§eR4: f(§)=§}=
92 (yla yzays) eR’/3 ;: (Xl:XZ’X3>X4) eR*:

=1(X, + 2X5 4+ 2X,, X, + X, +3%; + 2X,, 2%, + 2X, + 6%, + 4X,)
:(ypyzays)

(yl9 Yas ys) € RS/EI(XPXZ,X3,X4) eR*:

B X, +2%,+2X, = VY, M
X+HX+3%+2X, = Y, -
2X+2X,+6X,+4X, = Y,

01 2 2
NOTA: La matriz del sistemaes A={1 1 3 2
2 2 6 4



012 2
Rang(A)=rang|1 1 3 2|=2 y lamatrizampliada viene dada por
0 000

01 2 2 |y
A=l1 1 3 2 1y,
2 2 6 4 |y,
012 2 A
rang(A)=rang|1 1 3 2 Y,
0 00 0 y,—2y,

El sistema sera compatible cuando rang(A)=rang(A")=2 y eso sblo

ocurre cuando y,—2y, =0 por lo que se obtiene que:

()
={(¥1> Y2 Ys) € R¥y; =2y, = 0}

13.- Calcular una base para el nucleo de la aplicacion lineal
f : R*———R® definida por:
F(X, Xy, Xg5 X)) = (X, + 2X5 4+ 2%y, X + X, +3X; + 2X,, 2X, + 2X, + 6%, + 4X,)

SOLUCION:

Ker(f)= {(xl, Xy, Xg, X, ) € R/ ((xl, Xy, Xg, x4)) = (0,0,0)} =

(X0 %50 X5, X, | € RY/
=9 (X, + 2%, + 2X,, X + X, + 3%y +2X,, 2%, +2X, +6X; +4X,) = ¢ =
=(0,0,0)



Il
o O O
Il

2%, +2X, +6X,+4X, =

X, +2X; + 2X,
=X, Xy, Xay X, ) € R X+ X, + 3%, + 2X,
={(xl, Xy, Xg, X, ) € RY/

X, +X = 0}_

X, + 2X%+2X, = 0

=((-1-2.1,0),(0,-2,0.1)) =
=((12,-1,0),(0,2,0,-1)).

14.- Consideremos los siguientes subespacios vectoriales de R®:
L=((-10,2).(0.10)) y M= {(x y,2) e R¥x = y}. Estudiar cuando
el vector x = (a,—1,2) pertenece al subespacio LNM .

SOLUCION:
Sia=-1

Entonces x=(-1-12), cumple que como sus dos primeras

componentes coinciden entonces xe M, veamos si xe L. Para ello

tendriamos que encontrar a, feR tal que:
x=a(-10,2)+3(0,1,0) =

= (-1-12) = (-,0,2a) + (0, 3,0) = (~a, B, 2a) =

= (-1-12)=(-a, B,2a)=a=1 y B=-1,esdecir xe L.

Obtenemos que xe LAM .

15.- Dados los subespacios vectoriales de R*:

L=((10,2,0),(-12.11),(0,0,1,0),(0,0,0,1)) y



S ={(xy,zt)/x-y=0}. Sepide ladimension de LNS .
SOLUCION:

Tenemos que S ={(X,Y,z,t)/x-y=0}={(x.x,z,t)/ X, z,t e R} =

= ((11,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)).

Para calcular dim(LS), lo que vamos a hacer es calcular dim(L+S)
y a continuacion aplicar la formula:

dim(L+S) =dim(L) +dim(S)-dim(LNS) =

= dim(L nS) =dim(L) +dim(S) —dim(L + S).

Tenemos que:

1 -1 00 1 -100
: 0 2 00 0 2 00

dim(L) = Rang = Rang =4
2 1 10 0 0 20
0 1 01 0 0 0 2
1 00 100

dim(S) = Rang 100 = Rang 01 0}3
010 0 01
0 01 0 00O

L+S esta generado por los vectores que generan a L junto con los

vectores que generana S, por lo tanto:
L+5=((10,2,0),(-12,11),(0,0,1,0),(0,0,0,1),(L10,0)) =

=dim(L+S) =



= Rang = Rang
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Sustituyendo estos datos en la férmula de las dimensiones, obtenemos
que:

dim(LNS)=4+3-4=3

Otra forma de haberlo razonado es, una vez sabido que dim(L)=4,
como L es un subespacio de R*, se obtiene que
L=R*=LNS=R*"S=S=dim(LNS)=dim(S)=3



