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Este libro trata de ser una herramienta béasica para los alumnos que pre-
tenden seguir estudios universitarios de Ciencias, en particular, para los es-
tudiantes de Arquitectura e Ingenieria. En este texto no se pretende que el
alumno tenga amplisimos conocimientos de un tema determinado y escasos
en otros, sino que es deseo del autor que el alumno acabe el curso teniendo
una idea global de las Matematicas que necesita para la comprension de la
Tecnologia que aprendera en sus estudios asi como de la aplicacion de la
Matematica en sus aspectos mas practicos.

Puesto que es posible que un alumno comience sus estudios universita-
rios con pocos conocimientos de Matemadticas, este libro estd estructurado
de tal forma que cada capitulo comienza en los niveles mas basicos del te-
ma en cuestién hasta conseguir alcanzar los conocimientos que todo alumno
universitario necesita.

Los temas tratados en este libro son los bésicos en cualquier carrera uni-
versitaria de Ciencias, aunque tratados en forma practica y abandonando las
demostraciones farragosas, y a menudo innecesarias, para la comprension de
la Matematica.

En una primera parte se estudia el Algebra mientras que en la segunda
se trata el Célculo.

Dentro del Algebra, estudiamos las Matrices y los Determinantes, los
Sistemas de Ecuaciones, los Espacios Vectoriales y la Diagonalizacién de
matrices.

En la parte de Célculo tratamos en primer lugar la Matematica mas vi-
sual de Curvas y Superficies, para estudiar luego la aplicacién matematica al
calculo de longitudes, areas y volimenes mediante el Célculo Integral termi-

nando con las integrales de Inea y sus aplicaciones.
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Capitulo 1

MATRICES Y
DETERMINANTES

Existen operaciones matematicas que son sencillas de realizar pero que,
al ampliarse a otros campos maéas extensos, se pueden hacer mucho méas com-
plejas por lo que necesitan un tratamiento diferente al inicial para poder
realizarlas. Por ejemplo, es muy facil multiplicar dos cantidades A y B. Pe-
ro supongamos que se necesita multiplicar ordenadamente un conjunto de
cantidades del tipo A por un conjunto del mismo nimero de cantidades del
tipo B y sumar los productos resultantes. Esta operacién se podria indicar
en la forma (a1, as, as,...) - (by,ba,bs,...) = a1by + agby + aszbs + - - -. Pero si
se tuviera que multiplicar varios conjuntos del tipo A por otros conjuntos del
tipo B de la forma anterior, seria bastante complicado efectuar la operacién
correctamente si no se busca un procedimiento que permita clarificar el al-
goritmo empleado. Esta clarificacién se consigue con el uso de las matrices.

De hecho, una matriz no es mas que un conjunto ordenado de vectores.



LOS CONJUNTOS NUMERICOS

Empezaremos recordando los distintos tipos de ntmeros usados en la
ciencia, incluida la Matemaética y algunas relaciones entre ellos.

El conjunto numérico més simple es el conjunto de los nimeros naturales
N ={0,1,2,3,...}.

Si al conjunto de los nimeros naturales se le anade el conjunto de los
nimeros naturales negativos, se obtiene el conjunto de los niumeros enteros
Z={0,+1,£2,...}.

Un ndmero racional es el cociente entre dos nimeros enteros, el segundo
de los cuales no puede ser nulo. El conjunto de los niimeros racionales se
indica como Q, por lo que Q = {Z, ac ZANbe Z — {0}}

Un numero es irracional si admite infinitas cifras decimales no periddicas.
Los ntimeros irracionales son las raices no exactas, el nimero 7 y el nimero
e. Un numero es real si es racional o irracional y el conjunto de los mismos
se indica como R.

Finalmente, un nimero es complejo si es de la forma a + ib, siendo a y
b dos nimeros reales e i = y/—1. El conjunto de los niimeros complejos se
indica como C.

El conjunto de los niimeros reales positivos a > 0 se indica como R ™.

Algunas notas sobre los nimeros:

1. Debido a su construccién es evidente que se verifica la relacién de in-
clusion N c Zc QcRcC.

2. Cualquier nimero es complejo.

3. Un numero natural es entero, por lo que es racional, y por tanto real

y, en consecuencia, complejo.

4. Esta clasificacion de los niimeros es total, lo que indica que no existe

ningun otro tipo de nimero en la Ciencia.



5. Entre dos nimeros naturales (o enteros) sélo hay un nimero finito de

nimeros naturales (o enteros), y no hay ningin otro si los nimeros son

consecutivos: n y n + 1.

6. Entre dos nimeros racionales (o reales) hay infinitos niimeros racionales

(o reales).

7. Todos los conjuntos, salvo el C, son totalmente ordenados en crecimien-

to:Va,b ¢ C: a<bVa>b.

1.1. MATRICES

Definicién 1.1 Una matriz puede definirse como un conjunto de elementos

ai

a2
colocados ordenadamente en la forma
a3y

12
22

a32

ais
23

as3

El primer subindice de cada elemento indica la fila que ocupa dicho elemento

y el segundo subindice, la columna. Salvo que se indique lo contrario, en este

curso sélo se tratard de matrices numéricas reales. es decir, a; ; € R.

Se llama dimension de una matriz al simbolo m x n, donde m indica el

nimero de filas y n el de columnas. Las matrices se suelen indicar por letras

mayusculas, por lo que A3 indica que se trata de una matriz que tiene 4

filas y 3 columnas, siendo 4 x 3 su dimension. En forma reducida, una matriz

A se indica en la forma A,, ., = (a;;)

Ejemplo 1.1 Hallar las siguientes matrices:

1. A4><3 = (aij) tal que a;; = 31 — 2] +4
2. B3><4 = (bZJ) tal que bij =7 j —]Z

4



Solucion:

1. Basta dar a ¢ (fila) los valores 1, 2, 3, 4 mientras que j (columna) va to-

5 3 1

. 8 6 4

mando los valores 1, 2 y 3 para obtener la matriz A = 19 -
14 12 10

2. Haciendo ¢ = 1, 2, 3 mientras 7 = 1, 2, 3, 4 se obtiene la matriz

0 0 0 0
B=(1 0 -3 -8
2 -2 —18 =52
A continuacion definiremos algunas operaciones que pueden efectuarse
con las matrices. Pero antes de continuar se debe indicar que para poder

efectuar una operacion con dos matrices, éstas han de verificar siempre alguna

condicién, y esta condicion depende de la operacion de que se trate.

1.1.1. Suma de matrices.

Sea M.« €l conjunto de todas las matrices reales de dimensién m x n.
Para sumar dos matrices del conjunto M,, «,, se suman los elementos que
ocupan el mismo lugar: (a;;) + (b;;) = (a;; + b;;)
Por lo tanto, para sumar dos matrices es necesario que ambas tengan la
misma dimensién. Evidentemente, la suma de dos matrices es otra matriz de

la misma dimensién: A,,«n + Brixn = Crxn

Ejemplo 1.2 Hallar A+ B si

2 -3 4 -1 3 -1 2 0
A=10 3 -1 2 B = 2 -3 -4 -1
2 -1 1 3 -2 1 0 =2



5 —4 6 -1
Enestecasso A+B=| 2 0 -5 1
0 0 1 1

Propiedades de la suma de matrices

1. Conmutativa: VA,B € My : A+ B=B+ A
2. Asociativa: VA, B,C € Myun: A+ (B+C)=(A+B)+C
3. Elemento neutro: VA € Myyn, 30 E Myysn : A+0=04+A=A

4. Elemento opuesto: VA € Moyxn, I(—A) € Mysn - A+ (—A4) = (—A)+
A=0

El elemento neutro es la matriz O,,,«, cuyos elementos son todos nulos mien-
tras que la matriz opuesta de A = (a;;) es la matriz —A = (—a;;). Por
verificar las cuatro propiedades anteriores, se dice que el conjunto de las

matrices M,,x, €s un grupo abeliano.

1 -2 =3

. _ 4 0 =2
Ejemplo 1.3 Hallar la matriz opuesta de A = 5 4 0
-1 2 =2

Basta cambiar el signo a cada uno de los elementos para hallar la matriz

-1 2 3

-4 0 2
opuesta: —A =

3 =40

1 -2 2



1.1.2. Producto de una matriz por un escalar.

El producto de una matriz por un escalar es una matriz cuyos elementos

se forman multiplicando cada elemento de la matriz por dicho escalar:

A= (a;) = c-A=(c-a)

-2 -3
. . 4 0 =2
Ejemplo 1.4 5i A = hallar —3A
-3 4 0
-1 2 =2
-3 6 9
—-12 0 6
Segun lo indicado es —3A =
9 —-12 0
3 —6 6

Propiedades del producto de una matriz por un escalar:
1. Asociativa: Ya,b € R,NYA € Myun i a- (bA) = (a-b)A

2. Distributiva respecto a las matrices: Ya € R,YNA, B € My,xn :
a(A+ B)=aA+aB

3. Distributiva respecto a los escalares: Ya,b € R,YA € M,,xn :
(a+b)A=aA+ DA

4. Elemento neutro: VA€ Myxn:1- A=A

Por verificar estas cuatro propiedades mas las cuatro de la suma de matrices,
(M psxn, +, ) es un espacio vectorial de dimensién m x n sobre el conjunto
de los nimeros reales R (Los conceptos de espacio vectorial y dimension se

explicardn con més detalle en el Capitulo 4).



Ejemplo 1.5 Si Agyy = (a;j) tal que a;; =i — j+i-j, hallar 4A

1 11 1 4 4 4 4
Puestoque A= 3 4 5 6 | entonces4A=| 12 16 20 24
5 7 9 11 20 28 36 44

Ejemplo 1.6 Resolver el sistema de ecuaciones de matrices

8 —1 2 —7 —11 3
2X+3Y=| 0 5 10 [,3X-5Y=| 0 -2 —4
-1 -2 -5 8 16 2

Meétodo de reduccion.
Multiplicando la primera ecuacion por 3, la segunda por —2 y sumando las

ecuaciones obtenidas resulta

38 19 0 2 1 0
3FE, —2FE, = 19Y = 0 19 38 =Y = 0o 1 2

-19 —-38 -19 -1 -2 -1
Mutiplicando la primera ecuacién por 5, la segunda por 3 y sumando

resulta

19 =38 19 1 -2 1
OBy +3E,=19X=| 0 19 38 —-X=10 1 2

19 38 -—19 1 2 -1

Ejemplo 1.7 Hallar las matrices X eY si2X —3Y =4A, 3X+4Y = —2B
2 -1 3 0o -1 3

sabiendo que A = , B=
0 -2 -5 -2 3 2

Aplicando el método de reduccion al sistema indicado resulta:

1 [ —12 16 —48
—3FE,+2F,=17Y = —12A—4B > Y = —
17 8 12 52

1 8 -7 21
Igualmente, 4F; + 3F; = 17X = 16A — 6B — X = —
T\ -6 1 -14



1.1.3. Producto de dos matrices.

Se define el producto de las matrices Az, = (aij), Bnxp = (bgr) como
j=n

la matriz Ap,xpn - Bnuxp = Cmxp siendo C' = (¢;) tal que ¢ = Z a;;b;r (En
j=1

forma esquematica: para multiplicar dos matrices, se multiplican todos los
elementos de cada fila de la primera por su correspondiente elemento de cada
columna de la segunda matriz).

El producto de dos matrices es otra matriz cuyo nimero de filas coinci-
de con el nimero de filas de la primera matriz mientras que su nimero de
columnas es el nimero de columnas de la segunda. Por lo tanto, para poder
multiplicar dos matrices es necesario que el numero de columnas de la pri-
mera sea igual al numero de filas de la sequnda. Como consecuencia de la
definicién, el producto de matrices es una operacién interna en el conjunto

de todas las matrices de dimension finita, pero no lo es en el conjunto M,,,x,

1 -2 1
1 2 -1 3 0
3 0 2

Ejemplo 1.8 Si A = ) , B=10 2 0 -1 2,

-3 3
1 -1 -2 0 2
1 -2 -1

hallar A - B

Como el nimero de columnas de la matriz A (3), es el mismo que el nimero

de columas de la matriz B, se puede multiplicar A por B y se obtiene la

matriz

1 -2 2 -3 -3 5 -2
1 2 -1 3 0

3 0 5 4 -7 9

A-B = 0 2 0o -1 2 | =

2 =3 3 5 =5 =8 9
1 -1 -2 0 2

1 -2 — 0O -1 1 5 -6

Ejemplo 1.9 SiA=1] 0 , calcular A™.

=
=



Buscaremos la respuesta mediante productos sucesivos:

1ll 111 122
A2 = A-A=|01 0 01Lo0of|=[0T10
00 1 00 1 00 1
102 2 11 1 3 3
A2 = A2 A=|01 0 1 0|l=]1010
00 1 0 1 00 1
L3
A" = 1 0
0 1

Propiedades del producto de matrices:
1. Asociativa: YA, B,C € Myxn : A-(B-C)=(A-B)-C
2. Distributiva por la derecha: YA, B,C € Myxn : A-(B+C) = A-B+A-C

3. Distributiva por la izquierda: VA, B,C € Myxn : (A+B)-C=A-C+
B-C

Por verificar las tres propiedades anteriores més las cuatro de la suma,
(M, +,), es un anillo no conmutativo sin elemento neutro para el pro-

ducto.

Nota 1

En general, el producto de matrices no es conmutativo.

3 —1
2 -3 4
Ejemplo 1.10 Si A = ( 0 1 . ), B =12 -2 | hallar A- B,
N N 5 —3

B - A y comprobar que el producto de estas dos matrices no es conmutativo.
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Este producto no puede ser conmutativo puesto que A- B es una matriz 2 X 2

mientras que B - A es una matriz 3 x 3. Por otra parte,

9 -3 4 3 20 -8
2 1 -3 ~19 —9
5 —3

3 —1 8 —10 15
2 -3 4

B-A = 2 =2 =1 8 -8 14
-2 1 =3

5 =3 16 —18 29

Que el producto de matrices no sea conmutativo no quiere decir que jamas

lo sea, sino que no lo es en general. Y de hecho pueden encontrarse multitud

de ejemplos de matrices cuyo producto si es conmutativo.

Ejemplo 1.11 Hallar el conjunto de las matrices que conmutan con

1 -1
A=
0 2
Una matriz que conmute con ésta ha de ser de la forma A" = (

forma que A- A"’ = A’ - A por lo que

1 -1 b —c b—d
A-A = A _ [ C mientras que
0 2 c d 2c 2d
WA= a b . 1 -1 _[a —a +2b
c d 0 2 c —c+2d
. . . a=a—c—>c=10
[gualando ambas matrices se obtiene el sistema

—a+2b=b—-—d—d=a—-0

mientras que las otras dos ecuaciones son sobreabundantes.

a b
c d

)de

En consecuencia, dos de los parametros se pueden expresar en funcién de los

otros dos. Por lo tanto, las matrices que conmutan con A son de la forma

(0]

11

|



. . 3 5
Por ejemplo, la matriz 0

) conmuta con la matriz dada.
. . , 3 1
Ejemplo 1.12 Hallar el conjunto de matrices que conmutan con B =

Al igual que en el ejercicio anterior, resulta que si B’ = (

que B - B’ = B’ - B, entonces
3 1 b 3 3b+d
B-B = A = @t - mientras que
-7 8 c d —T7a+ 8¢ —Tb+8d

5.5 - a b 3 1 B 3a—T7b a+8b
c d -7 8 3c—Td c+8d
3a—Tb=3a+c—c=-Tb }

Igualando ambas matrices se obtiene
a+8 =3b+d—d=a+5b

a b
Por tanto, las matrices que conmutan con B son de la forma
—7b a4+ 5b
. . 2 -3 :
Por ejemplo, la matriz o1 3 conmuta con la matriz B como se puede

compruebar facilmente.

Nota 2

Puede suceder que el producto de dos matrices no nulas sea la matriz

nula.

2 -1 3 =5
Ejemplo 1.13 Comprobar que si A = , B= ,
—4 2 6 —10
entonces A- B =0
Esto quiere decir que, si bien 0- A =0y A-0 = 0, esto no significa que

A-B=0—-A=0VvB=0

12



1.1.4. DMatriz traspuesta.

Una matriz A = (a;;) es traspuesta de otra matriz B = (by) si verifica
que a;; = bji7 \V/’L,j
En forma simple se dice que para trasponer una matriz se cambia sus filas

por columnas. La matriz traspuesta de A se indica por AT

Propiedades de las matrices traspuestas:
. (AT = A
= Si existe, es (A+ B)Y = AT + B

= Si existe, es (A- B)T = BT . AT

2 -1 3 4
Ejemplo 1.14 Hallar la matriz traspuesta de A= 1 —2 =3 0
2 -1 =5 6

2 1 2

. T -1 -2 -1

La matriz traspuesta es A* =
3 -3 =5
4 0 6

A continuaciéon estudiaremos las matrices cuadradas y algunas de sus

propiedades.

1.1.5. Definicion

Una matriz es cuadrada si su numero de filas coincide con su ntimero de

columnas. En este caso, este niimero se llama orden de la matriz y la matriz
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se representa como A,,.
A partir de este punto, y mientras no se diga lo contrario, todas las matrices

a tratar son cuadradas.
Ejemplo 1.15 Si A, B € M,, jes cierto que (A+ B)?> = A2+ 2A- B+ B??
No siempre, puesto que (A+B)? = (A+B)-(A+B) = A’*+ A-B+ B- A+ B?

y no necesariamente ha deser A-B=B-A

1.1.6. Traza de una matriz cuadrada.

En una matriz cuadrada, el conjunto de elementos {a;;} recibe el nombre
de diagonal principal de la matriz.
La suma de los elementos de la diagonal principal de la matriz A se llama

traza de la matriz y se indica en la forma traza(A) o bien como tr(A).

Ejemplo 1.16 Hallar la diagonal principal y la traza de la matriz cuadrada
2 -1 3 4

-3 2 =3 0
1 2 1 -1
0o 1 -2 0

En este ejemplo la diagonal principal es A = {2,2,1,0} y la traza es
traza=2+24+1+0=5

Propiedades de la traza de una matriz:

» traza(A) = traza(AT)

traza(A + B) = traza(A) + traza(B)

traza(k - A) =k - traza(A)

traza(A- B) = traza(B - A)

En general, traza(A - B) # traza(A) - traza(B)
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1.1.7. Matriz simétrica

Una matriz cuadrada es simétrica si coincide con su traspuesta. Es decir:
A es simétrica si A = A”. En consecuencia, una matriz cuadrada es simétrica

si ai; = aji, Vi,]

Ejemplo 1.17 Poner un ejemplo de matriz simétrica de tercer orden

-2 1 2
Una matriz simétrica de tercer orden es A = 1 3 -4
2 —4 0

Es facil comprobar que el producto de una matriz por su traspuesta siem-
pre es una matriz simétrica: B = A- AT — B = BT

Tambin es simétrica la suma de una matriz cuadrada y su traspuesta: A+ A7,

1 2 -3 -1

Ejemplo 1.18 Si A = 0 —1 2 2 |, comprobar que A-AT es una
-3 1 0 -4
matriz simétrica.
1 0 -3
1 2 -3 -1 15 —-10 3
T 2 -1 1
AA =] 0 -1 2 2 =1 —-10 9 -9
-3 2 0
-3 1 0 -4 3 -9 26
1 2 4

1.1.8. Matriz triangular, diagonal, unidad

Una matriz cuadrada es triangular superior si todos sus elementos situa-
dos por debajo de la diagonal principal son nulos; es decir, (a;;) es triangular

superior si a;; = 0,Vi > j

Ejemplo 1.19 Poner un ejemplo de matriz triangular superior de orden 4
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1 2 -3 -1
. 0o -1 2 2 , .
La matriz S = es triangular superior.
0o 0 0 -4
o 0 0 3

Una matriz cuadrada es triangular inferior si son nulos todos los elemen-

tos situados por encima de la diagonal principal; es decir, si a;; = 0,Ve < j

Ejemplo 1.20 Poner un ejemplo de matriz triangular inferior de orden 5

10 0 00
-2 -1 0 00

La matriz M = 3 1 0 0 0 | estriangular inferior.
-2 4 -3 30

2 0 -1 31
Una matriz cuadrada que es triangular inferior y superior a la vez se dice

que es una matriz diagonal

Ejemplo 1.21 Poner un ejemplo de matriz diagonal de orden 5

1 0 000

0 -1 0 00
LamatrizD=1]1 0 0 0 0 0 | esdiagonal.

0 0 0 30

0 0 0 0 4

Una matriz diagonal también puede expresarse sélo con los elementos de

la diagonal principal, y asi la matriz anterior se indicaria como
1

—1

4

Una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal principal son todos

1, se llama matriz unidad o matriz identidad y se representa como I,,.
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Por ejemplo, I, = es la matriz unidad de cuarto orden.

1

La matriz identidad I,, tiene la propiedad de que: A- I =1-A=A

El conjunto de las matrices cuadradas de orden ”"n”.

Sea M,, el conjunto de las matrices reales cuadradas de orden "n”. Por
ser un subconjunto de M, «,, es un anillo no abeliano, y como posee matriz
unidad para el producto de matrices, (M,,+,-) es un anillo unitario no

abeliano.
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1.2. MATRICES: EJERCICIOS RESUELTOS

1. Hallar la matriz As.q = (a;;) tal que a;; = 3i — 45 + 2

Basta dar valores a ¢ desde 1 hasta 3 mientras que j varia de 1 a 4 por
1 -3 =7 —11
lo que la matriz A toma la forma A= 4 0 —4 -8
7 3 -1 =5
2. Hallar la matriz By = (bj;) tal que b =i -5 — j°

En este caso, i varia de 1 a 4 mientras que j lo hace de 1 a 2 por lo que

0 —1
1 0
B =

2 =2

3 -8
-1 2 3 2 1 3 -3 2

3. 51 M = 3 -2 2 2|, N=]| -2 3 —4 0 |, hallar las

0 -1 —4 —4 1 1 -1 4

, 2X -3Y =M
matrices X e Y tales que
3X+4Y =N
Reduccion: Multiplicando la primera ecuacion por -3, la segunda por 2

y sumando, se elimina X:

-1 2 3 2 1 3 =3 2
17%Y=-3( 3 -2 2 -2 |+2( -23 —4 0 |—
0 -1 -4 —4 1 1 -1 4

. 5 0 —-15 -2
Y=—| —-13 12 —-14 6

T
2 5 10 20
Multiplicando la primera ecuacion por 4, la segunda por 3 y sumando

se elimina Y:
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-1 2 3 2 1 3 -3 2
17X =4 3 -2 2 -2 |[+3| -2 3 —4 0 |[—

0 —1 —4 —4 1 1 -1 4
. -1 17 3 14
X = — _ _
7 6 1 4 8
-1 —-19 —4
) . 2X +3Y =4A )
. Resolver el sistema matricial si
3X-Y =-2B
-1 2 1 2 2 0
A= 0 1 -2 1|,B=| -1 0 -2
3 -1 1 1 -3 2

Al igual que el anterior, tras multiplicar la primera ecuacion por 3, la
segunda por 2 y sumar se obtiene Y, mientras que si se multiplica la

segunda por 3 y se le suma la primera se obtiene X. De esta forma

. -4 32 12 . —-16 —4 4
Y=—1| — — X = —
1 4 12 32 |, 11 6 4 4
40 —-24 20 6 14 -8
2 -1 2
-2 3 4 -1 3 3 )
.SiA=| -1 0 -1 2 |,B= , hallar A- B
4 0 -3
3 -1 =2 4
-2 2 =2
2 -1 2
-2 3 4 -1 9 9 . 23 -9 -—17
AB=| -1 0 -1 = —-10 5 -3
4 0 -3
3 -1 =2 4 —-13 8 )
-2 2 =2
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-2 3 4 -1

6. Hallar A- AT, AT . A, A% si A= 1 0 -1 2
3 -1 -2 4
2 1 3
—9 3 4 -1 s 0 4
A-AT = 1 0 -1 2
4 -1 -2
3 -1 -2 4
1 2 4
30 -8 —21
= 8 6 13
21 13 30
2 1 3
s 0 4 —9 3 4 -1
AT . A = 1 0 -1 2
4 -1 =2
3 -1 —2 4
1 2 4
14 -9 —15 16
B —9 10 14 -7
o 215 14 21 —14

6 -7 —14 21
A? no se puede hallar porque A no es una matriz cuadrada.

7. Hallar el conjunto de matrices que conmutan con la matriz

(57

Las matrices que conmutan con ésta, seran todas las matrices cuadradas

C

2 =3 a b 2a — 3¢ 2b — 3d
-4 5 c d —4a +5¢c —4b -+ 5d

20
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a b 2 =3 20 —4b —3a + 5b
c d —4 5 2c —4d —3c+5d
{ 2a —3c=2a—4b— c= %

2b—-3d=—-3a+5b—d=a—-10

Luego, el conjunto de matrices que conmutan con A es
a b
" ,a,b€R
3 a—>b

1 0
8 Hallar AZsiA=1] 0 1
31

N O O

Multiplicando iteradamente la matriz A por si misma resulta

100 100 100
A% = 010 01 0]|=[01o0
3 1 2 3 1 2 9 3 4
0 0 1 0 0
— A= 1 0 |= 0 1 0
3-3 3 22 3-(22-1) 22-1 22
100 100 1 00
A3 = 010 01 0]|=|0 10
9 3 4 31 2 21 7 8
0 0 1 0 0
— A= 0 1 0 |= 0 1 0
3.7 7 28 3-(22-1) 28-1 23
1 0 0 100 1 0 0
At = 0 10 010]=]90 1 0
21 7 8 3 1 2 45 15 16
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3.15 15 9 3.(20—1) 24—-1 2¢
1 0 0
0 1 0

3-(28 1) 2¥ -1 2%
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1.3. DETERMINANTES

En esta seccion trataremos de una aplicacion del conjunto de las matrices
cuadradas de nimeros reales en el conjunto de los niimeros reales, llamada
determinante. Esto quiere decir que sélo las matrices cuadradas poseen de-
terminante, que el determinante de una matriz cuadrada es unico y que el
determinante de una matriz de niimeros reales es siempre un numero real.

Solo se estudiaran los determinantes de matrices de nimeros reales (aun-

que el proceso es el mismo para cualquier tipo de matriz).

1.3.1. Definicion.

Un determinante es una aplicacion del conjunto de las matrices cuadradas
reales en el cuerpo de los nimeros reales en la forma que indicaremos mas
adelante. El determinante de la matriz cuadrada A se indica en la forma
det(A), o también mediante dos barras verticales en la forma |A|. Por lo
tanto, a toda matriz cuadrada le corresponde un determinante que es un
nimero real: f: M, — R: f(A) = |A|.

A continuacién indicaremos la forma de hallar el determinante de las

matrices de orden 1, 2 y 3.

1. El determinante de una matriz de primer orden es el mismo numero:

det(ai1) = aq1.

. . ai; Q12 .
2. Si la matriz es de segundo orden , el valor de su determi-
Q21 Q22
aip Qa2
nante es = 11029 — Q12021
Q21  G22

3. Si la matriz es de tercer orden, su determinante se puede hallar me-

diante la llamada regla de Sarrus:
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ailz a2 ais
A1 Gy Qo3 | = (11022033 + 12023031 + A21032013)

a31 32 Q33
— (a13022a31 + a12a21a33 + A23a32011)

4. El determinante de una matriz de orden superior al tercero se desa-
rrollard méas adelante pues necesitaremos algunos conocimientos aun

no estudiados.

Ejemplo 1.22 Hallar el valor de los siguientes determinantes:

) 35 2 -3 4 -3
14 7 7 -5/ -8 6
3 4 2 2 —3 4
3.0-2 4 1 |, 1 5 0

5 3 —1 3 -1 8

El valor de estos determinantes es el siguiente:

1. |- 3= -3, 5/ =5
35
2. =3.7-5-4=1
47
2 - = 2(=5) — (=3)7 =11
7 -5
4 -3
. —4-6—(=3)(=8) =0
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3 4 2
3.0 -2 4 1 |=
5 3 —1
(3-4(—1)+4-1-54+(—2)3-2)— (2:4-5+4(—2) (=1)+1-3-3) = —4—57 = —61
2 -3 4
1 5 0]=(804+0+4)—(60+0+24)=0
3 -1 8

1.3.2. Matriz adjunta.

Se llama menor complementario del elemento a;; de la matriz cuadrada
A, = (ai;), al valor del determinante que se obtiene suprimiendo la fila i y
la columna j en dicha matriz. El menor complementario del elemento a;; se

representa por M;;

2 -1 3
Ejemplo 1.23 Dada la matriz | —4 —2 2 |, hallar los menores comple-
3 -1 0
mentarios Moz y Moo
2 —1 2 3
ESM23: :—2—{—3:17 M22: 3 0 =0—-—9=-9

Se llama determinante adjunto o simplemente adjunto del elemento a;; de
la matriz cuadrada A,, al valor A;; = (—1)"M;;. Dado que (—1)""7 = +1,
si ¢ + j es un numero par el adjunto de un elemento coincide con su menor
complementario A;; = M;;, mientras que si ¢ 4 j es impar el adjunto de a; ;

es el opuesto de su menor complementario A;; = —M,;

Ejemplo 1.24 En la matriz del ejemplo anterior, hallar los adjuntos Ass y
A

Agg = =Mz = -1y Ajg = M3 =9
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Se llama matriz adjunta de una matriz cuadrada a la matriz formada por
los adjuntos de todos sus elementos colocados en el lugar correspondiente.

La matriz adjunta de la matriz A se indica en la forma adj(A) = (A;;)

2 -1 =2
Ejemplo 1.25 Hallar la matriz adjunta de la matrizA=1 0 1 3
1 -1 2

La matriz adjunta esta formada por los adjuntos de los elementos de la matriz

dada, por lo que, teniendo en cuenta que A;; = (—1)"" M;; resulta que la

5 3 -1
matriz adjunta es adj(A) = | 4 6 1
-1 -6 2

Es facil comprobar que la matriz adjunta de una matriz simétrica es

también una matriz simétrica.

Ejemplo 1.26 Hallar la matriz adjunta de la matriz simétrica

2 =3 1
S=| =3 0 =2 | ycomprobar que también es simétrica.
1 -2 4
-4 10 6
Su matriz adjunta es adj(S) = | 10 7 1 [ que es también simétrica.
6 1 -9

1.3.3. Determinante: definicién y propiedades

Sea M, el conjunto de las matrices cuadradas de orden n y sea A = (a;;)

una matriz cuadrada perteneciente a M,,. Se llama determinante de la matriz
cuadrada A a la aplicacién det : M,, — R tal que det(A) = Z a;;A;; siendo

=1
¢ un numero fijo comprendido entre 1 y n y A;; el determinante adjunto del

elemento a;;.
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Por lo tanto, para hallar el determinante de una matriz cuadrada se mul-
tiplica cada elemento de una linea cualquiera por su adjunto correspondiente
y se suman todos estos productos.

Es facil comprobar que los métodos indicados anteriormente para los de-
terminantes de primero, segundo y tercer orden, no son mas que casos parti-

culares de esta férmula.

Ejemplo 1.27 Hallar los determinantes siguientes a partir de la definicion:

1 -2 3
» A= -1 4 0
2 -2 -3
2 -1 0
-1 —1
- B =
0 2 2
-1 0 2 1

Hallaremos estos determinantes desarrollando por los elementos de la pri-

mera fila:

1 -2 3

Al = -1 4 0
2 -2 -3
4 0 — —
-2 -3 2 =3 2 =2
1 2 -1 0
2 -1 3 -1

|B| =

1 2

-1 0 2
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-1 3 -1 2 3 -1 2 -1 -1
=11 2 2 [—-2] 0 2 2 |—=1] 0 1 2
0o 2 1 -1 2 1 -1 0 1

40| -] = 18

El problema de la resolucién de determinantes se complica en caso de
que la matriz sea de orden superior a 3 ya que, por ejemplo, para resolver
el determinante anterior de cuarto orden |B|, dado que cada linea tiene 4
elementos, hemos tenido que hallar 4 determinantes de tercer orden por la
regla de Sarrus pero para poder hallar un determinante de quinto orden sera
necesario resolver 5 x 4 = 20 determinantes de tercer orden, etc.

Es conveniente por tanto mejorar la férmula indicada en la definiciéon
anterior. Una forma de mejorar este procedimiento consiste en anular todos
los términos de una linea cualquiera del determinante (fila o columna) salvo
uno de ellos, lo que recibe el nombre de método de Gauss.

Para hacerlo, aplicaremos las propiedades de los determinantes que in-
dicamos a continuacién, teniendo en cuenta que al indicar dos lineas nos
referimos indistintamente a dos filas o a dos columnas pero no a una fila y
una columna conjuntamente. Las llamamos propiedades internas para indicar
que son propiedades que dependen de los elementos del propio determinante
y no de causas externas como seran otras propiedades que indicaremos mas

adelante.

1.3.4. Propiedades internas de los determinantes.

Entre las muchas propiedades de los determinantes destacamos las si-

guientes:

1. Si se intercambian entre si dos lineas de un determinante, éste cambia

de signo.
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2. Si se sustituye una linea por su suma con otra linea cualquiera, el

determinante no varia.

3. Si se multiplica una linea por un ntimero, el determinante queda mul-

tiplicado por este niimero.

4. Si una linea es combinacion lineal de otras, el determinante es nulo y

viceversa. Como consecuencia de esta propiedad:

a) Si dos lineas de un determinante son iguales, el determinante es

nulo.

b) Si una linea es nula, el determinante es nulo.

Ejemplo 1.28 Hallar el valor de los siguientes determinantes

2 =3 4
2 5 2 -1
1. |[A] =
-1 -2 0 3
0O 4 3 -1
1 0o -1 1 2
-1 2 0 -1
2.|Bl=| 0 -1 2 -1 =2
-2 0 1 1
1 0o 2 -1 -1
r v+1 x+2
3.1CI =]z z+3 z+4
T r+5 x+6

A partir de ahora, F; indica la fila de orden 1.
Para resolver estos determinantes, aplicaremos las propiedades anteriores

(las cuales indicaremos en una columna anadida al comienzo), hasta conseguir
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un determinante de tercer orden el cual resolveremos por la regla de Sarrus

(o por los adjuntos de una linea):

|Bi

1 2 -3 4 F
2 5 2 -1| F-2R
1 -2 0 3| E+R
0 4 3 -1 F,
1 8 -9 F 1
0 -3 7 |= R 0
4 3 —1 Fy—4F, | 0
1 0 -1 1 2
] 2 0 -1
1 2 -1 -2
2 —2 0 1 1
1 0 2 -1 -1
F 1 0 -1 1 2
L+EF |0 1 1 1
Fy 0 -1 2 —1 -2
F,—2F |0 -2 2 —1 -3
F—F |0 0 3 -2 —3
11 1 1 F
12 -1 -2| BKB+A
—2 2 -1 -3| F+2R
0 3 -2 -3 F,
30 -1
41 —1|=3 b M
3 -2 -3 2

30

8

-3
—-29 35

o O O =

o O O

W = W =

3

2
1
0
4

-3 4

-3 7

-9

7 | =098




z z+1 x+2 F z z+1 xz+2

Como se ve por estos ejemplos, el método consiste en anular todos los
elementos de una columna (o una fila) salvo uno de ellos (preferiblemente el
que sea un 1) de forma que el determinante se reduzca a otro de un orden
menor y repetir el proceso hasta conseguir un determinante de tercer orden
que se puede resolver por la regla de Sarrus o por los adjuntos de una linea.
Esta forma de resolver un determinante de cualquier orden se llama método

de Gauss.

1.3.5. Propiedades externas de los determinantes

Si Ay B son matrices cuadradas del mismo orden:

1. |A] = |AT|

2. |A+ B| <|A| + B
3. |k Al = k" - |A|

4. |A-B|=A|-|B]

5. Si T es una matriz triangular, |T'| = ajjasass - - -

6. |[I,|]=1,]0,]=0
1 3 -1
Ejemplo 1.29 Comprobar que | X| = |XT| si X = =2 —4 0
1 2 5
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Efectuando el método de los adjuntos de la tercera columna para | X| y de la

tercera fila para | X 7|, resulta

1 3 —1
-2 —4
X = | -2 -4 0 |=-1 —04+5 =10
2 -2 —4
1 2 5)
1 -2 1
. -2 1 1 -2
(X7 =13 -4 2|=-1 —0+5 =10
—4 9 3 —
-1 0
2 -1 1
Ejemplo 1.30 Sea la matrizA=11 0 =2
2 1 -3
Hallar:
1. |A]
2. |24
3. |AT|

Aplicando la regla de Sarrus encontramos que |A| = 6. Por lo tanto:
1. |[A=6
2. |2A] = 23|A] =8-6 =48

3. |AT| = |A| =6

1.3.6. Matriz inversa.

Una matriz es inversa de otra si el producto de ambas es la matriz iden-

tidad. Si existe, la matriz inversa de A se representa por A~!, por lo que se

ha de verificar que A- A1 = A"1. A=1.
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La inversa de una matriz puede calcularse de varias formas. Una de ellas

es haciendo uso de la matriz adjunta de la matriz inicial de tal forma que

1
A= (Aij)T: para hallar la matriz inversa se multiplica el valor inverso

Al
del determinante de la matriz dada por la matriz traspuesta de la matriz

adjunta. De aqui se deduce que para que exista la matriz inversa es necesa-

rio y suficiente que el determinante de la matriz dada sea distinto de cero:
JA™ +— |A] #£0

-1 2 3
Ejemplo 1.31 Hallar la matriz inversa de A = 2 1 0
-2 -1 2
Puesto que |A| = —10 # 0, esta matriz posee inversa y es
2 -4 0 ! ) 2 -7 =3
A_lz—To “7T 4 5| =g 4 4 6
-3 6 =5 0 -5 =5

Propiedades de la matriz inversa
Entre las propiedades de las matrices inversas destacamos las siguientes:
1. (A H)1t=4
2. (A-B)"'=pB"1. 471
3. (AT)"! = (A~ )T

1
~ det(A)

Una matriz es regular o inversible si su determinante es no nulo. Una

4. det(A™Y)

matriz que no es regular se dice que es singular. En consecuencia, sélo las

matrices regulares admiten matriz inversa.

Ejemplo 1.32 Para los distintos valores del parametro k, estudiar la exis-

tencia de la matriz inversa de
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1. M=|2 k -1
3 =2 k

0 1

2. N=|[0 -1 &k
1 k=11

Solucién:

1. Para que exista la matriz inversa es necesario que el determinante de
la matriz sea no nulo. Puesto que det(M) = k? + 5k + 4, entonces
M| =0 — k*+5k+4=0—k=—-4ANk = —1. Existe la matriz
inversa de M para todo valor de k distinto de —1 y distinto de —4.

2. Igualmente

INl=0 5 k—k*=0—ok=0Ak=1— (AN < k#£0Ak#1)

Ejemplo 1.33 Estudiar la existencia de la matriz inversa para los distintos

valores de m en las siguientes matrices:

1 -1

1.A=10 1 2

1 -1 m
1 2 -1
2.B=10 1 m
2 14+4m 2

Solucion:
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Lodet(A)=2m+7=0—m=-5 = (A < m+#-])

2. det(B)=-m*+3m+4=0—->m=—-1Am=4:
(AB™! <= m#£ -1Am#4)

3. det(C)=m*—3m+2=0— m=1(doble),m = —2 :
(AC™ <= m#A1Am#£ -2)

1.3.7. Rango de una matriz.

Se llama rango de una matriz al niimero de vectores linealmente indepen-
dientes que la conforman. Se llama menor de una matriz a todo determinante
que puede obtenerse de la misma suprimiendo las filas y columnas que sean
necesarias. El rango de una matriz coincide con el maximo orden de sus
menores no nulos.

Otra forma de hallar el rango de una matriz consiste en reducir dicha
matriz mediante transformaciones elementales a una matriz triangular en
cuyo momento el rango de la matriz coincide con el nimero de vectores filas
no nulas (método de Gauss). Este método es practico en caso de la matriz
tenga un numero de filas y de columnas mayor de 3 ya que asi se evita tener
que calcular ningtin determinante de orden igual o mayor que 4.

Tenemos, por tanto, tres métodos distintos para calcular el rango de una

matriz:

» Dependencia: estudiando la dependencia lineal de los vectores filas
(Capitulo 4).

s Menores: hallando el maximo orden de sus menores no nulos.

= Gauss: reduciendo la matriz de las n primeras filas a una matriz trian-

gular superior.
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Ejemplo 1.34 Aplicar el método de Gauss para hallar el rango de la matriz

1 2 4
P = 2 1 -1
-1 3 11

Se anulan los elementos de la primera columna excepto el primero y luego

los de la segunda excepto los dos primeros:

1 2 4 Fy 1 2 4 I 1 2 4
2 1 -1 = F-2F 0 -3 -9 | = Ey 0 -3 -9
-1 3 11 Fs+ F 0 5 15 3F5 + 5k, 0 0 0

En consecuencia, rango(P) = 2 (nimero de filas no nulas).

Ejemplo 1.35 Aplicar el método de Gauss para hallar el rango de la matriz
12 -1 2 0

11 2 -2 1
V =

23 -1 0 1

0 2 4 g8 =2

Repitiendo lo indicado en el ejemplo anterior resulta:

12 -1 2 0 i) 1 2 -1 2 0
s 112 2 |_R-A |0 -1 3 -
23 -1 0 1 B-2F |0 -1 1 —4 1
02 4 8 -2 F 0 2 4 8 -2
" 1 2 -1 2 0
B Py 0 -1 3 -4 1
T ORB-F |0 ) 0
Fi+2F \0 0 10 0 0
" 1 2 -1 2 0
B £y 0 -1 3 -4 1
- Fy 0 9 0
Fy+5F \ 0 0 0

Por lo tanto, rango(V) =3

36



Ejemplo 1.36 Hallar el rango de las matrices

2 3 -1
1. A=10 -1 2

1 2 3

1 2 -3 1
2 B=101 2 =2

3 4 —13 7
Solucion:

1. Hallaremos el rango por el método de los menores no nulos:
2 3

N —2 # 0 — rango(A) > 2.

det(A) = =9 # 0 — rango(A) =3

2. Hallaremos el rango por el método de Gauss:

2 -3 1 F 1 2 -3 1
B=1]101 2 -2|= & 0 1 2 -2
34 —13 7 F,—3F, \0 -2 —4 4

ol 12 -3 1

= j28 01 2 -2

F34+2F \0 0 0 0

por lo que r(B) = 2: nimero de filas no nulas.

Ejemplo 1.37 Hallar el rango de las siguientes matrices para los distintos

valores del pardametro que se indica:
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2 -1 2 3 —9 ;
M=1-2 3 2 |, N={0m -2, P=
2 -1 k 3 1 m |
Solucién:

1L IM|=0—=14+Tk=0—k=—2

a) k#—-2—=r(M)=3

b) k=-2—r(M)=2

2. |N|:0—>2m?+6m—14:0_>m:—34—2\/ﬁ
2 m=_3’j§¢3_7w<zv>=2
°) m#w%r(i\f)::s

3. |[P|=0—=a*-3a+2=0—m=—-2Aa=1 (doble)

a#-2Na#1—r(P)=3
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B=|2 1 3 -1
3.0 7 =2
1 -2 1 0
0o 1 2 -1
C =
~1 -1 1
1 4 -5 2

Repitiendo alguno de los procesos anteriores se encuentra rango(A) = 3,

rango(B) =2y rango(C) =3

Ejemplo 1.39 Segun los valores del niumero real k, hallar el rango de la
2 =3 1 0

matriz P=| k 1

8 9 k kk—1)

Solucién:
20
=2%#0— rango(P) > 1
ko1
2 =31 0
P = E 1 2 1
8 9 k kk—-1)
F 2 =3 1

= 2F,—kF, | 0 243k 4—k 2
Fs—4F, \0 21 k-4 k-1

F 2 -3 1 0

Fy 0 2+ 3k 4—k 2
(2+43k)F;—21F, \ 0 0 3k*+11k—92 3k2—k—44
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32+ 11k —92=0—k=4ANk=-2
3k —k—44=0—k=4Nk=—%
Discusién:

» Sik=4—rango(P)=2

» Sik#4— rango(P)=3

Se habrian simplificado un tanto las operaciones si en la segunda matriz se
intercambian entre si las columnas 2 y 3 y a continuacion se suman las filas
2y 3.

Propiedades del rango de una matriz

1. El rango de una matriz es igual al rango de su traspuesta: rango(A) =
rango(AT)

2. Si se intercambian entre si dos lineas de una matriz, su rango no varia

1.3.8. Relacién entre rango de una matriz y dimensién

de un espacio vectorial.

Teniendo en cuenta que el rango de una matriz es el nimero de vectores
independientes que la forman, para hallar la dimensién del espacio vectorial
generado por un conjunto de vectores basta con hallar el rango de la matriz

que forman dichos vectores.

Ejemplo 1.40 Hallar el rango de la matriz
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Emplearemos el método de Gauss:

R 10 -1 1 1
O R+R |0 2 0 1 -1 1
TR 0 1 -2 1 -1 —2
F 0 -3 2 —2 2 1
) 10 -1 1 0 1
B £y 02 0 1 -1 1
T O9R-F |00 -4 1 -1 -5
2OF,+3F \0 0 4 -1 1 5
2 10 -11 0 1
R 02 0 1 -1 1
TR 00 41 -1 -5
FitsFB \00 0 0 0 0

por lo que el rango de esta matriz (que coincide con el nimero de filas no

nulas), es 3.
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1. Hallar el valor de los siguientes determinantes:

DETERMINANTES. EJERCICIOS RE-

Aplicamos el método de Gauss para reducirlo a un determinante

de tercer orden y éste lo resolveremos por la regla de Sarrus:

1.4.
SUELTOS
1 2 -2 -1
2 5 1 -1
a)
-3 2 -1 1
1 0 -1 2
1 2 -2 -1
2 5 1 -1
-3 2 -1 1
1 0 -1 2
1 1 1 1
2 3 -2 =3
b)
4 9 4 9
8 27 —8 =27
Al igual que antes,
1 1 1 1
2 3 -2 =3
4 9 4 9
8 27 —8 =27

2. Comprobar que el determinante

Fy
Fy —2F
Fs +3F,
Fy—Fy

Fy
Fy—2F
Fs —4F)
Fy—8F)

w = W N

42

oS O O =

-2

-1

= —125

= —600

es nulo. Qué se



puede deducir de este hecho?.

Que una de las lineas es combinacién lineal de las otras tres (los cuatro

vectores son linealmente dependientes).

-4 2 2
3. Resolver la ecuacion |[A —A-I|=0siendo A= 2 1 -3
2 =3 1

(Las raices de esta ecuacién se llaman valores propios o autovalores de

la matriz A, como veremos en el Capitulo 5)

-4 2 2 1 00 —4 - A 2 2
A=\I = 2 1 =3 |=-A1010]|= 2 1-X =3
2 =3 1 0 01 2 -3 1-=2A

por lo que, hallando su determinante, la ecuacién indicada es
=A% =202 + 24\ = 0 — A(A\? + 2\ — 24) = 0 cuyas soluciones son
>\:07 )\:47 )\:_6

4. Hallar la matriz inversa de

-1 2 3
a) A= 2 1 0
-2 -1 2
X , 2 -7 -3
A= (A) " =—| -
0 -5 =5
1 -1
b) B=| 3 —1
2 3
X -7 -5 1
Bl'=—(B,) =—| - -
B =g | T T T
7 -3 -5
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5. Hallar el rango de las siguientes matrices para los distintos valores de

1 2 -1
o) M=] -2 3 2
2 -1 k
Se resuelve la ecuacion det(M) =0 — 14+ Tk =0 — k= —2:
» Sik#—-2—rango(M)=3
» Sl k=—-2—rango(M) =2

2 3 =2
b) N=| 0 k -2
31 k
-3+
det(N):O—>2k:2+6k:—14:O—>k:32\/ﬁ.

Sik # %\/377 — rango(N) = 3y rango(N) = 2 en caso contrario

2 -1 2
6. Resolver la ecuacion A-X = Bsiendo A= 1 -1 -2 |,
2 -2 3
0 -3 9
B=|1 6 3 —4
-2 -8 13

De la ecuacién A-X = B se deduce que X = A~ B, por lo que debemos

hallar la matriz inversa de A y multiplicarla por la matriz B:

T
2 -1 2 -7 =7 0
Al = |1 -1 =2 :—7—>A‘1:_17 -1 2 2
2 -2 3 4 6 -1
-7 —-1 4 0 -3 9
— X:_17 -7 2 6 |-| 6 3 —4
0o 2 -1 -2 -8 13
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1.5. MATRICES Y DETERMINANTES: EJER-
CICIOS PROPUESTOS

1.5.1. Enunciados

2 —j% si i<
1. Hallar la matriz Ay = (a;;), a;; = { J =J

3i—2j si i>]

. -2 1
2. Si A= , hallar A"
0 2

3. Hallar B™, si B =

—_ = =
—_ = =
—_ = =

4. Si M y N son matrices cuadradas del mismo orden, hallar

(M + N)- (M — N)

5. Se dice que una matriz cuadrada C' es idempotente si C? = C.

2 -2 —4
Comprobar que C' = -1 3 4 es idempotente y hallar C™
1 -2 -3

3
6. Hallar el conjunto de matrices que conmutan con ( 0 )

7. Resolver el sistema matricial

1 2 -1 1 3 -1
3X —5Y = 3 0 2 4X-3Y =14 1 2
-2 1 =2 2 =2 2
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1 2 -1 0
0o 1 2 -1
C =

-1 1 -1 1

1 4 =5 2
2 =31 0

12. Hallar el rango de la matriz M = | £ 1 2 1 para k € R.

8 9 k k-1

13. Dadas las matrices A = {{—1,2,0}, {1,2,1}, {2,-1,1}} ¥
B =1{{0,1,2}, {2,3,1}, {1,—1,—1}}
a) Hallar A- B, A- BT A7}
b) Resolver la ecuacién det(A — AI) = 0 si I es la matriz identidad

= Comprobar que la suma de estas raices coincide con traza(A)

» Comprobar que el producto de dichas raices coincide con det(A)

3

14. SiA= ( A ) hallar el valor de A>—tA+|A|I, siendo t = traza(A)
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1.5.2. Matrices y determinantes: Soluciones

10.

11.

12.

0 -3 -8 15
4 0 =5 —12

A=
5 5 0 =7
10 8 6 0
" on 0 ‘ n _9n 2n—1 . ‘
= S1 N €es par = S1 . es 1mpar
0o 27 pary 0 A P
. B"=3"'B

(M+N)M—N)=M?>—M-N+N-M— N?

cr=C
a b
,a,b€R
0 a—2>
' 2 9 -2 -1 1 1
X=— Y =— -
T | 0 3 2
16 —13 16 14 —10 14
14 7 =5 14 —10 —4
A-AT=| 7 14 —1 |, AT A= —-10 11 -1
-5 —4 2 -4 -1 5

Basta hallar (M - M) - M

|Al = -8, |B| =12, |C]=0
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13. a) A-B={{4,5,0}, {5,6,3}, {-1,-2,2}}
A- BT = {{2,4,-3}, {4,9,-2}, {1,2,2}}
Al ={{-3,2,-2}, {~1,1,-1}, {5,—3,4}}

3++5 3—v5h
b){ 2 7_17 2 }
. 3+\/3_1+3—¢5:2
2 2
. 3+\/5(_1)3—\/5:_1
2 2

14. 0
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Capitulo 2

SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES

En este capitulo se estudian los Sistemas de Ecuaciones Lineales y su

resolucion por distintos métodos.

2.1. RESOLUCION DE UN SISTEMA DE
ECUACIONES LINEALES

Definicién 2.1 Se dice que una ecuacion es lineal si es una ecuacion po-

linomica de primer grado en una o varias incognitas.

Por tanto, un sistema de ecuaciones lineales no es mas que un conjunto de
ecuaciones de primer grado. Si existe un término que no depende de ninguna

incognita se le llama término independiente.
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2.1.1. Clasificacion de los sistemas de ecuaciones li-

neales

Los sistemas de ecuaciones lineales se pueden clasificar de dos formas

diferentes segtin que lo hagan por su forma o por el nimero de soluciones:

1. Segtin su forma: un sistema de ecuaciones en el que todos los términos
independientes son nulos se dice homogéneo o incompleto. Si alguno
de los términos independientes no es nulo, el sistema se dice que es

completo.

2. Segun sus soluciones: Un sistema es incompatible si no tiene solucién y
compatible si la tiene. A su vez, un sistema compatible es determinado si

tiene una unica solucion e indeterminado si admite infinitas soluciones.

Por lo tanto, segiin sus soluciones los sistemas pueden ser

Determinados (SCD)
Indeterminados (SCI)
Incompatibles (SI)

‘ Compatibles
Sistemas

T —2y+3z2=-2
Ejemplo 2.1 Elsistema{ 2x+vy+ 2z =0 es completo puesto que algun
3r—y—22=95
término independientes es no nulo.
T1— X9+ 22x3=0
El sistema ¢ 2x; + 329 =0 es homogéneo porque todos los térmi-

41‘1—51’2—1‘3:0
nos independientes son nulos.

Ejemplo 2.2 Clasificar los siguientes sistemas segun sus soluciones:

20 + 3y = -8 20 + 5y =3 4o —dy =17
3r—2y =14 dr 4+ 10y =6 8 — 10y = —3
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Aplicando alguno de los sistemas ya conocidos para resolver Sistemas de
Ecuaciones Lineales como pueden ser los de Reduccion, Sustituciéon o Igua-
lacion se encuentra que el primer sistema tiene una solucién tinica por lo que
es Compatible Determinado, el segundo posee infinitas soluciones por lo que
es Compatible Indeterminado mientras que el tercero no tiene solucién lo que

indica que es un Sistema Incompatible.

A continuacién estudiaremos algunos de los distintos métodos de resolu-
cién de los sistemas de ecuaciones lineales ademas de los ya indicados en el
parrafo anterior. A un Sistema de Ecuaciones Lineales le llamaremos simple-

mente, sistema.

2.1.2. Meétodo de Gauss

El método de Gauss consiste en transformar el sistema dado en otro sis-
tema equivalente pero de forma triangular superior el cual es facil de resolver
por remonte (el método de Gauss no es mas que el cldsico método de re-
duccién aplicado repetidamente). Para ello se anulan todos los coeficientes
de la primera incognita, salvo en la primera ecuacion. En el sistema resul-
tante se eliminan los coeficientes de la segunda incognita salvo el segundo y
asi sucesivamente hasta llegar a la iltima incégnita como ya hicimos en el
Capitulo 2 para hallar el valor de un determinante de orden superior a 3. Si
es necesario, reordenar el sistema de forma que cada ecuacion tenga alguna
incognita menos que la ecuaciéon anterior. En este momento puede ocurrir

alguno de los siguientes casos:

1. Si la tdltima ecuacién solo posee una incédgnita, ésta ha de ser de la
forma ax, = b. En este caso puede suceder alguno de los tres casos

siguientes:

53



b
a) a # 0: el sistema es compatible determinado siendo z,, = —.
a

Este valor se sustituye en la ecuacién anterior y se calcula el valor
de otra incognita. Los dos valores hallados se sustituyen en la
antepentltima ecuacion y se calcula una nueva incégnita y asi

sucesivamente hasta resolver el sistema.

b) a = b = 0: la ultima ecuacién es de la forma 0 = 0 por lo que el
sistema es compatible indeterminado y se resuelve a partir de la
pentltima ecuacién despejando una incégnita cualquiera en fun-
cién de otra. A partir de este punto se remonta para hallar el valor

del resto de las incégnitas.

c) a =0, b# 0: la tltima ecuacién es de la forma 0 # 0 por lo que

el sistema es incompatible (no tiene solucién).

2. Si la dltima ecuacién posee varias incdgnitas, el sistema es compatible
indeterminado, por lo que se debe expresar una de ellas en funcién de
las restantes que constituiran las variables independientes del sistema.
Procediendo como en el caso de un sistema compatible determinado
se hallan las restantes incégnitas, siempre en funcién de las mismas

incégnitas.
Ejemplo 2.3 Aplicar el método de Gauss para resolver el sistema
rT—2y+3z2=-2

20+y+22=0
3r—y—22=5

Solucion:
Ey: z-2y+3z=-2
—2F + E5 Sy —4z =4
-3, +E;: 0=0
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Por lo tanto, es un Sistema Compatible Indeterminado cuyas soluciones son
4z +4 4z +4 —Tz—2
y:T;x—2y+3z:—2—>x—2 5 +322—2—>sz

2.1.3. Matrices de un sistema

Sea el sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas

a11T1 + a12T9 + -+ ATy = b1
9171 + G99To + - - - + A9n Ty = by

Am1T1 + A2l + -+ + QppTy = bm

Se llama matriz general de un sistema de ecuaciones o matriz de los coeficien-
tes, a la matriz formada por los coeficientes de las incognitas. Si a la matriz
general se le anade la columna formada por los términos independientes, se

obtiene la llamada matriz ampliada.

a1; Q12 A13 Q1n
Q21 Q22 Q23 Q2p
En el sistema anterior, la matriz general es A = 31 Q32 A33 asn,
Am1 Am2 Qm3 Amn
a1 Q2 @13 - Qip by
a1 Qg Qg3 - Ggp by
siendo la matriz ampliada A* = | a3, asy ass --- as, b3
Am1 Am2 Qm3 Amn bm

La matriz ampliada también se representa en la forma Alb con lo que el

sistema anterior se puede expresar matricialmente como A - X = A|b siendo
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X
X2

X la matriz de las incégnitas X = | x5

Ty

Ejemplo 2.4 Indicar las matrices general y ampliada del sistema de ecua-
r+2y—3z2=-1
ciones § 2x —3y+z = —2

v —2z=1
1 2 -3
La matriz generales A= | 2 -3 1
3 0 =2
1 2 -3 -1
y la matriz ampliada Ajb=|[ 2 -3 1 =2
3 0 =2 1

2.1.4. Sistema de Cramer.

Sea un sistema que tiene el mismo nimero de ecuaciones que de incégni-
tas. En este caso, la matriz general es cuadrada por lo que posee determinante
y este determinante se llama determinante general del sistema. El determi-
nante general se suele representar por la letra griega A (Delta maytscula).

Se dice que un sistema de ecuaciones es de Cramer si el determinante
general es distinto de cero: A # 0 (esto obliga a que el nimero de ecuaciones

coincida con el nimero de incégnitas).

Ejemplo 2.5 Comprobar que el sistema de ecuaciones x —y + z = 0,

r—2y+2z=1, 20 — 3y — 4z = —2 es de Cramer.
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Es un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas cuyo determinante general es

1 -1 1
A=]|1 -2 2 |=T7=#0, por lo que el sistema es de Cramer.
2 -3 —4

Se llama determinante particular de una incégnita en un sistema de Cra-
mer al determinante que se obtiene sustituyendo en el determinante general
la columna formada por los coeficientes de dicha incégnita por la columna de
los términos independientes. El determinante particular de la incognita x; se

suele representar como A,
Ejemplo 2.6 Hallar los determinantes particulares del sistema anterior.

Los tres determinantes particulares son

0 -1 1
A= 1 =2 2 |=-T,

—2 -3 —4

1 0 1
Ay=11 1 2 |=-4,

2 -2 —4

1 -1 0
A, =1 -2 =3

2 —3 —2

Regla de Cramer

En un sistema de Cramer, el valor de cada incégnita se obtiene dividiendo
x;

A

el determinante general entre su determinante particular: x; =

Ejemplo 2.7 Comprobar que el siguiente sistema es de Cramer y resolverlo:

r+2y+32=6, 22 +y—z2=—1, 3r —4y —22=—13
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Tiene el mismo nimero de ecuaciones que de incégnitas y su determinante

1 2 3
generales A =2 1 —1 | = —37 7 0por lo que es un sistema de Cramer.
3 —4 =2
Por lo tanto:
6 2 3
-1 1 -1
A, —13 —4 -2 37
T = _— = = —1
A —37 —37
1 6 3
2 -1 -1
A 3 —13 =2 —74
A —37 —37
1 2 6
2 1 -1
A, 3 —4 —13 —-37
z = _— = = = ]_
A —37 —-37

La solucién del sistema es el punto (—1,2,1)

Teorema 2.1 Teorema de Rouché-Frobenius.
Sea un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas. Este sistema es
compatible si el rango (1) de la matriz general es igual al rango de la matriz

ampliada: rango(A) = rangoAlb = r. Ademds:

1. Sir =n, el sistema es compatible determinado y se puede resolver por

la regla de Cramer.

2. Sir <n el sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo es ne-
cesario eliminar m —1r ecuaciones; en el sistema resultante se despejan
r incognitas en funcion de las n — r restantes y el sistema resultante

es de Cramer.
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Es evidente que siempre se verifica que rango(Alb) = rango(A) o bien

rango(A|b) = rango(A) + 1.

Ejemplo 2.8 FEstudiar la compatibilidad del sistema que se indica y resol-
verlo en caso de que sea compatible:

r—2y+32=1,2x4+3y+z2=-2, 3r+8y—z= -5

La matriz ampliada es

1 -2 3 1 F 1 -2 3 1
23 1 2|l=m-2/v 0 7 -5 —4
3 8 -1 -5 Fs—3F, \ 0 14 —-10 -8
F 1 -2 3 1
= Fy 0 7 -5 —4

—F5 4 2F, 0 0 0 O

Por lo tanto, rango(A) = rango(A|b) = 2, menor que el nimero de incégnitas

(3) por lo que se trata de un Sistema Compatible Indeterminado que se puede

reducir al sistema x—2y = 1—-3z, Ty—5z = —4 obtenigo de la dltima matriz.
5y —
Despejando de la segunda ecuacién resulta y = : y sustituyendo en la
) —11z—1
primera, = ———.
—11k—1 5k —4
La solucion puede escribirse en la forma { ( - — ,k) ke R}

2.1.5. Sistemas homogéneos.

Conforme se establecié al comienzo de este capitulo, segin su forma, un
sistema es homogéneo si todos sus términos independientes son nulos y es

completo si alguno no lo es.

Ejemplo 2.9 Clasificar los siguientes sistemas segun su forma:
1: T —21E2+3ZE3 :47 2[E1+l’2+$3 = —57 3ZE1 —1’2—4[E3 =0
2: $1—£L’2—|—[L’3:0, 31’1 —2$2—|—l‘3:0, 21131—|—2£L‘2—$3 =0
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El primero de los sistemas es completo o no homogéneo mientras que el se-
gundo es homogéneo por ser nulos todos sus términos independientes.
Es evidente que todo sistema homogéneo admite siempre, cuando menos la
solucién x; = 0 (solucién trivial), por lo que todo sistema homogéneo es siem-
pre compatible. (También se puede comprobar que todo sistema homogéneo
es compatible porque el rango de la matriz general, al ser ampliada con una
columna formada de ceros, no varia: rango(A|b) = rango(A).)

En consecuencia, para estudiar si un sistema homogéneo es determinado
o indeterminado sélo es necesario estudiar el rango de la matriz general y
compararlo con el nimero de incognitas: si el rango de la matriz general
coincide con el nimero de incognitas es un Sistema Compatible Determinado
por lo que la tnica solucién es la trivial, Va; = 0, mientras que si el rango
de la matriz general es menor que el nimero de incognitas el sistema admite

infinitas soluciones pues es un Sistema Compatible Indeterminado.

Ejemplo 2.10 Resolver los sistemas homogéneos
1: 20 -3y —22=0, v 4+y+22=0, x —3y+42=0
2:x4+2y—2=0,20+3y—2=0, do+5y —2=0

2 -3 -2
El determinante general del primer sistemaes A=|1 1 2 |=34+#0
1 -3 4

por lo que se trata de un Sistema Compatible Determinado y su tnica solu-

cién es la trivial: z =y =2=10

12 -1
El determinante general del segundo sistemaes A =|2 3 —1 | =0 por
4 5 —1

lo que se trata de un Sistema Compatible Indeterminado siendo rango(A) = 2
por lo que el sistema dado es equivalente al sistema x + 2y = z, 20+ 3y = 2

cuya solucién, por el método de Cramer, es
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z 2 1 =z
A, z 3 z A, 2 z —z
rT= = — = —7Z = — = = — =7z
A 1 92 -1 Y A 1 92 -1
2 3 2 3

y el conjunto de soluciones es {(—k, k, k), k € R}

2.1.6. Sistemas dependientes de un parametro.

Recordemos que un parametro es una constante de valor desconocido.
Los parametros se suelen indicar por las primeras letras latinas o griegas:
a,bk,m,...a, 5,7

Se dice que un sistema de ecuaciones depende de un parametro si alguno
de los coeficientes de las incégnitas o algin término independiente estan
expresados en funcion de un parametro. En general, un sistema es compatible
o no segun los valores que pueda tomar el parametro.

Para discutir la resolucion de un sistema de ecuaciones, se podra aplicar
el teorema de Rouché-Frobenius o bien el método de Gauss-Jordan.

Para resolverlo, cuando sea posible, se podra aplicar alguno de los métodos

ya conocidos.

Ejemplo 2.11 FEstudiar la compatibilidad de los siguientes sistemas segun
los valores de los pardmetros a y b, y resolverlos cuando sea posible (no es

necesario hallar todas las incognitas):

l.o—-2y+32=11, 2o+ 3y — 2 = —6, 4o + 13y + az =15

El determinante general del sistema es

1 -2 3

A=12 3 —-1|=-63+7a=0—a=9
4 13 a

Discusion:
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" a # 9 — rango(A) = rango(A|b) = 3, igual al niimero de incégni-

tas por lo que se trata de un sistema compatible determinado o

de Cramer.
1 -2 3
-6 3 -1
) e I5 13 a —196 +21la  3a — 68
Yasix = — = = = y de
A 1 -2 3 —63 + Ta a—9
2 3 -1
4 13 a
forma parecida se calculan y, z.
1 -2 11
» a =9 — rango(A) =2Arango(Alb)=r| 2 3 —6 | =3 por
4 13 15

lo que se trata de un sistema incompatible

2. 1 — 9+ 3x3 — 224 = 0,
2$1+3I2—3J}3—I4:O,
35(71—2ZEQ+1'3+41'4:0,

4x1—3x2—2x3+ax420

1 -1 3 2
2 3 -3 -1
Puesto que A = = 344 — 3la
3 =2 1 4
4 -3 -2 a

» Sia# ET el sistema es Compatible Determinado por lo que la

unica solucién es la trivial z; = 9 = 23 = x4 = 0.

344
= Sia= 37 %€ trata de un Sistema Compatible Indeterminado

13k 66k 47k
. luei _ 13k 66k 47k
cuyo conjunto de soluciones es {( 31 31 31 ,k) ke R}
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2.2. SISTEMAS DE ECUACIONES: EJER-
CICIOS PROPUESTOS

2.2.1. Enunciados

1. Resolver los siguientes sistemas cuando sea posible:

a) T+y+2z =2,
20 —y — 3z =15,
3r+y—2z=-—10

b) J]1+I2—ZE3—J]4:5,
Ty +x3 — 214 = =3,
2$2—$3+$4:—1,

I1—2I2+3$3:9

c) T+ 2y —x3 — 14 = 3,
211 + 519 + x3 — 214 = O,
3x1 — X9 + 224 = 2,
To+3x3+x4=1

d) e +y+z+t=1,
20 =2y — 2+ 3t =2,
3r — 5y — 3z + 5t =5,
dy+3z2—t=-4

e) v —2y—32=0,

20 —y — 2 =0,
Tv+y+42=0
fle—2y+z—-t=1,
20 +y — 2z =2,
r+3y—3z2+1=1,

r—Ty+5z—-3t=1
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2. Discutir la resolucién de los siguientes sistemas:

a) x+y+2z2=0,
ar+y—z=a-—2,

rHay+z=a+2

b) x —2y+az =0,
20 =3y + 2z =0,
r+(a—1)y—22=0

3. Discutir (sin resolver) segin los valores del pardmetro k la resolucién
del sistema
r—2y+z==k,
v — 2y + kz =k,
2v+ky—2=0

4. Tres amigos deciden crear una empresa con un capital social de 100 mil
euros. Para ello, el primer socio aporta los dos tercios del segundo y
el tercero juntos mientras que el segundo entrega un capital que es la
mitad del primero, mas la quinta parte del tercero y 10 mil euros mas.
Suponiendo que los beneficios futuros se repartan de forma proporcional
al capital invertido, indicar qué porcentaje le correspondera a cada uno

de ellos.

64



2.2.2. Sistemas de Ecuaciones: Soluciones

1. a) (9,-27,10)
b) (11,-5,—4,5)
c) (0,2,—1,2)
d) Sistema Incompatible
e) Sistema Compatible Indeterminado: = = _g y = _532
/) Sistema Compatible Indeterminado: x = 5—'_3;—”’ y = Az ; 2t

2. a) Sistema Compatible Determinado si a # £2 y Sistema Incompa-
tible si @ = +2

3
b) Sia=+ 3 el sistema es Compatible Indeterminado y es Com-

patible Determinado en caso contrario.

3. » Sik#0Ak+# —1, es un Sistema Compatible Determinado
= Si k=0 es un Sistema Compatible Indeterminado

= Si k= —1 es un Sistema Incompatible

4. (40 %, 35 %, 25 %)
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Capitulo 3

ESPACIOS VECTORIALES

La estructura de espacio vectorial es una de las mas importantes de la
Matematica. Existen infinidad de conjuntos que con respecto a dos leyes de
composicién, una interna y otra externa, poseen la estructura de espacio
vectorial.

Una de las cuestiones mas interesantes en esta estructura es la consi-
deracién de la independencia o dependencia de vectores y, a partir de este
concepto, llegar a construir bases del espacio vectorial en cuestién, lo que

viene determinado por la dimensién del espacio vectorial.

3.1. EL ESPACIO VECTORIAL

Aunque en Matematicas existen vectores de muy diversa forma y estruc-

tura, en este curso sélo estudiaremos vectores construidos con niimeros reales.

3.1.1. Concepto de vector.

Supongamos que una empresa compra un mismo articulo en dias distintos

(lo que conlleva distintos precios) y desea manejar estos precios de forma
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facil y comoda. Una forma sencilla de colocar estas cantidades seria como
(21,2, x3,...) donde z; indica el precio del primer dia, z5 el del segundo,
etc. Esta expresion se conoce con el nombre de wvector y se suele representar
en una de estas formas: u, 4, @, (r1,xs,3,...)

Por lo tanto, se puede definir un vector como un conjunto ordenado de
nimeros reales escrito en la forma @ = (x, 29, 3,...). Los nimeros reales
T1, X9, T3, ... se llaman componentes del vector .

Un vector de una sola componente se dice que pertenece al espacio vec-
torial R. Si tiene dos componentes pertenece al espacio R?, si tiene 3 a R?,
etc. En consecuencia, un vector se puede representar en un sistema de coor-
denadas cartesianas en el espacio R", dependiendo del valor del niimero n.
Para ello basta representar el punto de coordenadas (x1,xs,23,...) y unir
el origen de coordenadas con este punto mediante un segmento de recta. El
origen de coordenadas es el origen del vector y el punto representado es el
extremo. La longitud del vector se llama mddulo del vector; la recta en la que
se encuentra el vector es la direccion del vector y el sentido es el que va desde
el origen hasta el extremo. El médulo del vector @ (su longitud) se indica en

la forma |i| y es evidente, sin mas que aplicar el teorema de Pitdgoras gene-

ralizado, que su valor viene dado por la férmula |i] = \/x% +a3+ 23+ y

es siempre un nimero positivo.

Ejemplo 3.1 Representar los vectores i = (5,3), v = (—2,—4), @ = (0,5)

y hallar sus modulos.

Estos vectores se encuentran en el espacio R? por lo que su representacion

grafica se realiza en el plano en la forma
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Los respectivos médulos de estos vectores son:

V52432 = /34
7 = V(224 (42 = V20
W] = V0?+52=5

Si no se tiene en cuenta el espacio en el que se encuentra el vector, su

representacion grafica es de la forma

B

/

A

en el que A(ay,as,as, . ..) es el origen del vector, B(by, b, b3, ...) su extremo
y su médulo es |f@| = dist(A, B) = \/(b1 —ay)?+ (by —ag)? + - -

Se dice que dos vectores son equipolentes (o equipotentes) si tienen la

misma direcciéon, modulo y sentido. Por lo tanto, dos vectores equipolentes
s6lo se diferencian en que estan situados en rectas paralelas distintas. En

Matematicas se trabaja siempre con vectores equipotentes, lo que quiere decir
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que se puede sustituir un vector por otro cualquiera que sea equipolente a él,

cosa que no sucede en otras ciencias, como por ejemplo en la Fisica.
Ejemplo 3.2 1. Representar y hallar el modulo del vector

a) U de origen el punto (1,3) y extremo el (5,6)
b) ¥ de origen (-2, 1) y extremo (3, -4).

2. Representar dos vectores equipolentes a los anteriores y cuyo origen sea

el origen de coordenadas.

Respuesta:

El vector 7 es equipolente al vector «# mientras que 7 lo es a .

3.1.2. Suma de vectores.

Graficamente, para sumar dos vectores zﬁ y @ del plano R?, se repre-
senta uno de ellos a continuacién del otro y el vector suma es el vector cuyo

origen es el origen del primero y su extremo, el extremo del segundo:
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////; K ;4ﬁflz”’//1

A

v

En esta figura, AD =AB + @

Es evidente que esta suma de vectores del plano es también un vector del
plano. De la misma forma, la suma de dos vectores del espacio tridimensional
es un vector de dicho espacio y, de forma general, la suma de vectores del
espacio R"™ es un vector de R". Esta propiedad se expresa diciendo que la
suma de vectores del espacio R™ es una operacion interna en el conjunto de
vectores de R".

Analiticamente, para sumar dos vectores basta con sumar las componen-
tes de ambos vectores que ocupan el mismo lugar.

Por lo tanto, si @ = (ay,as,as,...) y U = (b, bs,bs,...) entonces
ﬁ—FTjZ (CLl +bl,a2+b2,a3+b3,...)

Se llama wvector nulo, y lo representaremos como 6, al vector cuyas com-
ponentes son todas nulas. Se llama vector opuesto del E al vector Ei: dos
vectores son opuestos entre si, si tienen el mismo médulo y la misma direccion
pero sus sentidos son opuestos.

Entre otras, la suma de vectores verifica de R" las propiedades siguientes:

—

Asociativa: Yu,v,w € R™ : U

(T4 ) = (G+7) + @

Elemento neutro: Vi € R, 30 e R": i+ 0=0+d =14

Elemento opuesto: Vi € R",3(—i) € R" : il + (—i) =0

Conmutativa: Yu,v € R" :u+ 10 =041
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Se dice que un conjunto que verifica las cuatro propiedades anteriores para

una operacion interna, tiene estructura de grupo abeliano.

3.1.3. Componentes de un vector de R".

Es evidente que el vector AB es la diferencia entre los vectores @ y
O—/i, es decir: AB =OB - OA. De esta forma, si A = (a1,a9,0as,...)y B =
(b1, bo, b3, .. .) entonces es AB = (by—ay,bo—as, b3—as, . ..) y siempre se podra

dibujar un vector equipotente a AB cuyo origen sea el origen de coordenadas.

Ejemplo 3.3 Hallar las componentes del vector de origen A(2,3,—5) y ez-
tremo B(—1,3,4)

En este caso es AD = (=1-2,3-3,4—(-5)) =(-3,0,9)

3.1.4. Producto de un vector por un escalar.

Los elementos del cuerpo de los niimeros reales R reciben el nombre de
escalares.

El producto de un vector @ por un escalar k, es un vector que tiene la
misma direccién que 4, su mismo sentido si k es positivo y sentido contrario

si k es negativo y cuyo modulo es el producto del modulo de @ por el valor
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absoluto de k. El producto del vector @ por el escalar k se indica en la forma
k.

Segun las componentes, el producto del vector @ = (ay, az, as,...) por el
escalar k es el vector ki = (kaq, kas, kas, . . .).

El producto de un vector por un escalar verifica las propiedades siguientes:
1. Asociativa: Ya,b € R,V € R™ : a(bil) = (ab)u

2. Distributiva con respecto a los vectores: Va € R,Vu,v € R" :

a(t + V) = au + av

3. Distributiva con respecto a los escalares: Ya,b € R,Yu € R" :

(a+b)id = atl + b
4. Elemento neutro: Vi e R":1-u =1
Ejemplo 3.4 Hallar 3u — 40 si @ = (2,1, -2), ¥ = (3,-2,2)

Respuesta:
3u—4v = 3(2,1,-2) —4(3,-2,2) = (6,3, —6) + (—12,8,—8) = (—6,11, —14)

3.1.5. Concepto de espacio vectorial.

Sea V un conjunto de infinitos elementos a los que llamaremos vectores.
Se dice que V es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros reales
R si con respecto a la suma de vectores y al producto de un vector por
un escalar, el conjunto V verifica las ocho propiedades indicadas en los dos
parrafos anteriores.

Ejemplos de espacios vectoriales son los conjuntos R, R?, R?..., el con-
junto de los polinomios de grado n con coeficientes reales, el conjunto de las

funciones continuas en un intervalo, el conjunto de las matrices M,,,«n, etc.
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La expresion V(R) indica que V es un espacio vectorial sobre el cuerpo
de los numeros reales R. Esto quiere decir que las componentes de cualquier

vector de V son siempre ntimeros reales.

Ejemplo 3.5 Comprobar que el conjunto R® = {(x1, 12, 23)} es un espacio

vectorial sobre R.

Teniendo en cuenta que la suma de nimeros reales verifica las propieda-
des Asociativa, Conmutativa, Elemento neutro y Elemento opuesto y que su
producto verifica las propiedades Asociativa, Distributiva y Elemento neutro,

queda probado este ejemplo.

Ejemplo 3.6 Comprobar que el conjunto de polinomios de sequndo grado
con coeficientes reales dotado de las operaciones suma de polinomios y pro-

ducto de un polinomio por un escalar, es un espacio vectorial sobre R.

El polinomio de segundo grado p(z) = ax? + bx + ¢ puede ser escrito en la
forma p = (¢, b,a) y ser considerado entonces como un elemento del espacio
vectorial R? del ejercicio anterior, por lo que ({P(z)},+,-) es un espacio

vectorial sobre R.

Ejemplo 3.7 Comprobar que el conjunto de numeros reales L = x/2, x €
Q donde Q es el cuerpo de los nimeros racionales, es un espacio vectorial

sobre Q respecto a la suma y el producto por un niumero racional.

Comprobemos que la suma de elementos de L es un elemento de L:

Si z e y son ndmeros racionales, también lo es = + y, por lo que zv2 +
yV2 = (z + 3)v2 es un elemento de L. Y dado que la suma de nimeros
racionales verifica las propiedades Conmutativa, Asociativa, Elemento neutro
y Elemento opuesto, el conjunto L es un grupo abeliano aditivo (para la

suma).
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[gualmente, el producto de dos ntimeros racionales es un nimero racional por
lo quesi k,z € Q: k(ry2) = (kx)y/2 € L. Nuevamente, teniendo en cuenta
que el producto de numeros racionales verifica las propiedades Asociativa,
Distributiva y Elemento neutro, el conjunto L es un espacio vectorial sobre

el cuerpo Q.

3.1.6. Dependencia e independencia lineal de vectores.

Como ya se ha visto al introducir el producto de un vector por un escalar,
si se multiplica el vector & por un escalar no nulo, se obtendra un vector o que
tiene la misma direcciéon que @. Se dice entonces que 4 y v son dos vectores
linealmente dependientes: v = k 4.

Por ejemplo, los vectores (2,—3,1) y (—4,6,—2) son linealmente depen-
dientes puesto que si se multiplica el primer vector por —2 se obtiene el

segundo. Por otra parte, dados los vectores @ y #' del plano R?

ninguno de ellos se podra obtener multiplicando al otro por un escalar, por
lo que se dice que los vectores 4 y ¥ son linealmente independientes.

Por ejemplo, los vectores (2,—3,1) y (4,1,—2) son linealmente indepen-
dientes ya que no existe ningin numero que multiplique al primer vector
y cuyo resultado sea el segundo o viceversa.

Pero si se multiplican « y o por el escalar apropiado y se suman los
vectores resultantes, siempre se podra obtener cualquier vector de R2. Es
decir, dado los vectores @, ¥, W del plano R?, siempre serd posible encontrar
dos numeros a y b tales que uno de los vectores, por ejemplo el @ se pueda

expresar en la forma W = au + b
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Esto indica que todo vector w del plano R? depende linealmente de los
vectores independientes ¢ y ¢ por lo que el vector w se podra expresar en la
forma @ = au + bv' o también como W = (a,b). Los escalares a y b se llaman
componentes del vector 1 con respecto a la base {u, v} de R

De forma parecida, en R? sélo pueden existir como méximo tres vectores
linealmente independientes entre si, por lo que cuatro o mas vectores de R?
son siempre linealmente dependientes. Asimismo, si los vectores u,v,w €
R3 son linealmente independientes, cualquier otro vector ¢ € R3 se podrd
expresar como combinacién lineal de ellos: t = a@ + b¥ + ¢ aunque también
se usa la notacién anterior t = (a, b, c)

Y, en general, el vector v depende linealmente de los vectores u71, Us, . . . U,
si existen n escalares aq, as, . . . a, tales que U = a Uy +astis+- - - +a,i,. Como
consecuencia, el vector 0 siempre es linealmente dependiente de cualquier
conjunto de vectores, puesto que 0@, + 0@y + - - - + 0@, = 0.

Si el vector v depende linealmente de los vectores uq, us, . .. u,, entonces
se dice que el conjunto de vectores v, Uy, U, . . . u, es linealmente dependiente.

Si un conjunto de vectores no es linealmente dependiente, entonces es [i-
nealmente independiente: los vectores uy, Us, . ..U, son linealmente indepen-
dientes si de toda combinacién lineal de la forma a, i, + asily + - - -+ an, i, = 0

se deduce que todos los coeficientes a; son nulos.

Ejemplo 3.8 Hallar 30 — 20+ si i = (1,-2,2), v=(2,1,1) y
= (1,8,—4). ;Qué se deduce?

3 — 25+ 12)—2(2,1,1) + (1,8, —4) = (3, —6,6) + (—4, —2, —2) +

=3(1,
(1,8, 4) (0,0, ) = 0: los vectores @, ¥ y 1 son linealmente dependientes
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Ejemplo 3.9 Comprobar que los vectores (1,2,—1), (2,1,3), (1,—4,9) son

linealmente dependientes

Sea @ = (1,2,—1), 7 = (2,1,3), & = (1,—4,9). Si los tres vectores fuesen
linealmente dependientes, entonces uno de ellos dependeria de los otros dos.
Supongamos que w depende de @ y ¢. Entonces

W=ai+b0— (1,-4,9) =a(1,2,-1)+b(2,1,3) = (a+2b,2a + b, —a + 3b).
[gualando las componentes que ocupan el mismo lugar, resulta el sistema de
ecuaciones lineales a+2b =1, 2a+b = —4, —a+3b = 9. Sumando la primera
ecuacion con la tercera, resulta b = 2 por lo que a = —3. Sustituyendo ambos
valores en la segunda ecuacién, se obtiene -6 + 2 = -4, lo que es cierto. Por
lo tanto, es cierto que los tres vectores son linealmente dependientes y la

relacion existente entre ellos es que W = —3u + 2

Ejemplo 3.10 FEstudiar la dependencia lineal de los vectores
(2,1,3),(3,0,—1),(1,2,7)

Se repite el proceso del ejercicio anterior:

Sean @ = (2,1,3), v = (3,0,—1), @ = (1,2,7). Si @, ¥ y & son linealmente
dependientes, entonces

wW=au+b0— (1,2,7) =a(2,1,3) + b(3,0,—1) = (2a + 3b,a,3a — b)
—2a+3b=1, a=2, 3a—b="7. De las dos primeras ecuaciones se obtiene
a =2, b= —1 que sustituidas en la tercera dan 6 — (—1) = 7: los vectores

son linealmente dependientes y la relacion entre ellos es que w = 2u — ¢/

Ejemplo 3.11 FEstudiar la dependencia lineal de los vectores
(2,-1,3),(3,1,-2),(8,1,5)

Igual que los anteriores.
Sea @ = (2,—1,3),0=(3,1,-2),d = (8,1,5).

Si i, U y w son linealmente dependientes, entonces w = au + bt/
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— (8,1,5) =a(2,-1,3) +b(3,1,—2) = (2a + 3b, —a + b, 3a — 2b)
—2a+3b=8, —a+b=1, 3a —2b= 5. De las dos primeras ecuaciones se
obtiene b = 2,a = 1 que sustituidas en la tercera dan 3 — 22 = 7 lo que es

falso. Por lo tanto, los vectores dados son linealmente independientes.

3.1.7. Base de un espacio vectorial.

Se dice que un conjunto de vectores es libre si todos los vectores son
linealmente independientes entre si. En caso contrario se dice que el conjunto
de vectores es ligado.

Sea el conjunto de vectores G = {iy, Us, ... U,} C V,(R). Se dice que G
es un sistema generador de V si todo vector de V es linealmente dependiente
de los vectores de G.

Base de un espacio vectorial es todo sistema generador formado por vec-
tores linealmente independientes. O lo que es lo mismo: base de un espacio
vectorial es todo sistema generador libre.

De esta forma, si el conjunto B = {uy, Uy, ...,U,} es una base de R", en-
tonces cualquiera que sea el vector v € R", siempre se podra expresar como
combinacion lineal de los vectores de B:

U= ayty + aglly + - -+ + aptl, — U = (ay,as,...a,). Los nimeros a; son las
componentes del vector U con respecto a la base B.

Si el numero de vectores del sistema generador G no es maximo, entonces G
no es una base del espacio vectorial V pero si lo es de un subespacio vecto-
rial del mismo. Si B = {u;, Uy, u,} es una base del subespacio vectorial L,
entonces se dice que L esta engendrado por los vectores de B lo que se indica
en la forma L < uy,us,... 4w, >. Si & € L, entonces & depende linealmente
de estos vectores por lo que ¥ = aju; + asts + ... + a,u, y esta expresion
también puede escribirse en la forma Z = (ay,as,...a,), que es la forma en

la que hemos tratado los vectores hasta el momento.
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Ejemplo 3.12 Comprobar que el conjunto de vectores
{(1,2,-3,0),(2,3,1,1),(0,1,2,1)} de R* es libre.

Transformar el conjunto anterior en un conjunto ligado.

Para comprobar que los tres vectores forman un sistema libre, basta compro-
bar que son linealmente independientes. Sean @ = (1,2, —3,0), ¥ = (2,3,1, 1),
w = (0,1,2,1). Si los vectores son linealmente dependientes, entonces
w=au+b0— (0,1,2,1) =a(1,2,-3,0) +6(2,3,1,1) —

a+20=0, 2a+3b =1, =3a+b =2, b =1, de la cuarta y la primera
ecuaciones se obtiene b = 1, a = —2 que sustituidas en la segunda origina
—4 4 3 =1 lo que no es cierto, por lo que los tres vectores son linealmente
independientes y, en consecuencia, forman un sistema libre (no es una base
porque son tres vectores en un espacio vectorial de dimensién 4).

Para transformar este conjunto libre en uno ligado, habria que sustituir
uno de los vectores por otro que fuera dependiente de los otros dos. Por ejem-
plo, en el sistema anterior, sustituir el segundo término independiente por
—1 y el tercero por —3(—2) +1 = 7 y se obtiene asf el vector £ = (0, —1,7,1)
por lo que el sistema {(1,2,—3,0),(2,3,1,1),(0,—1,7,1)} es ligado.

Teorema de la base:

Todo espacio vectorial tiene infinitas bases, pero todas ellas tienen el mis-
mo numero de vectores.
Este ntmero se llama dimension del espacio vectorial.
Se llama base canonica (base mas simple) de un espacio vectorial de dimen-
sién n, a todo conjunto de n vectores independientes que tienen una sola
componente igual a la unidad y el resto de las componentes son nulas.
Por ejemplo, en R3 la base candnica es el conjunto de vectores
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

Ejemplo 3.13 Estudiar si forman base de R3 los conjuntos de vectores
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1. {(2,1,2),(3,1,-2),(2,2,0)}
2. {(1,2,-1),(2,-2,1), (4,-10,5)}

3. {2,1,-1),(3,1,2),(5,—2,—-3)}

Un conjunto de tres vectores de R es una base si es libre (los tres vectores

son linealmente independientes).

1. Sea @ = (2,1,2),7 = (3,1,-2),@ = (2,2,0). Si fueran linealmente
dependientes entonces
W= ad+ b0 — (2,2,0) =a(2,1,2) +b(3,1,—2)
= (2a +3b,a+b,2a —2b) —» 2a+3b=2, a+b=2, 2a — 20 = 0.
De la segunda y tercera ecuaciones se obtiene a = b = 1 que sustituidas
en la primera dan 2+3 = 2 lo que no es cierto por lo que los tres vectores

son linealmente independientes y, en consecuencia, forman una base de

R3.

2. Sean 4 = (1,2,—1),9 = (2,-2,1),w = (4,—10,5). Si son dependientes
entonces W = atl + b0 — (4,—10,5) = a(1,2,-1) +b(2,—2,1) —
a+2b =4, 2a—2b = —10, —a+b = 5. De las dos primeras ecuaciones se
obtiene a = —2, b = 3 que sustituidas en la tercera dan —4—6 = —10, lo
que es cierto por lo que los tres vectores son linealmente dependientes y,
en consecuencia, no forman una base de R? (pero sf forman un sistema

generador de un subespacio Ly C R?).

3. Sean @ = (2,1,—1),7 = (3,1,2),w = (5, —2,—3). Si son dependientes,
entonces W = atl + b0 — (5, —2,-3) = a(2,1,—1) +b(3,1,2) —
20+3b=5 a+b=-2, —a+2b=-3
De las dos primeras ecuaciones b = 9, a = —11 que sustituidas en la
tercera dan 11 + 18 # 3: los vectores son independientes por lo que

forman una base de R3.
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Ejemplo 3.14 Dado el conjunto de 4 vectores
{(1,2,1), (2,1,-3), (5,1,—10), (0,1,3)}, averiguar si se puede extraer una

base de R3. ;Qué forma el conjunto dado?.

El conjunto dado es un sistema ligado (sus vectores son linealmente indepen-

dientes) porque en un espacio de dimensién n, el nimero maximo de vectores

linealmente independientes es n. Luego 4 vectores de 3 componentes siempre

son dependientes.

Veamos si los tres primeros vectores son linealmente dependientes o no.

Sea = (1,2,1),v = (2,1,-3),w = (5,1, —10). Si son dependientes, enton-

ces W = atl+bv — (5,1,—-10) = a(1,2,1)+b(2,1,-3) = (a+2b,2a+b,a—3b)

—a+20=05, 2a+b=1, a— 3b= —10. De las dos primeras ecuaciones se

obtiene b = 3, a = —1 que sustituidas en la tercera dan —1 — 9 = —10, por

lo que los tres primeros vectores son linealmente dependientes.

Veamos si los dos primeros vectores y el cuarto son independientes.

Seau = (1,2,1),7=(2,1,-3),2 = (0,1,3). Si son dependientes, entonces es

Z=ai+bv— (0,1,3) =a(1,2,1) +b(2,1,—-3) = (a + 2b,2a + b,a — 3b)

—a+2b=0, 2a+b =1, a— 3b = 3. De las dos primeras ecuaciones se
1

obtiene b= —z, a = % que sustituidas en la tercera dan % +1= % # 3 por lo

que los tres vectores son linealmente independientes y por tanto forman una

base de R*: B ={(1,2,1), (2,1,-3), (0,1,3)}

3.1.8. Independencia lineal de vectores y rango de una

matriz.

Otra forma de averiguar el niimero de vectores independientes en un con-
junto dado de vectores, consiste en hallar el rango de la matriz formada por

las componentes de los vectores puesto que ambos valores coinciden.

Ejemplo 3.15 Comprobar que el conjunto de vectores {(1,2,—1), (2,3,2),

80



(3,—1,—2)} es una base de R3. Expresar el vector (3,4, —1) como combina-

cion lineal de los vectores anteriores.

Hallemos el rango de la matriz formada por estos vectores:

1 2 -1 Fy 1 2 -1 Fy 1 2 -1
2 3 2 = Fy,—2F 0 -1 4 = Fy 0 -1 4
3 —1 =2 Fs —3F) 0 =7 1 s —TF, 0 0 =27

Como las tres filas son no nulas, el rango de la matriz es 3 por lo que los tres
vectores son linealmente independientes y, en consecuencia, forman una base
de R2. Como estos tres vectores forman base de R?, cualquier otro vector de
este espacio se puede expresar como combinacién lineal de ellos. Por lo tanto
Z=(3,4,—-1)=a(1,2,—-1) +b(2,3,2) + ¢(3, -1, —2)

— Z=(a+2b+3¢,2a+3b—c,—a+2b—2c)

—a+2b+3c =3, 2a+3b—c =4, —a+ 2b— 2c = —1: este sistema
siempre serda compatible determinado (tendra solucién tnica). Resolviéndolo
por alguno de los métodos conocidos se obtiene a = %3, b= %, c= %. Por lo

tanto, la relacién entre los cuatro vectores es zZ' = %ﬁ + gﬁ + %117 o lo que es

lo mismo 137 + 47 + 20 — 97 =0

3.1.9. Ecuaciones de un subespacio vectorial

Sea B = {uy, Us,...u,} una base de un subespacio vectorial L, C R".

1. Ecuacion vectorial de L: Todo vector ¥ € L, podra expresarse como
combinacion lineal de los vectores de esta base, obteniéndose asi la

ecuacién vectorial del espacio L,: ¥ = a1ty + agtis + - - - + a,u,

2. Ecuaciones paramétricas: Si 7 = (z1,xa,...2,), v U = (Ui, Ui, - - - Uin ),
desarrollando la ecuacion vectorial de L, e igualando las componentes

que ocupan el mismo lugar se obtienen sus n ecuaciones paramétricas:

1T = a1U11 + aoU21 + -+ AprUry
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Ty = QU2 + QU + -+ Qpllpy

Tp = QLUIp + Q2U2p + -+ 0+ Gplpp

3. Ecuaciones cartesianas: Eliminando los parametros aq, as, . .. a, del
sistema anterior se obtienen r ecuaciones cartesianas con n—1r variables

dependientes.
En resumen: El espacio vectorial L, C R™ posee
= una unica ecuacion vectorial
= 1 ecuaciones paramétricas dependientes de r parametros

= 1 — r ecuaciones cartesianas con r variables independientes

Ejemplo 3.16 Hallar las ecuaciones vectorial, paramétricas y cartesianas

del espacio vectorial Ly generado por los vectores Wy = (1,1, —1) y
Uiy = (2,-3,1)

1. Ecuacién vectorial de Ly: ¥ = a(1,1,—1) + b(2,-3,1)

2. Ecuaciones paramétricas de L: Si & = (x1, x9, x3), entonces
(1,9, 23) = a(1,1,—1) + b(2,-3,1) = (a + 2b,a — 3b, —a + b) por lo

que
r, = a-+ 2b
To = a—3b
r3 = —a+b

3. Ecuaciones cartesianas: Restando las dos primeras ecuaciones re-

1— o 3r1 + 229
J Qg = —

x
sulta b = . Sustituyendo estos valores en la
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tercera ecuacion queda la ecuacién cartesiana de Lo:
311+ 22 r,—T
T3 = — 15 2-'- 15 2-)2.1'1-'-3.’132—'—5333:0

(Ntmero de ecuaciones cartesianas 1 = dim(R?) — dim(Ly) = 3 — 2)

También se puede hallar la ecuacién cartesiana desarrollando la ecua-
Ty To XT3

cion| 1 1 —-1|=0
2 =3 1

Ejemplo 3.17 Hallar las ecuaciones vectorial, paramétricas y cartesianas
del espacio vectorial Ly generado por los vectores wy = (1,2,0,—1) y
i = (2,0,-3,1)

1. Ecuacién vectorial de Ly: 7 = a(1,2,0,—1) + b(2,0,—3,1)

2. Ecuaciones paramétricas de L: Si ¥ = (z1, x9, 3, 24), entonces
(21, T2, w3, 24) = a(1,2,0,—1) + b(2,0, -3, 1)
= (a4 2b,2a,—3b,—a + b) —

r1 = a+2b
Ty = 2a

rg = —3b
ry = —a-+b

3. Ecuaciones cartesianas: De la segunda ecuacion se obtiene a = % y
de la tercera b = —%. Sustituyendo estos valores en la primera ecuacion

y en la cuarta, resultan las ecuaciones cartesianas de L:
x x
x1:§—2§3—>6x1—3x2+4x320
x x
$4:—§2+§3—>6x4+3x2—2x3:0

(dim(R?*) — dim(Ly) = 4 — 2 = 2 ecuaciones cartesianas.)
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3.2. Producto de vectores

3.2.1. Producto escalar de vectores

Sean los vectores de R™, ¥ = (x1, T2, ... %), ¥ = (Y1,Y2,-..Yn). Se define

el producto escalar de estos vectores como el niimero real
T-y=x1-y1+x2 Y2+ +TpYn (3.1)

Es evidente que el producto escalar de dos vectores es conmutativo,

Z-y=y- 7y distributivo Z(y+2) =2 -y+7- 2

Ejemplo 3.18 Hallar el producto escalar de los vectores ¥ = (1,2, —3,5),
g = (27 6a _2a O)

Segin la definicién es ¥ -y =1-2+2-6+ (—3)(=2)+5-0=20

Moédulo de un vector

Se llama mddulo de un vector & al niimero real positivo

|f\:\/x%+x§+---+x%

Ejemplo 3.19 Hallar el médulo del vector ¥ = (2,3,—4,1)

Es |Z] = /22 + 32 + (—4)2 + 12 = V30
Un vector es unitario si su modulo es la unidad. Dado un vector cualquie-
ra, un vector unitario en su misma direccion y sentido se halla sin mas que

dividir cada componente del mismo por su modulo. El vector unitario en la

. ., . - .. X A x
direccion y sentido del vector 7 se indica en la forma z. Por lo tanto, 2 = —:

—

7]

Ejemplo 3.20 Hallar el vector unitario en la direccion del vector
¥ =(3,5,-2,-5,1). Lo mismo para el vector § = (2,—-2,3,4)

84



El médulo del vector @ es || = /32 + 52 + (—1)2 + (—5)2 + 12 = /61 = 8
ro1
por lo que el vector unitario en la direccion de ' es & = S —(3,5,—2,—5,1).

EIRE
1
Tgualmente, [7] = /22 + (=22 +3 + £ = V33 = = —(

2,-2,3,4)

Vectores ortogonales

Se dice que dos vectores son ortogonales si su producto escalar es cero.

Ejemplo 3.21 Comprobar que los vectores i = (2,—1,3) y ¥ = (5, —2, —4)

son ortogonales

Basta comprobar que su producto escalar es cero:
U-v=2-5+(-1)(-2)+3(-4) =0

Ejemplo 3.22 Hallar el valor de a para que los vectores (2,3,a) y

(5, —4,2) sean ortogonales.

Para que sean ortogonales, su producto escalar ha de ser cero por lo que
(2,3,a)-(5,-4,2)=10—-124+2a=0—a=1
Es evidente que dos vectores ortogonales tienen direcciones perpendicu-

lares por lo que dos vectores ortogonales siempre son independientes.

Ejemplo 3.23 Comprobar que los vectores i = (1,-2,3) y ¥ = (4,—1,—2)

son ortogonales e independientes.

Ortogonales: - v=4+2—-6=10
Independientes: Si v = au — (4,—1,-2) =a(1,—2,3) —
a=4N—-2a=—-1—a= % lo que no es posible. Luego @ y ¥ son indepen-

dientes.
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Vectores ortonormales

Dos vectores unitarios ortogonales entre si se dice que son ortonormales.

Una base de un espacio vectorial es ortonormal si esta formada por vec-
tores ortonormales dos a dos.

El ejemplo més simple de base ortonormal es la base candnica de R? :
{zj 7, I;} De esta forma, el vector & = 17 + x2] + 23k también se puede

expresar en la forma més simple ¥ = (x1, 29, x3)

3.2.2. Angulo de dos vectores de R?

También se puede definir el producto escalar de dos vectores de la siguien-
te forma: Si ¥ = (x1,29,23), ¥ = (y1,%2,¥3), se define el producto escalar
como & -y = |Z| - |§] - cos(Z, 7).

Se puede comprobar que la primera definicién de producto escalar de dos
vectores coincide con ésta. Como consecuencia, se puede hallar el angulo que

forman dos vectores de R? sin mds que combinar ambas definiciones, y asf,
T1Y1 + TalY2 + T3Ys3

|Z] - 7]

Ejemplo 3.24 Hallar el dngulo que forman los vectores ¥ = (1,2, —1)
y=1(2,1,0)

Puesto que |Z] = \/12 +22 4+ (=1)2 =6, |§] = V22 + 124+ 02 = /5, enton-
24240 4

Vovs V30

Este producto también se puede definir de forma parecida en R?

cos(Z, y) =

ces cos o = Finalmente, o = arccos(0, 73) = 43° 5’

3.2.3. Producto vectorial en R?

Si @ = (x1,29,23), ¥ = (y1,Y2,¥3), se define el producto vectorial de
estos vectores como el vector de médulo |Z| - |7] - sen(Z, ), de direccién la
perpendicular al plano formado por dichos vectores y sentido el que lleva del

primer vector al segundo segun la regla del sacacorchos.
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Como consecuencia, se puede encontrar que el producto vectorial de estos

vectores se puede encontrar (de forma simbdlica pero préactica) como

—

i 7 k
TXY=|121 19 23 | = (T2ys — T3Y2, T3y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)
Y1 Y2 Y3

Ejemplo 3.25 Si ¥ = (2,1,-3), ¥ = (3,—3,2), hallar & x §

Aplicando la ultima férmula, resulta

1 -3 |=(-7,-13,-9)

3.2.4. Espacios vectoriales. Ejercicios resueltos

1. Estudiar la dependencia lineal de los vectores
(2,0,1), (1,-1,2), (1,1, 1)
Supongamos que los vectores © = (2,0,1), v = (1,—1,2), & = (1,1, —1)
son linealmente dependientes. En tal caso es W = at + b¥ por lo que
(1,1,—1) = a(2,0,1) + b(1, —1,2) — (1,1,—1) = (2a + b, —b, a + 2b)

—2a+b=1, —=b=1, a+2b= —1. De las dos primeras ecuaciones se
obtiene b = —1, a = 1. Sustituyendo estos valores en la tercera ecua-
cién resulta 1+ 2(—1) = —1, lo que es correcto por lo que los vectores

—

dados son linealmente dependientes mediante la relacion @ = u — v

2. Ezpresar el vector (2,3,—1) como combinacion lineal de los vectores
(1,2,2) y (3,2,4)
De la ecuacién vectorial (2,3, —1) = a(1,2,2) + b(3,2,4) se obtiene el
sistema de ecuaciones a + 3b = 2, 2a + 2b = 3, 2a + 4b = —1. La
solucién de las dos tltimas ecuaciones es b = —2, a = % que sustituidas
en la primera da % -6 = —% = 2 por lo que el primer vector no es

combinacion lineal de los otros dos: el problema estd mal planteado.
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3. Hallar una base en el conjunto de vectores
(1,2,3), (2,2,-1), (2,—1,-1), (=3,2,4) y expresar el otro vector en

funcion de ella

Debemos hallar tres vectores que sean independientes. Supongamos que
los tres primeros son dependientes. Entonces es

(2,—1,—-1) = a(1,2,3) + b(2,2,—1) de donde se obtiene el sistema
a+2b=2, 2a+2b= —1, 3a— b= —1. Se resuelve el sistema formado
por las dos primeras ecuaciones y resultaa = —3, b = g que, sustituidas
en la tercera da —9—% = —? —1 por lo que los tres primeros vectores
son linealmente independientes y por tanto forman una base B de R?.
Entonces el cuarto vector depende de ellos por lo que

(—3,2,4) = a(1,2,3)+b(2,2,—1) 4+ ¢(2, —1, —1) de donde se obtiene el
sistema a +2b+2c = —3, 2a+2b—c =2, 3a —b— ¢ = 4 cuya soluciéon

3 10

es a= %, b=—%, c= —% por lo que (—3,2,4) = (%, —%, —2)B

4. Hallar las componentes del vector (3, —1,2) relativas a la base

B={(2,-1,1),(1,2,-2),(0,3,2)}

Basta expresar el primer vector como combinacion lineal de los vectores
de B: (3,—1,2) =a(2,—1,1) + b(1,2,-2) + ¢(0, 3, 2)

—2a+b=3, —a+2b+3c=—1, a—2b+2c = 2 de donde se obtienen
las componentes del primer vector con respecto a la base B:

CL:%, b:_%a C:%%(37_172):(%§7_%aé)B

5. Hallar las ecuaciones cartesianas del subespacio vectorial de R3,
L<(1,2,—-1), (3,2,2) >

La ecuacién vectorial de L es @ = a(1,2,—1) + b(3,2,2) de donde se
obtienen las ecuaciones paramétricas
r1 = a+ 3b, ro = 2a + 2b, r3 = —a + 2b. Eliminando los pardmetros

a v b se obtiene la ecuacién cartesiana de L: 6xy — baxy — 4x3 =0
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6.

10.

Hallar las ecuaciones del espacio vectorial
W< (1,2,-1,1), (3,-4,2,2) >

La ecuacién vectorial de W es & = a(1,2,—1,1) 4+ b(3,—4,2,2) por lo
que las ecuaciones paramétricas son x1 = a + 3b, 19 = 2a — 4b, x3 =
—a+2b, r4 = a+2b. Hallando los parametros a y b en las dos primeras
ecuaciones y sustituyendo en las otras dos se obtienen las ecuaciones
cartesianas del espacio vectorial W:

a:x1—36—>:1:2:2x1—6b—4b—>b:2’”1176“2%a:”11%p0r
lo que las ecuaciones cartesianas de W son z3 = —%2, x4 = 8“1% olo

que es lo mismo, 9 + 223 =0, 8x1 + 29 — 1024 =0

Hallar una base del subespacio vectorial
W= {(z,y,2) € R? 2z —3y+z=0}

Dado que z = —2x + 3y, basta dar dos pares de valores a x e y para
obtener una base de W. Por ejemplo: para z =0, y = 1 es z = 3; para
x =1, y=0es z=—2. Luego una base de W es {(0,1,3), (1,0,—2)}

Hallar una base del subespacio vectorial
M = {(z,y,2,t) ERY, v +y—22=0, 2z — 2 — 2t =0}

2c—z
2

De la primera ecuacion se obtiene y = —x+2z; de la segunda t =
Damos dos pares de valores a x y z para obtener la base solicitada:
x=0,2=2Nz=1, 2=0— {(0,4,2,-1), (1,-1,0,1)}

. Hallar el producto escalar de los vectores (2,1,3) y (3,—4,5)

i-0=(2,1,3)(3,-4,5)=2-3+1-(—4)+3-5=17

Hallar el producto escalar de los vectores (3,2,—2,1,0) y
(5,3,—4,-2,2)

@-7=(3,2,-2,1,0)-(5,3,-4,-2,2) =15+ 6+8 -2+ 0 =27
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11.

12.

Normalizar los vectores (2,—5,1) y (2,3, —4,—3)

Para normalizar un vector se divide por su moédulo:

@] = (2,-5,1)| = /22 + (=5)2 + 12 = V30 — &t = 1=(2,-5,1)
5] = <3 —4, 3|—¢22+32+<4>2 +(-3)2 =3 —
v:f(23 —4,-3)

Hallar el valor del pardmetro k para que sean ortogonales los vectores
(1,2,3) y (2,-3,k). Lo mismo para (2,—3,2,—4) y (3,k,2,1 — k)

Dos vectores son ortogonales si su producto escalar es cero:
(1,2,3) L (2,-3,k) »u-U=0—=2—-6+3k=0—k=3
(2,-3,2,—4) L (3,k,2,1—k) 26 —-3k+4—-4+4k=0—k=—-6
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3.3. RECTA Y PLANO EN EL ESPACIO

En esta seccién recordaremos los aspectos esenciales de la recta y el plano

en el espacio R>

3.3.1. La recta en el espacio

Toda recta estd determinada por un punto A(zg,yo,20) y un vector de
direccién @ = u1i + usj + usk = (w1, uz,u3). Si P(x,y,z) es un punto de la

recta y O el origen de coordenadas, entonces las ecuaciones de la recta son:

1. Ecuacién vectorial: ﬁ = @i + 1@ —T=a+ \td

2. Ecuaciones paramétricas: De la ecuaciéon anterior se deducen las ecua-
ciones paramétricas de la recta:
T = To+ Auy
Y =yo+ Auz
z = 2o+ Aug

3. Finalmente, eliminando el parametro A resulta la ecuacion cartesiana

— 20 Y—"%Y | . .,
= = , que recibe el nombre de ecuacién
Uy U2 us

x
de la recta

continua.

Ejemplo 3.26 Hallar los distintos tipos de ecuaciones de la recta determi-
nada por los puntos A(1, 2, -1) y B(2, -2, 0)

El vector de direccion de la recta es el 4 = AB = (1,—4,1) por lo que esta

recta esta determinada por este vector y por el punto A:
» Ecuacién vectorial: 7 =ad+ A\ — 7= (1,2, —1) + A\(1,-4,1)

» Ecuaciones paramétricas: ¥ = (z,y,2) = (1 + X\,2 —4\,1—)\) —

z=14+ A\
y=2—4\
z=1—A
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» Fcuaciones cartesianas: Despejando A en cada ecucién resutla la ecua-
y—2 z-—1

—4 -1

Evidentemente, dos rectas paralelas estan determinadas por vectores equipo-

cién continua de la recta: z — 1 =

tentes, por lo que lo mas sencillo para hallar la ecuacién de una recta paralela

a otra es considerar el mismo vector de direccidn.

Ejemplo 3.27 Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (-2, 3,
r—1 y+2 =z

2 3 -1
Como un vector de direccién de esta recta es el @ = (2,3, —1), la ecuacién de
r+2 y—3 =z+1

2 3 -1

-1) y es paralela a la recta r :

la recta paralela es s :

3.3.2. Posicién relativa de dos rectas en el espacio

Dos rectas en el espacio pueden estar en planos distintos (y entonces de-
cimos que se cruzan) o en el mismo plano. En este caso, las rectas pueden

ser secantes, paralelas o coincidentes.

De dos rectas se pueden obtener tres vectores: el formado por un punto
cualquiera de cada recta y los vectores de direccion de cada una de ellas. En
consecuencia, la posicion relativa de dos rectas en el espacio esta determinada
por el rango de estos tres vectores. Sea la recta r determinada por el punto A
y el vector « y la recta s determinada por el punto B y el vector . Finalmente,

sea M la matriz formada por los vectores {ﬁ , U, U} Entonces
» Sirango(M) = 3, las rectas se cruzan en el espacio.
» Sirango(M) < 3, las rectas e encuentran en un mismo plano:

1. Si rango(M) = 2, las rectas se cortan en un punto.

2. Sirango(M) = 2, y un punto cualquiera de una recta no pertenece

a la otra, las rectas son paralelas.

92



3. Si rango(M) = 1, y un punto cualquiera de una recta pertenece

también a la otra, las rectas son coincidentes.

Ejemplo 3.28 FEstudiar la posicion relativa de las rectas

r—1 y+2

: = s r=(1,2,-1 2, -2
r 5 —3 =% s % (1,2, -1) + A(3,2, —2)

Un punto de la primera recta es el A(1,—2,0) y uno de la segunda B(1,2, —1)
por lo que los vectores a utilizar para resolver el problema son
AB = (0,4, -1), @ = (2,-3,1), # = (3,2, —2). Por lo tanto

2 -3 1 o 2 -3 1 F 2 -3 1
3 2 2 |=2R-3 |0 13 -7 |= B 0 13 -7
0 4 -1 Fy 0 4 -1 13F;—4F, \ 0 0 15

por lo que rango(M) = 3, los tres vectores son linealmente independientes y

las rectas se cruzan.

3.3.3. El plano en el espacio

Todo plano de R? estd determinado por un punto A(zg,yo, 20) y dos
vectores de posicion @ = (uy,uz,u3) y ¥ = (vy,v9,v3). Si P(x,y,2) es un
punto del plano y O el origen de coordenadas, entonces las ecuaciones del

plano son:
1. Ecuacién vectorial: ¥ = @ + A\ + pv

2. Ecuaciones paramétricas:
De la ecuacién anterior se deducen las ecuaciones paramétricas del
x = T+ Mg + poy
plano: = (z,y,2) = ¢ y = yo + Aug + pvy
2= 2y + Auz + pvs

3. Finalmente, este sistema de ecuaciones en A y p es compatible indeter-

minado si el determinante de la matriz ampliada es nulo:
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r —Tg Uy V1
Yy—yo uz vg|=0.
Z—Zyp Uz U3
T—To Y—Y =z %0
Esta ecuacion se recuerda mejor como | Us us |=0.Y

U1 U2 U3
de aqui resulta la ecuacién general del plano: Ax + By +Cz+ D =0

Ejemplo 3.29 Hallar los distintos tipos de ecuaciones del plano determina-
do por los puntos A(1, 2, -3), B(2, 1, 2) y C(0, -1, -1)

Dos vectores de posicién de este plano son o = AB = (1,-1,5) y
7=AC = (—1,-3,2) por lo que:

—

1. Ecuacién vectorial: & = a@ + i + pv —

T=(12,-3)+ A1, =15 + p(=1,-3,2)

2. Ecuaciones paramétricas: Como ¥ = (z,v, z), resulta
r=14+A—p
y=2—-A—3u
2 ==3+5\+2u

T—%0 Y=Y =Z—%20

3. Ecuacion general: | Us us |[=0—
U1 U2 U3
r—1 y—2 243
1 -1 5 |=0—
-1 -3 2

Bz—-1)-Ty—2)+(-4)(2+3)=0—= 132 —Ty—42—-11=0

La interseccion de dos planos no paralelos Ax + By + Cz + D = 0,
Az + B'y + C'z+ D' = 0 es una recta. Un punto de esta recta se obtiene
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dando un valor cualquiera a una de las variables en ambas ecuaciones y, tras
resolver el sistema resultante, se obtienen las otras dos coordenadas.
Un vector de direccién de la recta obtenida como interseccion de los dos

planos Ax + By+ Cz+ D =0, Az + B'y+ C'z+ D' = 0 es el producto

A
vectorial de los vectores (A, B,C) y (A, B',C"),esdecirri=| A B C
A B

Si el punto P(xg, Yo, z0) pertenece al plano Az+ By+Cz+D = 0, entonces
ha de verificar su ecuacién por lo que Axg + Byg + Czy + D = 0. Restando
ambas ecuaciones resulta A(z—zo)+B(y—yo)+C(2—z) = 0y esta ecuacién
establece que el vector (A, B, C) es ortogonal a todo vector del plano. Como

consecuencia, un vector de dirdeccion de una recta perpendicular al plano
Ar+By+Cz+D=0eselu=(A,B,C).

Ejemplo 3.30 Hallar la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto

A(3, -2, 1) y es perpendicular al plano 2z + 5y — 62z +3 =0

Un vector de direccién de la recta es @ = (2,5, —6) por lo que su ecuacién
r—3 y+2 =z-1

5 -6
Un haz de planos es el conjunto de los infinitos planos que contienen a una

continua es

recta determinada. Por lo tanto, la ecuacién del haz de planos que contienen
Ar+By+Cz+D =0 }
es

a la recta
A+ By+Cz+D =0

Ar+By+Cz+ D+ ANAz+By+C'z2+D')=0

Finalmente, digamos que en coordenadas paramétricas, una curva del es-
pacio R? estd definida por una funcién vectorial de tres variables dependien-
tes de un solo pardmetro, 7(t) = (v = z(t), y = y(t), z = z(t)) mientras que
una superficie estd definida por tres variables que dependen de dos pardme-

tros © = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v)
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3.3.4. Recta y plano en el espacio: Ejercicios resueltos

1.

Hallar la ecuacion continua de la recta que pasa por los puntos A(l,
_27 3) ) B(27 5; _2)

Un vector de direccién de la recta es @ = AB = (1,7,—5) por lo que la

ecuacion continua de la recta es
rT—xo Y—1Yo z—z0_>:c—1 y+2 z-—3

(751 U9 Us 1 7 -5
Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1, 3, -2) y es

paralela a © =2+ 3X\, y = —4+5\, 2=\

La ecuacién solicitada es . =1+ 3\, y =3+ 5\, 2= -2+ X

Hallar la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto A(2, -3,

-1) y es perpendicular al plano x — 2y + 5z +3 =0

Un vector de direccién de esta recta es el @ = (1,—2,5) por lo que la
r—2 y+3 z+1
-2 5

ecuacion continua de la recta es

. Ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1,2,0) y es ortogonal al

plano m: 3x4+4y —524+1=0

El vector @ = (3,4, —5) es ortogonal al plano 7 por lo que se puede

tomar como vector de direccién de la recta solicitada. Como esta recta
r—1 y—2 z

3 4 -5
r—1 y+3
-1

pasa por el punto P, su ecuacién es

= z con el plano

Hallar el angulo que forma la recta

m: x—3y+4z—-5=0

El 4ngulo o que forma la recta r (de vector de direccién 4 = (2, —1,0))
con el plano 7 es complementario del angulo S que forma la recta con

el vector v = (1, —3,4) ortogonal al plano 7w (ver figura).
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En consecuencia,
-0 2.1+ (=1)-(— 4
U~ +(=1)-(-3)+0 _ 0,7206

[alle] oy (—1)2 12t (<3 + 42

— [ = arccos(0,7206) = 43° 54’ — o = 90° — 43° 54’ = 46° 36’

cosff =

6. Hallar el dngulo que forman los planos o : 2x — 3y + 2z —1 = 0,
B:x—2y—32+2=0
El angulo m que forman los planos es el suplementario del dangulo n

que forman los vectores caracteristicos de los mismos, U, V:

Vv
n U
m
B
a
Por lo tanto:
U=(2-31)
V=(1,-2,-3)

L cos(n) U-V  2+6-3
cos(n) = =——= =

Ul V| V14v14

— n =arccos(0,3571) = 69,0778 = 69° 5’

— m = 180° — 69° 5’ = 110° 55’

= 0,3571
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3.4. ESPACIOS VECTORIALES. EJERCI-
CIOS PROPUESTOS

3.4.1. Enunciados

1. Hallar una base del espacio vectorial generado por el conjunto de vec-
tores {(1,2,3), (2,5,7), (1,—1,0)}

2. Demostrar que el conjunto de vectores {(1,1,1), (1,1,2), (1,2,3)} es
una base de R? y hallar las componentes del vector (6,9,14) en dicha

base

3. Indicar si son dependientes o no los siguientes vectores

a) (5,2,-3), (1,1,-1), (2,-1,0)
b) (—=2,0,-1), (1,1,-1), (2,—1,0)
c) (=1,2,1), (1,1,-1), (2,—1,0)

4. Hallar las componentes del vector (3,1,0) con respecto a la base
{(2,1,1),(1,2,-3),(3,1,2)}

5. Hallar la dimensién del espacio vectorial generado por los vectores
(1,2,-1), (2,3,4), (1,0,11)

6. Hallar los productos escalar y vectorial de @ = (2,3, —4) y ¥ = (3, -2, 2)

7. Hallar la ecuacion cartesiana del espacio generado por los vectores
(3,2,—2) vy (1,3,4)

8. Ecuacién continua de la recta que pasa por el punto P(-1, 2, 3) y es

perpendicular al plano o : 2x + 5y —42z —8 =0
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3.4.2. Espacios vectoriales: Soluciones
1. B={(1,2,3),(2,5,7)}
2. (6,9,14)5 = (1,2,3)n

3. a) linealmente dependientes
b) linealmente independientes

¢) linealmente independientes
4. 7= (-5,1,4)
5. dim =
6. U-U=—-8, UxU=(-2,—-16,—13)

7. 2v—2y+2=0

r+1 y—-2 =2-3
2 5 —4
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Capitulo 4

APLICACIONES LINEALES

Los apuntes correspondientes a este tema seran dictados en clase.
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Capitulo 5

DIAGONALIZACION DE
MATRICES

Dada una matriz cuadrada, a veces es posible transformarla en otra matriz
cuadrada con propiedades semejantes cuyos elementos no pertenecientes a
la diagonal principal son nulos. Es éste un proceso muy interesante porque
permite transformar una matriz cualquiera en otra matriz mucho mas facil
de estudiar.

Este méatodo es usado en particular, para reducir la ecuaciéon general de

una cénica o una cuadrica a una expresion mas reducida.

5.1. MATRICES SEMEJANTES

5.1.1. Matrices semejantes.

Decimos que las matrices cuadradas A y B son semejantes, y lo indicamos
en la forma A = B, si existe una matriz regular P tal que A = P- B - P~}
Como consecuencia de la definicién, dos matrices semejantes tienen la misma

dimension y el mismo rango.
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La matriz P se llama matriz de paso de la semejanza.

5 -1 3
Ejemplo 5.1 Hallar la matriz semejante a B=| 7 1 11 | sila matriz
2 -2 8
1 0 -1
depasoesP=12 1 0
1 -1 1
4 0 -1
Basta multiplicar P - B - P~! para hallar la matriz A=| -8 8 9
2 -2 2
3 —6 —6
Ejemplo 5.2 Comprobar que las matrices A=1] 1 9 7 Yy
5 —13 13
0 2 =2 1 0
B=|2 -2 1 son semejantes mediante la matriz de paso P = | 0 1
3 2 1 1 -1

Se puede hacer como en el ejercicio anterior o teneiendo en cuenta que
A=P-B-P' - A.P=P-B. Por lo tanto,

3 —6 —6 1 0 -1 -3 0 =3
A-P=|1 9 7 10 1 2 = 8§ 2 3 =PFP-B
5o —13 13 1 -1 -2 8 0 -5

5.1.2. Relacién de equivalencia

La semejanza de matrices es una relacién de equivalencia en el conjunto
de las matrices cuadradas de orden n. Es decir, la semejanza de matrices

verifica las propiedades:

102



s Reflexiva: A = A: toda matriz es semejante a si misma.

Dem. A=1-A-T"' 5 A=A

s Simétrica: A = B — B = A: si una matriz es semejante a otra, la

segunda es semejante a la primera.

Dem. A=B +A=P-BP ! 3B=P'"AP=QAQ'—-B=A

s Transitiva: A = By B = (C — A = (" si una matriz es semejante
a otra y ésta lo es a una tercera, la primera matriz es semejante a la
tercera.

Dem. A=B—+A=P-B-P'y B=C—-B=Q-C-Q!
—+A=P-Q-C-Q'-P'=(PQ)-C-(PQ'—>A=C

Como consecuencia de esta relacién de equivalencia, el conjunto de las ma-
trices cuadradas del mismo orden queda dividido en clases de equivalencia
que son los conjuntos de todas las matrices que son semejantes entre si. De
donde resulta que una matriz cuadrada puede ser sustituida por cualquier

otra matriz que sea semejante a ella.

5.1.3. Propiedades de las matrices semejantes.

1. Dos matrices semejantes son del mismo orden.
Dem. Si A = By orden(B) = n, entonces P ha de ser una matriz

regular de orden n para poder multiplicarla por B, por lo que
orden(P - B - P7™') = n = orden(A).

2. Dos matrices semejantes tienen el mismo determinante.
Dem. A=B — A= P-B-P7! — det(A) = det(P)-det(B)-det(P~') =
det(B) puesto que det(P) - det(P~') = det(P - P7') = det(I) = 1

3. Dos matrices semejantes tienen el mismo rango.

Es consecuencia de la propiedad anterior.
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4. Dos matrices semejantes tienen la misma traza (lo demostraremos mas

adelante).

5. Si A = B entonces A" = B".
Dem.SiA=B—+A=P-B-P!
A = (P-B-PYP-B-PY)Y=P-B-(P'.P)-B-P'=pP-B?. P!
A3=A2. A= (P-B*>P Y P-B-PY)=P-B*(P'P)B-P'=
pP.-B3. p!
Y asf sucesivamente, hasta llegar a A" = P - B"- P~! de donde resulta
que A" = B".

En el caso de las matrices semejantes, para encontrar la matriz regular P tal
que A = P - B - P~ basta resolver la ecuacién A - P = P - B. El problema
reside en el hecho de que si A y B son matrices cuadradas de orden n, la
matriz P serd también de orden n por lo que habra que resolver un sistema

de n? ecuaciones con n?

incognitas.
No obstante, la matriz de paso P no es tnica y, de hecho, existen infini-
tas matrices de paso que transforman una matriz cuadrada en otra matriz

semejante a ella.
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5.2. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

En esta seccién estudiaremos la forma de hallar una matriz de paso por

medio de los autovalores y los autovectores asociados a una matriz cuadrada.

5.2.1. Matriz asociada a un endomorfismo.

Una aplicacién lineal de un espacio vectorial en si mismo se llama endo-
morfismo.

Sea f un endomorfismo de R"™ definido mediante la ecuacién f(u) = v
donde las componentes del vector ¢ vienen expresadas como combinaciones
lineales de las componentes del vector w. En consecuencia, esta ecuacion
puede escribirse también en la forma f(u) = A-4 siendo A la matriz asociada
al endomorfismo f.

En la practica, la matriz mas simple de calcular asociada a un endomorfismo
es la relacionada con la base candnica. Y para ello, basta hallar los coeficientes

de las incognitas que intervienen en la ecuacion del endomorfismo.

Ejemplo 5.3 Hallar una matriz asociada al endomorfismo de R? definido

por la ecuacion f(x,y,z) = (2x —3y + z,0 — 2y — z,x — y + 22)

2 -3 1 x
La forma matricial de esta ecuacién es f(u) = [ 1 —2 -1 y | por
1 -1 2 z
2 -3 1
lo que la matriz del endomorfismoes A=| 1 —2 —1
1 -1 2

Ejemplo 5.4 Hallar la matriz asociada al endomorfismo de R* definido por

g(x1, Ta, w3, 24) = (1422 —2x3+2x4, 14302 — Xy, 301+ 202 — X3, T1+T3—Ty)
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Segun la indicacién anterior, una matriz del endomorfismo es
11 -2 2

3 0 -1
2 -1 0
0 1 -1

A:

— W

5.2.2. Autovalores y autovectores.

Se dice que A\ es un autovalor asociado al endomorfismo f si existe un
vector @ # 0 tal que f(@) = - . El vector @ se llama autovector asociado al
autovalor .

Los autovalores y autovectores también reciben los nombres respectivos
de wvalores propios y vectores propios.

Como consecuencia de lo indicado en el parrafo anterior, un endomorfis-
mo f de R"™ también se puede indicar en la forma f(#) = A - 4. Pero como
por otra parte, es f(u) = A - d siendo U # 0 el autovector asociado al auto-
valor A\, de ambas ecuaciones se deduce que A -4 = X - 4 de donde resulta
la ecuacién matricial (A — )@ = 0. Pero esta ecuacién matricial no es mas
que un Sistema Homogéneo Compatible Indeterminado por lo que admitira
alguna solucién distinta de la trivial si el determinante de la matriz general
es nulo, es decir, que necesariamente ha de ser |[A — AI| = 0.

El desarrollo del determinante del primer miembro origina un polinomio lla-
mado polinomio caracteristico de la matriz cuadrada A: P(\) = |A — A|.
El grado de este polinomio coincide con el orden de la matriz A. Se llama
ecuacion caracteristica de la matriz A a la ecuacién polinémica |[A— M| =0
y sus soluciones son los autovalores de la matriz cuadrada A.

Evidentemente estas soluciones pueden ser reales o complejas, aunque en este
curso nos cenimos solamente a las soluciones reales. A su vez, estas soluciones
reales pueden ser simples o multiples, por lo que los autovalores asociados

a una matriz cuadrada son también simples o multiples. El orden de mul-
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tiplicidad de una raiz caracteristica se llama multiplicidad algebraica de ese
autovalor, y se suele representar por a. En caso de ser un autovalor simple,
no es necesario indicar que a = 1.

Los vectores propios correspondientes a cada valor propio se obtienen resol-
viendo el sistema de ecuaciones (A — M\)@ = 0. El nimero de autovectores
linealmente independientes asociados a un autovalor determinado se llama
multiplicidad geométrica y se suele indicar por m. En todo endomorfismo (en
toda matriz cuadrada) siempre se verifica que m es un nimero comprendido

entre 1 y a. Si A\ es un autovalor simple, entonces a = 1 = m.

Quizas fuera interesante hacer notar que en el sistema de ecuaciones
(A —\I)i = 0, siempre hay o ecuaciones sobreabundantes (que sobran) por
lo que no es necesario tenerlas en cuenta.

Para simplificar los cédlculos, se puede tener en cuenta que la matriz
(A — M) se consigue sin més que restar A a cada elemento de la diagonal

principal.

Ejemplo 5.5 Hallar los autovalores y los autovectores asociados a la matriz

St

= Autovalores: Se obtienen de la ecuacién |[A — A\I| =0

i\ 5 )
0 )22\ — 48 =0
8 9\
o+ VITI9Z 2414
A= 2+ 92 _ S A=8AA=—6

» Autovectores: Se obtienen resolviendo el sistema

CRTEEI
8 —2—=A Y 0
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1. Para A =38:

-4 5 z\ (0 . —4x 45y =0
8 —10 Yy 0 8r— 10y =0
4

Yy

— y=—x— e =(54)
2. Para A = —6:
10 5 x 0 10z + 5y =0
= —
8 4 Yy 0 8z +4y =0
- y=-22—e =(1,-2)

Ejemplo 5.6 Hallar los valores y vectores propios asociados a la matriz

2 0 0
A=1]1 -3 1 3 e indicar sus respectivas multiplicidades.
1 0 -1

» Autovalores: Se resuelve la ecuacién caracteristica |A — AI| = 0:
2—-A 0 0
3 1A 3 |=0-2-N1-N(-1-X)=0-
1 0 —1-A

A=2, A=1, A = —1, todos ellos simples por lo que sus respectivas

multiplicidades algebraicas y geométricas son la unidad: a = m = 1.

= Autovectores: Se hallan resolviendo el sistema (A — )i = 0

1. Para A = 2,
0O 0 O 1
(A-2Di=0—| -3 -1 3 o =] 0| —
1 0 -3 x3 0
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—3x1 — w9 + 3x3 = 0, x1 — 3x3 = 0. Sustituyendo x; = 3x3 en
la primera ecuacién resulta ro = —6x3 por lo que un autovector
asociado a este autovalor es (para x3 = 1) el (3, -6, 1)
2. Para A = 1:
1 0 O T
A-DNi=0-—| -3 0 3 s | =10 |—
1 0 =2 x3

x1 =0, —3x1+3x3 = 0. En consecuencia, un autovector asociado
al=1lesel (0,1,0)

3. Para A\ = —1:
3 0 0 1
(A+Di=0-| -3 =2 3 || 2 [=]0 |=
1 0 O T3
31 =0, =371 — 213 + 323 =0 — 23 = —%xg. Para 25 = 2 se
obtiene el autovector (0, —3,2) asociado al autovalor A = —1

Ejemplo 5.7 Hallar los autovalores y los autovectores de la matriz
0o -1 -1
A= =2 1 =1 | eindicar sus multiplicidades respectivas.

-2 2 2

» Autovalores: Son las soluciones de la ecuacién |A — M| = 0:

-2 -1 -1
—2 1-X -1 |=0—=—=X\+3)%—4=0 cuyas soluciones son
—2 2 2=A

A=—1lla=1)yrA=2a=2)

= Autovectores: Son las soluciones del sistema homogéneo (A — X )@ = 0

para cada valor de \.
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1 -1 -1 1

1. Para A = —1 resulta la ecuacion | —2 2 -1 xo | =0,
—2 2 3 T3
. . ) Ty — 22— x3=0
de donde se obtiene el sistema homogéneo
—2.%1 + 2.CE2 — T3 = 0

cuya soluciéon es x3 = 0, x5 = 21 por lo que un autovector asociado

es el 41 = (1,1,0) y su multiplicidad geométrica es m; = 1

-2 -1 -1 1

2. Para A = 2 resulta la ecuaciéon | —2 —1 —1 re | =0, de
—2 2 0 T3
. : , —2r1 — 22— 23 =10
donde se obtiene el sistema homogéneo
—2.171 + 2?[72 =0
por lo que x5 = x1, x3 = —3x; siendo un autovector el

Uy = (1,1,—3) cuya multiplicidad geométrica es my = 1

5.2.3. Propiedades de los autovalores de una matriz

cuadrada.

Entre las propiedades de los valores propios de una matriz cuadrada des-

tacamos las siguientes:

1.

La traza de una matriz coincide con la suma de sus autovalores.

El determinante de una matriz coincide con el producto de sus autova-

lores.

Si det(A) = 0, entonces el término independiente del polinomio carac-

teristico es nulo y A = 0 es un autovalor de la matriz A.

Si A\ es un autovalor de A, también lo es de AT

La demostracién es trivial puesto que |[A — M| = |AT — ]|
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5. Si A es un autovalor de A y existe A~!, entonces A™! es un autovalor
de A7L.
Dem.
Si A es autovalor de A, entonces \ # 0 puesto que A es invertible, por
lo que IA7L. Como A es invertible, se puede multiplicar la ecuacién
A - @ = M por A~! por la izquierda, obteniéndose @ = NA~! - @ y por

tanto A™'% = A~ por lo que A7! es una autovalor de A~!

5.2.4. Propiedades de los autovectores de una matriz

cuadrada.

Entre las propiedades de los vectores propios, mencionamos las siguientes:

1. Un autovector asociado a un autovalor determinado no es unico.
Dem. Si 4 es un autovector asociado al autovalor A\ , se verifica que
Au = M por lo que A(ku) = kAU = kAu = A(k@) lo que indica que
(ki) es también un autovector asociado al autovalor A. De hecho, hay
infinitos autovectores asociados a un autovalor propio que forman un
subespacio vectorial del espacio original. Los autovectores que se toman

en la practica son los que forman una base de este subespacio.

2. Si 4y v son dos vectores propios asociados al mismo autovalor A, en-
tonces toda combinacién lineal de estos vectores es también un vector
propio asociado a dicho valor propio A.

Dem. Si At = Mi — A(k@) = A(k@). Igualmente, si
AT = M — A(K'0) = MK'V) — A(ku) + A(K'U) = A(ku) + A(kV) de
donde A(ku+k'v) = A(kii+ k) y, en consecuencia, kii+ k't es también

un vector asociado al autovalor A.

3. Si @ es un vector propio asociado al valor propio A de la matriz A, si

existe A~! entonces @ es un vector propio asociado al valor propio A~!
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de A1

. Ningun vector esta asociado a dos autovalores distintos.
Dem. Si A\ y p son dos valores propios distintos asociados a la matriz
A, entonces es Al = \il, A@ = pii por lo que M — pil = (A — p)i =0

y, en consecuencia, A = .

Como consecuencias de esta propiedad tenemos las tres siguientes:

a) Los autovectores asociados a autovalores distintos son indepen-

dientes entre si

b) A todo valor propio simple le corresponde un tinico vector propio

independiente.

c¢) A todo valor propio de multiplicidad algebraica k le corresponde
un numero de vectores propios menor o igual que k.
Esta dltima propiedad también se enuncia indicando que la dimen-
sion del espacio vectorial generado por el autovalor A es menor o
igual que su multiplicidad algebraica, es decir, siempre se verifica

que m < .
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5.3. DIAGONALIZACION DE MATRICES
CUADRADAS.

Diagonalizar una matriz cuadrada A es encontrar una matriz diagonal D
semejante a ella. Mediante este artificio se consigue simplificar la expresion
de un endomorfismo de manera que el resultado presente una forma mas
sencilla de manejar que la forma inicial.

El problema de la diagonalizacion reside por tanto, no sélo en encontrar
la matriz de paso P que liga a dos matrices semejantes, sino en encontrar
también una matriz diagonal D de forma que se verifique que A = P-D- P!

Se dice que una matriz cuadrada A es diagonalizable si es semejante a
una matriz diagonal. Encontrar una matriz diagonal semejante a una matriz
cuadrada (lo que no siempre es posible), es un proceso ciertamente laborioso

que precisa de algunos conocimientos preliminares.

5.3.1. Diagonalizacién de matrices: teorema de la mul-

tiplicidad.

Hemos definido la diagonalizacion de una matriz A como el proceso de
encontrar una matriz diagonal D que sea semejante a ella. Se dice entonces
que una matriz A es diagonalizable si existe una matriz regular P tal que
A-P = P-D,siendo D una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal
principal son los autovalores.

La matriz P se llama matriz de paso y esta formada por los autovectores
asociados a la matriz A. Pero teniendo en cuenta que estos autovectores son
base de un espacio vectorial asociado al autovalor correspondiente y todo
espacio vectorial tiene infinitas bases, la matriz de paso no es unica.

Ahora bien: para que sea posible el producto P-D-P~! es necesario que P y D

sean del mismo orden que A y que P sea una matriz regular, por lo que P debe
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estar formada por vectores linealmente independientes. En consecuencia: La
matriz A es diagonalizable si el niumero de autovectores asociados a cada
autovalor determinado (la multiplicidad geométrica del autovalor) coincide
con su multiplicidad algebraica: m; = a; para todo autovalor \;

Una consecuencia inmediata es que si todos los autovalores de una matriz
son simples, la matriz es diagonalizable.

Finalmente, y teniendo en cuenta que si una matriz es diagonalizable
entonces es semejante a la matriz diagonal, ambas matrices poseen los mismos

invariantes:
1. Invariante lineal: Ay = traza(A) = traza(D)
2. Invariante cuadrdtico: Ay = Y A\
3. Invariante cibico: As = 37 NiA\jA,

Como consecuencia de las propiedades anteriores es
» det(A) = det(D)

» rango(A) = rango(D)

1 2 =2
Ejemplo 5.8 Diagonalizar, si es posible, la matrizA=1 0 =3 0
0o 1 -3
hallando también una matriz de paso.
1—A 2 -2
Ecuacién caracteristica: |[A — | =0 — 0 -3-2A 0 =0—
0 1 —3—-A

(1=XN(=3-=XN)(-3-X)=0
Autovalores: A =1y A= -3 (a =2)

Autovectores: se resuelve la ecuacién (A — X )i = 0
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= Paral=1: (A-—Di=0—
0o 2 =2 T 0 —2x9 — 223 =0
0 —4 O Ty | = (O — ¢ —4dze =0
0 1 —4 T3 0 To —4x3 =10

de donde resulta x5 = x3 = 0 por lo que un autovector es el (1, 0, 0)

» ParaA\=-3: (A+30)u =0
4 2 =2 0
4[L‘1—|—2ZE2—2$3—0
00 O T 0 —> 0
01 0 0 B

cuya solucién es o = 0, x3 = 2x; de donde resulta el autovector inico
(1, 0, 2). Por lo tanto, como la multiplicidad geométrica de A = —3
es m = 1 mientras que su multiplicidad algebraica es a = 2 # m, la

matriz A no es diagonalizable.

En consecuencia, para saber si una matriz cuadrada es diagonalizable se
estudia el nimero de autovectores asociados a los autovalores de orden de

multiplicidad o > 1, puesto que si o = 1, entonces m = 1.

1 2 —4
Ejemplo 5.9 Indicar si es posible diagonalizar la matriz | 0 —1 4
0 2 =3

y en caso afirmativo hallar una matriz de paso. Indicar la relacion entre la

matriz dada y la matriz diagonal semejante a ella.

Autovalores: Ecuacion caracteristica: P(A\) = |[A — A| =0 —

115



Autovectores: hay que resolver la ecuacion (A—AI)ud = 0 para los distintos

autovalores.

s Paral=1, (A—DNi=0—
0o 2 -4 T
0 -2 4 y | =10 ]|—2y—42=0—y=2z
0 2 -4 z 0

por lo que hay dos autovectores puesto que la primera componente
(x) es libre. Luego como la multiplicidad geométrica coincide con la
algebraica, la matriz es diagonalizable.

Para x = 1, z = 0 se obtiene el autovector (1, 0, 0)

Para © = 0, z = 1 se obtiene el autovector (0, 2, 1)

s Para \ = (A+50)i=0—
6 2 — 0
6x +2y—42=0
0 4 4 0 —>
dy+ 4z =10
02 2 0
De la segunda ecuacion, z = —y que, sustituida en la primera da
x = —y. Luego un autovector, para y = 1, es el (-1, 1, —1)
1
Por lo tanto, la matriz diagonal semejante a la matriz A esla D = 1
-5
1 0 —1
siendo la matrizde paso P=| 0 2 1 de forma que A= P-D - P!
01 -1
1 0 0
. : ‘ . ‘ ‘ ‘ -1 1
Ejemplo 5.10 Indicar si es posible diagonalizar la matriz A = L1 o
1 1 -1
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En caso afirmativo, hallar la matriz diagonal semejante a ella.

Ecuacién caracteristica: det(A — A\) =0 —
I-Xx 0 0 0
-1 1-X 1 0
1 1 -2 -1

1 1 -1 —=A

Valores propios: A = 1(a = 2), A = V2, A = —/2

=0 M-223 - N2 4+4\—-2=0

Discusion: los dos tltimos autovalores son simples por lo que no impiden
la diagonalizacion.

Nimero de autovectores para A =1, (A — )i = 0 —:

0 0 0 0 T 0
—SL’1+.T3—O
-1 0 1 0 T 0
= — T1+ 2y —23—1x4 =0
1 1 -1 —1 T3 0
ZE1+I'2—{E3—I4—0
1 1 -1 -1 Ty 0

La tercera ecuacién coincide con la segunda. De la primera se obtiene x3 = x;
y de la segunda, x4 = x5 por lo que el nimero de variables independientes
(variables del segundo miembro) son 2. Por consiguiente, m = 2 = a . Luego,

la matriz dada es diagonalizable siendo la matriz diagonal semejante a ella

V2

5.3.2. Diagonalizacién de matrices: teorema del rango

La matriz cuadrada A, es diagonalizable si y solo si para todo autovalor
A de multiplicidad algebraica o se verifica que rango(A — A) =n — «
Para demostrar este teorema, recordemos que el nimero de ecuaciones

cartesianas que definen al subespacio vectorial L coincide con la dimensién
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del espacio total V menos la dimensién de L: n2 ec. cart. = dim(V') —dim(L).

Ahora bien: el nimero de ecuaciones cartesianas independientes coincide
con el rango de la matriz en estudio; la dimensién del espacio total R™ es
el orden de la matriz y la dimensiéon del subespacio asociado al autovalor
A ha de coincidir con la multiplicidad aritmética o para que la matriz sea
diagonalizable. Por lo tanto, la matriz A es diagonalizable si se verifica la

férmula rango(A — A\I) = orden(A) — « para todo autovalor \.

Ejemplo 5.11 Sin hallar los autovectores, comprobar si es diagonalizable la

1 =1 0
matrizB=|1 0 2 0
1 1 2

Ecuacion caracteristica: |[B — M| =0 — —A3> 4+ 5\2 =8\ +4 =0

Valores propios: A =1, A =2 (o =2)

El autovalor 1 es simple por lo que no interviene en la posible diagonalizacién
de B.

-1 -1 0
Para A = 2 es rango(B — 2I) = rango| 0 0 0 | = 1, por lo que
1 1 0

rango(B) = orden(B)—a = 3—2 = 1y en consecuencia, B es diagonalizable.

1 a
Ejemplo 5.12 Estudiar la diagonalizacion de la matrizC' = 0 2 0
0 —1 1

para los distintos valores del nimero real a.

Ecuacién caracteristicas:
IC—=MN|=1-XMN2=-XN)1-N)=0—-X1=2, A=1(a=2)

Para A =1 es orden(C') — a = 3 — 2 = 1 mientras que
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0
rango(C' — I) = rango | 0 0 | =1 <= a = 0: C es diagonali-
0

zable si y s6losia =0

Otra forma de resolver el problema es por el niimero de autovectores aso-
ciados a todo autovalor multiple:

Para A = 1, los autovectores son

0 3 a T 0

3y+az=0
0O 1 0 y |=101]— —az=0
0 y=0

» Si z = 0, el unico autovector es el (1,0,0) por lo que lo matriz no es

diagonalizable.

= Si a = 0, entonces y = 0 pero x y z son dos variables libres por lo
que dos autovectores pueden ser el (1,0,0) y el (0,0,1) y en tal caso la

matriz si es diagonalizable.

Diagonalizacion de matrices simétricas

Se puede demostrar que, en toda matriz simétrica, coinciden las multipli-
cidades geométrica y algebraica de cualquier valor propio.

En consecuencia, toda matriz simétrica es diagonalizable.
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5.4. DIAGONALIZACION DE MATRICES.
EJERCICIOS PROPUESTOS

5.4.1. Enunciados

1 2 =2
1. Hallar los autovalores y los autovectores alamatrizA=| 0 3 0
0 -3 3
1 1 -1
2. Hallar los autovalores y los autovectores de la matriz B = 1 1 1
-1 1 1
11 =2
3. jEs diagonalizable la matrizC' =] 1 1 —1 |?
01 -1

4. Estudiar para qué valores del pardmetro k es diagonalizable la matriz

5 0 0
E=10 -1 &k
3 0 -1
1 0 1 0
. . : 0 1 =20
5. (Es diagonalizable la matriz M = ?
1 -2 5 0
0 0 0 6

En caso de serlo, indicar una matriz diagonal semejante a ella.

6. Dada la matriz A =

= = W
=~ W

1
1
6
a) Hallar sus valores propios
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b
c

)
)
d)
)

e

Hallar sus vectores propios
. Es diagonalizable?
Hallar la matriz de paso P

Expresar la matriz de los autovalores en funcién de las matrices

AyP

1 -2 1
7. Dada la matriz A= | -2 -2 2 |,
1 2 1

a

o) S

S

)
)
)
)
)

e

., Es diagonalizable la matriz A7.

Hallar el polinomio caracteristico de la matriz A.
Hallar sus autovalores.

Indicar la multiplicidad aritmética de cada autovalor.

Aplicar el teorema de los rangos para comprobar que la matriz es

diagonalizable.
Hallar una base de autovectores.
Indicar la multiplicidad geométrica de cada autovalor.

Aplicar el teorema de las multiplicidades para comprobar que la

matriz es diagonalizable.
Hallar una matriz de paso P.

Indicar una matriz diagonal D semejante a la matriz del endomor-

fismo.

Expresar una relacion entre las matrices A, P y D.

8. Indicar si las siguientes matrices son diagonalizables y, en caso de serlo,

indicar una matriz diagonal semejante:
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5.4.2. Diagonalizacién de matrices. Soluciones
1. A=—1—d=(1,0,0), A\=3—7=(1,0,2)
2. A =—-1>d =(1,-1,1), A=2— iy =(1,0,—1) Ads = (0,1,1)
3. C no es diagonalizable
4. E es diagonalizable si k = 0

5. M es simétrica por lo que es diagonalizable.
6

Una matriz diagonal semejante a M es

6. a) A=2dobley A =38
b) €1 =(-1,0,1), &, = (—1,1,0), &5 = (1,1,4)

c¢) Es diagonalizable porque la multiplicidad geométrica coincide con

la aritmética

-1 -1 1
d) P= 0o 1 1
1 0 4
e) A=P-D-P'—D=P ' AP siendo
2
D= 2
8
7. a) A es simétrica por lo que es diagonalizable.
b) ():—)\3+12>\—16
c) A A=2, A=2
d) Para A= —4esa=1yparaA=2es =2
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e) Para A = 2 es a = orden(A) — rango(A — 2I) = 2
f) B={{1,2,~1},{1,0,1},{0,1,2}}

g) m(—4) =1y m(2) =2

h)

QA =2=1MM
10
i)y P=| 2 01
-1 1 2
—4
j) D= 2
2

k) A=P-D. P!

8. La tunica matriz diagonalizable es la B siendo D =

matriz diagonal.
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Capitulo 6

DERIVACION DE
FUNCIONES

Toda actividad humana implica un movimiento. Y la derivada esta aso-
ciada al movimiento. Por lo tanto, el concepto de derivada es uno de los mas
importantes de la Matemaética.

En particular, la derivada de una funcién tiene especial importancia en
el estudio del crecimiento de una funcién y de su concavidad. Pero se puede
decir sin que ello implique exageracion, que el manejo de la derivada de
una funcién es condiciéon absolutamente necesaria para poder comprender
practicamente cualquier tema de Calculo Matematico, como veremos en los
capitulos posteriores.

Dado que el estudio de la derivada se ha iniciado en cursos anteriores,
en éste se hard un repaso a los conocimientos adquiridos y se hara mayor
hincapié en un capitulo posterior al caso de la derivacién de las funciones de

varias variables.
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6.1. LAS FUNCIONES MATEMATICAS

En esta seccion estudiaremos los distintos tipos de funciones que se usan
en Matematicas asi como la derivacion de todo tipo de funcién matemaética.
Hay que hacer notar en este momento que no es posible avanzar en Matemati-

cas si no se tiene un conocimiento profundo de la derivaciéon de funciones.

6.1.1. Las funciones matematicas.

En este curso sélo hablaremos de las funciones reales de variable real o
simplemente funciones.

Una funcion matemdtica es una aplicacion de un subconjunto D C R en
un subconjunto E C R:y = f(x), x € D, y € E. El conjunto D se llama
Dominio o Campo de existencia de la funciéon y E es el Rango o Recorrido.

Existen distintas formas de clasificar las funciones matemaéticas y una de

ellas es la que se presenta a continuacion.

s Funcion potencial. Es de la forma f(z) = 2™ siendo n un nimero na-

tural.

s Funcion irracional. La funcién irracional es la funcién inversa o recipro-
ca de la funcién potencial y se indica en la forma f(z) = {/g(x). Las
funciones irracionales mas corrientes son aquéllas en las que el indice

es 2, es decir f(z) = /g(z).

= [Funcion entera o polinomica es toda combinacion de funciones poten-
ciales de distinto grado. Tiene la forma f(z) = ag + a1r + asx® + -+ - +
a,x™. El grado de una funcién entera es el mayor de los exponentes de
sus potencias.

Las funciones polinémicas suelen representarse como P(x), Q(x), etc.
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n Funcion racional es el cociente de dos funciones enteras:

")
= 56)

» Funcion exponencial es de la forma f(x) = a9 siendo a un ntimero

real estrictamente positivo distinto de 1: @ € Rt — {0,1}. Las més
conocidas son aquéllas en las que la base es el nimero 10 6 el niimero

irracional e.

= Funcion logaritmica es la funcion inversa de la funcion exponencial:
f(x) =log, g(x), donde a es un nimero positivo que no puede ser 0 ni
1. Si la base es el nimero e, el logaritmo se llama neperiano o natural
y se representa como
f(z) =Ing(x). Y sia = 10, el logaritmo se dice decimal y se representa
como f(x) = logg(x). El logaritmo en base a de un nimero b se puede
calcular en la forma log,b = @.

loga

A partir de la definicién del logaritmo, es facil deducir que los niimeros

negativos no tienen logaritmo real y que In0 = —oo, In1 =0, Ine =1,

In(e") = n, Inoo = 0.

Una propiedad muy interesante de las funciones logaritmicas es que el
logaritmo de un producto es la suma de los logaritmos de los factores,

es decir: In(a - b) = Ina + Inb. Como consecuencia, In(a") =n-lnay
In (Z) =Ilna—Inb.

= Funciones trigonométricas: son el seno, coseno, tangente, etc. y se re-
presentan como f(x) = senz, cosz, tanz, cotan x, secx, cosec x,

siendo la secante, la cosecante y la cotangente de un angulo los valores
1

coszx’

inversos del coseno, seno y de la tangente, respectivamente: sec x =

1
tanx”

cosec T = —— y cotan xr =
sen x

o, existen tres formulas fundamenta-

Ademas de la relacién tanxz =

les en Trigonometria que nos permiten hallar practicamente cualquier
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formula trigonométrica:

1. Férmula fundamental: cos? a + sen?a = 1
2. Seno del angulo suma: sen(a &+ b) = sena cosb £ cos asen b
3. Coseno del angulo suma: cos(a £ b) = cosacosb F senasenb

De esta forma, si en la segunda y en la tercera ecuaciones se hace

b = a, resultan respectivamente, el seno y el coseno del angulo doble:

sen(2a) = 2senacosa cos(2a) = cos® a — sen? a.

Y entre esta ultima y la primera se puede deducir el seno y el coseno
, . 1 — cos(2a 1 + cos(2a

del dngulo mitad: sen?a = 2() cos’a = 2(>

Las funciones inversas o reciprocas de las anteriores son las respectivas
funciones arco: senx = a — xr = arcsena, COST = a4 — T = arccosa,
etc.

La expresion arc sen a se lee arco seno de a e indica el angulo cuyo seno

es a.

= Funciones hiperbolicas son el seno hiperbélico, coseno hiperbdlico, etc.
y sus funciones inversas son el argumento seno hiperbélico, etc. y las

desarrollaremos mas detenidamente en el siguiente parrafo.

Las funciones hiperbdlicas.

Si i = +/—1, la férmula de Euler establece que € = cost + i sent y a
eit 4 it
2 J
it _ it

sent = ————. Las funciones trigonométricas seno y coseno estan relacio-
1

nadas con la circunferencia unidad de ecuacién 3% + 2% = 1 pues, si y = cost

partir de esta ecuacién es facil deducir que cost =

y x = sent, entonces se verifica la formula fundamental de la trigonometria

cos’t +sen’t = 1.
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Se definen las funciones hiperbdlicas coseno y seno como
cosht = M senht = M
2 2
También pueden indicarse en la forma Ch t, Sh t.
Las funciones hiperbdlicas estan relacionadas con la hipérbola equilatera uni-
dad cuya ecuacién es y* — 22 = 1 ya que la férmula fundamental para las

funciones hiperbélicas toma la forma cosh®t — senh?® ¢ = 1.
senh t

COS

Se define la tangente hiperbolica como el cociente tanht = por lo

2t

que tanht = . De forma semejante a las funciones trigonométricas se

2t
et +1
definen las restantes funciones hiperbdlicas, cotangente, secante y cosecante.

Otras relaciones hiperbdlicas son las siguientes:

» senh(a+b) = senha cosh b+ senh bcosha — senh(2t) = 2senht - cosht
= cosh(a+b) = coshacosh b+senh asenh b — cosh(2t) = cosh® t +senh? ¢

Definicién 6.1 Las funciones inversas de las anteriores son el argumento
seno hiperbdlico, el argumento coseno hiperbdlico, etc. y se representan de la

forma: argsenht, argcosht, etc.

Es claro que tanto las funciones hiperbdlicas seno, coseno, etc. como sus
funciones inversas argumento seno, etc. no son tan conocidas como el resto
de las funciones indicadas en el parrafo anterior. La razon para que esto sea asi
es que las funciones hiperbdlicas pueden expresarse como una combinacion de
funciones exponenciales en la forma indicada en la definicién. Y en cuanto a
las funciones hiperbdlicas inversas, se puede demostrar que estan relacionadas

con las funciones logaritmicas de la siguiente forma:

argsenht = In(t+ V2 +1)
argcosht = In(t+Vt?2—1)

1. 1+t
argtanht = 21n1tt
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6.2. DERIVACION

6.2.1. Continuidad

Se dice que la funcién y = f(z) es continua en un punto zo, € D si
xlir?o f(z) = f(xo). Una funcién no continua en un punto se dice que es
discontinua. Por tanto, si z( es un punto de discontinuidad de la funcién f(x),
entonces o bien no existe lim,_,,, f(z) o bien lim, - () # lim,, st S ().

Un teorema interesante sobre las funciones continuas es el el Teorema
de Bolzano: Si f(x) es continua en un intervalo cerrado [a,b] y verifica que
f(a) - f(b) < 0, entonces existe algin punto del interior del intervalo en el

que la funcion se anula

6.2.2. Derivadas.

Se define la derivada de una funcién f(z) continua en un punto P(x, f(xo))
como f'(xg) = lim f(@+ o) = f(x)
Tr—T0 x — xo
La derivada de una funcién y = f(x) en un punto (zg, o) de la misma,

representa el coeficiente angular de la recta tangente a la curva y = f(x) en

dicho punto:
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yo = f(xo)

Figura 6.1: Interpretacion geométrica de la derivada

La derivada de una funcién en un punto genérico se llama funcién derivada

o simplemente, derivada y se representa como f’(x), dj;(;), D(f(z)), f

A continuacion se indica una tabla de las derivadas de las funciones ele-

mentales.
D(k) = 0
1
D(2") = na"'—= D(1)=0, D(Vz)= NG
D(a®) = a"lna— D(e") =€
1 1
D(log, z) = e D(lnz) = .
D(senz) = cosx
D(cosz) = —senx
1
D(t =
(tanz) cos? x
1
D(cotz) = ~ e’ a
1
D - -
(arcsen ) Vi
1

D(arccosz) = ——x
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D(arctanzx) = 22
Diarecot o) :
arccotx) =

1+ 2?2
D(senhz) = coshzx
D(coshz) = senhz
1
tanh =
Ditanhz) cosh?
1
D(coth =
(coth ) senh? z
1
D(argsenhz) =
(arg ) 2?2 +1
1
D(argcoshz) =
(arg ) po—
1
D tanh =
(arg tanh ) T

Por 1ltimo, recordemos algunas de las propiedades de la derivacién de

funciones. Suponiendo que u y v son funciones de z y que a y b son constantes,

y si representamos por f’ la derivada de la funcién f(z) con respecto a z, se

verifica:

. Derivada de una suma de funciones: D(u + v) = v’ + v/
. Derivada de un producto de funciones: D(u-v) =u' v+ u -0’

. Derivada del producto de una constante por una funcion:

D(k - f(z)) = k- D(f(x))

/ /
i i ) U wv—u-v
. Derivada de un cociente de funciones: D <) _—

v v2

. Derivada de una funcién de funcién (regla de la cadena):

D(u(v(z))) = v'(v(z)) - v'(2)

Ejemplo 6.1 Deriwvar las siguientes funciones:
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1. f(z)=e*"(42® + 3z — 1)
Es la derivada de un producto de funciones por lo que
f(x) = e (—2x)(42% + 3z — 1) + e (8z + 3)

2. fla) = lnfjjs(;jf ;>5>

Es la derivada de un cociente:

/ m22_w—x2_ -cos(3r — 2) — In(z? — 22 — 5)(—3sen(3z — 2))
fle) = === cos?(3x — 2)

3. ylw) =3V T4z + 1)
En este caso: y/(x) = 371 In3(2) (4e + 1) + 3V 14

2z — 1
4, y =4/ ——
4 \ 22+ 2

Es la derivada de la raiz de un cociente:

1 2(x? 4+2) — (22 — 1)2z

/

Y

- o 2 2
2 iu; (:1: +2)
5 (x — 1)
. Y = arcsen
Y z+1
1 1 1)—(z—1)1 1
Entonces 3y’ = (z+D)=(z-1)
o1\ (z+1) (z + 1)y
L= m)

6. g(t) = {/sen(t?)

1
En este caso es ¢'(t) =

3{/sen?(t?)

Entre las aplicaciones del concepto de derivada citaremos su aplicacién al

cos(t?)(2t)

calculo de las ecuaciones de las rectas tangente y normal a una curva en un

punto y la Regla de I'Hopital.
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6.2.3. Rectas tangente y normal a una curva

Sea y = f(z) una curva'y P(xo, f(zo)) un punto de la misma. Puesto que
la derivada de una funcién en un punto representa el coeficiente angular de la
recta tangente a la curva en dicho punto, la ecuacion de la recta tangente a la
curva en el punto P es y— f(zo) = f'(xo)(x —x¢). La recta perpendicular a la

recta tangente en el punto P se llama recta normal a la curva y su ecuacion

1
esy — f(wo) = —m(x — 7o)

Ejemplo 6.2 Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la

curva f(x) = In(x? 4+ 3z — 4) en el punto de abscisa 2.

El punto de la curva es (2, f(2)) = (2,In6). Ademés:
, 2v + 3
[(@) =

e — — f(2) = 6 por lo que las ecuaciones solicitadas son:

= Recta tangente: y —In6 = Z(z — 2)

= Recta normal: y —In6 = —

~|o

(z —2)

6.2.4. Regla de ’Hopital.

Hay expresiones matematicas que se verifican para un niimero infinito de
valores como puede ser %. Estas expresiones constituyen lo que se llaman inde-
terminaciones. Una indeterminacién es una expresion matemaética cuyo valor

exacto solo puede ser encontrado tras algun artificio que elimine dicha inde-

terminacién. Exsiten 7 indeterminaciones: %, /% 6 — 50,0 - 00, 00,0%, 1.

La regla de I’'Hopital es un procedimiento sencillo que suele utilizarse para
resolver estas indeterminaciones y su enunciado es como sigue:

Sean f(z) y g(x) dos funciones derivables en x = a. Si f(a) = gla) =0y
) [

"(a) # 0, entonces lim ~——= = lim .

7 o)~ )
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Teniendo en cuenta que oo = £ y que una diferencia, un producto o una

0

potencia pueden ser transformadas en cociente, la regla de L’Hopital también

es aplicable al resto de las indeterminaciones.

Ejemplo 6.3 Aplicar la regla de I’Hopital para calcular los siguientes limi-

tes:

. lim

. lim

senx

z—0

L = lim

z—0 1

CoS T
=1

z + sen(2z)
z—=0 ¢ — sen(2x)
1 + 2cos(2x) 3

L=lm —F=—=-1
01— 4cos(2x) -3

Insenzx

. lim
=0 Intgx

COS T
) . tgx , 1
L = lim 55— = lim =lm————=1
z—0 # z—0 sen z—0 cos2 r - cosS T
gx

sec x
im ———
=5 14+ tga

Calculemos previamente la derivada de la funcién secante:

1 sen x
D(secx) =D ( ) = ——. Por tanto:
08T Cos? x
L = lim — = limsenz =1
r—% COS“ X 5 TG
COs“ T
, T —seng
lim
z—0 ;[3
, 1—cosxz ., senz , cosz 1
L=1lim—— =lim = lim = -
z—0 32 z—0 Ox z—=0 6 §)

Hemos aplicado tres veces la regla de I’'Hopital.
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6.3. DERIVACION DE FUNCIONES

6.3.1. Enunciados

1. Derivar las siguientes funciones potenciales:

fi(z) = b52®—Tx+4

folz) = 8x7° —Ta? +427% — 62 —9
fa(x) = 208 — Txd + 4277 — 6272
falx) = 5271 + 6278 — 2076 — 49
f5(X) = (2z-3)*

fo(z) = (32% —2x +8)*

2. Derivar las siguientes funciones racionales:

(2) 22—
) =
9 202 +x+ 3
() 2r —1
) =
92 (1 —3x)?
?2—t—1
) =
93(t) (2 +1)2
(2) 32—z
) =
94 32+ +1

3. Derivar las siguientes funciones logaritmicas:

2¢% — 3x
fu(e) = In <3x_z>

o) = (S50
ha(z) = In(e*** + 22)*

hy(t) = Inv4—5t—3t2
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4. Hallar las siguientes derivadas en los valores que se indican:

4 2+ —1

Zl(l') = m enr =2

, 328 + 212 — 1

ZQ(.’L') = m enx =20
, t—2t°

Zg(t) = m ent=-1

. 11—y

is(z) = “° enz =1

ig(z) = cos((22* — 21 — 3)%) en xr =2

5. Hallar los valores que anulan la derivada de la funcion

, 22 -5 +3
A
, 242t —2
I T B T
. 32 —12x+5
) = E T
Jalz) = e g

gs(z) = e (3 —4x)

6. Hallar la segunda derivada de

122 — 5
f(e) = 4x 4 2
222 — 51 — 3
Rlo) = =077
t—3
k() = S mis
ky(z) = e %

ks(z) = e 243 — 4x)



7. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a las siguientes

curvas:

Lz) = e*M(2-32), =1

I3(z) = sen* <3x+ Z), x=0

ly(xr) = tan? (27;_4_:E3> , =0

Is(x) = arcsen’In(e'™* 42> —2), =1
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6.3.2. RESPUESTAS:

1.

10z — 7
4027 %+ 21274 —8x 3 —6

3(32% — 22 + 8)*(6x — 2)

322 — 22 — 3
(222 +x — 3)?
4 — 6x
(1 —3x)3
—2t3 + 3t? + 5t + 2
(12 +1)3
622 4 62 — 1
(322 + x4 1)2

(simplificar)

622 — 8z + 6

623 — 1322 + 62
2 cot(2x) — 3tan(3x)

3e3r4 4 21
4 63z—4 + ZL‘2
1 —5— 06t
3 4 — 5t — 3t2
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K (x)
k()

k3 ()

Fy(x)
k5 ()

64
1
4
—14
-1
1
™3
3
Hh+ /11
0—x= -
0 1179
N 6
0—xz=2
0— il
r=+—
V2
5
0 = -
— X 1
28
(2x 4+ 1)3
—12
(z —1)3

8t3 — T2t% + 84t + 4
(212 — 4t + 5)3
e~ (42® — 6

e #1128 — 167)
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Tangente Normal

y+elt=—ctr-1) y+elt=e(x—1)
y+2et=—-Tetx+2) y+2et =1et(z 4 2)
y—i1=750 T e
y—3= _(%J{g)ﬂx y—3= (%ig)\/ﬁx
y=ux y=—x
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Capitulo 7

REPRESENTACION
GRAFICA DE FUNCIONES

En este capitulo estudiaremos la representacién grafica de funciones pla-
nas segun que éstas vengan definidas en forma cartesiana explicita, forma
paramétrica o forma polar.

Puesto que la representacion de curvas planas expresadas por medio de
una ecuacién cartesiana en forma explicita ya se ha estudiado en cursos
anteriores, en éste sélo se hara un breve repaso a la representacion grafica de
este tipo de funciones.

La representacion de funciones en forma paramétrica se hace de una forma
mas pormenorizada aunque sin ser exhaustiva.

Finalmente, se hara una introduccién a la representacion grafica de fun-

ciones expresadas en forma polar.
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7.1. REPRESENTACION GRAFICA DE FUN-
CIONES CARTESIANAS EXPLICITAS

Se dice que una funcién es explicita si tiene la forma y = f(x). Toda
funcién de esta forma representa una curva del plano formada por la infinidad
de puntos de coordenadas (z, f(x)).

Para representar una funcién explicita seguiremos los pasos que se indican
a continuacion, dejando bien claro que no es absolutamente necesario seguir
todos y cada uno de los apartados, aunque si es convenient6e seguir el mayor
nimero posible de ellos.

A veces, la complejidad de alguna funciéon hace verdaderamente dificil
resolver alguno de los apartados que se indicaran por lo que se debe dejar
paso a la experiencia en la resolucién de este tipo de ejercicios y asi tener

una idea aproximada de la forma de la funcion.

1. Dominio: El dominio de una funcién f(z) es el conjunto de nimeros
reales para los que existe f(x). A continuacién se indica el dominio de

algunas funciones:

Funcién Dominio

Entera: f(z) = P(z) D=R

Racional: ggg D =R — {raices de Q(z)}

Irracional: \/f(x) D={zeR: f(z) >0}

Logaritmica: In(f(z)) D={zeR: f(z) >0}

Exponencial: e/(®) Coincide con el dominio de f(z), mdas

los valores en los que f(x) — —o0

Trigonométrica: sen(f(x)) o cos(f(x)) | Coincide con el dominio de f(x)

z2—1

Ejemplo 7.1 Hallar el dominio de la funcion f(x) = 55= —
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Es una funcién racional por lo que debemos hallar las raices del deno-
minador: 222 +5r —3=0 2 2= -3 Az = % por lo que el dominio de
esta funcién es D = R — {3, 3}

Ejemplo 7.2 Hallar el dominio de la funcion f(z) =In (6f;“_1x2)

El argumento de la funcion logaritmica ha de ser estrictamente positivo.
Para encontrarlo, hay que tener en cuenta que las raices del numerador

y del denominador dividen a la recta real en intervalos de existencia de

la funciéon: 2 +1=0—2=-1; 6+ —2°=0—a2=-2Az=23
(x+1)/ (6+x—x2) : + - + -
2 i 3
f(x) : si no si no

Por lo tanto, el dominio de esta funcién es D = (—o0, —2) U (—1, 3).

. Asintotas:
Se dice que una recta es asintota de una curva si la distancia entre

ambas tiende a 0 al alejarse del origen.

Pueden ser de tres tipos:

a) Verticales: Se hallan los valores de x para los que f(z) — $o0.

b) Horizontales: Su ecuacién es de la forma y = lim f (x), siempre

que éste sea un valor finito.

. > . -
c¢) Oblicuas: Su ecuacién es y = m - x + n siendo m = h_}m Q un
T—00
nimero finito no nulo y n = lim (f(z) — m - z) un nimero finito.
T—00
Si m es finito no nulo pero n — 400, se dice que la curva posee

una rama parabdlica en la direccion de la recta y = mux.
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Las asintotas horizontales y las oblicuas son incompatibles: si una curva
posee asintota horizontal entonces no posee asintota oblicua y viceversa.
La razon es que una asintota horizontal se puede considerar como una

asintota oblicua en la que m = 0.

. . _ 222+45z2-3
Ejemplo 7.3 Hallar las asintotas de la curva f(x) = #=25=>
AV w—|—2:0—>x:—%
2 or — 3
A.H.: xh_)r& flz) = xh_)rrolo x;—é = oo por lo que la curva no posee

asintota horizontal.

A.O.: y = mx + n siendo

. f(z) . 22245z -3
m=llm —*=1llm ——— =
900 T—$00 1'24_23;2
, , 20° +bx — 3 B
n = lim (f(z) —mz) = lim, (m “2r)=1

Por lo tanto, la recta y = 2x 4+ 1 es asintota oblicua de la curva.

. Puntos de corte con las asintotas:

Una curva nunca corta a la asintota vertical pero una de sus ramas si
puede cortar a la asintota horizontal o a la oblicua. Para hallar este
punto de corte, se resuelve el sistema formado por las ecuaciones de la
funcién y = f(x) y de la asintota y = mx + n, es decir, se resuelve la

ecuaciéon f(x) =mz +n.

Ejemplo 7.4 Hallar la interseccion de la curva anterior con sus asinto-

tas.

Una curva explicita nunca corta a sus asintotas verticales.

[gualando las ecuaciones de la curva y de su asintota oblicua, resulta

2z245x—3

s~ =2r+1— —3=2:lacurva y sus asintotas no se cortan.

. Simetria:

Una curva es simétrica con respecto a
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a) el eje vertical: si f(—z) = f(x)

b) el origen de coordenadas: f(—xz) = —f(x)

Ejemplo 7.5 Estudiar la simetria de la curva f(z) = ;iii
Cambiando = por —z, resulta:
f(=x) = f;ﬁx = —i;ii = —f(z) por lo que esta curva es simétrica

con respecto al origen de coordenadas.
. Puntos de corte con los ejes:

a) Con el eje Y: se halla el valor f(0) y, si existe, se obtiene un tnico
punto (0, f(0)).
b) Con el eje X: se resuelve la ecuaciéon f(x) = 0y, si existen solu-

ciones, se obtienen los puntos (z;,0).

Ejemplo 7.6 Hallar los puntos de corte con los ejes de la curva
(@) r+1
r)=———
6+ x— x?
Con el eje Y: f(0) = ¢ — (0,1/6)
ConelejeX: f(z)=0—>24+1=0—2=-1—(-1,0)

. Crecimiento y Extremos relativos:
Una curva es creciente en un punto si la tangente a la curva en dicho
punto tiene pendiente positiva: f’(z¢) > 0. Si tiene pendiente negativa,

f'(x) <0, la curva es decreciente.

Si f'(zg) = 0, el punto (g, f(xg)) es singular, lo que indica que, ge-
neralmente, es un extremo relativo (Maximo o minimo), aunque a veces

puede ser un punto de inflexién.
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a) Crecimiento: Los valores que anulan la primera derivada y'(z) di-
viden el dominio de existencia en intervalos de crecimiento de for-
ma que si en un punto x = a interior de uno de estos intervalos
es y'(a) > 0, la funcién es creciente y si es y/(a) < 0, la funcién es
decreciente.

b) Extremos relativos: Sea y'(xy) = 0. Si la funcién es continua en
xo y es creciente a su izquierda, f’(zg5) > 0, y decreciente a su
derecha, f’(z{)) < 0, entonces la funcién posee un Maximo en el
punto (xg, f(zo). Y posee un minimo en este punto si la funcién
es decreciente a la izquierda de z( y creciente a su derecha.
También pueden obtenerse los extremos relativos de una funcion
y = f(z) sustituyendo los valores que anulan la derivada primera
f'(z) en la derivada segunda: si f”(xo) > 0, en el punto (z, f(zo))
hay un minimo de la funcién, mientras que hay un maximo si

f”(l?o) < 0.

r—1
r2—x+4

Ejemplo 7.7 Estudiar el crecimiento de la funcion f(x) =

Siempre es necesario hallar en primer lugar el dominio de la funcion:

> —1r+4=0— 2 ¢& R por lo que el dominio de esta funcién es

D ="7R.

fllo) = 228 =05 -2+ 2043 =02 =—1Az =3
el denominador de la funcién derivada siempre es positivo por estar
elevado al cuadrado por lo que el signo de la funcién derivada es el

signo del numerador:

Por lo tanto, el punto (—1,—1/3) es un minimo relativo de la funcién

mientras que el (3,1/5) es un maximo.

. Concavidad y Puntos de Inflexion:

Una curva es cdncava en un punto (abierta hacia abajo) si la recta

147



243 - +

-1 3
o S — ~

m M

. . e . o -1

Figura 7.1: Crecimiento de f(z) = 5%
tangente a la curva en dicho punto queda por encima de la curva, y es
conveza si la recta tangente queda por debajo de la curva. El punto en

que una curva continua cambia de concavidad es un punto de inflexion.

La concavidad de una curva se estudia de forma similar a como se hizo
en el estudio del crecimiento, pero estudiando los valores de la derivada

segunda en los intervalos generados de la forma que se indica:

a) Concavidad: Los valores que anulan la segunda derivada f”(x)
dividen el dominio de existencia en intervalos de concavidad de
forma que si en un punto x = a interior de uno de estos intervalos
es f"(a) > 0, la funcién es convexa (abierta hacia arriba) mientras

que es concava (abierta hacia abajo) si f”(a) < 0.

b) Puntos de inflexion: Sea f”(x1) = 0. Si la funcién es continua en
xr1 y cambia de concavidad a ambos lados de este valor, entonces

(21, f(z1) es un punto de inflexién de la curva.
Ejemplo 7.8 Estudiar la concavidad de la curva f(z) = e~ (x + 1)

El dominio de la funcion es R.

En cuanto a la segunda derivada:
fl(x) = e (=222 =20+ 1) — f"(z) = e (423 + 422 — 6z — 2). Ha-

2 .7
*" no puede ser 0, se resuelve la ecuacién

—24+2
— los

ciendo f"(z) = 0y dado que e~

423 4+ 422 — 62 — 2 = 0 y se obtienen los valores x = 1, z =
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cuales dividen al dominio de existencia en intervalos de concavidad, tal

y como se muestra en el esquema siguiente:

£ (x) : _ " _ +

fx) : N W N\ N
Figura 7.2: Concavidad de f(z) = e *"(z + 1)

Por lo tanto, los puntos de la curva (—1'7, —0'04), (—0'3,064) y (1,0'74)

son de inflexion.

Nota: Si la funcién es de la forma y = %/ f(x), se toman sélo los valores
positivos de la raiz. En caso de representar también los puntos de valores

negativos de y se obtendria una curva simétrica con respecto al eje horizontal.
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Ejemplo 7.9 Representar la funcion f(z) = e x

1. Dominio: D =R

2. Asintotas: No hay asintota vertical.

. . z. x _ z 1 N J—
Horizontal: y = lim flz) = lim P Im Yo = 0—=>y=0

Oblicua: no hay.

3. Punto de corte con la asintota horizontal: ex% =0—=2=0:1a

curva y la asintota horizontal se cortan en el origen.

4. Simetria: f(—z) = e % (—x) = —f(z) por lo que la curva es simétrica

con respecto al origen.

5. Puntos de corte con los ejes: © = 0 — f(0) = 0: la curva corta a

los ejes en el origen de coordenadas (0, 0).

6. Crecimiento: f'(z) = ¢ (=222 41) =0 — z = i% con lo que se

obtienen los siguientes intervalos de la recta real:

. - -0.7 + 0.7 -

Figura 7.3: Intervalos de crecimiento de f(z) = e *

7. Extremos: Segun los resultados del apartado anterior, el punto <—\}§, —

1
;. . 1 e 2 ;.
es un minimo mientras que ( 75 ﬂ> es un Maximo.

8. Concavidad: f"(z) = e (42 —62) =0 = 2 = 0,2 = :I:\/g por lo

que se obtienen los siguientes intervalos de concavidad:
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Figura 7.4: Intervalos de concavidad de f(z) =e "z

9. Puntos de Inflexién: Son tres: (0,0), (—\}?, _\/;3—3> y (\}_,
2

3
2

La representacion grafica es la siguiente figura:

f(x) = e Xx
0.4j
0.2:—
e IR : T 2 3
. 2
—0.4;
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Ejemplo 7.10 Representar la funcion f(z) = In (1_—””)

x

1. Dominio: El argumento de la funcién ha de ser un nimero positivo

finito no nulo. Por lo tanto, 1’7:” =0—z=1Ax=0

1/x-1: - + -

f(x): no si no

Figura 7.5: Dominio de f(z) =1In (i)

x

Por tanto, el dominio es el intervalo abierto D = (0, 1)

2. Asintotas: Posee asintotas verticales en # = 0 (por la derecha) y en
x =1 (por la izquierda)
No puede haber asintota horizontal ni oblicua porque x no puede tender

a +00o.

3. Puntos de corte con los ejes:
No puede cortar al eje vertical porque = # 0.
Con el eje horizontal: In (1_7“3) =0— 1—795 =1—2x= % por lo que la

curva corta al eje horizontal en el puto (%, 1)

4. Crecimiento: f'(z) = =7 = —— que no se anula para ningin

valor real por lo que la curva no tiene extremos relativos. Para todo
valor de z € D es f'(x) < 0 por lo que la funcién es decreciente en su

dominio.

5. Concavidad: f"(z) = %55 =0— —2r+1=0— 2 = § por lo que

@) =

se obtienen los siguientes intervalos de concavidad:
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f(x) : N /N

Figura 7.6: Concavidad de f(z) =1In (% — 1)

El punto (3,0) es de inflexién y la gréfica de esta funcién es

f(x):ln(-)l(—l)
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7.2. REPRESENTACION GRAFICA DE FUN-
CIONES PARAMETRICAS

En la seccién anterior se estudié la representacién grafica de funciones
explicitas y = f(x) en las que ambas variables son cartesianas, siendo x la
variable independiente e y la variable que depende de z.

Pero supongamos que ambas variables dependen de una nueva variable ¢.
En este caso se dice que la curva esta expresada en forma paramétrica, siendo
t el parametro o variable independiente y © = z(t), y = y(¢) las ecuaciones
paramétricas de la curva.

También se dice que 7@ = ()i +y(t)] = (x(t),y(t)) es la funcién vectorial
de la curva.

Como ejemplo, a continuacion se indican las ecuaciones cartesianas y pa-

ramétricas de las conicas:

Conica Ec. cartesiana | Ec. paramétricas
. 2 p
Elipse = + %2 =1 x(t) = acost, y(t) = bsent
Circunferencia | 2% + y* = r? x(t) =rcost, y(t) =rsent
xZ 2
Hipérbola i 32—2 =1 x(t) = acosht, y(t) = bsenht
Parabola y = ax? z(t) =t, y(t) = at?

La representaciéon grafica de una curva expresada en forma paramétrica
se hace de forma muy parecida al de las curvas explicitas aunque tienen
algunas particularidades propias como veremos a continuacién. Dado que
este estudio es s6lo una introduccién a la representacion grafica de funciones,

supondremos que las funciones x(t) e y(t) son enteras y/o racionales.
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Diferencias entre las graficas de las funciones paramétricas y de las

funciones cartesianas explicitas

A continuacion se indican algunas diferencias entre las graficas de las

funciones indicadas:

= Las curvas expicitas son siempre unicursales, lo que quiere decir que
toda recta vertical corta a la curva en un punto como méximo. Las
curvas paramétricas no son necesariamente unicursales, por lo que una

recta vertical puede cortar a la curva en mas de un punto.

= Por la razén anterior, una curva paramétrica puede ser creciente y

decreciente para una mismo valor de «x».

= Si una curva explicita tiene asintota horizontal, ésta es tinica. Pero una

curva paramétrica puede tener varias asintotas horizontales.

= Si una curva explicita tiene asintota horizontal, entonces no tiene nin-
guna asintota oblicua. Una curva paramétrica puede tener asintotas

horizontales y oblicuas a la vez.

= Si una curva explicita posee asintota vertical, nunca la corta. Una curva

paramétrica si puede hacerlo.

7.2.1. Protocolo para la representacion de curvas pla-

nas definidas en forma paramétrica

Para representar una curva plana paramétrica seguiremos los siguientes

pasos:

1. Dominios: en principio, el dominio de la variable ¢ (para las funciones
racionales) es el conjunto de los nimero reales ampliado con el punto

del infinito, es decir, D; = R U {—00, 00} = [—00, +00]. El conjunto
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de los nimeros reales ampliado, también se representa en la forma R.
Si la funciéon no es racional, hay que estudiar el dominio de t en la

forma indicada en la seccién anterior.

Para los valores anteriores de t, existen los dominios de existencia Dx
(dominio) y Dy (rango) para las variables x e y, respectivamente. Para
hallar Dx se resuelve la ecuacién en ¢, x(t) = x. El dominio Dy es
el conjunto de valores de = que hacen que t € [—o0, +0o0]. Recordar

finalmente que +oo ¢ Dy

De forma parecida se halla Dy.

t t?
Ejemplo 7.11 Hallar los dominios de la funcion | ——, ——
2+1 241

Dominio de x:
14+ 1 — 422
:x—>xt2—t+x:O—>t:—w.
t?2+1 . . 27 -
Portanto,teﬁ—>1—4x2ZO—>—§§x§§—>DX:[—§,§].

z(t) =z —

Dominio de y:
V1—Y
(De hecho, la curva indicada es la circunferencia 22 + (y — 1/2)? = 1/4)

Ej lo 7.12 Hallar los dominios de la funcié t+l -5
emplo . actar (os aominios ae La juncion —_—,
JEp f—1 2+t

Dominio de x:
t+1 z+1

— o
Dominio de y:
(t) = il S -+ 2t +5=0—
e ytro=

oy =5y 1)

5++5

= P —by+5=0—y= —
y—1 2
5— VD 5+ VD

Dy = — o0, 22U PEYE
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2. Asintotas: Pueden ser de tres tipos:

a) Verticales: se hallan los valores de ¢ que hacen que y(t) tienda a
infinito. Estos valores t;, si existen, originan las asintotas verticales

x = x(t;) con la condicién de que z(t;) sea un nimero finito.

b) Horizontales: se hallan los valores de ¢t que hacen que z(t) tienda a
infinito, obteniéndose las asintotas horizontales y = y(t;) siempre

que este valor sea finito.

c) Oblicuas: en primer lugar se halla el valor t = ¢, en el que z(y)
tiende a infinito. A continuacién, hay que tener en cuenta que la
ecuacion de una asintota oblicua es y = m - x + n siendo

y y(t)

m= lim & = lim &=
z=oo x i-to x(t)

n= lim (y(t) —m-z) = lim (y(t) —m - z(t))
Para que exista asintota oblicua es necesario (pero no suficiente)

que exista algtin valor ¢ = ¢, tal que 1th_}r% x(t) = tli}r% y(t) = 0

A diferencia de las funciones explicitas, una curva definida en forma
paramétrica puede tener més de una asintota horizontal (u oblicua), e

incluso puede tener asintotas horizontales y oblicuas a la vez.

3 t
Ejemplo 7.13 Hallar las asintotas de la curva | ——, ——
t2—-11+1

Verticales: y no tiende a infinito para ningun valor de ¢ por lo que no
hay A.V.
t=4+1—-y= i%

por lo que la curva
t—o00—y=0

Horizontales: si x — oo — {

tiene tres asintotas horizontales: y = %, Yy = —%, y=20
t t t3 t*—1
Oblicuas: m = lim & = lim ; =1 =

im-—— =
t=to x(t) ot t?41 0 2 -1  t=to (124 1)¢2
tanto para ty = +1 como para ty = co. Por tanto, no hay A.O.
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Veamos a continuacién un ejemplo de curva que posee los tres tipos de

asintotas.
: , 241
Ejemplo 7.14 Hallar las asintotas de la curva x(t) = T 1
t—t—1
y=— =
v =3
a) Asintota vertical:
t=00—2 =00
Yy — 00 =
t=-2—>x= % = -5
por lo que x = —5 es una asintota vertical.
b) Asintota horizontal:
t=00—Yy =00
r— 00 =
t=—1—-y=1=1
por lo que y = 1 es una asintota horizontal.
x
c) Asintota oblicua: y = mx + n, siendo m = lim M Pero, si
T—00
xr — 00, entonces t — 00 o bien t = —1 por lo que se ha de

estudiar el valor de m para estos dos valores de t:

1) Para t = oc:
o (tP—t—1 t*+1 ) B —2t—1
m = lim : = lim =
t—oo \  t 42 t+1 t—oo 3 4+ 22 + ¢ + 2

Lt ) 1 2—t—1 t*+1
n = 1m —m--x) = l1m —

=22 —3t—-3
= lim ——F7+——=-2
t=oo 12 4 3t + 2

Luego, y = z — 2 es una asintota oblicua.

2) Parat=—1:
li, =21 0 por 1 iste asfntot
m = lim = or lo que no existe asintota
= T R
oblicua para t = —1
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3. Puntos de corte con las asintotas: Para hallar los puntos de corte
de la curva con sus asintotas, se resuelve el sistema formado por la
ecuacin de la asintota y la ecuacién de de la curva. A diferencia de las
curvas explicitas, la curva puede cortar a todas sus asintotas, incluso a

sus asintotas verticales.

Ejemplo 7.15 Hallar las asintotas de la curva o pE 1

A 2)
Hallar los puntos de corte de la curva con sus asintotas.

a) Asintotas horizontales:

(t? > 0) = (t > 00) = (y >0): no
t—2=0—t=2—-y="%4

Yy = ? es una asintota horizontal.

b) Asintotas verticales:

(3 +2— 00) = (t - 0) =
t2
x = lim =00: no
(y — o0) = t=oo t — 2
) t=1—2==2=-1
t*—-1=0— . .
Por lo tanto, z = —1, z = —% son asintotas verticales.
c¢) Asintotas oblicuas: y = m x + n siendo m = li}m g,
T—00
n= Jim (g —m-a)
y t+2 2 (#B+2)(t—-2)
v 2—1"t—2  (2—1)
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(x = 00) = (t = 00) V (t — 2)
B+2)t-2) ., ¢!

e A=
_ i _ B+2 12
n=lm(y—mao)=ln {57 -

(B3 +2)(t—2) —t2(t* — 1)
1m
t—00 (12 —1)(t—2)
L, 234t 42t —4
= lim
t—oo {3 — 212 — ¢+ 2

3 _
m— lim ¥ = g &2 —2)
E i & R (PR T

=0: mno
Por lo tanto, y = x — 2 es una asintota oblicua.

Para hallar los puntos de corte de la curva con sus asintotas, basta

resolver las ecuaciones correspondientes.

a) Con la asintota vertical z = —1:
t2
t—2

— _ =6 _
_>{t——2—>y—3——2—>(—1,—2)}

= 1=t +t—-2=0—

t=1—y=00: no

b) Con la asintota vertical x = —3:
t? 1
=—- 23 +t-2=0—
t—2 3 *
,_ole5_2 62_>( 1 62)
N B R B T 315
—-1-5 1
t= 5 ——1—>y:6:oo—>n0

¢) Con la asintota horizontal y = £

t#+2 10

= =33 102 +16 =0 —
2 —1 +
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— § t=HT 0 = 1372 — (1372,3'33)
b= %ﬁ — x =—1,097 — (—1'10,0'39)

d) Con la asintota oblicua y = x — 2
t+2

= —253t=0—22=0Ay=—-2— (0,2
1T 3 T y (0,-2)

En resumen: la curva corta a su

a) AV.z = —1en el punto (—1,—2)

3 15

¢) AH. y= 1 en los puntos (13'72,3'33) y (110, 0'39)

)
b) A.V.z = —1 en el punto (—1 62)
) 3

)

d) A.O.y =z —2en el punto (0, —2)
4. Simetria: Una curva es simétrica con respecto a

a) el eje vertical si x(—t) = —x(t) e y(—t) = y(t)

b) el eje horizontal si z(—t) = z(t) e y(—t) = —y(t)

)

)
¢) la bisectriz del primer cuadrante si z(1/t) = y(t)
d) la bisectriz del segundo cuadrante si z(1/t) = —y(t)
)

e) el origen si z(—t) = —z(t) e y(—t) = —y(t)
Ejemplo 7.16 Estudiar la simetria de la curva paramétrica
¢ t?
<t2+1’t2—|—1>'

Es facil comprobar que z(—t) = —xz(t), y(—t) = y(t) por lo que esta

curva es simétrica con respecto al eje Y.

5. Puntos de corte con los ejes.
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a) Con el eje Y: los valores de t que anulan la funcién y(t), se susti-

tuyen en x(t)

b) Con el eje X: los valores de ¢t que anulan x(t), se sustituyen en
y(t)

t—1 t
Ejemplo 7.17 Hallar los puntos en | z ()
jemp allar los puntos en los que la curva P
corta a los ejes.

t
» Conelegje Xe —— =0—t=0—2=—-1—(—-1,0)
t+1

-1 _, {t—1:0—>t:1—>y:;%(o,;)
2

= ConelejeY:

2+1 t=00—=y=1—(0,1)

Por lo tanto, la curva corta a los ejes en los puntos (—1,0), (0,3) y

(0,1).

. Puntos criticos: Son los puntos de la curva en los que existe tangente
horizontal o vertical. O lo que es lo mismo: puntos en los que la derivada

% es nula o tiende a infinito, respectivamente, sin mas que tener en
dy  dy/dt

cuenta que ——

dr  dx/dt’

En cuanto al estudio del crecimiento, éste puede ser en direccién vertical

u horizontal. Estudiemos primeramente el estudio en vertical, en donde
los puntos criticos son los puntos en los que hay tangente horizontal.
Al resolver la ecuacion % = 0, se pueden presentar los dos casos que

se indican a continuacion. Sea xy una raiz de Z—Z = 0.

» Si la ecuacién z(t) = z tiene una unica solucién t, el crecimien-
to de la funcién se hace igual que el de las funciones explicitas

estudiadas en la seccion anterior.

» Si z(t) = x tiene alguna solucién miltiple, se busca algin valor

t1 tal que x(t1) esté muy préximo a x(tg): si y(t1) < y(to), el punto
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(x0,y(to)) es un Maximo de la funcién. En caso contrario es un

minimo.

De forma parecida se estudiaria el crecimiento en horizontal, aunque

éste no suele ser estrictamente necesario.

t t2
Ejemplo 7.18 FEstudiar los puntos criticos de la curva (1521’ t21>

Hallamos la derivada Zy

ua
2t d ?+1 dy /dt 2t
Puesto que @w_ 4 v + ;o y/ -

dt @02 dt @120V T it el

a) Tangente horizontal: yy = 0 — ¢t = 0Vt = oco. Parat = 0 se

obtiene el punto (0,0) mientras que para t = oo resulta el (0, 1).

b) Tangente vertical: ¢y’ # oo por lo que la curva no tiene puntos de

tangente vertical.
(De hecho, esta curva es la hipérbola (y — 1/2)% — 22 = 1/4)

. Concavidad: En general, la concavidad no es necesario estudiarla por
lo que prescindiremos de su estudio. No obstante, si se desea estudiar-

la se hard a partir de la derivada segunda, teniendo en cuenta que la

dy  dy/dt

derivada de y con respecto a x equivale a ¢y = -~ = por lo que
de  dz/dt
d
sy d(P) .
=22 = g & Los valores que anulan la derivada segunda
I e

dt
dividen el campo de existencia de la funcién en intervalos de concavi-

dad, teniendo en cuenta que si
y"(to) > 0 la funcién es convexa (abierta hacia arriba) mientras que es

céncava (abierta hacia abajo) si y” () < 0.
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Ejemplo 7.19 Representar la curva z(t) = (t +1)2, y(t) = > — 3t> + 2t

1. Dominios:

Paraz: z=z(t) 22z =(0t+1)2—=t=-1+/r—>2>0— Dx =
RT. O también: el polinomio (¢ + 1)? es positivo para cualquier valor
de t por lo que Dy = R™

Paray : y=ylt) >y =1 —-32+2t - 3 -3 +2t —y =0 :
es una ecuacion polinémica de tercer grado que siempre tiene solucion
en R por lo que Dy = R. O también: el polinomio de tercer grado
t3 — 3t? + 2t existe para todo valor de ¢ y tanto puede ser positivo como

negativo por lo que Dy =R

2. Asintotas:
Verticales: Puesto que si (y — 00) = (z — 00) no hay A.V.
Horizontales: Por la misma razén, no haya A.H.

Yy y(t) . 3 — 3t + 2t

Oblicuas: m = lim = = lim &=-=%

= lim = 00 — no ha
A.O.

3. Simetria: Sustituyendo ¢ por —t resulta x(—t) # £x(t) por lo que la

curva no es simétrica.

4. Puntos de corte con los ejes: Para x = 0 es t = —1 por lo que
y(—1) = —6 y se obtiene el punto (0, —6).
Paray = 0es t(t? —3t+2) =0 =t =0, t =1, t = 2 de donde
se obtiene z(0) = 1, (1) =4 y x(2) = 9, por lo que resultan los tres
puntos de corte con el eje horizontal, (1,0), (4,0) y (9,0).

5. Puntos criticos: Hallemos /.

£:3t2—6t+2} , dyfdt 3t — 6t +2

%:2754_2 y_dx/dt_ 2t + 2
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Puntos de tangente horizontal: y' = 0 — 3t> — 6t +2 =0 — t = 343

con lo que se obtienen los puntos (6’64, —0'38) y (2/02,0'38). Debemos

hallar el signo de 3 para valores de x a ambos lados de los dos valores

anteriores. Para t = 2 es x = 9 > 6’64 — ¥/ (2) > 0 por lo que la
curva es creciente a la derecha de x = 6'64. Igualmente, para t = 1
esx =4 <664 — /(1) <0 por lo que la curva es decreciente a la
izquierda de z = 6'64. En consecuencia, el punto (6’64, —0'38) es un
minimo.

Para t = 0'4 es o = 196 < 2/02 — ¢/(0'4) > 0 por lo que la curva es
creciente a la izquierda de x = 2 y el punto (2/02,0'38) es un Maximo

de la curva:

04 2
t
Y Y A4
y': + _ .
X
f — 202 S 7
M m

Figura 7.7: Crecimiento de la curva ((t + 1)%, 3 — 3t + 2t)

Puntos de tangente vertical:

, 3P —6t+2 t=-1— (0,-6)
y=———=0—
2t+2 t=00—>x¢R

Pero, para cada valor de x hay dos valores tg = —14++/x yt; = —1—/x
por lo que también hay dos valores de y. En consecuencia, para x = x
hay dos puntos (zo,y(to)), (zo,y(t1)), estando siempre situado este

segundo punto en el cuarto cuadrante.
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dy  dy'/dt  6t° +12t — 12
dv — dx/dt (2t +2)3
Entonces, ¥’ =0 — t = —1 £ /2 por lo que la curva posee dos puntos
de inflexién: (2,0'38) y (2, —36'38).

6. Puntos de inflexion: Hallemos 3" =

La gréafica de esta funcién tiene la forma

(t+1)2, 3-3t2+2t)
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Ejemplo 7.20 Representar la curva z(t) =

1. Dominios: D,: se resuelve la ecuacion o x>t —atP—x=0

que es una ecuacion de tercer grado la cual siempre tiene al menos una

solucion real. en consecuencia, Dy = R.

1+ VT4
— de

=y syt —t+y=0—t=

D,: se resuelve

241 2y
donde se deduce que Dy = [—%, —i—%]
2. Asintotas:
Verticales: Puesto que y no tiende a infinito, no hay A.V.
Horizontales: Si x — oo =t — 00 = y = lim = 0 por lo que
t—oo t2 4+ 1
y =0 es una A.H.
oy t oty P41
Oblicuas: m = Zh_)rgog = tli>rgv (1524-1 w1 T tliglom = 0 por

lo que no posee asintota oblicua.

3. Punto de corte con la asintota horizontal: Igualando las ecuacio-

t

77 = 0, de donde resulta

nes de la curva y de la asintota horizontal
a)t=0—(0,0)

b) t = 0o — & = 0o — la curva y la asintota sélo se cortan en el origen.

4. Simetria: Sustituyendo ¢ por —t resulta x(—t) = —x(t), y(—t) = —y(t)

por lo que la curva es simétrica con respecto al origen de coordenadas.

5. Puntos de corte con los ejes: Para z = 0 es t = 0 de donde se

obtiene el punto (0,0). El mismo punto se obtiene para y = 0.

6. Puntos criticos:

dy _ —t?241
dt — (211)2 L dy/dt — —t*+1
do _ t'43t2 v = dr/dt 44 312
dt T (t241)2

Puntos de tangente horizontal:
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a) Yy =0—1—1t*=0—t= =41 con lo que se obtienen los puntos
(£4,£3). Parat =2 esz = 1,6 > 0,5 — ¢/(1,6) < 0 por lo que
la curva es decreciente a la derecha de x = 0,5. Igualmente, para
t=05es2=0,1<0,5—1%(0,1) >0 por lo que la curva es cre-
ciente a la izquierda de x = 0,5. En consecuencia, el punto (%, %)
es un Maximo.

Y parat = —2esx =—-1,6 < —0,5 — ¢/(—1,6) < 0 por lo que la
curva es decreciente a la izquierda de x = —0,5 lo que indica que

el punto (—1/2,—1/2) es un minimo. Ver Figura 7.8

,5

(__

0,
|
|
|
\4
y': +

v
f: A -05 0,5 A

3 t
Figura 7.8: Crecimiento de la curva <tQ+17 t?+1>

b) También, y' = 0 — t = oo — = = oo por lo que no se obtiene
ningin punto de tangente horizontal.
Puntos de tangente vertical: Y = 400 — *(t* +3) =0 =t =0

para el que se obtiene el origen de coordenadas (0, 0).

7. Puntos de inflexion: No es necesario hallarlos. Pero si se considerara

conveniente hacerlo, es
o dy'/dt 20" — 282 — 3)(* + 1)?
dx /dt t5(12 + 3)3

=0, por lo que

t=+i¢R

th—22 -3=0—-1*=1+2—
t=4v3 o PI (£33 £7)
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o bien t = co — P.1.(0,0)

La grafica de esta funcién tiene la forma

t3
X(1) = S y(t) = .

tc+1 tc+1
0.4
0.2

“15 —10 05 05 10 15

-0.2)
oAt
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1 41
Ejemplo 7.21 Representar la curva (tl’ t+1>
1. Dominios: Para z: z(t) = 2 — 5 =z — t = 1 por lo que
teR+<x#0— Dx =R —{0}.
241

=y =2t —yt+(l+y) =01t =

Para la variable y es

yt+tVy?—4y —4
2

Y —4dy—4=0—-y=24V8 = Dy = (—00,2 — V8 U [2 + V/8,0)

2. Asintotas: Verticales: Si y — oo entonces (t = 1 — x = 00) o bien
(t = oo — o = 0) por lo que la curva tiene una asintota vertical en
x = 0 (eje de ordenadas)
Horizontales: Si x — oo entonces t = 1 — y = oo por lo que la curva
no tiene asintotas horizontales.

Oblicuas: Su ecuacion es y = m - x + n siendo

m = limgzlim(t2+1):2
T—00 t—1
) . P+ 1
no= Jimy=mea) =l =2
Z. t2_1 Z.
= lim =lim(t+1) =2
t—1 t — t—1

Por lo tanto, la recta y = 2x 4 2 es una asintota oblicua de la curva.

3. Puntos de corte con la asintota oblicua: Se sustituyen los valores de

t?+1
x(t) e y(t) en la ecuacién de la asintota oblicua: y = 2z + 2: ; +1 =
2
42 tP+1=2+2t -2t =1 (c0,00): no se cortan.

t—1
4. Simetria: Sustituyendo ¢ por —t resulta x(—t) = — # F(t) por lo
que la curva no es simétrica con respecto a los ejes de coordenadas.
1 1 t
Por otra parte, x <t> =T 1 1 # +y(t) por lo que la curva no
es simétrica con respecto a las bisectrices de los ejes de coordenadas.
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5. Puntos de corte con los ejes: Con el eje Y se hace x = 0 por lo que
est =00 — y = oo por lo que la curva no corta la eje Y.
Con el eje X sehacey =0 —t>*+1=0—t ¢ R por lo que la curva

tampoco corta al eje X.

6. Puntos criticos:

dy 2tt—1)—-(#+1D1  #-2t—1

dt (t—1)2 o (t—1)2
dv -1
dt — (t—1)2
dy t*—2t—1
sy =L T ot
dx —1

Puntos de tangente horizontal: y =0 — —t>4+2t+1=0—t = 1+/2.

Etudiaremos estos puntos de dos formas:

a) Por el crecimiento:
t=2—2=1>0,7— y(2) > 0lacurva es creciente a la derecha
de x =0.,7
t=4—2=033<0,7— 9 (4) <0 la curva es decreciente a la

izquierda de x = 0,7 por lo que el punto (%, 4*55‘/5) es un minimo.

t=0—2=-1<-0,7—9(0) > 1 lacurva es creciente a la

izquierda de z = —0,7 por lo que el punto (—%, 4_\3%/5) es un

Méaximo. Ver Figura 7.9
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4
(|) | f t
| | |
| I I
A 4 Y A 4
y': + _ +
Y v "
f: -0,7 A 07
Figura 7.9: Crecimiento de la curva (t_%, %)
b) Por la derivada segunda:
dy  dy'/dt =2t +2
. dyjdt _1+ = 2(t — 1)®. Por tanto,

V' = de T dwjat T L,

(t—1)*
y"(1+v/2) = 2(v/2)3 > 0: el punto (-, *22) ¢s un minimo

V2) V2
y'(1 —v2) = 2(—=v2)% < 0: el punto (—%, 4_\;%/5) es un Méaximo

Puntos de tangente vertical: y' = oo — t = oo — (0, 00): no hay puntos

de tangente vertical.

7. Puntos de inflexién: 4y =0 — ¢t =1 — 2 = oo por lo que la curva

no tiene puntos de inflexion.

La gréfica de esta funcion es
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X(t)= 1 (t)—t2+1
o YT

20

15

10
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7.3. REPRESENTACION GRAFICA DE FUN-
CIONES POLARES

Sea P(x,y) un punto del plano R. Se llama radio vector del punto P al
segmento que une el punto P con el origen de coordenadas O y su longitud se
representa por p. El dngulo que forma el radio vector con el semieje horizontal
positivo se llama angulo polar del punto P. Por tanto, si 6 es el angulo polar
de este punto, entonces se verifica que z = pcosf e y = psen . Los valores p
y 0 determinan univocamente el punto P y son llamados coordenadas polares
de este punto que se representara en la forma P(, p).

De las relaciones anteriores se deduce que p = /22 + 42 y tg = g

Las ecuaciones de los semiejes, contados en sentido positivo sonlé =0,

0=35,0=myl= 37”, respectivamente.

0=n/2

0=3n/2

Figura 7.11: Coordenadas polares

Como consecuencia de estas definiciones, la funcién p = p(f) representa

una curva del plano R determinada por el conjunto de puntos {(6, p(¢))}.
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Para representar el punto (0, p) se dibuja un segmento desde el origen for-
mando un angulo # con la parte positiva del eje horizontal y sobre €l se lleva
una distancia p desde el origen, advirtiendo de que si p es negativo, el punto
correspondiente se dibuja al otro lado de la prolongacién del radio vector
por el origen. Pero a diferencia de lo que sucede con las curvas cartesianas
explicitas en las que por un punto del plano la curva sélo puede pasar una
vez a lo sumo, en las curvas polares, la curva puede pasar varias veces por
un punto del plano. Por ejemplo: dada la curva p(f) = sen(26), las infinitas
coordenadas polares ((4]{: +1)%, 1) para k € N determinan un tinico punto
de la curva.

Advertir por ultimo que si bien el angulo # puede estar expresado tanto
en grados como en radianes, el radio p siempre estard expresado en unidades

de longitud. Por tanto, puede ser § = 3™ radianes = 135°, pero ha de ser

1
p:?jf:2,36

Ejemplo 7.22 Representar los puntos P(30°,2); P»(45°,1); P3(160°, —1'5);

P4(7T7 0/4); P5<4?7r7 %)

La primera coordenada representa el angulo medido en sentido positivo mien-

tras que la segunda es la distancia desde el origen:
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P2
P1

Pa - ~/ —

P3

Ps

Ejemplo 7.23 Hallar la ecuacion polar de la recta radial y = ax

Basta sustituir x = pcosf e y = psen#6, obteniéndose psenf = apcost —
tan @ = a: la amplitud (el d&ngulo) € es constante y el radio p € R*.
En coordenadas polares, las rectas que pasan por el origen se les llama

rectas polares y su ecuacin se puede expresar como 6 = k - .

Ejemplo 7.24 Hallar la ecuacion polar de la circunferencia de centro el

origen y radio .

La ecuacién cartesiana de esta circunferencia z2 + 3% = r2 por lo que, susti-
tuyendo las expresiones x = pcosf, y = psenf, se obtiene la ecuaciéon polar

p =1 para 0 < 6 < 27: el radio p es constante mientras el dngulo § € R*.

Ejemplo 7.25 Hallar la ecuacion polar de la curva de Kappa

y2(2? + y?) = a’a?

Sustituyendo los valores x = pcosf, y = psenf, y teniendo en cuenta que

cos 0
sen 6

cos?0 + sen? ) = 1, resulta p*sen®d = a%p*cos’0 — p=a
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7.3.1. Protocolo para la representaciéon de curvas pla-

nas definidas en forma polar

Representar la funcién polar p = p(f) es un proceso generalmente comple-
jo, por lo que sélo se dara una orientacion para la representacion de funciones
polares de expresiones sencillas. Pero no debemos olvidar que el radio vector
p va girando en sentido positivo (contrario al movimiento de las agujas del
reloj) conforme aumenta el argumento 6.

Para representar la funcién polar p = p(6) seguiremos el siguiente proceso:

1. Dominio: Para hallar el dominio de existencia de una funcién polar se
hallan los valores de # para los que existe p en la forma estudiada para

las funciones explicitas.

Pero para representar una funcién polar, tomaremos solo los valores
0> 0.

0+1

Ejemplo 7.26 Hallar el dominio de la funcion p = 7
sen

Es evidente que el dominio de esta funcién es D = Rt — {kn, k € N'}.

0
0+

Ejemplo 7.27 Hallar el dominio de la funcion p =

Igualmente, el dominio de esta funcién es § € R*

2. Periodicidad: Recordemos que una funcién expresada en coordenadas
cartesianas es periédica de periodo T'si f(x +T) = f(z) y la forma de
la grafica correspondiente se repite en cada intervalo de x de longitud
T. Esto quiere decir que la curva mantiene la misma forma conforme

se aleja del origen.

De igual forma, la funcién expresada en coordenadas polares p = p(6)

es periddica de periodo « si p(0 + «) = p(6). Pero a diferencia de
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las curvas cartesianas, si una funcién polar es periédica de periodo «,
la curva p = p(f) coincide consigo misma en cada nuevo angulo de

amplitud a.

El menor valor del periodo para el que la funcién p = p(6) es periddica

se llama periodo fundamental.

Ejemplo 7.28 Demostrar que el periodo fundamental de la funcion

p=cosb esm

Basta hallar p(6 + m) = cos(f + m) = — cos § obteniéndose los puntos
de coordenadas polares (6 + 7, —cos#) que coinciden con los puntos
(0, cosB).

Pero, en lineas generales, el periodo fundamental de las funciones p =

m + nsen(af) y p = m + ncos(ab) es el intervalo [0, 27]

Por lo tanto, si se desea representar la funcién polar periédica p = p(6),
sélo es necesario representarla en el intervalo fundamental [0, o] y luego

continuar repitiendo esta forma.

. Simetria: La curva p = p(f) es simétrica con respecto al eje § = « si
plo—0) = p(ar+0).

Ejemplo 7.29 Comprobar que los ejes de simetria de la curva

p = sen(ad) son las rectas polares o = (2k + 1) ;.

Sustituyendo 6 por (2k + 1)5- y recordando que

sen(a + b) = sena cosb + cos a sen b, resulta
T T &
p((2k + 1)% + 0) = sen((2k + 1)5 + af) = (—1)" cos(ah)

y el mismo valor se obtiene para p((2k +1)3- —0).
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De la misma forma se demuestra que los ejes de simetria de la funcion

_ _k
p = cos(afl) son las rectas polares o = **.

Los mismos ejes de simetra se obtienen para las funciones m+n sen(af)

y m + ncos(ab)

Ademas, si § = « es una eje de simetria, también lo es # = 7 + «, pues

de hecho, es la misma recta.

Como casos particulares de simetria, indicaremos que la curva corres-

pondiente a la funcién p(6) es simétrica con respecto

a) al eje horizontal si p(2m — 0) = p(0) o también si p(—0) = p(+6)
b) al eje vertical si p(§ —6) = p(5 + 0) o también si p(m — 0) = p(0)
c) al origen si p(m + 0) = p(0)

. Extremos: En general, el proceso es semejante al seguido en las funcio-
nes explicitas. Y asi, si en las funciones explicitas se hallan los valores
de z que hacen que f(z) sea Méximo o minimo y obteniendo los puntos
(x, f(x)), en las funciones polares se hallan los valores de 6 que hacen
que p sea Méximo o minimo y obteniendo los puntos (6, p()) resolvien-
do la ecuacion p’ = % = 0 y sustituyendo las raices correspondientes en
la ecuacién p” = %: si p”(6y) > 0 se obtiene un minimo y si p”(6y) < 0

resulta un Méaximo.
Ejemplo 7.30 Hallar los extremos de la funcidn p(6) = 3 + cos(30)

Para esta funcién es

p'(0) = —=3sen(30) =0 — 30 = 0,7, 2w, 3w, 47, 57 por lo que

0=0,3%, %’T, , %”, 5?” Sustituyendo estos valores en p”(0) = —9 cos(3theta)

y teniendo en cuenta su signo, resulta que la funciéon posee un Maximo

en los puntos (0, 2), (2{, 2)y (%r, 2), mientras que posee minimo en los

puntos (3, 3), (7, 3) vy (58, 3)
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5. Puntos criticos: Son los puntos en los que existen tangente horizontal
o vertical.
Puntos de tangente horizontal: Se hallan los valores que anulan % te-
niendo en cuenta que y = p(6) sen 0
dx

Puntos de tangente vertical: Se hallan los valores que anulan 7 siendo

x = p(f)cosd
Ejemplo 7.31 Hallar los puntos criticos de la funcion p(6) = cos(26)

Tangentes horizontales: Es y = p(0) sen 6 = cos(26) sen 6.
Como cos(20) = cos? § — sen® § = 1 — 2sen? 6 resulta que

y=(1—2sen?f)send = sen — 2sen® 6 por lo que

dy
d6

cosf — 6sen’ f cosf) = cosO(1 — 6sen’ ) =0

cos=0—0=7373¢
+24°

6 180° + 240

1—6sen?0 =0 — senf = + 1—>9:{
Tangentes verticales: Es © = p(0) cos = cos(26) cos .
Puesto que cos(20) = cos® — sen? ) = 2 cos?  — 1, entonces

= (2cos?6 — 1) cos = 2cos® 0 — cosf por lo que

d
d—z = —6cos’fsend +senf = sen (1 — 6cos?0) = 0
senf=0—60=0,7
+66°
1—600826’:()—>0089::|:\/g—>9:
180° £ 66°
6. Asintotas: Sea el dngulo o un valor tal que eh’mi p(8) = 400 con la
—Q
condicién de que elimi p(0) sen(f — ) sea un numero finito positivo m
—a

que representa la distancia al origen de la asintota.
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a) Si m # 0, la curva presenta una rama infinita en direccién a la
asintota psen(f — a) = m con
1) e (a,a+7F],si0 = at
2) 0cla—%,a)sil —a”

b) Sim = 0, entonces la asintota es § = «

7. Puntos miiltiples: Son todos los puntos en los que
(60, p(0o)) = (01, p(61)) = (62, p(62)) = - --

8. Otros puntos: En caso necesario, se dan valores a 6 para hallar algunos

otros puntos (6, p(9))
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Ejemplo 7.32 Representar la funcion p(0) = 2 + sen(30)

1. Dominio: Es evidente que el dominio es R™.
2. Periodicidad: Esta curva es peridédica de periodo o = 27.

3. Simetria:

Segtin un ejemplo anterior, las rectas polares 6§ = (2k + 1) son ejes de
%

simetria de esta curva. Es decir, las rectas 0 = %, g

4. Extremos:

3m 5 Tm 9w 11
p—3005(30)—0—>30—ﬁlj,1,£, n

55 9973 3 ...y por lo tanto,

3 5t 7w 9 3 11
0 = rTom _ moom moIm o m . Estos valores debemos suti-

6" 6 26766 276
tuirlos en la derivada segunda p” = —9sen(36), resultando valores de
signos —,+, —, +, —, +. En consecuencia, la curva posee Maximos en

los puntos (3.3), (%,3). (%.3) y minimos en (3£,1), (%.1), (12,1)

5. Puntos criticos:
Puntos de tangente horizontal: Puesto que sen(36) = 3sen — 4sen® 6,

resulta que y = psenf = sen(360) sen § = 3sen? § — 4sen’ & por lo que

ZZ = 6senflcosf — 16sen’ f cos @ = sen(26)(3 — 8sen® ) = 0
{SGII(QG)IO—)Q:O/\ng

3—8sen2e:0—>sen0:\/§—>0:380A9=1420

Por lo tanto, hay tangente horizontal en los puntos (0,0), (38°,0'91),
(909, —1) y (142°,0°91).

6. Puntos de tangente vertical: Se repite el proceso anterior para
la funcion x(p,0) = pcosf = sen(36)cosé teniendo en cuenta que

cos(30) = 4 cos® @ — 3cos O y resulta la ecuacién
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16 cos* @ — 14 cos?0+1 = 0 y de aqui resultan los puntos en los que hay
tangente vertical: (27,0'99), (74,—0'67), (153,0'99), (106, —0'67).

7. Punto muiltiple: Si sen(30) = 0, entonces 6 = 0, %, 2 obteni¢éndose

los puntos (0,0), (3,0), (%”,O) lo que indica que la curva pasa tres
veces por el origen de coordenadas.

8. Otros puntos: Hallamos algunos puntos mas para 6 comprendido en-
tre 0y &: (7%,0'09), ({5,0'71), ({5, 0'81), (5,0'87), (§,0'92),

La grafica de esta curva es

p(6) =2 + sen(36)

Figura 7.12: Gréfica de p(#) = 2 + sen(36)
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Ejemplo 7.33 Representar la funcién r* = sen(2t)

1. Dominio: La funcién es real siempre que sen(2t) sea un nimero posi-
tivo. Seguiremos el mismo proceso utilizado anteriormente para hallar

el dominio de una funcién explicita irracional: sen(2t) = 0 — 2t =

™

0, m, 2m, 3w, 47 de donde se obtienen los puntos t =0, 7, T, 37”, 27

por lo que se obtienen los intervalos que se indican en la figura

L I B T |
! ! | | |
0 /2 T 3n/2 2
r(t) : si no si no
Por tanto D = [0,2] U [r, 2] lo que indica que sdlo hay curva en el

primero y tercer cuadrante.
2. Periodicidad: La curva es periddica de periodo 27

3. Simetria: Teniendo en cuenta los valores positivo y negativo de r, la
T
curva es simétrica con respecto al origen. Por otra parte, T(Z —1) =
i T
sen(— — 2t) = y/cos(2t) = r(— +t) por lo que la curva e simétrica
Jsen(S —20) = Jeos(2t) = r(§ + ) por lo
con respecto a la bisectriz I-III. Teniendo en cuenta el dominio re-

presentaremos la curva sélo en el primer cuadrante y, por simetria,

representaremos la curva en el tercer cuadrante.

4. Extremos:
Mdzimos: r(t) =1 —sen(2t) =1 =2t =5 -t =% — (45°,1)
Minimos: r(t) =0 — sen(2t) =0 — t =0 — (0,0)

5. Puntos criticos:

Tener en cuenta que sen(2t) = 2sent cost, cos(2t) = cos®t — sen®t.
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Puntos de tangente horizontal:

Se deriva la funcién y(t) = rsent = |/sen(2t) sent:

d 2t
Yoo > L()sent—i- \/sen(2t) cost =0

dt sen(2t)
— sent(cos®t —sen’t) + 2sentcos’t = 0
— sent(3cos’t —sen’t) = 0
sent=0—=1t=0
{ SCOSZt—sen2t20—>tgt:\/§—>t:§

Por lo tanto, hay una tangente horizontal en el punto (0,0) y otra en

el punto (%, ?)

Puntos de tangente vertical:

Se deriva x(t) = rcost = y/sen(2t) cost:
d 2t
oo o Mcost—\/sen(%)sentzo
dt sen(2t)

— costcos(2t) — sen(2t)sent = 0
— cost(cos’t —sen®t) — 2sen’tcost = 0
— cost(cos’t — 3sen?t) = cost(1 — 4sen’t) = 0

cost=0—t=7
1—4sen2t:0—>sent:%—>t:%

™

Por lo que hay tangente vertical en (5,0) y en (§,1/ @)

6. Puntos miiltiples: 7(0) = r(7) por lo que la curva pasa dos veces por

el origen de coordenadas.

La gréafica conseguida es
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p(® =Vsin(20)

Figura 7.13: Grafica de r = |/sen(2t)

Lemniscata
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Ejemplo 7.34 Representar la funcion p = sen @ cos? 0

1. Dominio: Evidentemente, el dominio de p es R*.

2. Periodicidad: o = 27. Ademas, cos? 6 es siempre positivo mientras
que sen f es negativo para ™ < t < 27 por lo que el punto correspondien-
te a f+m coincide con el correspondiente a f. En consecuencia, la gréafica
de esta funcién se encuentra siempre por encima del eje horizontal (de

hecho, se puede tomar como periodo fundamental de periodicidad el

0, 7]).

3. Simetria: Puesto que
p(m —0) = sen(m — 0) cos?(m — 0) = senf cos®d = p(f) la recta polar

0 = 7 es un eje de simetria de la curva por lo que sélo se toman los

puntos del primer cuadrante.

4. Extremos: De p' = cos®f — 2sen® cosf = cos0(1 — 3sen? ) = 0 se
deduce que
a)cost =0—0=7
b) 1—38en29:0—>sen29:;—M:arcsen13—)75:350

de donde resultan los puntos (5,0) (minimo) y (35%,0'38) (Méximo)

5. Puntos criticos:

a) De tangente horizontal:

ZZ = da;(sem2 6 cos? ) = ije(serf(%)) = ;sen(él@) = 0 de donde
resulta 40 =0,m — 0 =0A

b) De tangente vertical:

jz = je(sen 26 cos® ) = cos* @ — 3sen? 0 cos® § = cos® (1 —4sen? ) =
0 de donde

a)costl =0—0=7
b) 1 —4sen?d =0 — senf = 10 = 45°
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Representando estos datos y teniendo en cuenta la simetria con respecto al

eje 0 = 7, la gréfica de esta curva adopta la forma

0(6) = send cos’6

0.25

0.20

Figura 7.14: Grafica de p = sen 6 cos® 0
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Hay ciertas funciones polares que es mejor representarlas directamente
sin mas que dar valores al argumento como sucede con las funciones r = Int

y r =t. Ver Figuras 7.15 y 7.16

r=1In(t)

Figura 7.15: Espiral logaritmica
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Figura 7.16: Espiral de Arquimedes
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7.4.

1. Representar la funcién f(z) =1In <

a)

EJERCICIOS RESUELTOS

T —2
—962—|—2x+3)
Dominio: (z —2=0—2=2), (-2*+2r+3=0— 2 = —1,
z = 3). Tomando valores intermedios se encuentra que el dominio
de esta funcién es D = (—o0, —1) U (2, 3)
Asintotas:
Verticales: Posee AV.enxz = —1", 2 =2" 2 =3".

Horizontal: (x — o0) = (y — 00): la curva no posee A.H.
Oblicua:

— lim f(x) ~ lim In(z — 2) — In(—2? + 2z + 3)
T—r00 x T—00 x
, 1 20 —2 L —ri

= lim < — ): Iim ——— =0
z—oo \ p — 2 2 —92r —3 r=o0 3 4 ...

por lo que la curva no posee A.O.

Simetria: La forma del dominio indica que la funcién no puede

ser simétrica.

Puntos de corte con los €jes:
Coneleje Y: z =0 ¢ D por lo que la curva no corta al eje vertical.
x—2
ConelejeX:y=0— ————— =1—=22—2—5=0 cuyas
) Y —x?2+2x—3 Y

soluciones son xr = &T V2L 1o que indica que la curva corta al eje

14++v21 0
2 )
2 —dr+7

(x — 2)(—22 + 22 + 3)
7 = 0 cuyas soluciones no son reales por lo que la curva no posee

horizontal en los puntos (

=0— 2% — 4o +

Crecimiento: f'(z) =

extremos relativos. Y dado que f'(x) > 0 para todo valor de z, la

curva es creciente en su dominio.

La gréfica de esta funcién es
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2. Representar la funcién f(z) = e v + 1

a)
b)

Dominio: Es facil comprobar que D = R.

Asintotas:
Verticales: si y — oo entonces x — oo por lo que la curva no posee

AV.
vr+1 1

Horizontal: y = xlgn;D = lim ———— = 0 por lo que

y =0 es una A.H. a la que la curva corta en el punto (—1,0)

Oblicua: no tiene.

Simetria: Esta curva no es simétrica puesto que f(—z) = e*v/—x + 1 #
f(@).

Puntos de corte con los ejes: Con el eje Y es el punto (0,1)
mientras que con el eje X es el (—1,0)
-3z —2
Crecimiento: f'(z) = et LT 0= —2/3 obte-
3¢/ (x+1)2

niéndose los intervalos de crecimiento

192



fe + -2/3 —

q 2 ;.
Entonces, (—g, \/ e3> es un Maximo de la curva.

322 +2x —1 3r—1
/) Concavidad: f"(z) = i e el R R e SV N
3/ (x+1)° 3¢ (z+ 1)2
3z — 1 = 0 cuya unica solucién es x = 1/3 y se obtienen los
intervalos de concavidad
f ~ Pl —
|
|
£ — 1/3 +

Por tanto, (é, v/ %) es un punto de inflexion.

La gréfica de esta funcién es
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f(x) =e™* Vx+1

~0s}

—1.0;

—1.5}

—20f
3. Representar la funcién z(t) = i, y(t) = 2t
241 2+1

a)

Dominios: Para x: para todo valor de t € R, la funcién z(t) es
positiva y menor que 1 puesto que el numerador es menor que el

denominador por lo que el dominio de z(t) es el Dx = [0, 1]. De

forma parecida, Dy = [—1, 1]
t2
Simetria: Sustituyendo ¢ por —t resulta x(—t) = o x(t),
2t
y(—t) = pal —y(t) por lo que la curva es simétrica con

respecto al eje X.

Puntos de corte con los ejes: Con el eje Y se hace x = 0
por lo que est = 0 — y = 0: el punto de corte es el origen
(0,0). Con el eje X se hace y =0 — ¢t = 0 o bien t = oo; en el

primer caso se obtiene el punto (0,0) mientras que para t — oo es
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2

r = lim

e = 1 con lo que resulta el punto (1,0).

d) Puntos criticos: Se hallan las derivadas de = e y con respecto a

t para luego hallar la derivada de y con respecto a x:

de _ 224122 o de 2t £

da T T @Dz T (@@+12

dy _ 2(?4+1)—2t2t 2942
d%{ = (12+1)2 = (tz_,'_{/)z } N y, _ dy 2(1 — tz) _ 1—¢2

Puntos de tangente horizontal: yy =0 —1—1t> =0 —t = &1 con

lo que se obtienen los puntos (%, 1)y (%, —1). Evidentemente, y
dada la simetria con respecto al origen, el primero de ellos es un
punto Maximo para y mientras que el segundo es un minimo.
Puntos de tangente vertical: y' = £00 — (t =0 — (0,0)) o bien

(t = oo — (1,0)).

e) Puntos de inflexiéon: Aunque no sea estrictamente necesario,
hallemos los puntos de inflexién de esta curva.

La derivada segunda de la funcién y con respecto a x es

g dyjdt _ —2t-t—(1 —t3) 1 _ (e +1)p
dx /dt 12 (tﬁl)z 213

Si se anula esta derivada iy’ =0 = t>+1=0—t ¢ R por lo que

la curva no tiene puntos de inflexion.

f) Asintotas:
Verticales: Si yy — oo entonces t2 +1 =0 — t ¢ R por lo que la
curva no tiene asintota vertical.
Horizontal: Por la misma razén que antes, no hay.
Oblicua: Su ecuacion es y = mx + n siendo m = lim Y Pero x

T—00 ¢
no tiende a infinito, por lo que no existen asintotas oblicuas.

La gréafica de esta funcién tiene la forma
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g 2t
L Y=

X()=

y
?+1 ?+1

t? (1) = 2t
21 N T e

Figura 7.17: Grafica de z(t) =
Elipse

t 3
4. R tar la funcién | ——, ——
epresentar la rncion <t2 — 1, t2 I 1)

a) Dominios:
Para x: x:ﬁ%xﬁ—t—x:Oporloque
L 14+ v1+ 4a?
n 2x

Para y: y =

—>DX:R
t3

241
que su dominio es Dy = R. (Posteriormente se verd que y = :I:%

3 —yt? —y =0 =t € R lo que indica

son dos asintotas horizontales por lo que verdaderamente Dy =

R —{—1,+3}, pero en este punto se admite que Dy = R).

b) Simetria: Puesto que z(—t) = —z(t), y(—t) = —y(t), la curva

es simétrica con respecto al origen.
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c) Puntos criticos:

d t2(t243
s RN Gt [ Gt Vs
dx 1241 y (12 +1)3

a T T 212
Puntos de tangente horizontal: y = 0 — t =0 — (0,0) 6 t =
+1 — (2 — o0) por lo que no hay puntos de tangente horizontal.
Puntos de tangente vertical: Yy = oo — t = oo — (0,00) por lo
que la curva no tiene puntos de tangente vertical.

Crecimiento: puesto que ¢y’ < 0 para todo valor de ¢, la funcién es

continuamente decreciente.

d) Asintotas:
Verticales: si y — oo entonces t — oo por lo que x = 0 es una
AV.

Horizontales: si x — oo entonces t = +1 por lo que y = :I:% son

A H.

Oblicuas: y = mx + n siendo m = lim Yy
T—00 v
Como (z — 00) = (t = 1 At = —1, debemos hallar ambos valores
y A M ()

de m. Finalmente, = por lo que

r 241 £2-1  tE2+1)
m = 0, tanto si t — 41 como si t — —1 por lo que la curva no
posee asintota oblicua.

¢) Otros puntos: Para t = 2 se obtiene el punto (2, 2). Para ¢t = §

2
resulta el punto (—%, %)

Su grafica es
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t
X()=——, yiM=
t2-1 t2+1

t
5. Representar la curva de ecuaciones paramétricas x(t) = L
t2
1) =
y(t) 1+
.- t 3 .,
a) Dominios: De z: =x — ot° —t+ 2 = 0, ecuaciéon po-

t3+1
linémica de tercer grado que siempre tiene al menos una solucion

real ¢ € R por lo que el dominio para la variable x es Dy = R.

Igual sucede para la variable y por lo que Dy = R.

Simetria: Sustituyendo ¢ por —t resulta z(—t) = =% = 5 #

+2(t) por lo que la curva no es simétrica con respecto a los ejes
1

de coordenadas. Pero cambiando ¢ por 1 es x(1/t) = W =

t2 t
P = y(t) por lo que la curva es simétrica con respecto a la
bisectriz I-II1.

Puntos de corte con los ejes: Con el eje Y: se hace x = 0 por
loque o bienest =0 —y=0o0bienest =00 — y = 0. En

ambos casos, el punto de corte es el origen (0,0).
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Con el eje X: se hace y =0 —t =00 est = oo por lo que en

ambos casos se obtiene el mismo punto que para el eje Y, el (0, 0).

d dy /dt
Puntos criticos: Puesto que Y _ v/

dr  dz/dt

dr _ 1-20° Cdr 1-28

dy _ 2t—t* 4
= TooE d 2t —t
dt = (1413)2 }_”/ _ay
dt T (1+t3)2

Puntos de tangente horizontal:

Y =0—=2t—1t"=0—=t2—-1t3)=0—=1t=0,t= /2 por lo que
2

Ay ).

3

Puntos de tangente vertical: y/ =00 — 1 —23 =0 — t = _— y
2 2 Vi

3v2' 34

d

se obtienen los puntos (0,0) y (

o w
S

t = oo con lo que resultan los puntos (

el (0,0).

Puntos de inflexion: La derivada segunda de y con respecto a
dy dy'/dt  2t*+1)?  1-20 (41

dr — dx/dt  (1—2t3)2 " (14 13)2 1—2t3

Ahora bien, siy’ =0 — 3 +1 =0 — t = —1 pero, para este

resy =

valor, no existen z ni y por lo que la curva no tiene puntos de
inflexion.

Asintotas:

Verticales: Si (y — oo) entonces t = —1 por lo que (x — o) lo
que indica que no hay asintota vertical.

Horizontales: Por la misma razén que antes, tampoco hay asintota
horizontal.

Oblicuas: Su ecuacion es y = mx + n siendo
2

m = lm 2= lim > = lim ¢t=—1
T—00 t——1 ¢ t——1
) ) 12 t
no= lim(y —maz) :tl—l>I£11(1 NER +t3)
tt+1) -1

St ) —t+1) 3
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h)

Luego, la ecuacion de la asintota oblicua es y = —x — %

Puntos de contacto de la curva con la Asintota Oblicua:

Se sustituyen las expresiones de z(t) e y(t) en la ecuacién de la

asintota oblicua:

P o 1—>(1§—|—1)3 0—t 1 pero para este
= — — — = = — T I

1+ 1+£ 3 pero b

valor no existen z ni y por lo que la curva y la asintota oblicua no

se cortan.

Puntos dobles: El origen es un punto doble pues se obtiene para

t =0y parat = oo.

La gréfica correspondiente a esta funcién es

t2

X(t) =

1y(t)=
t3+1 t3+1

Figura 7.18: Gréfica de z(t) = 54, y(t) = t?fil

Folium de Descartes
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6. Representar la curva de ecuacién polar r = 1 + cost

a) Dominio: Evidentemente D = R™*.
b) Periodicidad: ¢t = 27.

c¢) Simetria: Como se indic6 en un parrafo anterior, t =0yt =7
son ejes de simetra, pero ambos coinciden por lo que la curva es

simétrica con respecto al eje horizontal.

d) Extremos: v = —sent = 0 — t = 0, 7. Sustituyendo estos
valores en " = — cost resultan los signos —, + por lo que r es
Maéximo en el punto (0,2) y minimo en el (7,0)

e) Puntos criticos: Puntos de tangente horizontal: Se resuelve la

., dy .
ecuacion — = 0 siendo

dt
y=rsent = (1+ cost)sent =sent + sentcost por lo que
dy t t t
i cost + cos’ —sen” = cost + 2cos’ —1 =10
—1+3
— 2cos' +cost —1 =0 — cost = 1
cost = % —t=60° 300°
—
cost = —1 —t =180°
: T 3 57 3
Por lo tanto, hay tangente horizontal en los puntos (%, 3), (5, 5)

y (m,0)

x
Puntos de tangente vertical: Ahora es — = 0 siendo
x=rcost = (1+cost)cost = cost + cos?t por lo que

dx

i —sent — 2sentcost = —sent(1+2cost) =0

{ sent =0 — t = 0°, 180°
_>

1+ 2cost =0 — cost = —1 — t = 180° + 60°

Luego, hay tangente vertical en los puntos (0,2), (7, 0), (120, %)
y (2400, 3).
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) Otros puntos: (30°, 1'87), (45°, 1'71), (135°, 0'29), (15°, 0'13)

La grafica correspondiente a esta funcién es

r(t) =1 + cost

Figura 7.19: Cardioide

sent

7. Representar la curva de ecuacién polar r(t) =

a) Dominio: Evidentemente D = R*. Pero, cuando t pertence al
tercer y cuarto cuadrante, el valor de sent es negativo por lo que

la curva sdlo posee representacion en el semiplano superior.

b) Periodicidad: Debido a la presencia del denominador ¢, la curva

no puede ser periddica.

c) Simetria: No es simétrica con respecto a los ejes coordenados ni

tampoco con respecto al origen.
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tcost —sent?
d) Extremos: r'(t) = Leost T Rent

valor Maximo de la funcién se encuentra en el punto (0, 1) puesto
. T . sent . cost
que, aplicando la regla de L’Hpital, 11_1)1017 = P—{%T = 1.

=0—tgt=t—=>1t=0¢el

Ademés, lim r(t) = 0.
t—o00

e) Puntos criticos:

d
Puntos de tangente horizontal: Se resuelve la ecuacién d—‘z =0

siendo

sen®t

— por lo que

y=rsent =
dy 2tsentcost —sen®t

a 2 =0

— sent(2tcost —sent) =0
sent =0—t=km
tgt =2 —t =63°26' + kr

Por tanto, el eje orizontal es tangente inferior de la curva y hay tan-

gentes superiores en todos los puntos de argumento t = 63°26" +
k.

d
Puntos de tangente vertical: Ahora es d—f = (0 siendo

2t 2t 2t)— 2t
r = rcost = senttcost _ %Sent( ) N % — %w = 0 de

donde se deduce que tg(2t) = 2t — t = 0, por lo que hay una

tangente vertical en el punto (0,1) y en todos los puntos dee ar-

gumento t = @ + k.

f) Punto miiltiple: sent =0 — ¢t = k7 con k € N — {0}

La grafica correspondiente a esta funcién es
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r(t)— ﬂt
Tt

025+

. . Ll
-0.10

-0.05

0.05 0.10 0.15

Figura 7.20: Cocloide
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7.5. REPRESENTACION DE FUNCIONES.
EJERCICIOS PROPUESTOS

7.5.1. Enunciados

1. Representar las siguientes funciones explicitas:

2 —1
2) f0) = o5 3
efl?
b) f(I):Z .
efl]
c y(:}:):?
d =22 —3r—4

2. Representar las siguientes funciones paramétricas:

2?2 —t+1 2t — 1
t) = t) =
a) x(t) 1 y(t) 1
t—1 t+2
b t) = —— t) = ——
) x(t) o Y=
t+1
¢) a(t) = *t‘ y(t) = 12 — 2 — 2
3t2 213
) x(t) PR y(t) N

3. Representar las siguientes funciones polares:

a) r(t) = cos(2t)

b) r(t) =sent - cos(2t)

205



c) r(t) =sent - cos(;)
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7.5.2.

1. Funciones explicitas:

Representacion de funciones. Soluciones

x2-1
2x*+5x-3

f(x) =

—1.0;
—1.5;
-20}
a)
e
fx)=—
X
10
5
1 2 3
b)
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e

yx) = —

X2
5-
4
3,
2,
1f

Il
-2 0 2 4 6

y=vx2-3x-4
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2. Funciones paramétricas:

10

<

-10 -5 5 10

-10"

t-1 t+2

Xt) = —, yt) = —
® ; y(® 1

|

IN

|

N
/j 4
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t+1
X(t) = - y(t) = ?-2t-2

6
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Figura 7.21: Cisoide de Diocles

3. Funciones polares:

p(0) = cos(20)

051

-05-
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p(6) = sené cos(26)
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0
p(6) = sendcos(;))
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Capitulo 8

INTRODUCCION AL
ESTUDIO DE CONICAS Y
CUADRICAS

En este capitulo estudiaremos las formas cuadraticas como una aplicacién
practica de los resultados obtenidos en los capitulos anteriores y acabaremos
el tema con un somero estudio de las cénicas y cuadricas no degeneradas que
puedan dar una idea de la forma y propiedades de estas figuras tanto desde

el punto de vista geométrico como desde el algebraico.

8.1. FORMAS CUADRATICAS

Tanto las ecuaciones de las conicas como las de las cuadricas proceden de

las formas cuadraticas que estudiamos en esta seccion.
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8.1.1. Aplicacién lineal

Una aplicacion entre espacios vectoriales f : V,, — V! es lineal si Vi, v €
Vo, Va,b € R : f(ati 4 b¥) = af(u) + bf (0)
Si el segundo espacio (V) es el cuerpo de los nimeros reales R, se le

m

llama forma lineal (La imagen de un vector es un nimero real).

8.1.2. Forma cuadratica.

Se llama forma cuadratica a toda aplicacién bilineal
Q:R"xR" = R:Q(u) = XT AX, siendo A una matriz simétrica llamada
matriz asociada a la forma cuadrdtica () mientras que X es la matriz de las
componentes del vector u colocadas en vertical.

Dependiendo de la dimensién del espacio vectorial R™, estas matrices

tendran la forma

aip a1 a3 ... T

o1 Q922 Q23 ... i)
A= , X =

a31 Qs sz ... ZT3

En una forma cuadratica, la imagen de un par de vectores es un niimero

real.

Ejemplo 8.1 Desarrollar la forma cuadrdtica
1 1 -1 T

Q7)) = (1 xox3) 1 0 2 T
1 2 =3 )\ &

Multiplicando las tres matrices se obtiene el polinomio de segundo grado
Q(ﬁ) = ZE% — 31‘% + 2I1[E2 - 2I1[E3 + 4ZL'2(L’3
Una forma de desarrollar el producto sin tener que multiplicar las tres

matrices es la siguiente: los elementos a;; de la diagonal principal de la matriz
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A se multiplican por sus correspondientes variables x? mientras que el resto
de los elementos a;; de A se multiplican por 2 y son los coeficientes de los

respectivos productos x;x;

1 2 -3 2 T
2 0 -1 1
Ejemplo 8.2 Desarrollar Q@) = (x1 xo x314) 2
-3 -1 4 0 T3
2 1 0 5 Ty

Segtin lo indicado es Q(@) = 12?2 + 023 + 423 + 523 + 2 - 22129 + 2(—3)z123 +

2. 2x1x4 4+ 2(—1)xox3 + 2 - lwgwy + 2 - 0x324 —

Q@) = x3 + 423 + 53 + 4w1x9 — 67173 + 42174 — 22973 + 27974
Sugerencia: tomar sélo los elementos de la diagonal principal y los que se

encuentran a su derecha.

Una ligera atencion a los ejemplos anteriores nos indica que una
férmula polinémica en varias variables define una forma cuadratica si to-
dos sus términos son de segundo grado (Q () es una funcién homogénea de
segundo grado).

Por ejemplo, es una forma cuadrdtica en R3 la expresién z? — 33 +
2129 — bxoxs puesto que todos sus términos son de segundo grado y no lo
es a3 + 4$§ — 31129 + 62923 + 3 ya que el ultimo término es un monomio de

primer grado.

Ejemplo 8.3 Hallar la matriz simétrica asociada a la forma cuadrdtica de

R3 Q(u) = x? — 322 — 21179 + 63173 + 4973

La matriz simétrica asociada a esta forma cuadratica tiene la forma

1 -1 3
A= -1 -3 2
3 2 0

Ejemplo 8.4 Hallar la matriz simétrica asociada a la forma cuadrdtica de

R, Q(d) = 202 — 203 + 12 — 423 + 4dx179 — 37103 + T3 — 4ToTy
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Su matriz simétrica asociada es B =

Uno de los objetivos de este capitulo es transformar una forma cuadratica
cualquiera en una forma cuadratica de expresién mas sencilla que sea equi-
valente a la inicial.

Se llama forma candnica o forma reducida de una forma cuadratica a la
expresion mas simple de la misma. Existen diversos métodos para hallar la
forma canodnica de una forma cuadratica. Uno de estos métodos consiste en
hallar la matriz diagonal semejante a la matriz asociada a la forma cuadratica
y expresar a partir de ella una nueva forma cuadratica que sélo dispondra
de términos cuadraticos aunque, evidentemente, en un sistema de nuevas

coordenadas.

Ejemplo 8.5 FExpresar en forma candnica la forma cuadrdtica

Q(ﬁ) = ‘T% + ZL‘% + 31'% - 2,1’11'2 + 65L’1I3 + 6!)3'21'3

1 -1 3
La matriz simétrica asociada a esta forma cuadraticaes A= —1 1 3
3 3 3

Su ecuacién caracteristica es P(\) = —A\% +5X? + 12\ — 36 = 0 y sus valores
propios son A = 6, A =2, A\ = —3, ninguno de los cuales es nulo por lo que

la forma cuadratica anterior toma la forma candnica Q(@) = 6y7 + 2y3 — 3y
Ejemplo 8.6 FExpresar en forma candnica la forma cuadrdtica
Q@) = 3a7 + 423 + 53 + dxy30 — 4wy

0

La matriz simétrica asociada a esta forma cuadraticaes B=| 2 4 -2

0 =2 5
cuya ecuacion caracteristica es
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PA) = =3\ +12\2 -39\ +28=0—=A=7, A=4, A =1, por lo que la

forma cuadratica anterior toma la forma canénica Q(u) = 7y% + 4y§ + y§
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8.2. ESTUDIO DE LAS CONICAS

Las conicas son curvas perfectamente definidas de forma que tienen alguna
particularidad que las determinan y que las distinguen de cualquier otra
curva. En este estudio, ademas de indicar la ecuacion de la conica se indica
alguna otra férmula como puede ser la longitud o el area, cuando esto sea

posible.

8.2.1. Transformacion de una forma cuadratica en la

ecuacion de una cdonica

Sea la forma cuadratica
Q(ﬁ) = CLH.T% + (12233% + agg.l'g + 2@12 T1To + 2@13 T1T3 + 2@23 ToX3
Hagamos nula esta expresion:
a11$% + aggl‘% + a33$§ + 2&12 1T + 2(113 r1T3 + 2(123 T3 = 0.
Si dividimos esta ecuacién por z2 y hacemos o x, 2 _ y, resulta la

T3 L3
ecuacion general de una conica:

ana® + agy® + ass + 2a12 vy + 24137 + a3y = 0

Luego, la ecuacién matricial de una coénica es

aix Qa2 a3 x
( y 1)| app axn ax y [ =0
a13 a3 A33 1

Hay que notar que la matriz de los coeficientes es simétrica.

8.2.2. Generacion de conicas

Una recta que gira alrededor de otra a la que corta, genera una superficie

que es un cono doble. La recta que gira se llama generatriz y la recta fija es
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el eje del cono, que es un eje de simetria. El punto interseccién de las dos
rectas es el vértice del cono.
La interseccién de un cono y un plano es una coénica. Segun la posicién

del plano, la conica puede ser:
1. Degenerada:
a) Si el plano contiene al eje del cono, la interseccién son dos rectas

secantes.

b) Si el plano es tangente al cono, la interseccién son dos rectas coin-

cidentes.
c¢) Si el plano sé6lo pasa por el vértice del cono, la interseccion es este
punto.

2. No degenerada, si el plano no es ninguno de los anteriores. En este caso:

a) Si el plano corta a todas las generatrices y oblicuamente al eje,
la interseccién es una elipsepero si lo hace perpendicularmente, la

interseccion es una circunferencia.
b) Si el plano es paralelo al eje, la interseccién es una hipérbola.
c¢) Siel plano es paralelo a la generatriz, la interseccién es una pardbo-

la.

Por lo tanto, una circunferencia es un caso especial de elipse por lo que
tiene «por lo menos» las mismas propiedades que ésta.

Entretenimiento: enfoca una linterna contra una pared. El rayo de luz

tiene forma de cono y la pared juega el papel del plano. En lugar de mo-
ver el plano, moveremos el cono, de forma que si la linterna estd enfocada
perpendicularmente a la pared, la luz forma un circulo (su exterior es la cir-

cunferencia); si la linterna esta ligeramente inclinada, la luz forma una elipse
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en la pared; si seguimos inclinando la linterna hasta desparecer la parte su-
perior del haz de luz, la figura que se forma es una parabola; finalmente, si
apoyamos la linterna en la pared se genera la mitad de una hipérbola.

En esta seccion estudiaremos las conicas no degeneradas.

Lugar geométrico

Se llama lugar geométrico al conjunto de puntos del plano o del espacio
tridimensional que tienen alguna propiedad comun.

Por ejemplo, el lugar geométrico del plano cuyos puntos equidistan de
una recta fija son dos rectas paralelas a ella mientras que en el espacio dicho
lugar geométrico es un cilindro circular.

El concepto de lugar geométrico es interesante para definir de forma sen-

cilla las cénicas.

1. Circunferencia
Una circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano que

equidistan de un punto fijo.

El punto fijo se llama centro de la circunferencia y la distancia entre

cada punto de la circunferencia y el centro es el radio.

Una circunferencia tiene infinitos ejes de simetria que son todos sus
didmetros. Los didmetros se cortan en un punto (el centro de la circun-

ferencia) que es centro de simetria de la circunferencia.

La circunferencia es una curva cerrada cuya longitud es L = 27r y
encierra un area A = 772 (la regién interior a la circunferencia se llama

circulo)

Sea la circunferencia de centro C(xg, yo) y radio r:
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P(x,y)

Figura 8.1: Circunferencia

Segun la definicién de circunferencia ha de ser
CX| =7 = |(@ =20,y = o)l = r = (x = 20)? + (y — )* = 7 por
lo que la ecuacién de la circunferencia de centro C'(zg,yo) y radio r es

(z—20)*+ (y —yo)* =17

El desarrollo de esta ecuacién nos lleva a la conclusién de que toda
ecuacién de la forma 22 + y?> + Axr + By + C = 0 representa una

circunferencia.

Si el centro de la circunferencia es el origen de coordenadas
(a = 0,b = 0), resulta la ecuacién canénica o ecuacion reducida de la

circunferencia
r? + y2 =r

Ejemplo 8.7 Hallar el centro y el radio de la circunferencia

> +yP—4dr+6y—5=0

Esta ecuacién también puede escribirse en la forma
[(z—2)2—4]+[(y+3)?—9]—5 = 0 de donde resulta (r—2)*+(y+3)* = 18
lo que indica que el centro de esta circunferencia es el punto (2, —3) y

la longitud del radio es r = v/18.
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2. Elipse
Se define la elipse como el lugar geométrico de los puntos del plano

cuyas sumas de distancias a dos puntos fijos es constante.

Los puntos fijos se llaman focos de la elipse. Una elipse tiene dos ejes
de simetria que son perpendiculares entre si por lo que se cortan en un
punto que es centro de simetria de la elipse. Las intersecciones de la

elipse con sus ejes de simetria se llaman wvértices.

P

Figura 8.2: Elipse

La ecuacion de la elipse cuyos ejes de simetria son paralelos a los ejes de

coordenadas y su centro el punto (zg,yo) es

(95 - Io)z (y - y0)2
a? + b2 -

siendo 2a la longitud del eje horizontal y 2b la longitud del eje vertical.

Si los ejes de simetria de la elipse son los ejes de coordenadas (y enton-
ces el centro de simetria de la elipse es el origen de coordenadas), su

ecuacion reducida es
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cuya forma matricial es (z y 1) 1 y | =0

La elipse es una curva cerrada y encierra un area A = mab pero no

existe formula para hallar su longitud.

Si en una elipse es b = a, la elipse se transforma en una circunferencia

de radio a.

Ejemplo 8.8 Hallar el centro y la longitud de los ejes de la elipse de
ecuacion 4z + 9y* + 16x — 18y — 24 = 0

Esta ecuacién también puede escribirse en la forma
4(z% + 4z) + 9(y* — 2y) — 24 = 0. Y repitiendo el proceso seguido con
la circunferencia, resulta 4[(x +2)% — 4] + 9[(y — 1)? — 1] — 24 = 0, de
donde 4(x +2)2 +9(y — 1)2 — 49 = 0.

(z+2? (y—1)?

49/4 * 49/9
que el centro de la elipse es el punto (—2, 1), la longitud del eje hori-

[49 [49 14
zontal es 2a = 2 T 7 v la longitud del eje vertical 2b = 2 973

. Hipérbola

Finalmente, dividiendo por 49, es = 1 lo que indica

Se define la hipérbola como el lugar geométrico de los puntos del plano

cuyas diferencias de distancias a dos puntos fijos es constante.

Los puntos fijos se llaman focos de la hipérbola. Una hipérbola tiene dos
ejes de simetria que son perpendiculares entre si por lo que se cortan en
un punto que es centro de simetria de la hipérbola. Las intersecciones

de la hipérbola con sus ejes de simetria se llaman vértices.

La ecuaciéon de la hipérbola cuyos ejes de simetria son paralelos a los
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(X0, Yo)

Figura 8.3: Hipérbola

ejes de coordenadas y su centro es el punto (zg,yo) es

(z — @) _ (y — o) -1

a? b2

Si los ejes de simetria de la hipérbola son los ejes de coordenadas,

entonces el origen de coordenadas es su centro de simetria y su ecuacion

se reduce a
2 2
x
@y
a’> b2
1
g X
cuya forma matricial es (z y 1) . y | =0
-1 1

La hipérbola es una curva abierta por lo que su longitud es infinita, asi

como el area que encierra.

. Pardbola
Se define la parabola como el lugar geométrico del plano formado por
los puntos cuyas distancias a una recta y un punto fijos son iguales en

cada punto.
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La recta fija se llama directriz y el punto fijo es el foco de la parabola.
Una parabola solo tiene un eje de simetria que pasa por el foco y es
perpendicular a la directriz por lo que no tiene centro de simetria. La

interseccion de la parabola con su eje de simetria es el vértice.

Figura 8.4: Parabola

La ecuacion de la parabola cuyo eje de simetria es vertical y su vértice

el punto (zo,yo) es
Y —Yo=a(r— 900)2
siendo la pardbola céncava o abierta hacia abajo si a < 0 y convexa o

abierta hacia arriba si a > 0

La pardbola es una curva abierta por lo que su longitud y el area que
encierra son infinitas. En caso de que el vértice de la parabola sea el
origen de coordenadas (0,0) y su eje de simetria el eje de ordenadas, la

ecuacion reducida de la parabola toma la forma

y=ax’

a
siendo su forma matricial (x y 1)| 0
0
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8.3. LAS CUADRICAS

En esta seccién recordaremos algunos aspectos de las cuddricas de R3.

8.3.1. Estudio del las cuadricas

Si anulamos la forma cuadratica
=\ 2 2 2 2 2 2 2
Q(u) = a1y + 22T + 43373 + AgaTy + 2019 T1X2 + 2013 T1T3 + 2014 T1T4 +

2093 ToT3 + 2094 ToTy + 2a34 T34, dividimos por x37 y hacemos
I T2

T3 . ‘s P
—=x, — =y, — =z, se obtiene la ecuacion general de una cuadrica:

Ty Ty T4
a11x2 +a22y2 +CL33,Z2 —|—a44+2a12xy+2a13x2+2a23yz+2a14:c+2a24y+2a34z =0

Por tanto, la ecuacién matricial de una cuadrica es

11 Aaiz2 Aaiz Qaiy

(x y 2 1) Q12 A2z (23 d24
@13 d23 (33 dA34

_ N e 8

A4 Q24 Q34 Qy4
siendo simétrica la matriz de los coeficientes.
Las cuadricas no degeneradas son el elipsoide, el hiperboloide de una y dos
hojas y los paraboloides eliptico e hiperbdlico. Las cuadricas degeneradas son

el cilindro y el cono y un par de planos que pueden ser secantes o paralelos.

8.3.2. Clasificacion de las cuadricas no degeneradas

Haremos una clasificacién de las cuadricas de forma parecida a como lo
hicimos para las conicas.

Analiticamente, una cuadrica es no degenerada si el determinante de su
matriz asociada es no nulo.

Las cuadricas no degeneradas son el elipsoide, el hiperboloide y el para-
boloide. La esfera no es mas que un caso particular de elipsoide. De hecho,

la interseccién de un elipsoide, un hiperboloide, un paraboloide o una esfera
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con un plano es una elipse, una hipérbola, una pardbola o una circunferen-
cia, respectivamente. En consecuencia, la ecuacién de una de estas cuadricas
es parecida a la ecuacién de la conica correspondiente anadiendo una nueva
variable, z.

Las cuadricas degeneradas mas interesantes son el cono y el cilindro.

Teniendo en cuenta que la ecuacion de una cuadrica procede de una forma
cuadratica, la ecuacion general de una cuadrica puede ser reducida a una
forma mas simple que constituiria su forma canodnica o reducida.

Las graficas de las cuadricas asi como sus ecuaciones reducidas se indican

a continuacion.
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CUADRICAS NO DEGENERADAS

1. Elipsoide

Tiene tres planos de simetria ortogonales entre si y, por tanto, tres ejes
2
. , ., . x© oy
y un centro de simetria y su ecuacion reducida es — + o) +—5 =1 Es
a c

la tnica cuadrica que es cerrada por lo que encierra un volumen que

estd determinado por la formula V = %Wabc.

1

a2
1
-, . . 2
Ecuacién matricial: (x y 2z 1) b

1
=2

R I S S

-1

a) Si los tres parametros a,b,c son distintos entre si, el elipsoide
es eliptico: la secciéon con cualquier plano paralelo a los planos

coordenados x =0, y =0, z =0 es una elipse.

b) Si sélo dos de los pardmetros son iguales, el elipsoide es circular:
la seccién con un plano paralelo a un plano coordenado es una
circunferencia mientras que si es paralelo a los otros dos es una

2 2 2
z

elipse: — + y—Q + — = 1. En este caso se dice que es un elipsoide
a a c

de revolucion.

c¢) Silos tres parametros son iguales, el elipsoide se transforma en una
esfera y la seccién con cualquier plano es una circunferencia:z? +

y? + 2% = r?: todo plano que pase por el centro es de simetrfa.

El volumen encerrado por un elipsoide es V' = %71' abc

Ejemplo 8.9 Hallar el volumen del elipsoide 4% + y* + 22% + 162 —
6y — 82z —16=0

230



ELIPSOIDE

Esta ecuacién también puede escribirse como

4(x?® +42) + (y* — 6y) +2(2* —42) —16=0

— Az +22 =4+ [(y—3)2—9+2[(z—2)* -4 —-16=0
4(r +2)° + (y — 3)?
( )

— +2(2-2)*-16-9-8-16=0
— 4z +2)+(y—3)2+2(z—2)* =49

(2 +2” -3, (-2°_

49/4 49 49/2

Las longitudes de los semiejes son a = \/?Tg = %, b=+v49 =1,
c= \/g = \/lﬁ por lo que el volumen del elipsoide es
4 77  686my2
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2. Hiperboloide: también posee tres planos de simetria ortogonales entre

s y, por tanto, tres ejes y un centro. A su vez, un hiperboloide puede

ser de dos tipos:

2 2 2
z
a) Hiperboloide de una hoja: — + vy _Z . su seccién con

a > 2
los planos x = 0, y = 0 es una hipérbola mientras que si se corta

con el plano z = 0 se obtiene una elipse.

Ecuacién matricial: (z y 2z 1)

<
R B ST

Il

(@)

HIPERBOL OIDE DE UNA HOJA

Si a = b, el hiperboloide es de revolucion y se genera mediante el

giro de una hipérbola alrededor del eje al que no corta.
2 .2 2

b) Hperboloide de dos hojas: Ecuacién reducida: x_z_%_z_z =1
a c
= T
L y
Ecuacién matricial: (z y z 1) v =0
-1 1
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No corta al plano z = 0, pero su interseccién con los planos y =

0, z = 0 es una hipérbola.

HIPERBOLOIDE DE DOSHOJAS

Si a = b, el hiperboloide es de revolucion y se genera mediante
el giro de una hipérbola alrededor del eje al que corta. Por esta
razon, este hiperboloide esta formado por dos partes disjuntas.

Nota: La ecuacién reducida del hiperboloide de una hoja sélo posee
un signo menos, mientras que la del hiperboloide de dos hojas tiene

dos signos menos.

Ejemplo 8.10 Hallar el centro y las longitudes de los semiejes
del hiperboloide 22° + y? — 32° + 42 — 6y + 242 +5 =0
La ecuacién reducida de este hiperboloide es
2(z® + 2x) + (y* — 6y) —3(2* —82) +5 =10
— 2z +2)?*—-4]+[(y—3)* -9 —3[(2 —4)*—-16] +5=0
— 2@ +2)?+(y—3)2—-3(z—4)*=-36
@42’ =3 (-9’
18 36 12

Como hay dos signos menos, se trata de un hiperboloide de dos
hojas de centro C(-2, 3, 4) y longitudes de los semiejes a = /18,

b=6,c=+12

=-1
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3. Paraboloide
Sélo posee dos planos de simetria que se cortan en el eje del paraboloide
por lo que no posee centro de simetria. Un paraboloide puede ser:

a) Paraboloide eliptico:
2 2

Ecuacion reducida: z = — + 7 la seccion con el plano z =k # 0
a

es una elipse, mientras que si se corta con planos paralelos al y = 0

o al x = 0, se obtiene una pardbola. En la figura, el origen es su

vértice.

PARABOLOIDE ELIPTICO

a? X

P y
Ecuacién matricial: (z y z 1) b ) =0

0 —3 z

1
-1 1
b) Paraboloide hiperbdlico:
2 2
Ecuacion reducida: z = — — 7 la seccion con el plano z = k # 0
a

es una hipérbola, y si se corta con planos paralelos al y = 0 o al
x = 0, se obtiene una parabola. En la figura, el origen es un punto

de silla.
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PARABOLOIDE HIPERBOLICO

Ecuacién matricial: (x y 2z 1)

|
S
[
(@)
|
N[
e S S
|
(@)

c¢) Paraboloide parabdlico:
Ecuacién reducida: z = ax® + by: la seccién con los planos y =

kV z = k' es una parabola.

PARABOLOIDE PARABOLICO
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CUADRICAS DEGENERADAS
1. CONO

2. Cono eliptico:

2?2 P
Ecuacién reducida: 22 = —+ 7
a b?

= x

P Yy

Ecuacién matricial: (z y z 1) b2 '
- z
0 1

CONO ELIPTICC
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3. Cono hiperbdlico:

22 P
Ecuacién reducida: 2% = —~ =7
a b2

= x

—*12 y

Ecuacién matricial: (z y z 1) b :
- z
0 1

CONO HIPERBOLICC
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1. CILINDRO

a) Cilindro eliptico:

2 2

., . Y
Ecuacion reducida: — + -5 =1, z ==z

a b2

1

aZ

=

Ecuacién matricial: (z y =z 1)

CILINDRO ELIPTICO
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b) Cilindro hiperbdlico
2 2

Ecuacién reducida: — — == =1, 2 =2

a? b2

1
a2

Ecuacién matricial: (z y 2z 1)

CILINDRO HIPERBOLICO
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c¢) Cilindro parabdlico
Ecuacién reducida: y = ax® +r, 2 = 2

a

N[

Ecuacién matricial: (z y =z 1)

R N T -}

|
N[
=

CILINDRO PARABOLICO

Tanto el cilindro eliptico como el hiperbdlico poseen dos planos de si-
metria mientras que el parabdlico sélo tiene uno. Su interseccién con
un plano paralelo al z = 0 es una elipse, una hipérbola o una parabola,
respectivamente. Si en el cilindro eliptico es b = a, entonces el cilindro

es circular.
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8.3.3. La esfera

La ecuacion de la esfera de centro el punto (zg, yo, 20) y radio r es
(= 20)* + (y — %) + (2 — 20)* = 2.

El 4rea de la superficie esférica es A = 47r? y el volumen de la esfera,
V=g,

La interseccién de una esfera con un plano es una circunferencia situada
en el espacio por lo que la ecuacién de la circunferencia estd determinada
por las ecuaciones de la esfera y del plano conjuntamente sin que pueda
eliminarse ninguna de ellas. Por ejemplo, la interseccién de la esfera (x —
32+ (y+1)2+ 2% =9 con el plano 2z +y — z + 1 = 0 es una circunfe-
rencia situada en el espacio por lo que su ecuaciéon es el conjunto de ambas:
{ (=324 (y+1)2+22=9 }

2x4+y—24+1=0

ESFERA

La proyeccién sobre el plano XOY de la interseccién de una esfera con

un plano « es
= una circunferencia, si « es paralelo a XOY

= un segmento de recta, si a es perpendicular a XOY

241



= una elipse, en otro caso.

Ejemplo 8.11 Hallar el drea y el volumen de la esfera 2 + y* + 22 — 22 +
4y —62+10=0

2 = r2 que, desarrollada, es

La ecuacién de la esfera es (z—a)?+(y—b)*+(z—c)

22 +y?+22—2ax—2by—2cz+(a®+b*+c*—r?) = 0. Igualando esta ecuacién con

la propuesta se obtienea = 1, b = —2, ¢ = 3, 14+4+9—r? = 10 — 72 = 4. Por

lo tanto, el radio de la esfera es r = 2 por lo que su area es A = 47r? = 167
4_,3 _ 32

y encierra un volumen V' = s7r® = 257

Ejemplo 8.12 Hallar el drea de la esfera x* +y*+ 22 —4x+6y—102+2 = 0

Esta ecuacién también puede escribirse como

(2—2)2 =4+ (y+3)2=9+(2—5)2—254+2 = 0 — (2—2)2+(y+3)?+(2—5)? = 36
lo que indica que el radio de la esfera es 7 = v/36 = 6 por lo que su 4rea es
A =7r?=36r

242



EXAMENES RESUELTOS DE
LA PRIMERA PARTE

Enunciados 1

1. Estudiar si los vectores (3,1,2), (2,1,—1), (0,—1,7) forman una base
de R3

2. Hallar la ecuacién cartesiana del espacio vectorial generado por los
vectores {(1,2,—1), (3,1,2)}

3. Estudiar el rango de la matriz A = para los distintos

N O =
w = N
TN

valores de kK € R

4. Discutir, para los distintos valores de m, la resolucion del sistema

2r+y—z=—-l,e+4dy+2z=-2, doe —dy+mz =1

1 -3 3
5. Estudiar la diagonalizacion de la matriz B=| 3 —5 3
6 —6 4
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— N

2 1
6. Diagonalizar la matriz C' = | 1 1 | y hallar una matriz de paso.
1 2

t+1 t2+1
7. Representar la curva z = —it_ LY = :—

244



Respuestas 1

1. Estudiar si los vectores (3,1,2), (2,1,—1), (0,—1,7) forman una base
de R3

Estos vectores forman base si son linealmente independientes y en tal
caso, el rango de la matriz de sus componentes ha de coincidir con el

ntimero de vectores (3). Reducimos la matriz:

1 1 -1 F 1 -1 3 F 1 -1 3
3 2 0 = Iy —3F 0 -1 3 | = Fy 0 -1 3
2 -1 7 s —2F) 0 -3 9 Fy —3F, 0 0 0

Y como el rango de la matriz coincide con el niimero de filas no nulas,

entonces rango = 2 < 3 por lo que los vectores no forman base.

2. Hallar la ecuacion cartesiana del espacio vectorial generado por los
vectores {(1,2,-1), (3,1,2)}

Si & = (x1,29,23) es un vector de este espacio, entonces ha de ser

combinacion lineal de los vectores generadores por lo que

(x1,20,23) = a(1,2,—-1)+b(3,1,2) = (a + 3b,2a + b, —a + 2b)
— a—i—3b:x1, 2a+b:x2, —a+ 2b = x3
i+ Ey: — Sh—w—14as— b= 217
21 — 3
a:xl—?)b—)a:%
41 — 6
EQI — 1 3 $1+x3:$2—>l’1—$2—1’320
) 5
1 2 -1
3. Estudiar el rango de la matriz A = | 0 1 2 para los distintos
2 3 k

valores de k € R
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2
Como ) ‘ =1%#0— rango(A) > 2
1 2 -1
Por otra parte, |0 1 2 | = k + 4. Por lo tanto, si kK = —4, es
2 3 k

rango(A) =2y si k # —4 es rango(A) = 3

. Discutir, para los distintos valores de m, la resolucion del sistema

2r+y—z=—-lo+4dy+22=-2, do —dy+mz =1

2 1 -1 -1
La matriz del sistemaes A=| 1 4 2 -2
4 =5 m 1
Como jl ‘ =7%#0— rango(A) > 2.
2 1 -1
El determinante de la matriz generales | 1 4 2 | = 7m + 49: si
4 =5 m

m # —7 — rango(A) = 3 = rango(A™) = nimero de incignitas por lo

que es un Sistema Compatible Determinado.

2 1 -1
Sim = —7 — rango(A) = 2. Pero | 1 4 —2 | = 0 por lo que
4 -5 1

rango(A%) = 2 = rango(A) < nimero de incégnitas por lo que es un

Sistema Compatible Indeterminado

1 -3 3
. Estudiar la diagonalizacion de la matriz B=1| 3 —5 3
6 —6 4

Autovalores:
B=M|=0—=—-M+12+16=02A=4\A=—-2 (o =2)

Autovectores: se resuelve el sistema (B — A\ )@ = 0:
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a) ParaA=4es (B—4i=0—
-3 -3 3 x 0
—31:—3y+32:0
3 -9 3 0 —>
6x — 6y =0
6 —6 0 z 0
de do

cuya solucién es (z, x, 27) nde se obtiene un primer autovec-

tor (1,1,2)
b) Para A= —2es (B+20)i=0—
3 =3 3 x 0
3 -3 3 Y 0 | = 3z — 3y + 32 = 0 de donde
6 —6 6 z 0
z = —x+y por lo que otros dos autovectores son (1,0, —1) (0,1,1)
1 1 0 4
Luego B= P-D-P'siendoP=| 1 0 1 |,D= -2
2 —1 1 -2
2 1 1
6. Diagonalizar la matrizC' = | 1 2 1 | y hallar una matriz de paso.
11 2
Autovalores:

IC—=X|=0—>=-XN4+6 -9\ +4=0—>A=4) =1 (a=2)

Autovectores: se resuelve el sistema (C'— A\ )i = 0

)Para)\—4es (C—4Ni=0—

-2 0

—2x+y+z=0
1 - 0 —>

r—2y+2=0
1 0

Restando ambas ecuaciones se obtiene —3x +3y =0 —- y =z
Sustituyendo en la segunda ecuacién resulta z = x por lo que un

primer vector es el e; = (1,1, 1)

—

b) ParaA=1es (C—DNi=0—
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1 11 T 0
1 11 y|=10||—2+y+2=0—2=—x—1ypor
1 11 0
lo que otros dos autovectores son es = (1,0, —1), e3 = (0,1, —1).
1 1 0
Por lo tanto, C = P-D-PlsiendoP=|1 0 1 [,
1 -1 -1
4
D= 1
1
7. Representar la curva x = t—; 1, Yy = r : !

a) Dominio:
) Deaia=" sat=t+1—t=-—"—>Dx=R
2) Dey:y:ﬁ%lﬁyt:t2+1—>t2—yt+120—>t:
VP L D (o0, ~2 U [+2, +00)
b) Simetria: x(—t) = =2t =£ +x(¢) por lo que la curva no es simétrica

con respecto a ningun eje coordenado.

c¢) Puntos criticos:

1) De tangente horizontal: % = t2t;1 =0 — t = =£1 por lo que

x =2, x =0y se obtienen los puntos (2,2) y (0, —2)
2) De tangente vertical: ‘fl—f = ;—21 # 0 por lo que no hay puntos
de tangente vertical.

d) Extremos relativos: y' = % =1—1>=0—1t=+1. Se sustitu-

yen estos valores en y”:
dy' dy'/dt —2t
y" = % = d?jc//dt = =y = 2t°. Entonces, y”(1) > 0 por lo que
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hay un minimo en el punto (2,2); y”(—1) < 0 por lo que el punto
(0, —2) es un Méaximo.

e) Puntos de inflexion: y" =0 —t =0 — o = oo, y = o0, por lo
que la curva no tiene puntos de inflexion.

f) Asintotas:

1) Vertical:

t =0 = 2 — oo: no hay
Siy— o0 = t+1
t—>oo:x:tlimT:1:>x:1

2) Oblicua: y = mx +n

t 2 +1
m— tm ¥ —m 20 L
T—00 t—0 :L‘(t) t—0 t 4+ 1

?+1 t+1

n:zlgrﬁlo(y—myc):}:l_r)% ; ; :%g%(t—l):—l

por lo que y = z — 1 es una asintota oblicua.

g) Punto de corte con la asintota oblicua:
?+1  t+1

t t
lo que la curva y la asintota oblicua no se cortan.

y=x—1— —1—=t=0—2=o00, y =00 por

Por lo tanto, la grafica de la funcion indicada es

4~

4l
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Enunciados 2

2 1 -1
1. Hallar el rango de la matriz A= | k£ 1 0 para los distintos
2 k-1 1
valores de k € R
-1 2 2
2. Indicar razonadamente si es posible diagonalizar la matriz £ = 0 -2 5
0 -1 4

3. Estudiar (sin resolver) para k € R la compatibilidad del sistema

2 —3y+z2=2, kx—y+2=0, 2 +ky—2z=1

4. Hallar una matriz simétrica asociada a la forma bilineal

flx,y, 2) = 22 + 2y* — 322 + 4oy — 6yz

5. Hallar la dimensién del espacio vectorial generado por el conjunto de
vectores {(1,2,—1),(0,1,2),(2,3,—4)}

6. Hallar el centro y la longitud del radio de la circunferencia 222 + 2y? —
6r +4y—5=0

t—1 242
7. Hallar las asintotas de la curva z(t) = 1 y(t) = .
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Respuestas 2

2 1 -1
1. Hallar el rango de la matriz A = | k 1 0 para los distintos
2 k—1 1
valores de k € R
Como - ‘ =1%#0— rango(C) > 2
2 1 -1
k1 0 |=-kK+4=0—k==+2.
2 k—1 1

Por lo tanto, si k # £2 — rango(A) =3 y si k = £2 — rango(A) = 2

-1 2 2
2. Indicar razonadamente si es posible diagonalizar la matriz E = 0 -2 5
0 -1 4
Hallemos los valores propios de esta matriz. Ecuacién caracteristica:
|F—X|=0—
—1-A 2 2
0 —2-X 5 [=(-1-XMAN=-22-3)=0—
0 -1 4-A

A=3, A=-1(a=2)
E es diagonalizable si rango(E — A\I) = orden(E) — a: para A = —1 es

0 2 2
rango(E + AI) = rango| 0 —1 5 | = 2 mientras que orden(E) —
0 -1 5

a =3 —2 =1 por lo que la matriz E no es diagonalizable.

3. Estudiar (sin resolver) para k € R la compatibilidad del sistema

2v —3y+z2=2, kx—y+2=0, 2 +ky—2z=1

Resolvemos la ecuaciéon A = 0 siendo A el determinante general del
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sistema:

2 -3 1
1 k —-1|=0—>—k*’4+5k=0—2k=0Ak=05.
E -1 1

Discusion:

» Sik =05 — rango(A) = 2 mientras que rango(A*) = 3 puesto que

2 -3 0
1 5 1 |=9porlo que se trata de un Sistema Incompatible
5 —1 2
2 -3 0
» Sik=0— rango(A) = rango(AT) =2puestoque| 1 0 1 |=
0 —1 2

0 por lo que se trata de un Sistema Compatible Indeterminado

4. Hallar una matriz simétrica asociada a la forma bilineal

f(x,y,2) = 22 + 2y — 322 + day — 6y=

Teniendo en cuenta que f(z,y,2) = (v y 2)A(z y )7, la matriz A

1 2 0
puedeser A= 2 2 -3
0 -3 -3

5. Hallar la dimension del espacio vectorial generado por el conjunto de
vectores {(1,2,-1),(0,1,2),(2,3,—4)}

La dimensién del espacio vectorial generado por un conjunto de vectores

coincide con el rango de la matriz de sus componentes:

1 2

01 =12 0 por lo que rango = dim > 2

1 2 -1

01 2 |=—-10+10= 0 por lo que el espacio vectorial generado
2 3 —4
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es de dimension 2.

6. Hallar el centro y la longitud del radio de la circunferencia 22* + 2y* —

6z +4y—5=0

5
%3+%f—6x+4y—5=0—+ﬁ%ﬂf—3x+2y—5:0

372 9 5
A R 2_1-2—
(x 2) A AR 5 =0

3\ 2 23
_Z 1)2 ===
(x 2) Fly+ )=

Por lo tanto, (%, —1) es el centro de la circunferencia y r = @ la
longitud de su radio.
t—1 242
7. Hallar las asintotas de la curva x(t) = ——, y(t) =
0= v =333
» Asintotas verticales: (y — 00) — (t = —1) V (t — 00).
Sit= —1es x — oo por lo que no hay asintota vertical.
Sit — oo entonces z = lim —— = 1 por lo que xr = 1 es una
t—oo t 4+ 1
asintota vertical.
» Asintotas horizontales: (r — o0) — (t = —1) = (y = o0): la
curva no tiene asintotas horizontales.
s Asintotas oblicuas: y = m - x + n siendo
oy (P42 -1 . P42 3
m = lim = = lim . —— | = lIm —_ ——
amoo gy  to-1\t+1 t+1 to>-1¢—1 2
ltm )= i ﬁ+2+3t—1
n = lim(y—m-z)= lim =
2500\ S\t T2
202 +3t+1 . 4t +3 1
= lim ————=1lm — = ——
t=—1  2(t+1) t——1 2 2
3 1 , .
Por lo tanto, y = —5% 5 esuna asintota oblicua de la curva

253



Enunciados 3

-1

1 2 -1
1. Hallar 0 1 2
2 -1 =2

2. Hallar la dimensién del espacio vectorial generado por el conjunto de
vectores {(1,2,0,1),(2,4,—1,0),(3,6,—2,—1),(0,0,1,2)}

3. Segun los valores del parametro k£ € R, estudiar la compatibilidad del

sistemaxr+y+z2=2, 20+3y+kz=4, dx+ky+3z2=k+5

1 2 1
4. Estudiar la diagonalizacién de la matriz A= 0 —1 0
0 2 1
-2 1 -1
5. Diagonalizar la matriz B = 1 -1 0
-1 0 -1

6. Hallar el drea encerrada por la elipse 222 + 4y? + 10z — 12y —3 =0

—z2

7. Representar la funcién f(z) =e “x
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Respuestas 3

1 2 -1
1. Hallar 0 1 2
2 -1 -2

0 5 5

At gyt =L 4 0 o

TR ~ 10 N

-2 5 1

2. Hallar la dimension del espacio vectorial generado por el conjunto de
vectores {(1,2,0,1),(2,4,—-1,0), (3,6,—2,—1),(0,0,1,2)}

La dimensién del espacio vectorial coincide con el rango de la matriz

formada por las componentes de los vectores:

12 0 1 o) 12 0 1
24 -1 0| FB-2R|00 -1 -2
36 -2 -1 | FB-3m |00 —2 —4
00 1 2 Fy 00 1 2
i) 12 0 1
R 00 -1 -2
T RB-2, 100 0 0
F,+F \00 0 0
Por tanto, rango(A) = dim(V') =

3. Segun los valores del pardmetro k € R, estudiar la compatibilidad del
sistemax+y+z2=2, 20 +3y+kz=4, e +ky+3z2=k+5
1 11
El rango de la matriz de los coeficientes | 2 3 k | es rango(A) > 2
4 k 3
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11

I
—
N
e

por ser

> W

1 1
Por otra parte, | 2 k|=—-k+6x—9=0—Fk=23 (doble)
4 3

a) Si k # 3 es rango(A) = 3 = ntmero de incdgnitas por lo que el

Sistema es Compatible Determinado.

b) Si k = 3 es rango(A) = 2 y el rango de la matriz ampliada

1 1 1 2 11 2
2 3 3 4 |es2puestoque |2 3 4 |=0.
4 3 3 8 4 3 8

Por tanto es rango(A) = rango(Alb) < nimero de incdgnitas por

lo que se trata de un Sistema Compatible Indeterminado.

1 2 1
4. Estudiar la diagonalizacion de la matriz A= 0 —1 0
0 2 1

Resolviendo la ecuaciéon caracteristica

A= X| =0 —= =X+ X+ X —1 =0, se obtienen los autovalores
A= —1 (simple) y A =1 (doble, a = 2).

Por el teorema del rango, si A\g es un autovalor multiple de la matriz A,

ésta es diagonalizable si rango(A — A\gl) = orden(A) —a=3—-2=1.

0 2 1
Para \g = 1 es rango(A — \oI) =rango| 0 —2 0 [ =2 porlo que
0 2 0
la matriz dada no es diagonalizable.
-2 1 -1
5. Diagonalizar la matriz B = 1 -1 0
-1 0 -1
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Hallemos los autovalores de esta matriz simétrica:
P(\) = -+ (—4))\2 —AA=0—=>2A=0A=-1,A=-3
Y a continuacién se halla una base de autovectores resolviendo los sis-

temas homogéneos (A — )i = 0 para los distintos valores de \.

)ParaA—OesAu-0—>

) .
1 — —> ey }—>
—r—z=
—1
y=xANz=—-x—u =(1,1,—-1
b) Para)\:—les(A+I)6:6
-1 1 -1 T 0
r—y=20
1 0 0 y |=120 —>{ }—>
—r—2z=0
-1 0 0
r=0Nz=y— tUy=1(0,1,1)
¢) Para A= —3 es (A+ 30 =0 —
1 1 -1 T
r+2y=0
1 2 0 y | = N
—r+22=0
-1 0 2 0
y=—-5Nz=735—1u3=(2,—1,1)
1 0 2
Por lo tanto, es B=P-D-PlsiendoP=| 1 1 -1 |,
-1 1 1
0
D= ~1
-3
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6. Hallar el drea encerrada por la elipse

20 +4y* + 100 — 12y — 3 =0

2(z® +51) +4(y* —3y) —3=0

2 2 2
YA SOV |

2) "2 2
52 3\ 49
2(r+2) va(y-2) =2
- <$*'2> " (y 2) 2
2 2
R 2@+3)+4(«—@ »
19/2 192
2 2
(z+3) (v-3) 19 19
AT YRR TV TN 3
49
A=7m-a-b=—m

V32

7. Representar la funcién f(z) = e 'z

a) Dominio: D =R

b) Asintotas: No hay asintota vertical.

1
Horizontal: y = lim f(z) = lim e lm =0 y=0

T—00 6502 T—00 2276962

Oblicua: no hay.

x
c) Punto de corte con la asintota horizontal: —; =0 — 2 = 0:
61’

la curva y la asintota horizontal se cortan en el origen.
d) Simetria: f(—z) = e (—z) = —f(x) por lo que la curva es
simétrica con respecto al origen.

e) Puntos de corte con los ejes: © = 0 — f(0) = 0: la curva corta

a los ejes en el origen de coordenadas (0, 0).
f) Crecimiento: f'(z) = e ™ (=222 +1) =0 = 2 = :I:% con lo
que se obtienen los intervalos de monotonia siguientes:
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f - -0.7 + 0.7 -

_1 _1
1 e 2 1 e 2

por lo que <—\/§, — ﬂ) es un minimo y <\/§, \/5> un Maximo.

g) Concavidad: f"(z) = e * (42 —62) =0 = 2 = 0,z = :I:\/g y
se obtienen los intervalos de concavidad:

fr. ] -09 + 0 ) 0.9

fo 7 N AN N

con tres puntos de inflexién: (0, 0), (:l: 2, :I:\/ge*%)

La representacion grafica es la siguiente figura:

2
f(X) =e *x
0.4+
0.2;
-3 ‘ -1 ‘ L ‘ 1‘ 2 3
_dal
—0al

259



Enunciados 4

1 2 =2 0
1. Hallar el rango de la matriz A = 3 1 1 5 parak € R
-1 k-1 -k -2

2. Discutir la compatibilidad del siguiente sistema para los distintos va-
lores del parametro k:
kr+y—z=1 2v+ky+2=05, kv +2y+ (k— 1)z =2k

1 2 a
3. Hallar el valor de a para que la matriz A =] 0 —3 1 | sea diago-
0 —4 2
nalizable.
1 -2 -1
4. Diagonalizar la matriz B=| -2 0 2 hallando una matriz de
-1 2 1
paso

5. El conjunto de vectores {(1,—1,0,1), (2,1,3,-2), (3,3,6,-5), (—1,—5,—6,7)}
es un sistema generador del espacio vectorial L. Hallar una base y las

ecuaciones cartesianas de L.
6. Hallar el centro del hiperboloide 222 + 4y? — 622 + 52 — 6y + 92 = 0

7. Estudiar el crecimiento de la funcién f(x) = In(3 + 5z — 22?)
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Respuestas 4

1. Hallar el rango de la matriz A = 3 1 1 5 para k € R

1 2 —2
3
En primer lugar, | 3 1 1 |=-2k+3=0—k= 3 Discu-
-1 k—=1 -k

sion:

a) Sik# 32— rango(A) =3

1 =2 0
, 7
b) Sik= g, otro menor de tercer ordenes | 3 1 5 |= 3 #0
EUT R
por lo que rango(A) = 3 En resumen: rango(A) = 3,Vk € R

2. Discutir la compatibilidad del siguiente sistema para los distintos va-
lores del parametro k:

kr+y—z=1 2 +ky+2=05, kv +2y+ (k— 1)z =2k

Hallamos el rango de la matriz general por menores complementarios:

E1o —1
2k 1 |=k-3k—2=0—k=2Ak=—1 (doble)
k2 k-1

Discusion:

a) Sik #2yk+# —1, entonces rango(A) = rango(A|b) = 3 = ntiime-
ro de incognitas por lo que se trataria de un Sistema Compatible

Determinado

b) Si k =2, entonces rango(A) =2y
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21 -1 1
rango(Alb) =rango| 2 2 1 5 |y como
2 2 1 4
1 -1 1
2 1 5 |=1%0, resulta que rango(A|b) = 3 # rango(A) y
2 1 4

se trataria de un Sistema Incompatible

c) Si k= —1, entonces rango(A) =2y

-1 1 -1 1
rango(Alb) =rango| 2 -1 1 5 | con
-1 2 -2 =2
-1 -1 1
2 1 5 | =-10%# 0 — rango(A|b) = 3 # rango(A) por
-1 -2 -2

lo que es también un Sistema Incompatible

En resumen: Si k # 2y k # —1 el Sistema es Compatible Determinado.

Si k=2o0sik=—1 el Sistema es Incompatible.

1 2 a
3. Hallar el valor de a para que la matriz A= 0 —3 1 | sea diago-

0 —4 2

nalizable

Ecuacién caracteristica:

1—A 2 a
A=X|=| 0 -3-Xx 1 |=101-MDN+Ax=-2)=0—
0 -4 2=\

A=1(a=2)
A= =2

Si A = 1, ha de ser rango(A — I) = orden(A) —a = 3 -2 = 1L
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0 2 a

2 a
rango(A—1I)=rango| 0 —4 1 | =1— L1 =0—
0 —4 1
244a=0—a= —% por lo que la matriz A es diagonalizable sélo si
_ 1
a=—3
1 -2 -1
. Diagonalizar la matriz B=1| -2 0 2 hallando una matriz de

paso

Valores propios: P(\) = —=A3+2 248X =0 — A = 0, A = —2, A = 4 por

0
lo que la matriz B es semejante a la matriz diagonal D = -2
4
Vectores propios: (B — )i = 0
a) \=0: Bi=0
1 -2 -1 1 0
ry — 21’2 — T3 = 0
= -2 0 2 xr | =10 |—
—2%1 + 2(133 =0
-1 2 1 T3 0
— x3 = x1 A 2o = 0 por lo que el primer autovector es el
ﬁl = (L 07 1)
b) A\=—=2: (B+2Ni=0
3 -2 -1 I 0
31’1—21‘2—1‘3:0
=1 -2 2 2 xro | = 0 | —
—2[E1 + 21‘2 + 2[[‘3 =0
-1 2 3 x3 0
— x3 = —x1 A x9 = 2x1 por lo que el segundo autovector es el
Uy = (1,2,-1)
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-3 -2 -1 1 0
—3r1 — 219 — 23 =0
= -2 —4 2 o | = 0 | —
- + 233'2 — 333'3 =0
— 13 = —x1 AN 9 = —x71 por lo que el tercer autovector es el
us = (1,-1,-1)
1 1 1
Por lo tanto, una matriz de pasoes P=| 0 2 —1 | deforma
1 -1 -1

que B=P-D-P7!

5. El conjunto de vectores {(1,—1,0,1), (2,1,3,-2), (3,3,6,-5), (—1,—5,—6,7)}
es un sistema generador del espacio vectorial L. Hallar una base y las

ecuaciones cartesianas de L.

La dimensién de L (nimero de vectores independientes) coincide con
el rango de la matriz de las componentes. Resolveremos este problema

por el método de Gauss:

1 -1 0 1 o) 1 -1 0 1
2 1 3 —2| m-2m |0 3 3 -4
3 3 6 5| F-3-37 |0 6 6 -8
1 -5 —6 T Fi+ P 0 -6 —6 8
A 1 -1 0 1
B jal 0 3 —4
T O F-3-3EK |0 0 0
Fi+2F \0 0

Por lo tanto dim(L) = 2 y unabasede Les B = {(1,—1,0,1), (0,3,3,—4)}.

Ecuaciones cartesianas de L:
weLl—d=a(l,—-1,0,1) +b(0,3,3 —4) = (a,—a + 3b,3b,a — 4b) de
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donde resulta el sistema

a = I
—a+3b = x,
1
3b = T3 — b= 31‘3

a—4b = x4

Sustituyendo los valores de a y b en las ecuaciones segunda y cuarta,

resultan las dos ecuaciones que definen al espacio L:

—T1+T3 = Ty —>T1+x0—23=0
4
l’l—gIg = (L’4—>3Z‘1—4(L’3—31’4:O

Luego L = {(x1, T2, 23,74) € R*: m1+79—13 =0, 32, —413—374 = 0}

. Hallar el centro del hiperboloide 2x* + 4y* — 62> + 5z — 6y + 92 =0

22% + 4y* — 62° + 5z — 6y + 92 =0

5 9
a3+2f-4%2+§x—3y+5z=0

(+5>2 25+2< 3)2 9 3( 3>2+27 0
T+ - —— ——) —=-=3(z—~— — =
A 16 Y77 8 A 16

5\2 3\ 2 3\?
2 ofy—2) — ~2) =1
(x*4) - <y 4) 3<Z 4)
. . . 53 3
Es un hiperboloide de una hoja de centro el punto (_Z’ 7 1)
. Estudiar el crecimiento de la funcién f(z) = In(3 + 5z — 22?)

Dominio: =222 +5x+3=0—=2=3, x = —% por lo que la recta real

queda dividida en los intervalos de existencia
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345x-2% — + -

D: NO 12 s 3 NO
Luego D =] — £, 3]
5—4 )
Derivada: f’(x):HT_gl&:O%F)—éLx:O%x:Zpor lo que

las regiones de crecimiento quedan como sigue:

f'(x): + —
— |
f: =12 S sia N\ 3
M
Por tanto, la funcién es creciente en el intervalo | — %, %[, decreciente

en el |2, 3[ y posee un Maximo en el punto (2,In %)
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Enunciados 5

1. Segun sus soluciones y para k € R, clasificar (sin resolver) el sistema
r+y—224+t=0
20 —y+z2—-3t=1
b —Ty+ 10z + kt = —4
2. Hallar la ecuacién cartesiana del espacio vectorial generado por los
vectores (1, 2, -1, 0), (2, 1, 3, 2), (0, 1, -2, -1)

, L 2X -3y =A . —-10 =7 5
3. Resolver el sistema matricial ,SiA =

3X+4Y =B -3 —4 13
19 -2 -1
B:
( 4 11 —6)

0 1 -1
4. Diagonalizar la matriz F' = 1 0 1 hallando una matriz de
-1 1 0

paso
5. Hallar el volumen de la esfera 22 + y> + 2% — 4z + 6y + 22 —2 =10

6. Estudiar la concavidad de la curva f(z) = e "™ (2% — x + 2)

12 t2+1>

7. Hallar las asintotas de la curva , —
t—1 t+1
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Respuestas 5

1. Segin sus soluciones y para k € R, clasificar (sin resolver) el sistema
r+y—224+t=0
20 —y+z2—-3t=1
b —Ty+ 10z + kt = —4

Resolvemos el problema por Gauss:

1 1 -2 1 0

2 -1 1 -3 1

5 =7 10 k -4
F 1

= [ -2F 0 -3 5 ) 1
Fs —5F 0 —12 20 k-5 —4
F 1 1 =2 1 0

Fy 0 -3 5 ) 1
Fs —4F, 0 0 0 k+15 =8

E+15=0—=k=-15

Si k # —15 — rango(A) = 3 = rango(A™): Sistema Compatible Inde-
terminado

Si k = —15 — rango(A) = 2 A rango(A™) = 3: Sistema Incompatible

2. Hallar la ecuacion cartesiana del espacio vectorial generado por los

vectores (1, 2, -1, 0), (2, 1, 3, 2), (0, 1, -2, -1)

Ecuacion vectorial:

T = (x1, 29, 23,24) = a(1,2,—1,0) + b(2,1,3,2) + ¢(0,1, -2, —1)
r1=a-+ 2b

. o To=2a+b+c

Ecuaciones paramétricas:

r3 = —a-+ 3b—2c

s =2b—c
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1 2 0 =

y . 2 1 1
Ecuacién cartesiana: =022y —29—23+24=0

-1 3 -2 T3

0 2 —1 Ty

: . 2X -3y =A ) -10 =7 5
. Resolver el sistema matricial ,S1A =
3X+4Y =18 -3 —4 13
19 -2 -1
B —
( 4 11 —6 )
Multiplicando la primera ecuacién por —3, la segunda por 2 y sumando:
-10 -7 5 19 -2 -1
177y = -3 +2
-3 —4 13 4 11 —6
1 (68 17 —17 4 1 -1
- Y =— —-Y =
17\ 17 34 -51 1 2 -3
Multiplicando la primera ecuacién por 4, la segunda por 3 y sumando:
-10 -7 5 19 -2 -1
17X =4 +3
-3 —4 13 4 11 —6

1 (17 =34 17 1 -2 1
- X =— — X =
17\ o 17 34 0 1 2

0 1 -1
. Diagonalizar la matriz F = 1 0 1 hallando una matriz de
-1 1 0

paso

La matriz F es diagonalizable por ser simétrica.
Valores propios. Ecuacién caracteristica:
|F—X|=0—-X+3A-2=0—=>A=1(a=2),\= -2
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Vectores propios: se resuelve la ecuacién (F — )i = 0
ParaA=1: (F—Di=0—

-1 1 -1 x 0
1 -1 1 y |=10|——-2+y—2=0—2=x—ypor
-1 1 -1 z 0

lo que los dos primeros autovectores son e; = (1,0,1), es = (0,1, —1)
Para \=—-2: (F-Ni=0—

2 1 -1 T 0
20 +y—2=0
1 2 1 y |=10/|— —y=—xA
r+2y+2=0
-1 1 2 z 0
z = z siendo un tercer autovector el e3 = (1,—1,1). Por lo tanto,
1 9 1
F=P-D-P'lsiendoP=|0 1 -1|,D= 1
1 -1 1 —2

. Hallar el volumen de la esfera x® +y?>+ 2% —4x +6y+22 —2=0

Esta ecuacién puede escribirse también como suma de cuadrados:
(-2 =4+ @Wy+3°-9+(z+1)2*-1-2=0
— (r =2+ (y+3)*+(2+1)> =16 = 0 por lo que r = /16 = 4 —

_ 4.3 _ 4_,43 _ 256m
Vol = 37T —37T4 = =7

. Estudiar la concavidad de la curva f(x) = e "t (2? — 2 4 2)

El dominio de esta funcién es R.

flx) = e (-2’ +x—-2+22—1)=e " (—2®+32 - 3)
f'(z) = e 2? =32 +3—-20+3)=e " (2? — 52+ 6)
f"(x) =0 — 2z =2Ax =23 por lo que la recta real queda divida en los
intervalos de convergencia
En consecuencia, la curva es concava o abierta hacia abajo en el in-

tervalo ]2, 3[, convexa o abierta hacia arriba en el resto del dominio, y
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posee dos puntos de inflexién: (2,4e71) y (3,8e72)

12 t2+1>

7. Hallar las asintotas de la curva | ——, ——
t—1 t+1

n Horizontales:
(y > o0) = { E
s Verticales:

(x = 00) = {

(t—00)=(y —00): no
t=1)=y=1

s Oblicuas: y =m - x + n siendo

B —tP4t—1
, tlggo 3+t =1
m = lim = B2t
lm——=0: no
t—1 t3+t
, (P41 t?
n = lim(y—m-z)= lim -—
r—00 t=oo \ t —1 t—1
(=22t —1
—}L%lo<t2_1——2>—>y—f—2
En resumen: z = —5 es una asintota vertical, y = 1 es una asintota

horizontal; y = x — 2 es una asintota oblicua.
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Enunciados 6

1. Segun sus soluciones y para k € R, clasificar (sin resolver) el sistema
r+2y—z=1
dr—y+22=0
Jr —8y+kz= -3

2. Hallar la ecuacién cartesiana del subespacio vectorial de R? generado
por los vectores (1, 2, -1) y (2, 3, 2).

1 2 —1
3. Si es posible, diagonalizar la matriz A = | 3 —1 2 |, e indicar
3 -8 7

una matriz de paso.
4. Hallar el drea encerrada por la elipse 922 + 4% + 362 — 24y — 72 = 0

5. Estudiar la concavidad de la curva f(x) = e * (2% — 2)

t—l—l)

6. Hallar los dominios y las asintotas de la curva <t2 —t—2, ]
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Respuestas 6

1. Segin sus soluciones y para k € R, clasificar (sin resolver) el sistema
r+2y—z=1
dr—y+22=0
Jr —8y+kz= -3

Gauss:
1 2 —1 1 F 1 2 -1 1
3 —1 2 0 | = -3F+F 0 -7 5 —3
3 -8 k -3 —3F, + I3 0 —14 3+k —6
F 1 2 -1 1
= F, -7 5 -3 |=-T+k=0—-2k=7
—2F5 + Fy 0O 0 —-74+%k O
Discusion:

» Si k = 7 — rango(A) = rango(A™) = 2: Sistema Compatible
Indeterminado
» Si k # 7 — rango(A) = rango(A™) = 3: Sistema Compatible
Determinado (z =0, y = %, xr = %)
2. Hallar la ecuacién cartesiana del subespacio vectorial de R® generado
por los vectores (1, 2, -1) y (2, 3, 2).

Sea v = (1,2,—1), v=1(2,3,2). Si & € Ly — W depende de & y U por

x Yy 2z
loque| 1 2 -1 |=0—-Tr—4y—2=0
2 3 2
1 2 —1
3. Si es posible, diagonalizar la matriz A= | 3 —1 2 |, e indicar
3 =8 7
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una matriz de paso.

Ecuacion caracteristica:

1— A 2 -1
|A—A|=0— 3 —1-2A 2 =0
3 —8 T—A\

= AN HTA 122 =02 AN -TA+12)=0
— A=0,A=3 \=4

Puesto que los autovalores son simples, la matriz es diagonalizable:
0

A= 3

4
Una matriz de paso es una matriz de autovectores. Para hallar los

—

autovectores se resuelven los sistemas de ecuaciones (A — \;1)u = 0

s Para A =0:
1 2 —1 T

Ai=0—]3 -1 2 y | =

-8

{x+2y—z—0
Y

\]

dr—y+22=0

7
— :—§$—>z—:ﬁ~|—2y——§x—>el (3,—5,-7)

s Para A = 3:
-2 2 -1 x
(A-3Ni=0—| 3 —4 2 y | =
3 -8 4 z 0

v —4y+22=0
— 2z =2y — éy=(0,1,2)

942 —2=0
{ Tray— 2 }%2&+E¢—%:O%$:O
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s Para \ = 4:

-3 2 -1 x
(A—4Di=0—| 3 -5 2 y | =
3 -8 3 0
—3r+4+2y—2=0
N Tray—z OB 4+ Ey: —3x—1y =0
3r =5y +22=0
— y=-3r—z=—-9 — & =(1,-3,-9)
30 1
En consecuencia, una matriz de pasoes P=| —5 1 -3 | de
-7 2 =9

forma que P-D - P~ ' = A

4. Hallar el drea encerrada por la elipse 922 + 4y? + 36x — 24y — 72 =0

Esta ecuacién también puede escribirse en la forma

9(z% + 4x) + 4(y® — 6y) —72=0
— 92 +2)?*-36+4(y—3)*—-36-72=0
(y—3)° _

22
r2f ~1

2)?2 + 4(y — 3)? = 144
— 9(x+2)"+4(y —3) — G "

— a=V16=4, b=+36=6

Luego A = mab =74 -6 = 24~

5. Estudiar la concavidad de la curva f(r) = e ! (2? — 2)

Dominio: D = R.

Derivadas:

Y =e " (=2t +2+20) » gy =" (2P — 2 — 20 — 22+ 2)

= Y =" a? —dr)=0—2"—dr=0—22=0Az=4

Y se obtienen los intervalos de concavidad que se indican en la figura

siguiente:
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Por lo tanto, la curva es céncava en el intervalo ]0,4[ y convexa en el
resto del dominio. Posee dos puntos de inflexién: (0, —2¢) y (4, 14e73)

t+1>

. Hallar los dominios y las asintotas de la curva (t2 —t—2, ]

Dominio de z:
1+4/1+4(2+x)

2

Dy:t'—t—2=z—=t—t—-2+1)=0—>t=

9 9

4
t+1
t3_1:y—>t+1:yt3—y—>yt3—t—(y—|—1):0:

ecuacion polinémica de tercer grado en t que siempre tiene al menos

Dominio de y:

una solucién real para cualquier valor de y por lo que Dy =R

Asintotas:
Asintotas verticales: (y — 00) =t=1— 1z = -2
Asintotas horizontales: (z — 00) = (t > 00) =y =0

Asintotas oblicuas: y = mx + n siendo
.Y . t+1 2
m = lim = = lim c(tF—t—2)

T—00 t—00 t3 —1
If 1 0 por 1 1 ti tot
= 11m = Oor 10 que la curva no tiene asintota
e (85 — 1) (2 — t — 2) porfed

oblicua.
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Enunciados 7

20 —3y+z2=1
1. Resolver el sistema { 3z +2y — 2z = —2

or + 12y — 52 = =8

2. Los vectores (1, 2, -1), (-2, 1, -3), (1, —1, 0) forman una base de R3.

Hallar las componentes del vector (3, 4, 1) con respecto a esta base.
3. Hallar la longitud de la circunferencia x? +y? — 6z + 4y +8 =0

4. Hallar una matriz de paso que permita diagonalizar la matriz

1 6 -3
M=|0 -1 1
0 4 -1

5. Estudiar la concavidad de la curva f(z) = e *(2* — 7)

) t2—1 t-2
6. Hallar las asintotas de la curva ,
t+2' 2 -2t+1
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Respuestas 7

20 —3y+z=1
1. Resolver el sistema § 3x+2y —z = —2
o + 12y — 52 = —8

Lo resolveremos por el método de Gauss:

2 -3 1 1 F 2 -3 1 1
3 2 -1 2 |=3m-2K1|0 -13 5 7
5 12 -5 -8 5F,—2F; \ 0 —39 15 21
a8 2 -3 11
= £ 0 —13 5 7
F—3F \0 0 00

Se trata por tanto de un sistema compatible indeterminado siendo la

7+ 13
segunda ecuaciéon —13y + 52 =7 — z = +5 v
Sustituyendo en la primera ecuacion 2z — 3y + 2z = 1, se obtiene el valor
7+ 13y y—1
de z: 2x —3y+z2=1—2x — 3y + :1—>sz

2. Los vectores (1, 2, -1), (-2, 1, =3), (1, —1, 0) forman una base de R>.
Hallar las componentes del vector (3, 4, 1) con respecto a esta base.
Sean u; = (1,2,-1), uy = (=2,1,-3), ug = (1,—1,0). Si el vector

x = (3,4,1) es combinacién lineal de ellos, entonces

r = auy+ bus + cug
= (3,4,1) = a(1,2,—1) + b(=2,1,-3) + ¢(1, —1,0)

a—2b+c=3

— 2a+b—c=14

—a—3b=1

Sumando las dos primeras ecuaciones resulta 3a —b = 7. Multiplicando

esta ecuacion por 3 y restando la tercera, queda 10a = 20 — a = 2,
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por lo que b = —1 y ¢ = —1. Por lo tanto, las componentes del vector
indicado con respecto a esta base son x = (2, —1 — 1)
3. Hallar la longitud de la circunferencia x* +y* — 6z + 4y +8 =0

Esta ecuacién puede escribirse en la forma (z — 3)? + (y + 2)?> = 5 por
lo que 72 = 5 — r = /5. Por lo tanto, la longitud de la circunferencia
es L =2mr = 2my/5 = 14,05

4. Hallar una matriz de paso que permita diagonalizar la matriz

1 6 -3
M=|0 -1 1
0 4 -1

Una matriz de paso es una matriz de autovalores. Hallemos primero los

autovalores para lo cual resolvemos la ecuacién (M — M| = 0:

1— A 6 ~3
M — M| = 0 —1—2A 1
0 4 —1- )
—1-x 1
= (1-2A
C=N

= (1-X)(M\+22-3)=0— =1 (doble), A = -3

Para hallar los autovectores se resuelven las ecuaciones (M —\;1)Z = 0.
Para A =1

0 6 -3 x 0
(M—-1)Z=0 — 0 -2 1 y | =
0 4 -2
6y —32=20
—z=2y, x==x
—2y+2=0
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Por lo tanto, los dos primeros autovectores son (0, 1,2), (1,0, 0)
Para A = —3:

4 6 -3 x 0
(M+30)Z=0 — 0 2 1 y =120
2 z 0
4o +6y —32=0
{Zy—l—z—O }
z==2y, x=—3y

por lo que el tercer autovector es el (—3,1, —2).

En consecuencia, una matriz de paso para la diagonalizacién puede ser

01 -3
laP=|10 1
2 0 =2

. Estudiar la concavidad de la curva f(x) = e (2> —7)

El dominio de la funcién f(z) = xl; ’ es R.
fl(z) = e *(—2*+7+27)
— fx)=e"(2* -7 —20— 20 +2) = " (2> — 4z — 5)
f'(z) = 0—»2°—42-5=0—=0=—-1Ax=5
r<—1—= f"(z)>0
— —l<z<b— f"(x) <0

r>5— f"(z)>0

En resumen:
la curva es céncava hacia arriba en el dominio | — oo, —1[U]5, +00] y
céncava hacia abajo en el intervalo | — 1, 5].

Los puntos (—1,—6e) y (5,18¢°) son de inflexién.
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) =1  t—2
6. Hallar las asintotas de la curva ,
t+2°t2—-2t+1

Asintota horizontal:
(t—o00)=y=0
(x — 00) = —4
(t=-2)=y= o
Asintota vertical:

(y 2 o00)=>t?—2t+1=0—=t=1—=2=0

Asintota oblicua: y = m x + n siendo

) t—2 2 —1 P-4
lim : = lim =0
L )t \ 2 =2t +1 t+2 t—oo 4 4 ...
m= lim = = 9
im =
t—=2(t —1)3(t+ 1)

la curva no tiene asintota oblicua.

En resumen: las asintotas de la curva son los ejes coordenados y la recta

horizontal y = s

281



Bibliografia

[1] FALCON SANTANA, S.: Cdlculo I, El Libro Técnico, Las Palmas de
G.C. (2001)

2] FALCON SANTANA, S.: Cdlculo II, El Libro Técnico, Las Palmas de
G.C. (2001)

[3] GRANERO RODRIGUEZ, F.: Algebra y Geometria Analitica, Ed.
McGraw-Hill Espana, 1985.

[4] MERINO L. y SANTOS E.: Algebra lineal con métodos elementales, Ed.
Thomson-Paraninfo, 2006.

[5]) MONTESDEOCA, A.: Representacion grdfica de curvas dadas en

implicitas, paramétricas y polares, (2003), www.gt.matfun.ull.es/angel/

[6] PISKUNOV, N.: Cdlculo diferencial e integral, Montaner y Simén, Bar-
celona (1966)

[7] SPIEGEL M. y ROBERT M.: Algebra, Ed. McGraw-Hill Espafia, 2004.
[8] TEBAR FLORES, E.: Problemas de Algebral lineal, Ed. Tébar.
[9] www.mathcurve.com

[10] www.2dcurves.com

282



[11] http://en.wikipedia.org

[12] www.mathworld.wolfram.com/AlgebraicSurface

283



