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2.1 Introduccion (a): la necesidad de generalizar.

Antes de entrar en Teorias Constitutivas, intentaremos presentar un enfoque algo
mas GENERAL sobre la “Mecanica de Solidos Deformables”, entendida ésta como
disciplina cientifica dentro de la cual hay varios sujetos de estudio, uno de los cuales
es la Modelizacion Constitutiva.

Particularmente, debemos plantearnos las siguientes preguntas:

e ¢Podria haber otras variables de campo importantes en la Mecanica de Sélidos
Deformables, ademas de u, € y 6 (desplazamiento, deformacién y tension)?
— éQué ocurre con la temperatura? écon la energia interna? etc...

* ¢Podria haber otras propiedades de los materiales participando en la Mecanica de
Solidos Deformables, ademas de Ey v?
— ¢Conductividad térmica, coeficiente de dilatacion, densidad? etc...

* (Es posible abordar “problemas acoplados” relativos a Sélidos Deformables?
— Problemas térmico-estructurales, acustico-estructurales, etc...
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2.1 Introduccion (b): un intento de definicion.

¢Qué es la Mecanica de los Sélidos Deformables?

e Disciplina en la que se plantean modelos matematicos con
los que estudiar el comportamiento y las propiedades de
los sélidos deformables

e Constituye una aproximacion valida en SITUACIONES
MACROSCOPICAS en las que la GEOMETRIA del sélido HA
DE SER CONSIDERADA y la MICROESTRUCTURA de Ia
materia PUEDE SER IGNORADA
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2.2 Formulando una Mecanica de Sdlidos: generalidades

e En el caso mas general, el comportamiento de un medio continuo sdlido se
describe en términos de un gran numero de cantidades fisicas. Algunas de
ellas son:

Variables de estado (e, o, Temperatura, p,..., otras variables internas)

— Estas caracterizan el “estado” de un sélido, en cada instante del tiempo

Funciones de estado  (energia interna, entropia, energia libre,...)

— Son cantidades que dependen de las variables de estado

Propiedades constantes del material (E,v,G,...)

Cantidades globales (trabajo, calor, volumen total, masa total,...)

4 ™
Ecuaciones que relacionan

Variables de interés | «—— las variables

(ecuaciones de gobierno)

\. J

e Las cantidades fisicas se relacionan entre si a través de un conjunto de
ecuaciones de gobierno.
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2.2 Formulando una Mecanica de Sdlidos: generalidades

2.2.1 Sobre las variables de interés:

e Las cantidades fisicas participantes pueden tener caracter escalar, vectorial o
tensorial.

e Excepto las cantidades globales, todas las demas cantidades son variables de campo,
en el sentido de que dependen de la posicion y, en algunos casos, del tiempo.

e Siendo variables de campo, ellas evolucionan si el sélido se mueve y se deforma.

e Esta descripcidon puede realizarse de 2 maneras:

____________________________________________________________________

-- descripcion material . Descripciéon material o espacial del movimiento de un |
(o Lagrangeana) ' s6lido deformable
— i
-- descripcion espacial ! Y
(o Euleriana) . Descripcion material o espacial de la evolucion de las

' variables de interés de dicho sdlido deformable,
. durante su movimiento.

____________________________________________________________________

Cinematica del
Sélido Deformable
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2.2 Formulando una Mecanica de Sdlidos: generalidades

2.2.2 Sobre las ecuaciones de gobierno:

e Algunas ecuaciones representan principios fisicos de validez general.

e Estas son generalmente ecuaciones de balance, que admiten 2 tipos de
formulaciodn:

-- formulacion local:

a través de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, en las que se realiza un
balance de determinadas cantidades fisicas en un volumen infinitesimal en torno a
un punto del espacio.

-- formulacion global.

a través de ecuaciones integrales, en las que se realiza un balance de determinadas
cantidades fisicas en todo el volumen que comprende el sélido en estudio.

e Otras corresponden a ecuaciones constitutivas, que son propias del material
particular del solido bajo estudio
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2.3 Cinematica del Solido Deformable

2.3.1. éQué es cinematica?

t>t,
Qt

Particula en la posicién X en t > t,

Coordenadas espaciales de la particula

Particula en la posicion X ent,

X2 L, | Coordenadas materiales de la particula

Q,ent,: configuracion de referencia o “inicial”

Q.ent>t,;: configuracion actual en el instante t

En esta condicidn, es necesario realizar 2 cosas:
(a) Describir el “movimiento” del so6lido.

(b) Describir la “evolucion” de las “variables de interés” durante el movimiento.
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2.3 Cinematica del Sélido Deformable

2.3.1. éQué es cinematica?

t>t,
Qt

Particula en la posicién X en t > t,

X3 |
Coordenadas espaciales de la particula
Particula en la posicion X ent,
X2 L | Coordenadas materiales de la particula
X1
(a) Describir el movimiento del sélido. (b) Describir la evolucion de las variables de

interés durante el movimiento.

X = <,0()_(>, t) — Ecuaciones del

movimiento directas Si n es una variable de interés, entonces:

B - =n )_(), — Descripcion material de n
X = ¢~1( %, t) — Ecuaciones del n=n(X,t) P

DI LR n=Aa(xt) — Descripcion espacial de n
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2.3 Cinematica del Solido Deformable

Brey=R2 : Nos fijamos en una particula y estudiamos como cambian sus variables
2.3.2. Descripcion material : (su temperatura, estado tensional, etc.), durante el movimiento del sélido.

tl ; Qtl ___-—-"‘“‘f\ t 1 Qt

Particula en la posicion X ent>t,

% —Particula en la posicion x; ent>t, | n =7( X ¢t,)

—Particula en la posicion X; ent;>t, |5 = ﬁ( X, tl)

—Particula en la posicién X en i n= ﬁ( X, to)
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2.3 Cinematica del Solido Deformable

2.3.3. Descripcion espacial

m—

Nos fijamos en un punto fijo del espacio y estudiamos las variables de
las distintas particulas que pasan por él, durante el movimiento del
solido.

——Punto de coordenadas espaciales

n=ﬁ(f,t1) :ﬁ(ip,tl)
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2.3.3. Descripcion espacial

m—

Nos fijamos en un punto fijo del espacio y estudiamos las variables de
las distintas particulas que pasan por él, durante el movimiento del

solido.

n=ﬁ,(§,t1)

n=ﬁ(§,t2)

——Punto de coordenadas espaciales

= ﬁ(?p, tl)

=1(Xq, t2)
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2.3 Cinematica del Solido Deformable

Bray=A 2 : Nos fijamos en un punto fijo del espacio y estudiamos las variables de
2.3.3. Descripcion espacial E—> las distintas particulas que pasan por él, durante el movimiento del
solido.
L Q,
............ t: O
b Q
Pen Xp i
Qen Xy
X3
X, ——Punto de coordenadas espaciales
X4 n=ﬁ(x,t1) :ﬁ(Xp,tl)
n=ﬁ(x,t2) :ﬁ(XQ,tz)

n=A(xt)=0¢ puesto que X & (),
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2.3.3. Descripcion espacial —

Nos fijamos en un punto fijo del espacio y estudiamos las variables de
las distintas particulas que pasan por él, durante el movimiento del

t; Q
o, Q
Pen Xp -
Qen Xy
X3
X, ——Punto de coordenadas espaciales X
Xq ﬁ( X, tl ) H(Xp, tl)
A lo largo del tiempo, distintas particulas, — —( Vv
n(Xo tz)

cada una con su propia trayectoria, pasan
por nuestro punto espacial @ , cuyas
coordenadas son:

} = (xlr X2, X3)

puesto que X & (),
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2.3 Cinematica del Solido Deformable

2.3.4. Dos variables importantes ==> | Campo de desplazamientos: u= ﬂ( )—()’
v

Campo de velocidades:

-
-
-~

Campo de desplazamientos:
(descripcion material)

—

d=%-X=o(Xt)—X=u(X0)

Campo de velocidades:
(descripcion material)

u X
‘_;zau:acp( ,t)=

— La funcién ¢ que describe el movimiento contiene dat dt
toda la informacion relativa al desplazamientoy a la
velocidad.

v(X,t)

(La derivada parcial es a X cte.)
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2.3 Cinematica del Sélido Deformable

2.3.4. Dos variables importantes ==> | Campo de desplazamientos: U= ﬂ( )—()’
v

Campo de velocidades:

~ —
Usando las ecuaciones de movimiento inversas X = ¢ 1(%,t) puede obtenerse Ia
“descripcion espacial”’ de estos dos campos a partir de su “descripcion material”

Desplazamiento:
du=u(Xt)=u(p (% t),t) =u(%t)

Velocidad:

V=v(X,t) =V(p 1 (% 1t),t) =% t)
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2.3 Cinematica del Solido Deformable

2.3.5. El gradiente del campo de desplazamiento u * Gradiente MATERIAL
e Gradiente ESPACIAL

Campo de desplazamientos:
(descripcidon material)

d=%-X=(Xt)—X=u(X,0)

* El gradiente del campo de desplazamiento sera relevante mas adelante, puesto que
participa en el concepto de “deformacion”

« Este gradiente se denota Vi y es un tensor de 22 orden, no-simétrico.

e Sus 9 componentes son de la forma:

ou;
(Vi) =6—X‘_ — Gradiente MATERIAL
]

* Eltensor Vi expresado en forma de matriz:
_aul/aXl aul/aXZ au1/0X3 i

Vu=|0u,/0X; 0u,/0X, 0u,/0X;

_0u3/aX1 aU3/aX2 aU3/aX3 J

* NOTA: las derivadas parciales son con respecto a las “coordenadas materiales”
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2.3.5. El gradiente del campo de desplazamiento u e Gradiente MATERIAL

e Gradiente ESPACIAL

Campo de desplazamientos:
(descripcién espacial)

U=X—X=%—¢@ LX) =0(%1)

e El gradiente ESPACIAL del campo de desplazamiento se define a partir de la
descripcion espacial U = 1i( X, t)
* Este gradiente espacial se denota Vil y es un tensor de 22 orden, no-simétrico.

* Sus 9 componentes son de la forma:

— du; .
(V). =— - Gradiente ESPACIAL
— 1 ax]
* Eltensor Vi expresado en forma de matriz:
[ aul/axl aul/axZ au1/0x3 i

Vﬁ) = auZ/axl auZ/aXZ au2/0x3

| duz/dx; Odus/0x, Ous/dx; |

* NOTA: las derivadas parciales son con respecto a las “coordenadas espaciales”
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2.3 Cinematica del Solido Deformable

2.3.6. El “Tensor Gradiente
de Deformacion”

m—

La matriz Jacobiana de la transformacion x = <p(X, t)
contiene a las componentes de un tensor de 22 orden.

Se denomina “Tensor Gradiente de Deformacion” y se

denota como F.

Sus 9 componentes son de la forma:

6xl-
Fij = O_X]

_axl/aXl axl/aXz

axZ/aXl axZ/aXz

](p:

_a.X'3/aX1 a.X'3/aX2

Es un tensor no-simétrico:
axi Bx]

F.: = =
Yo 0X; " X,

El tensor F expresado en forma de matriz:

(3x1/aX3 i

ax2/6X3

aX'3/aX3 J

Il
&

dx;

dx¥ = F - dX

En componentes (recordar convencion de Einstein):

dxl- = Fl] dX]

Matricialmente:

[ 0x,/0X,

0x,/0X;

B aX3/aX1

0x,/0X,
0x,/0X,

aX3/aX2

0x,/0X;3 ]

0x,/0X3

aX3/aX3 J

_
El tensor F relaciona diferenciales dX con diferenciales
dX a través de:

dX,
dx,

dXs
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2.3 Cinematica del Sélido Deformable

2.3.6. El “Tensor Gradiente El tensor F se relaciona con el tensor Vu del siguiente modo:
de Deformacion” R
F=6+Vu
Analogamente, existe una relacién entre F~1y Vu :
F'=6-Vu
* Enforma de componentes, esto se expresa como:
P axi 5+ aui
ij = 3y. ~ % T oy
X, X,
* Matricialmente, esto se expresa como:
(0x,;/0X, 0x,/0X, 0x;/0X37 1 o o071 [Ouy/0X; O0uy/0X, Ou,/0X;3]
0x2/6X1 axZ/aXZ aX2/6X3 - 0 1 0 + auz/aXl auZ/aXZ auz/an
_aX3/aX1 a.X3/aX2 aX3/aX3 ] L0 0 1 _aus/aX]_ a'LL3/aX2 GU3/6X3 J
» Expresiones analogas pueden encontrarse para F~!

¢ Para qué sirve el tensor F ?
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2.3 Cinematica del Sélido Deformable

2.3.6. El “Tensor Gradiente
de Deformacion”

Consideremos 2 particulas “infinitesimalmente cercanas”, Py Q

t: Qt En t,, se tiene:

* P:seencuentraen Xp

* ():seencuentraen T()Q = Yp +dX

Ent > t,, se tiene:

« P:seencuentraenXp = (p(Yp, t)

* Q:seencuentraenXy = Xp + dx

Primera utilidad del tensor F:

La relacién dX = F - dX indica que el tensor F permite
cuantificar:

-- el cambio de magnitud (elongacidn)
Y

-- el cambio de direccidn (rotacion)

del vector infinitesimal dX durante el movimiento yla
deformacion del sélido.
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2.3 Cinematica del Sélido Deformable

2.3.7. Volumenesy = | Asi como la evolucién de las variables de interés puede describirse en forma material o en
forma espacial, también la evolucidn de elementos de volumen o de elementos de superficie

Superflaes admiten estos dos tipos de descripcion.

t; Q

1:0 d Qto R .
Ve, san AN
S
V, c Q)
X3 : -
——Punto de coordenadas espaciales X = (x4, x5, x3)
— Volumen V7, fijo en el espacio
X2 Definicion: Volumen o Superficie Material
X4 Es un volumen o superficie —finito o infinitesimal— formado por particulas del sélido. Por lo

tanto, un volumen o superficie material sufre movimiento y deformacion si las particulas
que los forman estan en movimiento. Ejemplo: I/ C (),

Definicion: Volumen o Superficie Espacial

Es un volumen o superficie —finito o infinitesimal—- formado por puntos fijos del espacio.
Por lo tanto, si el sélido estd en movimiento, el volumen o superficie espacial es

atravesado las particulas que forman dicho sélido. Ejemplo: V* ¢ R3
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Diap. n2 27

2.3.7. Volumenes y
Superficies

X3

==> | Evolucidn de un elemento de volumen material debido al movimientoy

deformacion descritos por ¢

o, Q

Elemento de Volumen en la configuracion de referencia:

dVO = Xm dXZ dX3

Elemento de Volumen en la configuracion actual.

dv,

Puede demostrarse que:

dVv, = det( F ) dv,

Segunda utilidad del tensor F:

El tensor F permite cuantificar cambios
de volumen durante el movimiento y la
deformacion del solido.
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2.3 Cinematica del Solido Deformable

Evolucion de un elemento de volumen material debido al movimiento y
deformacion descritos por ¢@.

Funcion ¢ que define un movimiento fisicamente posible.

Puesto que: dV; = det(F)dV,
es indispensable que det(F) > 0
De lo contrario:

Si det(F) < 0 entonces la deformacion y el movimiento asociado
a ¢ produciria “volumenes negativos” en la
configuraciéon deformada.

Si det(F) = 0 entonces no puede obtenerse las ecuaciones de
movimiento inversas.
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2.3 Cinematica del Solido Deformable

2.3.8. Pequeio resumen

Sabemos que el movimiento (y la deformacion) se describen mediante la funcion ¢ :
X = <p()_(), t)
* Sabemos también que una funcion ¢ describe un “movimiento fisicamente posible” siy solo si:
det(J,) = det(F) > 0

* Eltensor F, que esta asociado a ¢, describe :

-- La “evolucién temporal” de “fibras infinitesimales” de material, segun: dx% = F-dX

-- La “evolucién temporal” de “elementos diferenciales de volumen”, segiun: dV; = det(F) dV,,
* Por otra parte, la “descripcion material”’ del “campo de desplazamientos” es la siguiente:
H=%-X=o(Xt)-X=u(X¢)

« Su gradiente material, Vi, se relaciona con F segun:

- axi aui
F=6+Vu = Fijzﬁzdij-l_ﬁ
J) ]
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2.3 Cinematica del Solido Deformable

2.3.9. Dos formas “escalares” ==> | * El concepto de “stretch” o “estiramiento”
de medir deformacion

—_
* El concepto de “deformacion unitaria” en la direccion N.

Consideremos 2 particulas

infinitesimalmente cercanas Sl
deformacién

—

N : vector unitario en la
direccion de dX -

d% = ||d%|| 7

g . .
1 : vector unitario en la
direccién de dx

——

Ecuaciones del movimiento directas:
— —
x=p(Xt)

Ecuaciones del movimiento inversas:

X =9 1(%0)

ldx|| ||ax|| _ variacién de longitud
WEANEstretch>0 eN=AN—1=W—1Edef.umtarla=

longitud inicial
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2.3 Cinematica del Solido Deformable

2.3.10. Dos formas “tensoriales”
de medir deformacion

Consideremos 2 particulas
infinitesimalmente cercanas

—

N : vector unitario en la
—
direccion de dX

g . .
1 : vector unitario en la
direccién de dx

Movimiento y
deformacion

En esta condicidn, puede demostrarse que:

dx = ||dx|| n

También puede demostrarse que:

=212 _ =2
I _)HZdX” =2 —-1=N-(FT-F-6)-N
lax] —
I
2E=FT-F—§

E — Tensor de deformaciones de
Green — Lagrange.

(tensor simétrico de 22 orden)

— 2
ld%)|* — ||aX]||” 1 o =
R A
:
{5

2e=86—FT.F1

e > Tensor de deformaciones de
Euler — Almansi.

(tensor simétrico de 22 orden)
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2.3 Cinematica del Solido Deformable

2.3.11. Relacion « Deformacion de Green-Lagrange y el gradiente material de U.
deformacion — desplazamiento

 Deformacion de Euler-Almansiy el gradiente espacial de Uu.

Usando la relacién F — Vi y la relacion F~1 — Vai, se puede escribir:

E=2(Vut (w7 + ) -vu) 5 e=2{vu+ () - (v vu

En componentes:

E

1 {aui du; N ouy, auk} e 1 {Oui Ou;  Ouy, auk}
)] U - 2

) - E aX] T aXl aXl BX] 2 6x] axl- axi ax]

* Los tensores de deformacion E y e son distintos entre si.
* Mas aun, el tensor e no es la “descripcion espacial” del tensor E.

* Incluso, ambos tensores son, en general, distintos del tensor de deformaciones que se utilizaba en
la asignatura de Teoria de Elasticidad:

(
1 aui au] J i t J
gij = E +—1¢ F 3

9% 0x; 1(0u; 0wy Ouy duy)
L 2 ax] axi axl- ax] _eij

)
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2.3 Cinematica del Sélido Deformable

2.3.11. Relacion « Deformacion de Green-Lagrange y el gradiente material de U.
deformacion — desplazamiento

 Deformacion de Euler-Almansiy el gradiente espacial de Uu.

* Los tensores de deformacion E y e son vdlidos cualquiera sea el “tamafio” del
desplazamiento y de su gradiente.

* Esto NO ocurria con el tensor de deformaciones &, que se conoce como tensor de
“deformaciones infinitesimales” (o tensor de “pequenas deformaciones”).

— Mas adelante volveremos a encontrarnos con €

* En Mecanica de Sélidos es conveniente usar E en lugar de e.

¢ Para qué sirve el tensor E ?
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2.3 Cinematica del Solido Deformable

2.3.12. Deformaciony  Variacion de longitud de segmentos infinitesimales de material.
cambios geométricos * Variacién de angulos.

Primera utilidad del tensor E: esta ya ha sido mencionada

El tensor de deformacién E permite calcular el “alargamiento” y la “deformacion
unitaria o ingenieril”’, de una “fibra infinitesimal” que inicialmente estaba en la

direccion material N:

—

Ay=V1+2N-E-N

ey =Ay—1=v1+2N-E-N—1
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2.3 Cinematica del Solido Deformable

2.3.12. Deformaciony  Variacion de longitud de segmentos infinitesimales de material.
cambios geométricos

* Variacion de angulos.

Consideremos 3 particulas infinitesimalmente NQ y Ny :vectores unitarios en las direcciones de d)_fQ v dX g
cercanas, P, Q y R que pertenecen a 2 fibras o . .

infinitesimales que se cruzan en un angulo @ N,y ng :vectores unitarios en las direcciones de dx, y dxg
d)_()Q = ”dYQ” N)Q Movimiento y dYQ = ”dYQ” ﬁ)Q

deformacion

dYR = ||dYR|| N)R de = ”de” ﬁR

Segunda utilidad del tensor E: evolucidon de angulos

Se puede demostrar que el angulo a; se obtiene de:

N, (2E —8) - Ny

cos(a) =Ny - My =

J1+2ﬁQ-E-ﬁQJ1+2N’R-E-N’R
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2.3 Cinematica del Solido Deformable

2.3.13. Significado de las * ¢ Qué hay en la diagonal del tensor E ?
componentes del tensor E * ¢ Qué hay en los términos fuera de la diagonal del tensor E ?
Cuestiones previas: En este sistema de referencia, el tensor E tiene 9

. . . . componentes que se pueden ordenar en una matriz:
Consideremos un sistema de ejes cartesianos (O,,;) y un

conjunto de 3 vectores unitarios y ortogonales €, €, y €. "E;; Ei, Eq3

Es decir, €;, €, y €5 forman una “base ortonormal”

E=|Ey Ey Exs

X2 p
| B3 E3p  Ess
—
eZA Ademas, en el sistema (O,,3), los vectores de la base
tienen las siguientes componentes:

6../0 23— 1 0 0
A 81=[0 ; e, =[1] ; é=|o0
X, 0 0 1
Por lo tanto, se observa que las componentes Ejemplos:
escalares de E se obtienen como: "Ey; Epy Eq31[1]
Lo €,-E- € =[1 0 0]|FEa Ea Eul|0|=E
E..=¢. -E-e: €1 1 21 L2z Ez3 11
Y ' J Es; Ez; Esz 110
Matricialmente esto se representa como: "Ei1 Eix Eq377[07
[PV e, E-e;=[0 1 O0]|Ex Eyy Ex3||0|=E,;3
Eij=(e)" Ee; E31 E3; Ezz ll1l
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2.3 Cinematica del Sélido Deformable

2.3.13. Significado de las * ¢ Qué hay en la diagonal del tensor E ?
componentes del tensor E * ¢ Qué hay en los términos fuera de la diagonal del tensor E ?
Objetivo 1: Es decir:
Queremos encontrar el “stretch” que sufre una fibra N=2¢é,
infinitesimal que inicialmente estaba en la direccion de 61 En este caso, podemos denotar al “estiramiento” y a
la “deformacion unitaria” como:

~

dx = ||dxX|| n

Recordando las expresiones de la diap. 34:

/11='\/1+2§)1E61=ﬁ1+2E11

———

1 1
= E11=§(A%_1)=§({e1+1}2—1)

Por lo tanto, las componentes de la diagonal de E contienen Andlogamente, para fibras en las direcciones 2 y 3:

informacion sobre: 1 .
Epp=-(3—1)=5({e;+1)2 -1
-- el estiramiento 22 75 (12 ) > ({e; } )

-- la deformacion unitaria Egq = %(/1% —1) = %( fes+ 12— 1)

de fibras infinitesimales que inicialmente estaban

alineadas con los ejes coordenados.
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2.3 Cinematica del Sélido Deformable

2.3.13. Significado de las * ¢ Qué hay en la diagonal del tensor E ?
componentes del tensor E * ¢ Qué hay en los términos fuera de la diagonal del tensor E ?
Objetivo 2: El 4ngulo inicial entre €, y €, es:
Queremos encontrar el “cambio del dngulo” que forman 2 a12()_() ) 0) =m/2
fibras infinitesimales que inicialmente estaban en la direccién En este caso:
dee,ydee, ﬁq=31 ; ﬁR=3z

d?R = ||d?R|| ﬁR

Ademas:
cos( alz(Y,O) ) =cos(n/2) =€, -€,=0

-
En general, a1, = alz(X , t)
Estamos buscando el incremento:

Aalz(i, t) - alz(i, t) - alz(i, 0)

Recordando las expresiones de la diap. 35, junto a la id. trigonométrica cos(6) = sin(m/2 — 6), se obtiene:

- é,-(2E—8) -8, 2E;, . (n - ) . =
cos( a,(X ,t) ) = = =sin|l=——aq,(X,t) ] =sin|—Aa, (X, t
(aa(¥,8)) J1+26, - E-é J1+26, E-é, +1+2E;+1+2E,, 7~ (X.1) (o (%))

= — )_(),t
J1+ 21, /T + 2B, riz(Xt)

= Aalz()_(), t) = —arcsin
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2.3 Cinematica del Sélido Deformable

2.3.13. Significado de las * ¢ Qué hay en la diagonal del tensor E ?
componentes del tensor E * ¢ Qué hay en los términos fuera de la diagonal del tensor E ?
Objetivo 2:

Queremos encontrar el “cambio del dngulo” que forman 2
fibras infinitesimales que inicialmente estaban en la direccion
de 61 ) de 82

En resumen:

— 2E
Y12 (X, t) = arcsin ( 12

J1+2E11 {1+ 2E,,

) = —Aa;,(X,t)

Andlogamente, para pares de fibras en las direcciones 13 y 23:

) = —Aa;5(X,t)

2E; 3
V14 2Ej; \J1+ 2E;33

Y13 (7(), t) = arcsin (

Por lo tanto, las componentes fuera de la

2E53 ) _ —Aazg(i t) diagonal de E contienen informacion sobre:

J1+42Ey /14 2E3;

]/23(}), t) = arcsin <
-- la deformacion angular.

Sin embargo, existe acoplamiento:

-- las componentes axiales afectan a la
deformacion angular !!!
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2.3 Cinematica del Sélido Deformable

2.3.13. Significado de las * ¢ Qué hay en la diagonal del tensor E ?
componentes del tensor E * ¢ Qué hay en los términos fuera de la diagonal del tensor E ?

Resumen sobre el tensor de deformacion de Green-Lagrange E :

* Esun tensor de 2 orden, simétrico. Tiene 9 componentes, solo 6 de ellas son independientes.

* Permite calcular, en forma exacta, el “stretch” y la “deformacion unitaria” que sufre una “fibra
infinitesimal” que inicialmente estaba situada en la posicién X y orientada en una direccién arbitraria N.

— —
-- Las relaciones que dan Ay y ey en términos de E, X y N son no-lineales.

* Las componentes en la diagonal de E permiten calcular los “stretches” y las “deformaciones unitarias”
de fibras que inicialmente estaban alineadas con los ejes coordenados de un sistema cartesiano.

* Permite calcular la variacion que sufre el angulo (o “deformacion angular” yor) que forman 2 fibras
infinitesimales inicialmente situadas en la posicion X y orientadas en las direcciones arbitrarias Ny y Np.

-- Las relacion que da yyr en términos de E, )_(), ﬁQ y ﬁR es no-lineal y acoplada.

* Las componentes fuera de la diagonal de E permiten calcular las “deformaciones angulares” y15, Y13 Y
y,3 de pares de fibras que inicialmente estaban alineadas con los ejes coordenados de un sistema
cartesiano.
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Diap. n241

2.3 Cinematica del Solido Deformable

2.3.14. El caso de “pequenos desplazamientos”
y “deformaciones infinitesimales”

* Reconectando con la “deformacion” que

estudiamos en la asignatura de “Elasticidad”

Supongamos que ocurren las siguientes 2
condiciones:

El desplazamiento es “pequefio”, es decir:

Xizxi

(1)

Los gradientes materiales y espaciales del
desplazamiento son “pequenios”, es decir:

(2)

U; ou; .
— —_— 1 Vi,jei{l2,3
3%, K i,j €{ }

LK1 ;

Se tiene lo siguiente:

1w Oy auk/aa; 1(0u; Oy
() = By = { Tax, " a% ox,) T 2\ax, T ox,
@) — 1 (0w au,- Ou it 1 0u1+6uj
=200 T ox, % 0% ) 2\ax o
du; 0
(1) a;l Naul
j Xj

aul
Eij = ax;

Por lo tanto, si ocurre (1) y (2), las dos medidas de la deformacién, E y €, colapsan en:

au]'
+a_)(l = el-j

L;

Tensor de Deformacion Infinitesimal €
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2.3 Cinematica del Solido Deformable

U

2.3.14. El caso de “pequenos desplazamientos’
y “deformaciones infinitesimales”

¢ Para qué sirve el tensor & de deformaciones
infinitesimales?

Condiciones de “pequena deformacion”:

(1) El desplazamiento es “pequeiio”, es decir:
Xi = x;

(2) Los gradientes materiales y espaciales del

desplazamiento son “pequerios”, es decir:

Oui

i

K1 ;
0X;

«1 Vije{123}

Primera utilidad del tensor € :

El tensor de deformacidn infinitesimal
— >
&= s( X, t )
permite aproximar linealmente la “deformacion

ingenieril” de un segmento diferencial situado en X
—
y orientado en la direccion material N:

eN=/1N—1zﬁ'£‘ﬁ

1 Oui
= 3

En relacién a la figura de la diap. 31, se recuerda que:

a2 - [|dX]|”
— 2 -
||ax]||

22 -1=2N-E-N

Observamos ahora que si ocurre (1) y (2), entonces:
Ay =1

Si se realiza una expansién de Taylor de 1% — 1 alrededor
del punto Ay = 1, se tiene:

2N-E-N=23-1~2(Ay—1) Viy=1

Como ademas, ya se sabe que E = g, se tiene finalmente
que:

ﬁ'{:"ﬁ%/lN—1=eN
En componentes (recordar convencion de Einstein):
au]'
+ -7
aX; ' 09X,

}NiszAN—1=eN

Diap. n242
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Las Ecuaciones de la Mecanica de Sélidos

2.3 Cinematica del Solido Deformable

2.3.14. El caso de “pequenos desplazamientos”
y “deformaciones infinitesimales”

¢ Para qué sirve el tensor & de deformaciones
infinitesimales?

Diap. n243

Condiciones de “pequena deformacion”:

(1)

El desplazamiento es “pequeno”, es decir:

Xizxi

(2)

Los gradientes materiales y espaciales del
desplazamiento son “pequerios”, es decir:

Oui

i

K1 ;
0X;

«1 Vije{123}

En relacién a la figura de la diap. 35, se recuerda que:

ﬁQ-(ZE—6)-ﬁR

cos(ay) =My -1 =

J1+2ﬁQ-E-ﬁQJ1+2ﬁR-E-N’R
cos(ay) =ﬁQ -ﬁR

Observamos ahora que si ocurre (1) y (2), entonces:

E~e ; J1+2ﬁQ-s-ﬁQzl ; \/1+2NR-3-N’Rz1

Segunda utilidad del tensor € :

El tensor de deformacion infinitesimal
£ = E( Xt )

permite aproximar linealmente la “variacion del
dangulo” entre 2 segmentos diferenciales situados

en X y orientados, respectivamente, en las direccion

En esta condicidn, puede demostrarse™ que:

Aa  az—ag ﬁQ-(e—S)-ﬁR

2 2

E—

7=

sin(a)

materiales ﬁQ y ﬁR:

Yor = —Aa = —(a; — ap) = 2

N)Q ° (8 - 6) ° N)R
sin(ag)
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2.3 Cinematica del Sélido Deformable

componentes del tensor €

2.3.15. Significado de las * ¢ Qué hay en la diagonal del tensor E ?

e ¢ CoOmo se comparan las componentes de E y las de € ?

Objetivo 1:

Queremos encontrar el “stretch” que sufre una fibra
infinitesimal que inicialmente estaba en la direccién de €,

Ver figura de la diap. 37.

Tal como en la diap. 37, consideramos:

—

Nzgl

estiramiento” y a la “deformacion

Ill

y se denota a
unitaria” como:

AN:AI ) eN=el

Por lo tanto, las componentes de la diagonal de € contienen
informacidn sobre:

-- el estiramiento
-- la deformacion unitaria

de fibras que inicialmente estaban alineadas con los ejes
coordenados.

iii Estarelacion es lineal !

En este caso, usando el resultado de la diap. 42, se
obtiene:

€11 =31-£-81=el=/11—1
Andlogamente, para fibras en las direcciones 2 y 3:
822 =§>2'£'§>2 =ez =/12_1

833=33'£‘33=63=l’13_1
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2.3 Cinematica del Sélido Deformable

2.3.15. Significado de las * ¢ Qué hay en la diagonal del tensor E ?
componentes del tensor £ * ¢ Cémo se comparan las componentes de E y las de € ?
Objetivo 1:

Queremos encontrar el “stretch” que sufre una fibra
infinitesimal que inicialmente estaba en la direccién de €,

Ver figura de la diap. 37.

COMPARACION de las componentes en la DIAGONAL
Usando el tensor de deformaciones de Green- Usando el tensor de “deformaciones
Lagrange, E: infinitesimales”, E:
1 ) 1 )
E11=E(/11—1)=E({€1+1} _1) 811291=/11_1
1 2 1 2
EZZZE(AZ_]‘):E({eZ-I_l} _1) 822=€2=AZ_1
1 2 1 2
E33=E(A3_1)=E({e3+1} _1) 833=€3=A3—1
La relacidn entre la componente Ej; (no sum)y la “def. La relacion entre la componente &;; (no sum)y la “def.
ingenieril” e; es no-lineal !!! ingenieril” e; es lineal !!!
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2.3 Cinematica del Sélido Deformable

2.3.15. Significado de las e ¢ Qué hay
componentes del tensor €

fuera de la diagonal del tensor € ?

e ¢ CoOmo se comparan las componentes de E y las de € ?

Objetivo 2:

Queremos encontrar el “cambio del dngulo” que forman 2
fibras infinitesimales que inicialmente estaban en la direccion
de 61 ) de 82

Ver figura de la diap. 38.

Tal como en la diap. 38, el dngulo inicial entre €, y
€, es:

alz()_f,O) =m/2
Ademés: ﬁQ =€ , Ng=¢6, ,
cos( a;,(X,0)) = cos(n/2) =¢é,-€, =0
sin( a;,(X,0) ) = sin(r/2) = 1

En este caso, desarrollando el resultado de la diap. 43,
se obtiene:

_ ~ — -
Y12 = —Bap; ® 2 e, - € €; = 2¢q

1 1
= &2 = Ehz = —EAalz

Andlogamente, para fibras en las direcciones 2 y 3:

1 1
€13 = Ehs = —-Aay;

1 1

€23 = 2]/23 = zAazs
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2.3 Cinematica del Sélido Deformable

2.3.15. Significado de las e ¢ Qué hay fuera de la diagonal del tensor E ?
componentes del tensor €

e ¢ CoOmo se comparan las componentes de E y las de € ?

Objetivo 2:

Queremos encontrar el “cambio del dngulo” que forman 2
fibras infinitesimales que inicialmente estaban en la direccion
de 61 ) de 82

Ver figura de la diap. 38.

COMPARACION de las componentes FUERA de la DIAGONAL

Usando el tensor de deformaciones de Green-Lagrange, E: Usando el tensor de “deformaciones infinitesimales”, E:
¥12(X,t) = —Aay, = arcsin (\/1 n ZEiEi/Zl = 2E22> V12X, t) = —Day, = 2 &,
V13()_(), t) = —Aa;3 = arcsin (\/1 = ZEiEi;l = 2E33> )’13()—(: t) = —Aays = 2 &1
Vas(X,) = —Aay; = arcsin <\/ 1+ ZEjf j/3 1+ 2533> V23(X,t) = —Aays = 2 3
La relacion entre la componente Eij (1 #J)y la“def. La relacion entre la componente Eij (i #J)y la “def.
angular” y;; es no-lineal !'! Ademas, hay acoplamiento !!! || angular” y;;es proporcional !!! No hay acoplamiento !!!
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TABLA DE CONTENIDOS

2.4 Las Ecuaciones de Gobierno
- Generales: - ecuaciones de balance
- Generales: - 22 Ley de la Termodinamica
- Particulares: - ecuaciones constitutivas
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2.4 Las Ecuaciones de Gobierno

Recuerdo

: : . Ecuaciones que relacionan
Variables de interés | «———» :
las variables

-- descripcion material o Lagrangeana
[ Algunas son principio fisicos generales:

-- descripcion espacial o Euleriana
-- formulacion local

{ - formulacién global

. Otras son ecuaciones constitutivas del material.
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2.4 Las Ecuaciones de Gobierno

A. Ecuaciones de Conservacion y Balance —— Principios generales
(aportan 8 ecuaciones)

e Conservacion de la masa (ecuacién de continuidad)

e Balance de la cantidad de movimiento (ecuaciones de equilibrio interno)
e Balance del momento de la cantidad de movimiento (o del momento angular)
—— > simetria del tensor de tensiones

e Balance de la energl'a (primer principio de la Termodinamica)

B. Segunda Ley de la Termodinamica > Principios generales
(aportan 2 restricciones)

e Desigualdad de Clausius-Planck

e Desigualdad del flujo de calor

Propias del material
C. Ecuaciones constitutivas > (aportan un numero de
ecuaciones que depende del
e Conduccidn del calor (usualmente se usa la Ley de Fourier) modelo particular en uso)

e Comportamiento termo-mecanico (ecuacién constitutiva termo-mecanica)

e Ecuaciones termodinamicas de estado (para la energia interna y otras variables)
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2.4 Las Ecuaciones de Gobierno: A. conservacién y Balance

e Conservacion de la masa:

La masa de un volumen material P densidad de masa
infinitesimal en movimiento y —p O + d|V(V) =0 _ _
deformacién es constante en el tiempo. PTP V =V velocidad
. . . b = 6 fuerzas de masa, N/kg
e Balance de la cantidad de movimiento:
(o balance del momento lineal) o tensor tensiéon, N/m?2
La resultar_1te_de_ I_as fgerzas que actuan so_br_e,un volumen e energia interna, 3/kg
material infinitesimal es igual a la variacion de su )
cantidad de movimiento g Tensor velocidad de
= . deformacion
I V'G+pb_pvz0 q=Ci flujo de calor, J/m?
r Calor generado, W/kg

e Balance del momento de la cantidad de movimiento:
(o balance del momento angular)

El momento resultante en un punto O de las acciones T

sobre un volumen material infinitesimal es igual a la —

variacion por unidad de tiempo del momento respecto a O
de la cantidad de movimiento

e Balance de energia (primer principio de la Termodinamica):

La variacidon temporal de la energia interna de un
volumen material infinitesimal es suma de la variacion de | sl yo, =g &+ (,0 r— le(q))
la energia mecanica comunicada y de la energia calorifica

almacenada
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2.4 Las Ecuaciones de Gobierno: B. El 22 ppio. de |la Termod.

e Desigualdad de Clausius-Plank

conduccion de calor es positiva

frias a las mas calientes”

La tasa de entropia interna que se genera por

= “El calor siempre fluye de las partes mas

r 1 g

S—| ———div| =
T T

yo,

>0

e Desigualdad del flujo de calor

La tasa de entropia que se genera en el S. D.
siempre es mayor o igual que la tasa de
cantidad de calor por unidad de temperatura

1
ol

_G-VT >0

>, @ Q T < 4

- O

()

O

O <

densidad de masa
velocidad

fuerzas de masa, N/kg
tensor tension, N/m?2

energia interna, J/kg

Tensor velocidad de
deformacion

flujo de calor, J/m?2

Calor generado, J/kg

entropia, W/kg

temperatura



Tema 2.- Las Ecuaciones de la Mecanica de Solidos

Diap. n2 53

2.4 Las Ecuaciones de Gobierno: C. Ecuaciones Constitutivas

e Para conduccion del calor

g=—-kVT

e Para el comportamiento termo-mecanico
(Ecuacion constitutiva termo-mecanica)

f. (O',S,é‘,T,,ul,...,yp):O

1=1,...,6

e Para la entropia

S = S(G,g,T,,ul,...,,up)

e Ecuaciones termodinamicas de estado

e=¢e(o,6,T,...)

Fi( ,T,,ul,...,,up)zO

Yo,

V=V

b=Db

O

e

g

q=q
,

S

T
.,,up

densidad de masa

velocidad
fuerzas de masa, N/kg

tensor tension, N/m?2

energia interna, J/kg

Tensor velocidad de
deformacion

flujo de calor, J/m?2

Calor generado, J/kg

entropia, W/kg
temperatura

conductividad térmica

Variables termo-
dinamicas propias del
modelo particular en
uso
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2.4 Las Ecuaciones de Gobierno: C. Ecuaciones Constitutivas

e Para el comportamiento termo-mecanico
(Ecuacion constitutiva termo-mecanica)

flo,6,8T, 4,0 p2,)=0

1=1,...,6

En lo que sigue, nos concentraremos
precisamente en la ecuacidn constitutiva

para el comportamiento termo-mecanico.

Yo,

V=V

b=Db

O

e

g

q=q
,

S

T
.,,up

densidad de masa

velocidad
fuerzas de masa, N/ kg
tensor tension

energia interna, J/kg

Tensor velocidad de
deformacion

flujo de calor, J/m?2

Calor generado, J/kg

entropia, J/kg
temperatura

conductividad térmica

Variables termo-
dinamicas propias del
modelo particular en
uso
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TABLA DE CONTENIDOS

2.5 La Ecuacion Constitutiva Termo-Mecanica

- definicidn y postulados que debe satisfacer un modelo constitutivo
- algunos ejemplos de modelos constitutivos
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2.5 La Ecuacion Constitutiva Termo-mecanica

2.5.1 Definicidon

En Mecanica de los Sélidos Deformables, se entiende por ECUACION CONSTITUTIVA
de un material (en ocasiones denominado MODELO CONSTITUTIVO) a una

ecuacion matemadtica mediante la cual se relacionan entre si las magnitudes
mecdnicas y termodinamicas mds relevantes del sdlido, tales como:

tension, deformacion, velocidad de deformacion, temperatura,...
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2.5 La Ecuacion Constitutiva Termo-mecanica

2.5.1 Definicidon

f. (G,g,é,T,,ul,...,,up)z 0

i=1,...,6

* Las ecuaciones constitutivas mas simples deben proporcionar, como minimo, una relacién
entre la tension y la deformacion en un punto material del sélido bajo analisis.

* Enalgunos casos sencillos, el modelo constitutivo proporciona una expresion explicita

para obtener la tensidn & como funcidn de la deformacion & (este es el caso, por ejemplo, de la Ley
de Hooke-Lamé en Elasticidad)

* En otros casos, el modelo constitutivo se establece mediante una funcidon no linealde o y
g, lo que impide obtener explicitamente o a partir de €. En estos casos, las ecuaciones

constitutivas suelen resolverse por iteraciones. (Este es el caso, por ejemplo, de la Ley de Ramberg-
Osgood, que se estudiard mas adelante, en el capitulo de Plasticidad)

* Dependiendo de la conveniencia, las ecuaciones constitutivas pueden formularse ya sea
como una ecuacion tensorial, como un sistema varias de ecuaciones escalares, o bien,
recurriendo al algebra de matrices.

 Mas aun, en algunos casos en los que existe un retraso entre “causa” y “efecto”, las
ecuaciones constitutivas pueden formularse mediante ecuaciones diferenciales, donde

aparecen derivadas temporales de o y de &. (Este es el caso de Viscoelasticidad, que se estudiara mas
adelante)
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2.5 La Ecuacion Constitutiva Termo-mecanica

2.5.2 Postulados Fundamentales

ePrincipio de determinismo == | E| estado tensional en un punto
material de un medio continuo estd

determinado por los movimientos del
medio continuo en el pasado.

ePrincipio de accion local

*Principio de objetividad
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2.5 La Ecuacion Constitutiva Termo-mecanica

2.5.2 Postulados Fundamentales

*Principio de determinismo

ePrincipio de accion local mmm) | |3 historia de los movimientos del
medio continuo Unicamente influye en

el estado tensional en un punto
material a través de los movimientos

ePrincipio de objetividad relativos entre dicho punto y los
puntos de su entorno material.
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2.5 La Ecuacion Constitutiva Termo-mecanica

2.5.2 Postulados Fundamentales

*Principio de determinismo

La ecuacion constitutiva para un
punto material ha de formularse
mediante un unico funcional
*Principio de accion local independiente del sistema de

referencia.

Expresado de otra forma, una

— ecuacion constitutiva ha de
formularse de un modo que garantice
qgue el estado tensional en un punto
material sea independiente del
sistema de coordenadas elegido para
medirlo.

*Principio de objetividad
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2.5 La Ecuacion Constitutiva Termo-mecanica

2.5.3 Construccion de un Modelo Constitutivo

e Empiricos o fenomenologicos

Relaciones causa-efecto

e Teoricos o fisicos —

Aproximacion microscopica

/? l’elﬂ& . g €T,
/‘.’9 | . Variables observables
2l |

— . e Semi-fenomenoldgicos

- -’ - I 4 - 1 1 o
Aproximacién termodinamica Se disminuye el n°. de constantes

: 11
8’ 8,T,II o= ".w‘ B ' W
&/v 9
g

Se relacionan con microestructura
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2.5 La Ecuacion Constitutiva Termo-mecanica

2.5.4 Algunos Ejemplos

Ley de Hooke-Lamé
* Es el modelo constitutivo mas simple.

* Esaplicable a materiales eldsticos, lineales e isotropos, mientras su deformacion sea
pequena (e < 1).

Expresion tensorial (libre de indices): Expresion en componentes:

oc=D:¢ o = Dijéu

Si se reconoce que &, T, Uq, ..., Uy NO forman parte del Modelo Constitutivo de Hooke-

Lamé, se observa que las expresiones anteriores son plenamente compatibles con la
forma

flo,&&T, 1y, ., pipy) =0

que se habia propuesto anteriormente (en la diapositiva 54) para una ecuacion
constitutiva genérica implicita.

En este formato, la Ley de Hooke se escribe: flo,e;D)=06—D:e=0
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2.5 La Ecuacion Constitutiva Termo-mecanica

2.5.4 Algunos Ejemplos

Ley de Hooke-Lamé
* Es el modelo constitutivo mas simple.

* Esaplicable a materiales eldsticos, lineales e isotropos, mientras su deformacion sea
pequena (e < 1).

Expresion tensorial (libre de indices): Expresion en componentes:

oc=D:¢ ;i = Dija &

o . Tensor de tensiones (mateméaticamente, es un tensor simétrico de segundo orden)
g:. Tensor de deformaciones (también es un tensor simétrico de segundo orden)

D: Tensor de rigidez del material (es un tensor simétrico de cuarto orden)

Las componentes de D dependen de las dos conocidas constantes elasticas
isotropas, que son propiedades del material:

E : Modulo de Young.

v : coeficiente de Poisson.
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2.5 La Ecuacion Constitutiva Termo-mecanica

2.5.4 Algunos Ejemplos

Otras familias de modelos constitutivos

e Elasticidad lineal anisotropa
e Elasticidad no-lineal
* Teoria Total de la Plasticidad
Plasticidad perfecta
Endurecimiento por deformacion plastica
* Teoria Incremental de la Plasticidad
Plasticidad perfecta
Endurecimiento por deformacion plastica

* Visco-elasticidad
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Las Ecuaciones de la Mecanica de Sélidos

Tema 2.-
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2.6 Algunas Aplicaciones practicas

Proceso de penetracion

3 —or— o e— ———_.
t=8 us t=32 us t=40 us ' t=156 pus t=120 pus
—— —— —————— ——
Choque
PROCESOS

TERMOELASTOVISCOPLASTICOS
I
Incremento térmico

Grandes deformaciones W
[




