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Tema 3.- Plasticidad | 3.1.- Cuestiones Previas

Vision macroscopica del comportamiento plastico

Diap. n24

El analisis macroscopico del comportamiento plastico requiere :

e  Definir un CRITERIO DE PLASTIFICACION formulado en 3D con el que se establecen
las condiciones para que comience el proceso de deformacidn plastica.

e Describir los procesos de ENDURECIMIENTO o de ABLANDAMIENTO por
deformacion, que pueden ocurrir bajo solicitacién mecanica 3D.

e Unas RELACIONES CONSTITUTIVAS entre tensiones y deformaciones en |la zona
plastica.

En régimen plastico, la relacion constitutiva entre tensién y deformacioén
suele ser no lineal.

". ii El valioso Principio de Superposicion ya NO es aplicable !!
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3.1.2.  ¢{Por qué estudiar plasticidad?

* ji La naturaleza es asi !!

* Enlos materiales reales, tras superar el limite elastico queda aun una reserva de
resistencia notable:

-- que se puede aprovechar
-- de la que interesa conocer el margen de seguridad

* Enrégimen plastico se producen importantes redistribuciones de tensiones, por lo que
aumenta la capacidad resistente de la estructura.

* Hay procesos industriales (extrusién, conformado, trefilado,...) en los que la
deformacion pldstica es imprescindible.
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‘ 3.1.3. Recordatorio sobre el tensor de tensiones (1/4)

Nota: hay material complementario sobre esto en el apartado 3.1 del libro Guia de Problemas.

* Tensor de tensiones en unos ejes genéricos (x,y,z): El tensor de tensiones es una
variable de campo:
- —>
Gz o= a( X, t)
[ %y
sz/ Lz
o Ow Ty Tx
Ty e
Yy o.=|T o T
GX / Gy ] Xy yy yz
TyX Ty z-yz O

(simétrico)
e Tensor de tensiones en los ejes principales

(que suelen estar rotados respecto a los ejes originales x,y,z):

G2
2
7 G oo 0 O
1 o;=|0 o, O

0 0 oy

(simétrico)


https://aulaglobal.uc3m.es/mod/resource/view.php?id=1536860
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3.1.3. Recordatorio sobre el tensor de tensiones (2/4)
Oy« Txy Ty
- Tensor de tensiones en un sistema de referencia genérico: oc=|7, O, Ty,
sz zy O-zz
oo 0 O
» Tensor de tensiones referido a las direcciones principales: c=0 o, O
0 0 o
» Calculo de tensiones principales o, —0 T, -
(solucion de la ecuacion caracteristica) [ 3 T o, = ~ ]
t, o,—-0 1, |=—lc°-lo"+l,0-1;]=0
T sz 0,—-0 T T T
--------------------------------------------------------------------------------------------- Invariantes
* |nvariantes del tensor de tensiones
|1:O'xx+0'yy+o'zz =0, +0, +0,
) —( + + ‘o1 2) = + +
2 Gxxayy nyazz 0,0 — z-xy — Ty, — z-yz = 0,0, T 0,03 T 030,
|3 = 0,004, + 22-xyz-yzz-zx 0T xOp ~ Ty T Oy =Ty Ty O = 0,0,03
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‘ 3.1.3. Recordatorio sobre el tensor de tensiones (3/4)

Invariantes del tensor de tensiones (Invariantes de Cauchy):

I1:O'Xx+c7yy+aZZ =0,+0,+0,
{1 7. _( 2 2 2) _ N N

, =\ono, +0,0,+0,0,—7, =7, — 7T, = 0,0, +0,0, +0,0;
L |, = OO ywOsu+ ZTWryZ T~ TxTexOy — TxyTyxOs — Ty T0y O = 010,07

Estos Invariantes del tensor @ reciben el nombre de “Invariantes de Cauchy”.

* Es evidente que cualquier combinacion de estos invariantes, sera también un invariante.

* En Mecanica de Sélidos, son de gran utilidad unos invariantes diferentes, derivados a partir
de los invariantes de Cauchy.

* Estos nuevos invariantes se denominan “Invariantes Genéricos” de @, y se definen como:

[ I1=I~1 =tr(0') =0,+0,+0,
4 1, =%Tf—i"2 :%tr(aipapj)zétr(oj) =%<012+0'22+0§)
LA :%Tf — I~1I~2 + ~3 = %tr(aipapqaqj)z %tl’(O'S) = %(0'13 +0§’ +0'§)
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‘ 3.1.3. Recordatorio sobre el tensor de tensiones (4/4)

Tension hidrostatica: & = 2w %= _Oi _ b Componentes del
' 3 3 3 tensor desviador

A
El tensor de tensiones tiene 2
componentes:
0w Ty Tx o 0 O @ T,
0 0+ 7, o, —0 T,

Una hidrostatica y una desviadora.

Tyx O'yy Tyz = (o2
Ty Ty Op 0 0 o T, Ty 0, — 0O
Tensor hidrostatico O'L-r]l- Tensor desviador S ;
. .. 4 J. =0 (en funcién de las tensiones principales del tensor
Invariantes genéricos del tensor de 1 de tensiones totales)
tensiones desviadoras, S: 1/, , , 1 , ) ,
(en funcion de las tensiones desviadoras < ‘]2 = E (Sl +3; +35; ) = E [(O-l - 62) + (01 - 63) + (0-2 - 0-3) ]
principales) _ _ _
1 r Esta igualdad es valida sélo para tensores desviadores
J ——(53+33+53) =5,5,S
. VY3~ 3 1 2 3 19273

Nota: a veces se emplea el término

Invariantes genéricos del tensor de |2 presion, P, como sinénimo de
tension hidrostatica:

tensiones desviadoras, S:

(en funcidn de los invariantes genéricos del O, t Oy +0, Oii

tensor de tensiones totales: I, I, e I5) J3 _ |3 _% |1|2 128 P 3 3
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3.1.4. Representacion geométrica de Haig-Westergaard (1/3)

O
4 OQ = (0-17 03, 0-3)

O1
O3 , Diagonal del primer octante
Q= (0'1; 0>, 0'3) Q- 1 2 3

G,
G3

A

/19

Ecuacion del plano TT:

o,+0,+0,=0

Plano &t
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3.1.4. Representacion geométrica de Haig-Westergaard (2/3)

El estado tensional asociado a Q puede representarse
a través del vector 0(Q , de componentes:

O—Q> = (01,0, 103)T

Este vector puede descomponerse en sus
componentes normal'y paralela al plano TT :

00 = OP + PQ
Donde OP es de la forma:

OP = (C’p' Op, UP)T

Estableciendo la ortogonalidad entre P () y un vector
u, paralelo a la diagonal:

1
PQ -u = (0, — 0y,0, — 0y, 03 —ap){1}= 0
1

Se obtiene:

Diagonal del primer octante

Plano &t

O_1+0'2+0'3 11 _
o, = =—=0
p 3 3

Con lo anterior, se obtiene:

—

1 —
OP = (E,E,E)T == 5(11, Il’ Il)T ) PQ S (0-1 _E, o))

— 0,03

- E)T - (SIJSZJSS)T = OQ*
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3.1.4. Representacion geomeétrica de Haig-Westergaard (3/3)
En ocasiones, es conveniente cambiar el punto de vista, para
observar directamente hacia el plano 7T :
Q :
NP 4 Ot
S3
Plano 1t
Angulo de Lode 6
Se puede calcular de varias formas:
Plano 1t 3\/§ I
cos(30) = 3
J2
Magnitudes de las componentes de 00 : O bien:
. V3 s 251 — S, — S
|0P|| = V3 || = Ml broyeccion de 0G sobre la recta cos(0) = > 1 1 "z 3
‘/§ perpendicular al plano 7 ]2 2\/3]2
PG| = /27, » proyeccion de 0 sobre el — 0 es un nuevo ||:1var|ante del
olano T tensor de tensiones !!!
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3.2.1. {Como definir el instante de inicio de la plastificacion?

En un ensayo de traccién uniaxial, el criterio de plastificacion es: —) O — UY = O

Si el estado tensional es multiaxial, debemos Funcion de Plastificacion:
generalizar el concepto de limite de elasticidad.

Es una funcién escalar que depende de las

. ) componentes del tensor de tensiones
Sea un sélido sometido en un punto Q a un estado

tensional general (posiblemente multiaxial): f=f (GX , Gy y O, Txy y Tz Z'yz )

Criterio de Plastificacion:

e En régimen elastico, la funcion de
plastificacion es estrictamente negativa

z'yz)<0

f(ax,c)'y,c)'z,rxy,rxz,

al

e En el limite del régimen elastico, 1a funcion
de plastificacién se anula.

f(o-xlo-ylo-z1z-xy’z-XZ’TyZ):O
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3.2.2.  Hipétesis basicas.-

e No se considera el efecto del tiempo.
e No se incluye el efecto de |la temperatura.

e No se consideran los efectos producidos por la falta de homogeneidad del material
a escala microscopica:

= El material real se idealiza como un medio continuo homogéneo.
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3.2.3. Hipétesis adicionales aplicables en el caso de materiales metalicos (1/13)

Hipotesis 19.- El material es isotropo

(Isotropia: ausencia de “direcciones predominantes”)

Hipotesis 29.- La plastificacion es independiente de la componente

hidrostatica de la tension
(Bridgman, principios S.XX)

Hipotesis 32.- El comportamiento a traccion es el mismo que a compresion

(No se considerard el efecto Bauschinger)

A continuacion estudiaremos las consecuencias de cada
una de estas hipotesis
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Hip(’)tESiS adicionales aplicables en el caso de materiales metalicos

Diap. n2 17

(2/13)

Hip

otesis 12.- El material es isotropo
(Isotropia: ausencia de direcciones ‘predominantes”)

Observacion:  en general, las 6 componentes independientes del tensor de

tensiones proporcionan informacién sobre: B
Oy Txy Ty
A) Tres cantidades invariantes (usualmente, los autovalores de 0 ). o= oy Ty
B) Tres vectores propios (las direcciones principales). sim. o

2z |

En un material arbitrario, posiblemente no isétropo, un criterio de plastificacién deberia depender de
estos seis elementos contenidos en (A) y en (B), o bien, de todas las seis componentes de @, tal como
en la expresidn anterior:

f(O' Yo S ryz)SO

XX ? 727 U Xy U xz!

Sin embargo, en un materia isotropo, las propiedades mecanicas no dependen de la direccion en que
se midan.

un criterio de plastificacion deberia poder expresarse unicamente en funcion de tres cantidades
invariantes asociadas al tensor de tensiones, sin necesidad de considerar la informacion aportada
por las direcciones principales.
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3.2.3. Hipc')tesis adicionales aplicables en el caso de materiales metalicos (3/13)

Hipotesis 12.- El material es isotropo

(Isotropia: ausencia de direcciones ‘predominantes”)

Como consecuencia de lo anterior:

un criterio de plastificacion para un material isotropo deberia expresarse en funcién de
cantidades invariantes asociadas al tensor de tensiones y no en funcion de las componentes del
tensor en un sistema de referencia particular.

(Invariantes: son magnitudes independientes de la orientacion del sistema de referencia que se escoja)

L

Primera alternativa:

usar como “cantidades invariantes”
a las tensiones principales.

La funcion de plastificacion depende de las tensiones

principales, de modo que el criterio de plastificacion se

expresa comao:

Segunda alternativa: usar como “cantidades invariantes” a

f(o,,0,,0,)=0

los invariantes del tensor de tensiones.

La funcion de plastificacion depende de los invariantes del
tensor de tensiones, de modo que el criterio de
plastificacion se expresa como:

f(|1’|2’|3)20-
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3.2.3. Hip(’)tESiS adicionales aplicables en el caso de materiales metalicos (4/13)

Hipotesis 12.- El material es isOtropo
(Isotropia: ausencia de direcciones ‘predominantes”)

CONSECUENCIA DE LA ISOTROPIA:  Si consideramos, por ejemplo, la primera alternativa f = f(0q, 09,03),
entonces:

é Qué representa la ecuacién f(O'l, 0>, 0'3) = 0 que define al criterio de plastificacién ?

Es evidente que, si Q = (0y, 0, 03) es un punto .

genérico del espacio de tensiones, entonces la condicion ‘/\>
(o criterio) f (Q) =0
f(01'0-2'0-3) = f(Q) =0

define una superficie en el espacio de las tensiones
principales. o)

N

Superficie de plastificacion:

“Es el lugar geomeétrico del espacio de las
tensiones principales donde se satisface el
criterio de plastificacion”

¢ Qué forma tiene la Superficie de plastificacion?

Esto depende de las otras dos hipdtesis adicionales p|ano T
/
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-

de volumen.

3.2.3. HipétESiS adicionales aplicables en el caso de materiales metalicos (5/13)
Hipotesis 22.- La plastificacion es independiente de la componente
hidrostatica de la tension
(Bridgman, principios S.XX)
o h
1 Ojj Ojj Sij
O Ty Tx o 0 O o,—0 Ty T,
— -—% Tw Oy T, |=|0 & 0|+ 7, o,—0 T,
g / _sz sz O-zz_ _0 0 E_ i Tax sz O, _E_

NO produce plastificacion, ni cambio permanente

La razon fisica que sustenta esta hipdtesis es que la tension hidrostatica no induce movimiento de
dislocaciones ni procesos de maclado.

Por lo tanto, esta hipdtesis es aplicable en metales u otros materiales en los que la naturaleza de la
deformacidn plastica sea deslizamiento o maclado.

Esta hipdtesis es aplicable en una cantidad importante de materiales de uso ingenieril, aunque existen,
ciertamente, materiales en los que esta hipdtesis no es razonable (rocas o ciertos materiales porosos).

Si se adopta esta hipoétesis, entonces:
El criterio de plastificacion debe poder expresarse en funcion de cantidades invariantes

asociadas al tensor desviador S;; ; no al tensor hidrostatico Oij
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3.2.3. Hipétesis adicionales aplicables en el caso de materiales metalicos (6/13)
Hipotesis 22.- La plastificacion es independiente de la componente
hidrostatica de la tensidn
(Bridgman, principios S.XX)
o h
1 Ojj Ojj Sij
0w Ty Tu c 0 O o,—0 Ty T,
— -—% Tw Oy T, |=|0 & 0|+ 7, o,—0 T,
Z, = / 7, Ty 0,| |0 0 o] | 7, Ty == |
l L Y J
> — T
Y o NO produce plastificacion, ni cambio permanente
X de volumen.
Primera alternativa: usar como “cantidades Segunda alternativa: usar como “cantidades invariantes” a
los invariantes del tensor desviador.

invariantes” a las tensiones

La funcion de plastificacion depende de las tensiones

desviadoras principales, de modo que el criterio de se expresa como:

principales del tensor desviador. L . . .
La funcion de plastificacion depende de los invariantes del
tensor desviador, de modo que el criterio de plastificacion

plastificacion se expresa como:

- Recordatorio: J,=0 | f (J ) J 3) =40

f(s,,s,,5,)=0

poca influencia en la funcidn de plastificacion.

Ademas: En el caso de muchos metales, el invariante J; tiene muy
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3.2.3. HipétESiS adicionales aplicables en el caso de materiales metalicos (7/13)

Hipotesis 22.- La plastificacion es independiente de la componente

hidrostatica de la tension
(Bridgman, principios S.XX)

Mds aun: Si se recuerda la definicién del Angulo de Lode (ver pag. 12), resulta que:

para un valor fijo de]2 , se tiene que: _ 3v3 J3
cos(30) = ——=—~
2 ]5’/2

la relacion entre J3 y c0S(38) es de proporcionalidad.

Por lo tanto:

El criterio de plastificacidon en la forma

f(]z»]s) =0

Puede reformularse como:

f(]z ,cos(39)) =0 ‘

Veremos que esta forma, aunque es equivalente, es mucho
mas conveniente !!!
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HipétESiS adicionales aplicables en el caso de materiales metalicos (8/13)

Hipotesis 22.- La plastificacion es independiente de la componente
hidrostatica de la tension

CONSECUENCIAS de esta hipdtesis en la
forma de la superficie de plastificacion

Sean Py Q puntos representativos de dos estados
tensionales que difieren exclusivamente en su
componente hidrostatica.

— Esto es, ambos puntos tienen igual J, e igual /5.

Necesariamente, Py Q estdn en la misma recta
perpendicular al plano 7T (pues tienen igual éngulo 8)

Como hemos admitido que:

f = f(Jz,cos(36))

Y como, ademas, se tiene que:

L(P) =](Q) ; 6(P)=6(Q)

Resulta entonces que:

plano &

\\/ £(J,, cos(36)) = 0
P .\ Gl‘/
G, '
. /03

/

Lugar de plastificacion:

Curva en la que se
intersectan la superficie
de plastificaciéon y el
plano desviador.

2/

fP)=0 = f(@) =0

. Siuno de los puntos satisface el ‘§> La superficie de plastificacion f( ], cos(36)) = 0 esuna
superficie cilindrica recta, cuyo eje es perpendicular al plano 7T

criterio, el otro también
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3.2.3. Hip(’)tESiS adicionales aplicables en el caso de materiales metalicos (9/13)

Hipotesis 22.- La plastificacion es independiente de la componente
hidrostatica de la tension

CONSECUENCIAS de esta hipdtesis en la
forma de la superficie de plastificacion

Al cambiar el punto de vista, se aprecia que el Lugar De
Plastificacion contiene toda la informacion relevante
sobre la Superficie de Plastificacion

Si P es un estado tensional que satisface el criterio de
plastificacion f( J,,cos(36) ) = 0, entonces

P se situa en el lugar de plastificacion.

. 7 -
¢ Qué formas pue.d.e ao!clthar el Lugar \ R ——
de Plastificacion ? es admisible

Plano ©
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3.2.3. HipétESiS adicionales aplicables en el caso de materiales metalicos (10/13)

Hipotesis 22.- La plastificacion es independiente de la componente
hidrostatica de la tension

CONSECUENCIAS de esta hipdtesis en la
forma de la superficie de plastificacion

¢ Qué formas puede adoptar el Lugar
de Plastificacion ?

Evidencia experimental y consideraciones
termodinamicas sugieren que esta curva debe ser:

-- Cerrada

-- Convexa

Ademas, puede demostrarse que las hipdtesis de:
Isotropia + f = f(J,,cos(36)),

tienen como resultado lo siguiente:

L P | . Ejemplo de curva
-- La curva es simetrica con respecto a los ejes ADMISIBLE para el L.P. A

AA, BB y CC (debido a la paridad de la funcién coseno) Plano 7
-- La curva tiene periodicidad de 1202 [
(que es el periodo de la funcion cos(38)) Ejemplo de curva NO ADMISIBLE para el L.P. (tiene zonas

céncavas, no tiene periodicidad de 1209, etc.)
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3.2.3. Hipc')tesis adicionales aplicables en el caso de materiales metalicos (11/13)

Hipotesis 32.- El comportamiento a traccion es el mismo que a
compresion

El limite eldstico no cambia al cambiar de signo las tensiones aplicadas.

.. La funcidén de plastificacion no debe cambiar si todas las componentes del tensor de tensiones
cambian de signo

I:> f (O-ij ): f (— Gij ) .. fdebe ser funcion par de sq, S; y S3.

Segunda alternativa:
Si se escoge f(]z, COS(39) ) = 0, entonces:

Primera alternativa:

Si se escoge f(Sl, So, S3) =0,la funcion de

plastificacion debe escogerse de modo que garantice
¢ Como debe escogerse la funcion f = f(J,,cos(30)) para

paridad:
garantizar la independencia del signo de la tension ?

f(51,82,83) = f(—s1,—52,—S3)
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3.2.3. HipétESiS adicionales aplicables en el caso de materiales metalicos (12/13)

Hipotesis 32.- El comportamiento a traccion es el mismo que a
compresion

Sean: P = (51,5,,53) ; Q = (—s1,—S3,—S3) Si el material plastifica en P, entonces también
plastifica en Q, es decir:

fP)=0 = f(@ =0

Es directo verificar que:

1
J2(P) = (s? + 3 +5D) = (@ Por lo tanto:
La funcién de plastificacion f = f( J,,cos(30))
JE (P) = 515283 = —J3 (@) debe escogerse como funcidn par de su segundo

, argumento, de modo que:
Por lo tanto, segun la definicion del Angulo de Lode, se tiene: g

cos(36) = — cos(36%) f(Jz,c0s(30)) = f(Jz,— cos(30))
* |dentidad trigonométrica: —cos(30) = cos(m — 38) = cos(m — 36 + 2m) = cos( 3[wr — 6] )
e Cambio de variables: 6 = g— a = cos(38) = cos (3 E — a]) y —cos(30) = cos (3 E + a])

Finalmente, sustituyendo en la condicién de paridad:

f(Jacos(3[5 - a])) = £ (Jorcos (3[ 5 + «]))

iii La funcidn de plastificacion debe ser SIMETRICA con respecto a @ = % I
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(13/13)

Todas las consecuencias de las Hipotesis 12, Hipotesis 22 y Hipotesis 32

¢ Qué formas puede adoptar el Lugar
de Plastificacion ?

Evidencia experimental y consideraciones
termodinamicas sugieren que esta curva debe ser:

-- Cerrada

-- Convexa

Las hipotesis 1y 2, de:
Isotropia + f = f(J,,cos(30)),
tienen como resultado lo siguiente:

(1) La curva es simétrica con respecto a los ejes
AA, BB y CC (debido a la paridad de la funcién coseno)

(2) La curva tiene periodicidad de 120¢
(que es el periodo de la funcién cos(36))

La hipotesis 3, de:
Limite en traccidon = Limite en compresion ,
tiene como resultado lo siguiente:

(3) La curva es simétrica con respecto al eje DD

(y a los ejes EE y FF, debido a la periodicidad de 1209)

Plano 7t

Ejemplos de 3 curvas ADMISIBLES para el L.P. :

Las 3 curvas satisfacen las 3 hipotesis !!!
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(1/4)

Consideremos una solicitacion mecanica PROGRESIVAMENTE CRECIENTE

Qi

el material no ha plastificado.
Q, esta dentro de la superficie de

plastificacion Ql G,

f(J2)<O para JZZJZ(Ql) ‘52\ \ /

1
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‘ 3.2.4. Discusion (2/4)

Consideremos una solicitacion mecanica PROGRESIVAMENTE CRECIENTE

Q,: el material no ha plastificado.
Q, esta dentro de la superficie de
plastificacion

f3)<0 paa 3,-3,Q)

Q,: el material ha plastificado.
Q, esta en la superficie de
plastificacion

f(J2)=O para J2=J2(Q2)
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Diap. n2 31

f(32)<0 para

Q, esta dentro de la superficie de
plastificacion

J, :JZ(Ql)

Q.

f(J,)

el material ha plastificado.
Q, esta en la superficie de
plastificacion

J, :Jz(Qz)

=0 para

Qs

f(J2)>O para ‘]2:‘]2(Q3)

¢, es posible ?

G,

Q,

Pl Vil

3.2.4. Discusion (3/4)
Consideremos una solicitacion mecanica PROGRESIVAMENTE CRECIENTE
Q,: el material no ha plastificado.
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3.2.- Criterios de Plastificacion

Diap. n2 32

f(32)<0 para

plastificacion

J, :JZ(Ql)

Q.

f(J,)

el material ha plastificado.
Q, esta en la superficie de
plastificacion

J, :Jz(Qz)

=0 para

Qs

¢, es posible ?

f(J2)>O para ‘]2:‘]2(Q3)

3.2.4. Discusion (4/4)
Consideremos una solicitacion mecanica PROGRESIVAMENTE CRECIENTE
Q,: el material no ha plastificado. S,
Q, esta dentro de la superficie de A
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3.2.5.  Criterio de plastificacion de Tresca-Guest (1/2)

Criterio:

“La plastificacion se produce cuando la tension tangencial maxima
alcanza un valor critico”

En un ensayo de traccion uniaxial sabemos que: y, Si se alcanza la plastificacion,
—o.=0 _%1 _ | _ Oy
O, =03 = e = o, =0, porioque 7, ., =—
2 2
Si aplicamos el criterio de Tresca de lo que se deduce
o,—o0, o,—0 _ Oy
T = SR—— =T Teritica = —A
max o ~ Ycritica
2 2

Reformulacion del Criterio de Tresca:

“En una situacion tridimensional general, 1a plastificacion se produce cuando la tension tangencial mdaxima
alcanza un valor igual al que se alcanza en un ensayo de traccion uniaxial en el instante en el que comienza
la plastificacion”
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3.2.5.  Criterio de plastificacion de Tresca-Guest (2/2)

Funcion de plastificacion del Criterio de Tresca:

En caso de que las tensiones principales no estén “ordenadas” de mayor a
menor, se puede escribir como:

f(s1,82,53) = max{|s; — s;|,1s1 — S3l, ISy — 53|} — Oy

Criterio de Tresca:

f(s1,82,53) <0 = Comportamiento elastico

f(sq1,55,83) =0 = Sesatisface criterio de plastificacion

La superficie de plastificacion es una superficie

o 4 o . . . S
prismatica hexagonal cuyo eje es |a bisectriz del !
espacio de las tensiones principales

El lugar de plastificacion es un hexagono cuyo
centro coincide con el eje de coordenadas y cuyos
radios coinciden con los ejes o con las diagonales
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3.2.6.  Criterio de Von Mises-Hencky-Nadai (1/5)

¢Qué es la energia de distorsion?

Es la energia consumida para obtener un cambio de forma de un elemento
de volumen, sin cambio en su volumen.

Uu¢=U'’-U"
»\ Energia necesaria para producir un cambio

Energia de distorsion de volumen sin cambio de forma.

Energia total: es el trabajo total
suministrado por las fuerzas
externas.

Criterio:

“La plastificacion se produce cuando la energia de distorsion alcanza un
valor critico”

U =U]

critica
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Criterio de Von Mises-Hencky-Nadai

Diap. n2 36

(2/5)

o, _vloy+0y)

&, =

e Cambio de volumen: E E
AV (e )lveMlie)-1 g = %_ V(GzE+ o) o = %_ V(Glgaz)
V, 1
N I

=l+& +6, +&,+EE, LEE 6,6, +686 128 +E +é;
0

AV (o,+0,+0,)1-2v) (0,+0,+0,)31-2v) _ 35(1-2v)

v, E 3E E

 Energia consumida en el cambio de volumen, UV:
= lﬁﬂ = i52(1— 21/): %(1— 2\/)(0'12 +0, + 0'32 +20,0,+20,0,+ 20'20'3)

uv =
2V, 2E

e Energia total, UT

u' = %(O‘lé‘l + 0,8, +0,8,)= %(0'12 +0,° +0'32X1—2v)

e Energia de distorsion:

1+v [(61 —62)2 +(0'1 —0'3)2 +(62 —0'3)2]
3E 2

_2(1+V) [(0'1_0'2)2"'(0'1_03)2+(Gz_03)2] 1 J 2G )

ud=u"-uv=

3E 4 2G ¢




Tema 3.- Plasticidad | 3.2.- Criterios de Plastificacion Diap. n® 37

3.2.6.  Criterio de Von Mises-Hencky-Nadai (3/5)

Criterio en términos del2? invariante del tensor desviador:

“La plastificacion se produce cuando la energia de distorsion alcanza un

valor critico”
1
d 1 1d
U - 2G ‘]2 _Ucrl’tica

En un ensayo de traccion uniaxial |a energia de distorsion justo cuando se alcanza la

plastificacion es
uo_ 2000) [0, ~0F +(0y-0F +(0-0F] _14v , 1
3E 4 3E ' 6G '

2 d
con lo cual 56 % =U triica

Reformulacion del Criterio de von Mises:

“En una situacion tridimensional general, |a plastificacion se produce cuando la energia de distorsion
alcanza un valor igual al que alcanza en un ensayo de traccion uniaxial en el instante en el que
comienza la plastificacion”

1 1 2
.‘JZZ_O-YZ > Jzzﬂ

6G

U :rl’tica = A~
2G

Al criterio de plastificacion de von Mises se le denomina también “criterio J,”
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3.2.6.  Criterio de Von Mises-Hencky-Nadai (4/5)

En lugar de expresar el criterio de von Mises en términos de J,, cuyas unidades son [MPa]?, es mas

practico expresarlo en términos de una “tension equivalente” en MPa.

J, :%[(0'1_0'2)2 +(0'2 _0'3)2 +(O'3 _01)212%3 - \/%[(51_0'2)2 +(O-2 _0'3)2 +(O-3 _0'1)2 =0y

Se define la “Tension Equivalente de von Mises” como:

q :\/%[(0'1_0'2)2 "‘(0'2 _0'3)2 +(O'3_O'1)2]: 3J,

El criterio de von Mises se reescribe en términos de tensiones como:

“En una situacion tridimensional general, |a plastificacion se produce cuando la Tension Equivalente de
von Mises alcanza un valor igual al limite de elasticidad del material, medido en un ensayo de traccién
uniaxial”

Es decir, el material plastifica cuando:

=0y
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3.2.6.  Criterio de Von Mises-Hencky-Nadai

Diap. n2 39

(5/5)

Funcion de plastificacion del Criterio de Von Mises:

f:f(]z)z 3], — 0y obien f=f(CI):q_O-Y

Criterio de von Mises:

f <0 = Comportamiento elastico

f =0 = Sesatisface criterio de plastificacion

La superficie de plastificacion es de seccion

circular cuyo eje es la bisectriz del espacio El lugar de plastificacion es una circunferencia

de las tensiones principales
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3.2.7 Com Pa racion: criterio de Tresca vs criterio de Von Mises (1/3)

Si OA=o0, ,Arepresentaun ensayo de traccion en el
gue se ha alcanzado la plastificacién, entonces A" debe
pertenecer al lugar de plastificacion, sea éste el
correspondiente a los criterios de Tresca o de Von Mises

El lugar de plastificacion del criterio de Von Mises es
una circunferencia circunscrita al hexagono que es el
lugar de plastificacion del criterio de Tresca

Calculo del radio comun.-

1
1
cosa = T(O,O,l)[ ] -5

Ssena = . |—

[EEN

w

]

, ]2
OA' = \/;O'Y

Radio comun a la
circunferencia y al
hexagono
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3.2.7 Compa racion: criterio de Tresca vs criterio de Von Mises

(2/3)

Estado tensional de traccion simple.-

@ o0,>0 ; o0,=0,=0

A

?\Tméx:JY/Z

1
19) T S S— (c) q=\/§[(O'1—0'2)2+(O'2—0'3)2+(O'3—O'1)2 =0,

2 2

Criterio de Tresca:

TméX - 2-crl’tica -

Oy

2

Criterio de Von Mises:

=0y e q=o0,=0y

. En traccion simple, ambos criterios

tension oy:

O-1=O-Y

predicen plastificacion para igual valor de

(b) > O-1 — O-Y

0, =0y

c,=0,=0
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3.2.7 Com Pa racion: criterio de Tresca vs criterio de Von Mises (3/3)

v

T =012
Estado tensional de cortante puro.- / ;

Oy
0 7 _0'1_(_0'1)_0. © = [( ¥ +( ¥ +( )2]_\/§
méx — 5 =0, g=,/z|\0,—0,) t\0,—03) +\0;—0,) [=~30;
Criterio de Tresca
T .. =T .. :& e O. :&
max critica 2 (b) 1 2
Criterio de Von Mises
S3

(c) (b)

— O

En traccion simple, ambos criterios predicen
plastificacion para distinto valor de tension cortante

Tmax-

Oy _ Oy
Tmax.vM = > — = Tmax.Tresca
V3~ 2
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. 3.2.8 Otros Criterios de Plastificacion (1/5)

a) Criterio de Rankine-Lame

El sdlido permanece dentro del rango elastico si se cumplen
simultaneamente las siguientes desigualdades: ——

o,|< o Es la extrapolacion directa del y
1 Y 1
criterio de plastificacion en un 02
:02|| P |]|]I:> ensayo de traccion
o,/ <oy Vs =
T V2o
La superficie de plastificacion es un cubo de lado 2-c,
ii El criterio depende implicitamente del primer invariante !!
b) Criterio de Saint Venant-Poncelet
El solido permanece dentro del rango elastico si se cumplen o
simultaneamente las siguientes desigualdades:
81‘ < & Empleando la ley de Hooke 017~ U(O-Z + 0-3)‘ SO
generalizada este criterio . )( N
‘92‘ <& | también se puede expresar en 0> U(O-l +03) <Oy X / 2
tensiones ( I PP
1+v *

En este caso la superficie de plastificacion en el espacio de las

tensiones es un romboedro . . . : . .
ii El criterio depende implicitamente del primer invariante !!
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. 3.2.8 Otros Criterios de Plastificacion

Diap. n244

(2/5)

c) Criterio de Beltrami-Haig

La plastificacion se inicia cuando la energia de deformacién alcanza el valor de energia que
origina la plastificacién en un ensayo de traccion

2 2 2 2
o, + 0, +0; —2°V'(O'1'O'2+O'1'O'3+O'2-0'3)< Oy

17+2-1+v)-1,<o?

|

Es una generalizacidn del criterio de Von Mises, afiadiendo una c
dependencia cuadratica del primer invariante del tensor de

Gy

tensiones.

f(l,0,)=12+2-(1+v)1,-62=0
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. 3.2.8 Otros Criterios de Plastificacion (3/5)

d) Criterio de Drucker-Prager

Se puede considerar una generalizacion del criterio de Von Mises, aiadiendo la
dependencia lineal del primer_invariante del tensor de tensiones.

/3], +al; — B =0 Donde: a y B son propiedades del material

* Sia = 0 el criterio se reduce a von Mises (se recuerda que ¢ = /3 J5 ).
* El parametro & es adimensional y corresponde a un coeficiente de friccion interna.

* El parametro [ tiene unidades de tension y corresponde a un coeficiente de cohesion.

q ,

\
T~

a =tan ¢

'Il = 36

03

A
0 A

Q™=
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. 3.2.8 Otros Criterios de Plastificacion (4/5)
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e) Criterio de Mohr-Coulomb (1773)

* Este criterio suele utilizarse como criterio de fallo en materiales fragiles en los que la resistencia a
compresidon es mucho mayor que a traccion, y en los que la “friccion interna” juega un papel.

Enél, pueden participar los tres invariantes del tensor de tensiones: | f (ll, |2, |3) =0

* Por razones historicas, este criterio suele expresarse en términos de componentes de tension, en lugar

de invariantes.

Hay tres expresiones alternativas para el criterio:

ko, +03—0.=0

k—1 O,
R+——C—

rr1’ ket 0

|| —co + uo =0

Donde:

Donde:

Donde:

ky a. son propiedades del material

Ry C son el radio y el centro del circulo de Mohr en el
plano oy — o3.

Ky Co son propiedades del material (denominados coeficientes
de friccion y de cohesion, respectivamente).

o y T son las tensiones normal y de cortadura en el circulo de
Mohr asociado al plano g; — a3, cuyo centro y radioson Ry C.
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‘ 3.2.9 Otros Criterios de Plastificacion (5/5)

e) Criterio de Mohr-Coulomb (1773)

En este caso, el criterio se ha representado en el
plano del “Circulo de Mohr”, en lugar del

espacio de las tensiones principales
k-1
Slnd) = m
¢ > U =tang
¢ : g o,
© 7ok
@
R = 5(0'1 — 03)
1
C= 5(01 + 03)
ko, +03—0,=0 Donde: ky o, son propiedades del material
k—1 o, Donde: Ry C son el radio y el centro del circulo de M&hr en el
A1t 1 ? plano oy = 3.
|T| — co + uo = Donde: Ky co son propiedades del material (denominados coeficientes

de friccion y de cohesion, respectivamente).

_______________________________________

! . , . s
+ Define las envolventes de todos los circulos o y T son las tensiones normal y de cortadura en el circulo de

| SRl R EEan A enieie ] M&hr asociado al plano g; — a3, cuyo centro y radio son Ry C.



