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NOTA A LA PRIMERA REIMPRESION

En esta reimpresion no se altera el esquema general de presentacidn previo.
No obstante, he aprovechado la oportunidad para completar la materia discu-
tida en el texto original. Son de mencionar el tratamienito de integrales con fun-
ciones fuertemente oscilantes (Tema 2), la discusidn un tanto demlladg delad
de Diracy sus aplicaciones (Tema 4)y la integracidn numérica Monte Carlo en
regiones arbitrarias (Tema 7). Una buena serie de pequefios detalles en forma
de comentarios, efercicios o formulas, no dignos de mencidn pormenorizada y
que clarifican o amplian las discusiones, han sido igualmente afiadidos,

Por otra partey tras minuciosa busqueda, erratas, errores e interpretacio-
nes dudosas han sido corregidas doquiera se han localizado. Confio en haber
eliminado todas las imprecisiones de importancia. Dado el escaso tiempo
transcuirido desde la primera edicidn, [a bibliografia se mantiene invariable
salvo adiciones puntuales de referencias colaterales. También se incluye una
nueva tanda de Ejercicios de Autocomprobacion sobre aquellos aspectos que
he detectado como mds dificultosos para el estudiante.

Luis M. Sesé Sanchez

Madrid, marzo 1994







La disciplina Métodos Tedricos de la Quimica Fisica corresponde al
Plan de Estudios de la Licenciatura en Ciencias Quimicas por la UNED
aprobado en Orden Ministerial de 25 de abril de 1985 (BOE de 14 de mayo
de 1985 ). Se imparte en una asignatura cuatrimestral y optativa ubicada en
el 5.° Curso. Fundamentalmente se dirige a los estudiantes de Quimica
Fisica, aunque no existen impedimentos de orden técnico serios para que seq
cursada con aprovechamiento por los de otras especialidades.

La Quimica Fisica, como teoria de una Ciencia experimental, la Quimi-
ca, se ha convertido en una vasta rama de las Ciencias que utiliza, con toda
profusién, un amplio bagaje tecrico-experimental para aprehender los
fendmenos fisicoquimicos. Es un hecho indiscutible que de la interaccion
Teorig-Experimentacion surgen, no sélo las correctas interpretaciones
(dentro del marco conceptual) a los problemas bajo estudio, sino, ademds,
hipotesis e ideas atrevidas que sugieren tanto nUEVOS experimentos como
mejores métodos de trabajo tedricos.

Con independencia de opiniones y gustos particulares, el lenguaje
matemdtico, en toda su rigueza y diversidad, se ha convertido en ung
herramienta imprescindible para la interpretacion tedrica del comportamien-
to de la materia. La complejidad de los fendmenos aqui involucrados hace,
sin embargo, que los modelos matemdticos utilizados para describirlos no
puedan ser completamente desarrollados, en la mayor parte de los casos,
con el fin de obtener respuestas exactas. En el intento de mejorar la
capacidad predictiva y determinar resultados tan fiables como sea posible se
emplean tanto métodos de cdlculo aproximado come modelos tedricos del
comportamiento de los sistemas. Todas estas aplicaciones, en la prdctica,
implican el uso extensivo de cdlculo con ordenador.




Parece pues obligacién inexcusable brindar al estudiante la posibilidad
de familiarizarse con las técnicas y manipulaciones matemdticas, de uso
corriente en la especialidad, mediante un curso introductorio. Dada la
duracién de éste ha habido que seleccionar como objeto de estudio determi-
nados temas bdsicos de modo que permitan una posible progresion ulterior.
En este primer volumen nos centraremos en los métodos de aproximacion
del Analisis Numérico (Temas 1-5) y en los modelos de comportamiento
que surgen de la Estadistica Tedrica (Temas 6-9).

Los objetivos generales que se persiguen se enumeran a continuacion.
i) Presentar un conjunto de iitiles matemdticos para la comprension y apli-
cacion prdctica de los esquemas de trabajo usuales en Quimica Fisica.
i) Orientacion de los contenidos hacia hechos concretos, extraidos directa-
mente de este drea cientifica, a través de los denominados Ejemplos de
Aplicacion. Se pretende con ellos acortar la magnitud del salto que va de los
desarrollos abstractos hasta las aplicaciones de interds prdctico. iii) Proveer
al estudiante de una serie significativa de problemas resueltos que refuercen
los puntos anteriores y comtribuyan a un autoaprendizaje eficaz. Estos
problemas van en dos bloques: los ejercicios de aplicacion, intercalados en el
texto para aclarar el punto matemdtico recién planteado; y los ejercicios de
autocomprobacion, que son a su vez de indole puramente matemdtica o de
aplicacién a algtin caso concreto de la Quimica Fisica. Conviene realizar
estos ejercicios cuando asl se indica en el texto, paralelamente al estudio de
éste. iv) Suministrar una bibliografia complementaria (no exhaustiva),
tanto en forma de textos convencionales como de articulos de investigacion,
con la que poder ampliar los contenidos agqui discutidos.

Descendiendo un poco al detalle, veremos en la primera parte (Analisis
Numeérico) cémo reducir complicadas expresiones matemdticas exactas a
combinaciones de las cuatro operaciones elementales (algoritmos) y evaluar
el errvor de este reemplazamiento. Se estudiardn los problemas cldsicos de la
aproximacién polinémica de colocacion (Tema 1) y sus aplicaciones
( Temas 2-3) incluyendo el tratamiento de ecuaciones diferenciales ordina-
rias, la aproximacién de minimos cuadrados y los desarrollos en serie de
funciones ortogonales (Tema 4), y por iltimo la resolucidn dée ecuaciones
no lineales y la diagonalizacion de matrices (Tema 5).

Por lo que respecta a la segunda parte (Estadistica Teorica) y alrededor del
concepto de probabilidad, introduciremos primeramente la terminologia usual
relativa a variables aleatorias y distribuciones de probabilidad ( Tema 6).
Seguidamente se examinan ejemplos concretos de distribuciones en una y dos
dimensiones, discutiendo el importante concepto de corvelacion ( Temas 7-8 ).
Para concluir se presta una especial atencion a los procesos estocdsticos y
las cadenas de Markov (Tema 9).
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Para abordar el estudio de este volumen con provecho sélo se requieren
los conocimientos elementales adquiridos en cursos previos de Matemdticas.
Mads explicitamente, conviene tener presentes las ideas bdsicas sobre:
convergencia de sucesiones y series funcionales, cdlculo diferencial e inte-
gral, ecuaciones diferenciales, dlgebra matricial y teoria de probabilidades.

Dada la limitacion temporal y la amplitud de los contenidos de la
asignatura (hay un segundo volumen dedicado a la Teoria de Grupos,
elaborado por el Dr. Hernanz ), las aplicaciones con ordenador son relega-
das a posibles estudios de Tercer Ciclo. Parece claro que los cdlculos con
ardenador sélo pueden programarse con fiabilidad una vez que se conoce
correctamente como se resolveria «a mano» el problema en cuestion. Se
pretende entonces aqui cubrir esta etapa previa de conocimiento de los
métodos, ejercitandolos a través de cdlculos (espero que interesantes)
abordables con someros medios como son las calculadoras de escritorio
programables.

Naturalmente, asumo la responsabilidad total del presente volumen y
apelo a la benevolencia del lector para que sepa disculpar los posibles
errores de hecho, notaciones pesadas, exposiciones oscuras y demds. Queda-
ré muy reconocido a todos aquellos colegas, estudiantes y leciores en
general, que con sus comentarios constructivos me ayuden a mejorar en el
futuro esta aportacién sobre Matemdtica Aplicada. No puedo terminar sin
antes agradecer a mi hermano Jesus, siempre dispuesto a colaborar, la
realizacion de las figuras que ilustran el texto.

Luis M. Sesé Sanchez

Madrid, febrerc 1990
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ANALISIS NUMERICO

(Temas 1-5)







Tema 1

LA APROXIMACION POLINOMICA DE COLOCACION







Este primer tema de Analisis Numérico se dedica a presentar los
principios de la aproximacion polinémica. En €l se considerara la sustitu-
cion de funciones mateméticas y(x), reales de variable real, que incluyan
operaciones no aritméticas, por entes mas sencillos como son los polino-
mios,

Se comienza analizando el concepto de polinomio de colocacién a una
serie de datos (x, y;) que tomara los valores y; en los puntos x; de la serie
(tabla), examinandose el error del ajuste en el intervalo considerado. Es
claro que trabajar con un polinomio es mucho mas comodo que hacerlo
con la tabla numérica a la que representa.

El siguiente punto es el del calculo de diferencias finitas. Esta herra-
mienta, introducida originalmente por Newton, ocupa un lugar central en
los textos clasicos de Analisis Numérico por el gran niimero de aplicacio-
nes que se derivan de ella. Entre otras, bastara mencionar la obtencion de
polinomios de colocacién para argumentos equiespaciados, la resolucion
numérica de ecuaciones diferenciales, etc.

A continuacién se pasa a los polinomios fuctoriales, los cuales combi-
nados linealmente permiten representar polinomios cualesquiera. Su
utilidad estriba en la facilidad de calculo de diferencias de polinomios
arbitrarios, pues la diferencia de un polinomio factorial responde a una
formula analoga a la de la derivacion de funciones potenciales en Analisis
Matematico.

Se estudia la relacion entre operadores y aproximacion polinomica
para argumentos equiespaciados, empleando operadores para representar
de forma compacta formulas de colocaciéon complicadas. El ya citado
calculo con diferencias queda bien representado con ayuda del operador
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diferencia A, que a su vez nos suministra la expresion del polinomio de
Newton. Se introducen igualmente otros polinomios de colocaciéon, como
el de Gauss y el de Stirling, que involucran a otros operadores (d, p).

El tema concluye con algunas técnicas (Lagrange, diferencias dividi-
das) que se deben aplicar en los casos de argumentos no igualmente
- espaciados.

1. FUNDAMENTOS MATEMATICOS

Antes de pasar a estudiar el polinomio de colocacion, puede resultar
provechoso revisar someramente los fundamentos matematicos de la
aproximacion polinomica. Las razones para la sustitucion de una funciéon
y(x} arbitraria por un polinomio p(x} parecen sencillas de comprender:

i) Facilidad de calculo con p{x), que incluye potencias enteras x",
tanto manual como con maquinas.

ii) La diferenciacion e integracidon de p(x) son inmediatas y condu-
cen de nuevo a un polinomio.

f

iif)y Las raices de p(x) son faciles de obtener.

iv) Si se cambia el origen de coordenadas, cambian los coeficientes
del polinomio, pero se mantiene la forma funcional de la aproxi-
macion. Esto se debe a que el conjunto base {x"},-, ., es comple-
to sobre cualquier intervalo ¢ < x < b, lo que abrird posterior-
mente nuevas posibilidades en ajustes por minimos cuadrados.

Mencionadas estas razones operativas, enunciemos el famoso teorema
de Weierstrass (Ralston, 1970):

Dada una funcién f(x), continua en el intervalo cerrado a < x < b,
se verifica que para todo ntmero real ¢ > 0 existe un nimero natural
n = n(g) que depende de ¢ y un polinomio p,(x} de grado n, tales que:

|f{x) — px)}l <& paratodoxia<x<bh [

Este teorema garantiza que f(x) puede ser aproximada uniforme-
mente en ¢ < x < b por un polinomio de grado a. Es decir, para un nivel
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de aproximacion maximo permitido & en todo el intervalo, existe un
polinomio que aproxima a f(x) dentro de él.

Escribamos ahora la forma tipica de p,{x):

n
pux) = 3 ax'=ag + a;x + ax® + o + ax" [2]
i=0

desarrollo que en la terminologia de espacios vectoriales indica que p, es
una combinacién lineal de los elementos de la base polinémica:

{20, 0 = 1, %, %%, .. [3]

Pues bien, el conjunto dado por la sucesion [3] es completo sobre
cualquier intervalo cerrado a < x < b, Esto quiere decir que para toda
f{x) continua en ese intervalo se verifica que, para todo ntmero real
g > 0, existe un nimero natural n = »{e) dependiente de ¢ y un conjunto
finito de numeros reales a,, a4, .., 4, tales que: '

r[f(x) — Z a,-x’]zdx < 4]

a i=0

En definitiva, éste es un criterio de aproximacion a f(x) mediante un
polinomio, conocido como aprogimacion en media (minimos cuadrados),
que hace el error cuadratico medio (integral) tan pequefio como se desee
en el intervalo considerado. El tipo de aproximacién del que hablamos
resulta fundamental en los desarrollos matematicos que se utilizan en
Mecanica Cuantica y se volvera sobre €l en el Tema 4. No es complicado
comprobar que el criterio de aproximacién uniforme garantiza necesaria-
mente una aproximacion en media, pero no viceversa (Apostol, 1972).

Naturalmente existen otros criterios de aproximaciéon a f(x) por
polinomios p(x) (osculacion, splines, etc.), siendo caracteristico de todos
ellos la basqueda de un error | f(x) — p{x)| tan pequefio como sea posible
(Scheid, 1972; Rice, 1983). En adelante nos ocuparemos de polinomios
acordes al criterio de colocacién, pues resultaran basicos para los dos
temas posteriores.

Es importante resaltar que la funcion a aproximar f(x) puede ser
conocida o desconocida, Si es conocida, puede venir dada por una
expresion analitica o por una tabla numérica. En el primer caso la
aproximacion polindémica puede revestir dos aspectos: la comodidad de
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manejo y las aplicaciones de interés académico o metodoldgico. A veces
es dificil distinguir estos tipos pues suelen aparecer fuertemente entremez-
clados. Por gjemplo, una funcion aparentemente tan sencilla como &* se
evalila numéricamente en calculos con ordenador a través de su desarro-
llo en serie:

2 i

x x . . . . -
=l x e (5]
21 nl

en cada x; que se esté interesado, utilizando tantos términos como sean
necesarios para conseguir ta precision final que se exija al calculo. Si la
funci6n viene definida por una tabla de valores (x;, y,), circunstancia muy
comin, la aproximacion polinomica resulta ventajosa por las razones ya
mencicnadas.

Un caso aparte lo constituyen las funciones desconocidas, que suelen
ser soluciones de ecuaciones diferenciales dadas. Las aproximaciones
polinémicas juegan aqui un papel destacado, pues si bien la solucion
general suele adoptar la forma de una serie funcional:

W)= Yax ; a<x<b (6]

a la hora de realizar calculos tales series son truncadas, segin ¢l error
maximo permitido, de modo que acaban en un polinomio:

1=

J’(xj) = aiva' [7]

3

Il

0

2. EL POLINOMIO DE COLOCACION Y SU ERROR

Centrandonos pues en el polinomio de colocacion, p(x) lo definiremos
como aquel que coincide con y = f(x) en una serie de puntos especifica-
dos por los valores tabulares, {(x;, ¥))};=0

Y= Jf(xj) = p(xj) 0 J=0,1,..,n [8]
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Notemos que el polinomio que se «coloca» con f{x) en (n + 1) puntos es
de grado »n y ademas tnico (Scheid, 1972). Tendra, por tanto, como
maximo n raices reales y un error de ajuste en los argumentos de
colocacion x; nulo (Ejercicio 1).

Para obtener la expresion del error asociada a un polinomio de
colocacion, es util recordar el enunciado del teorema de Rolle:

Dada una funcion f(x) continua en a < x < b y derivable en (a, b), tal
que f(a) = f(b) = 0, se verifica que existe un niimero real c,a < ¢ < b,
que hace nula a la primera derivada de f(x):

fley=0 [9]
Sea pues p,(x) un polinomio de grado »n que toma los mismos valores

que f(x) en xq, X;, X, ..., X, La diferencia entre ambas funciones podria
ser de la forma:

x) — pfx) = Cnlx) = Clx — Xo)lx — x;) - (x — X,) [10]

y serd necesario encontrar una expresion para C.

Definamos F(x), nula en los puntos de colocacion, como:
F(x) = y(x) — pafx) — Crlx) [11]

Tomemos ahora un argumento diferente de los anteriores x, ., dentro
del intervalo de ajuste, y hagamos:

— y(xn+ 1) - pn(xn+1)

C
(x4 1)

[12]

siendo inmediato ver que F{x,,,) = 0. Esto lleva a concluir que F(x)
posee al menos n + 2 ceros. El teorema de Rolle asegura entonces n + 1
ceros para F’ entre los de F, n ceros para F” entre los de F', y asi
sucesivamente. En conclusién F®*1 tiene al menos un cero dentro del
intervalo x, < x < x,, que denotaremos por £ Consecuentemente escri-
biremos:

FOEO(x) o = Y (8 — Cn + 1) [13]
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resultando para C la expresién:

)
C= 14
(n+ 1) [14]
Sin pérdida de generalidad puede escribirse el error como:
YT
¥x) — px) = @) n(x) ;5 X <¢ <x, [15]

PUES X, = X 72 Xy X150 Xy ¥V Xg < Xpyq < X,

A pesar de que ¢ suele ser indeterminado, el resultado [15] es muy
atil, pues en muchas ocasiones se obtienen estimaciones de y"'V(¢)
independientemente de £, '

3. CALCULO CON DIFERENCIAS FINITAS

3.1. Diferencias de avance

Dada una funcién y = f(x) en forma de tabla numérica {(x,, yu)}i=o, mw
con argumentos x, igualmente espaciados:

X411 — X, = h = constante > 0 [16]
se definen las primeras diferencias (de avance en este caso) como:
Ay =Vew1= 0 5 k=0,.,n—1 [17]

Analogamente, las segundas diferencias se calculan a partir de las anterio-
res de la siguiente manera:

Ay, = MAY) = Avises — AV = Vs — 2Viay + 0 [18]
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y asi sucesivamente. En general puede escribirse:

Ay, = A”_lyk+1 - A"wl}’k [19]

expresion que, en definitiva, resulta ser una combinacién de los valores
tabulares y,.

Las diferencias finitas se suelen ordenar en lo que se llama tabla de
diferencias o diagramas de Lozenge-Fraser:

ko x, Y Ay, AZJ?rc AsJ’k
0 xp Yo
Ayo=y1—Yo
1 x »n Alpo=Ay —Ay,
Ayi=y,—y A3y0=Azy1—A2y0
2 Xy ¥ A’y =Ay,—Ay,
Ay, =ys—y, Ay, =A%y, — A%y,
3 X3 Vs A*y,=Ay,—Ay, :
Ays=y,~y; :

[20]

No es muy dificil comprobar por induccién la relacion (Scheid, 1972):
" - i h
Ayo = 3 (=0 - [21]
i=0

Es importante notar que el origen de la Tabla (k = 0) se ha tomado en el
valor del argumento x mas pequefio (x,). Por esta razon las diferencias A
se denominan de avance. Como veremos mas adelante son posibles otras
elecciones de origen que traen asociadas operaciones de diferencia distin-
tas de A,
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3.2. Caracter operacional de A

La operacion de diferencia de avance A puede ser considerada como
el resultado de la actuacion de un operador abstracto A sobre la funcion
y.. Analogamente, las segundas diferencias A® son el resultado de la
actuacion del mismo operador A sobre una funcion Ay, # y,, y asi
sucesivamente. Podemos preguntarnos entonces por las propiedades
algebraicas que posee A. Sin duda la més interesante es la linealidad, es
decir, dadas dos funciones tabulares y,, z, y dos constantes reales cuales-
quiera ¢, c,, s tiene:

Ale,yy + €az) = ¢y Ay + Az, [22]

relacion cuya comprobacidn resulta trivial.

Si la funcién tabular y, es una combinaciéon de dos o mas funciones,
pueden obtenerse relaciones entre las diferencias de y, y las diferencias de
las funciones de las que proviene {Ejercicio 2).

3.3. Propagacion de errores en una tabla de diferencias

Pasemos ahora al importante punto de la propagacién de errores en
las tablas de diferencias. Supongamos que la funcion tabular (x,, y,) posee
algunos valores y, afectados de un error accidental, como por ejemplo un

despiste en la transcripcion del dato (0,6234 por 0,6324).

Veamos como se propaga este error en el supuesto de que sélo
hubiera un dato erréneo y; + & El problema es equivalente al de cons-
truir la tabla de diferencias de la funcion:

[0 k#£3
Ve = g k=3

que es sencillamente:

24



k xp v Aye A’y Ay

0 x, 0
1 x; 0
2 x, 0
A
3 x5 ¢
~
4 x4, 0
5 x5 0
6 xg O

Observamos que: a) el error se propaga en forma conica; b) de acuerdo a
coeficientes bindmicos; ¢} con alternancia de signos. Esta ultima
caracteristica es, en general, la pista que indica la existencia de posibles
errores en la tabla. Un e¢jemplo numérico puede ser de ayuda para
comprender cdmo operar en estos casos. Sea la funcion definida por las
parejas de valores: (0,0), (1, 1), (2,8), (3,20), (4, 64), (5,125), (6,216). Su
tabla de diferencias es:

X W Ay, Az)’k Asyk
0 0
1 1
2 g
]
3 20
~
4 64
5 125 30
91
6 216
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La alternancia de signos nos lleva al dato erroneo (3,20). Una vez
localizado el error es posible dar marcha atras y corregirlo, apoyandose
en ciertas hipotesis sobre el comportamiento de la tabla. En este gjemplo
es facil de anticipar que la columna A* debe ser constante e igual a 6, por
lo que retrocediendo llegamos a que y; = 27.

La tarea de identificaciéon y correccion de errores se ve dificultada
cuando hay dos o mas datos defectuosos, pues se superponen los efectos
de las propagaciones de error parciales (Ejercicio 3). En estos casos
debemos proceder, en general, a través de procesos de ensayo-error.
Como cada posible combinacion de datos erroneos produce una tabla de
diferencias con propagacion de errores caracteristica, la tarea consistira
en identificar el esquema de propagacion que corresponde a cada caso en
particular. A veces este trabajo se ve simplificado por la estructura
particular de la tabla, como veremos en el apartado 2.2 del Tema 2. A
toda la discusion anterior hay que afladir el efecto que los errores de
redondeo pueden incorporar a las diferencias. En muchos casos estos
errores rompen €l esquema de propagacion basico anterior y, por tanto,
el anélisis de la situacion se complica de modo alarmante.

4. POLINOMIOS FACTORIALES Y NUMEROS DE STIRLING

Fl polinomio factorial de grado n (n > 0) se denota por k™ y se define
por la relacion:

Y= K = ktk — Dtk —2) - (k—n+ 1) (23]

extendiéndose la definicién para grados n < 0 con la formula recurrente:

RCESY)
(k—mn)

K = ne=0,—1,—2,.. [24]

que no es sino [23] reescrita en otros términos (recuérdese la definicion
de variaciones de k elementos tomados de n en n). Las ecnaciones [23]-
[24] sirven asi para definir todos los polinomios factoriales sean éstos de
grado positivo o negativo,
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Es inmediato reconocer la estrecha relacion que liga a estos polino-
mios con los coeficientes binomicos:

kN k™
()=
por lo que las propiedades de unos tendran su contrapartida en las de los

otros (Ejercicio 4a).

La propiedad fundamental de los polinomios factoriales se expresa
(Scheid, 1972):

Viw1 = V= AW = pk=1 . p=0,41,42,.. [25]

que indica que la diferencia de un polinomio factorial es otro polinomio
factorial con un grado menos, en una férmula andloga a la de derivaciéon
de funciones potenciales (x") (Ejercicio 4b).

Como se deduce de [23]-[24] un polinomic factorial no es sino una
representacion compacta de un polinomio en la variable k:

K =Y s [26]

=1

Los coeficientes s que aparecen en [26] se llaman mimeros de Stirling de
primera clase, y obedecen a la recurrencia:

ST = 5" — nst™ [27]

la cual permite una rapida tabulacion de éstos.

El proceso anterior es invertible, es decir las potencias de k pueden
expresarse como combinaciones de polinomios factoriales:

K=Y SPED [28]
Coi=1

apareciendo ahora los coeficientes S™ que son los ntimeros de Stirling de
segunda clase. La relacion de recurrencia es en este caso:

St — gm 4 isim [29]
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La representacion de k" dada por [28] es unica. Por tanto, un
polinomio cualquiera podra ponerse como una combinaciéon de polino-
mios factoriales, y el calculo de sus diferencias serd pues un asunto trivial:

pilk) = ag + Z ak! = ay + Z |:Z S{‘)k(”:|

- [z } 0 = p, (k) [30]
i=1

i=1 j=1 i=1

k) =Y Y aS®.j k=Y [Z afsgi}}j-k‘i"‘) [31]
{=j

Por sustitucion de [26] en [31] se obtiene sin dificultad la diferencia del
polinomio en la base de las potencias &/ (Ejercicio 4¢). Es de interés aqui
mencionar la posibilidad de realizar «integraciones finitas» utilizando
polinomios factoriales para resolver ecuaciones en diferencias del tipo

Ay, = K"

(Bjercicio 4d).

5. OPERADORES PARA ARGUMENTOS IGUALMENTE
ESPACIADOS

5.1. Operador A y polinomio de avance de Newton

Reconsideremos la tabla de diferencias [20] y expresemos cada uno
de los valores funcionales y, segin desarrollos del tipo:

k
Ve = Z CiAiJ’o ; k=0 [32]

i=0
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en donde convenimos que c,A%y, = y,. Se obtienen entonces las relacio-
nes siguientes:

Yo = Yo

Y1 ="Yo+ Ay

Y2 = Yo + 28y, + Ay,

Y3 = Yo + 3Ayo + 3A%p0 + A%y,

Va = Yo + 4Ay, + 6A%y5 + 4A%y, + Aty
[33]

en las que se reconocen en seguida a los coeficientes binémicos. Podemos
anticipar entonces una formula general para y, de la forma:

korky
w= Y ( i)A*yo [34]

cuya validez queda garantizada por induccidn (Ejercicio 5).

Utilizando [34], el polinomio de grado »n que coloca una coleccion de
datos tabulares {(x;, ¥,)}x=o.. igualmente espaciados en el argumento x,
se escribe:

1 1
Pr = Yo + kAyy + ﬁTk(k - DA%y, + ?k(k — Wk — A3y, + -
1
---+7k(!c—1)---(k—n+1)A"y0 [35]
!
Si se desea tener el polinomio en funcion del argumento x,, bastara
utilizar las relaciones:

X — Xp

h

Xy

: P St *2

x._.
k= ; kfztk—
‘ h

[36]

y obtener:

A? o
S e — )t — x) + o [37]

Ayq
m(xk - xO) + 2h2

pixy) = yo + A
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No obstante, es mas comoda de utilizacion [35], que puede compac-
tarse en:

) (T)Afyo [38]

i=0

gracias al cardcter de operador que tiene A’ Las expresiones [37]-[38] se
conocen como polinomio de colocacion de avance de Newton, que es una
herramienta basica del Analisis Numérico.

Ejemplo de aplicacidn

Las primeras lineas del espectro de absorcion de rotacion pura de la
molécula 12C'%0 aparecen a las frecuencias siguientes: viem ™ 1) = 3,842;
7,684; 11,526; 15,368; 19,210, Considerando que v = E(J + 1) — E(J),
donde J es un numero cuantico entero que caracteriza a cada estado
rotacional, anticipar la forma funcional que liga la energia E del estado
rotacional con su correspondiente niimero J.

Para resolver esta cuestidn comencemos d1spomendo la tabla de
frecuencias en forma dé tabla de diferencias:

J | ENem™ Y | v=AE Av=AZ%E
Jo - EWJo)
3,842
J, E(J,) 3,842
7,684
Js E(J,) 3,842
11,526
Js E(J4) 3,842
15,368
Ja E(J.) 3,842
19,210
Js E(J5)

siendo inmediato anticipar a partir de aqui que la dependencia E = E(J)
sera de tipo cuadratico:

EN) =ay +a,J + aJ?
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ecuacion que es independiente del origen J, que se tome para los
nimeros J. El Analisis Numérico no puede ir mas alld de la expresion
anterior y de los coeficientes que suministre para una eleccidon dada de J,:

.HH=EMQ+%J£Q~U—hMJ—%+D

quedando la indeterminacion de E, y la arbitrariedad en J, como
asuntos a resolver fuera de este dominio.

La relacion E(J) anterior apunta obviamente a la dada por Mecanica
Cuantica (J, = 0).

EN=BJJ+1) ; J=012,.

en donde B es una constante que depende de la naturaleza de la molécula
en cuestibn. Podemos decir que en las condiciones con las que se
obtuvieron las frecuencias anteriores (equipo experimental, etc.) para el
CQ, éste se comporta como un rotor rigido mecanocuantico,

En resumen, aunque la aproximacion numeérica no contiene en si
misma nada sobre la naturaleza fisica del problema, posee en cambio un
alto valor indicativo sobre el fendmeno que reproduce.

5.2. Operadores E, V, u, &

Acabamos de ver como el operador A simplifica la tarea de obtener
polinoemios de colocacion, evitindonos resolver tediosos sistemas de
ecuaciones cuya resolucion no siempre esta libre de errores numéricos.
Podemos igualmente definir otros operadores para trabajar con datos
tabulares. L.os mas usuales son: E, V, u y 4, siendo todos ellos lineales.

El operador E se define como un operador de salto;

Eye = yiyy [39]

El operador diferencia reversiva V actiia de la manera siguiente:

Vye =y — Ye- [40]
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diferentes polinomios de ajuste. Afiadiremos a los ya vistos los dos
siguientes que involucran a § y u (Scheid, 1972):

@) Gauss (avance) para polinomios de grado par 2n, con k =
= — P, 0, oy 11 '

" k+i—1 : k+i— 1\ .
— 52!.—1 521 48
Py = Yo i; |:( 2 — 1 ) Yip + ( 9 ) )’0} [48]

y para grado impar 2n + 1, con k = —n,..,0,..,n + 1

n k+i-—-1 , k+i .
— 52l 2i+ 1
P i;@ |:< o ) Yo + (2i n 1)5 J’1;2:| [49]

b) Stirling con k= —n,..,0, ... n

k KNk _, k+1 kE+1Nk
_ K 53 Kooy
D YO+(1)5#J70+(1)25 J’0+( 3 )_#J’G“‘( 3 )45 Yo T

fkAn=1N L (k=N Kk o -
+ ( oy 1 )52 Yiiyy + ( on—1 )z_nasz’O [50]

Aparte de los polinomios ya expresados existe una gran variedad de
ellos (Gauss de retroceso, Everett, etc. (Scheid, 1972)) hecho que se
plasma en la regla del zig-zag (Ralston, 1970), segin la cual pueden
obtenerse polinomios a partir de la tabla de diferencias siguiendo cami-
nos originados por combinaciones de operadores disefiadas a tal efecto
(Ejercicio 7).

5.3. Utilidad de los diferentes polinomios de colocacion

A la vista de tantas expresiones para los polinomios de ajuste surge
una pregunta razonable: jrealmente son necesarios todos ¢llos, teniendo
en cuenta que el polinomio de colocacién de grado n a n + 1 datos es
unico? Para una tabla de diferencias dada todos los polinomios de
colocacion mencionados conducen a una misma funcién, ya que todos
ellos son algebraicamente equivalentes.
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La razon de la existencia de tantas féormulas de aproximacion es
simple: flexibilidad. Este concepto puede entenderse bien con un sencillo
ejemplo. Supongamos que se tiene una extensa coleccion de datos (x;, )
de la cual nos interesa describir la region de la cabecera de la tabla. Este
problema, denominado interpolacion y del que hablaremos mas en el
Tema 2, puede abordarse con cualquiera de las formulas de aproximacion
mencionadas. Pero, y éste es el punto importante, para un nivel de error
dado, el polinomio de avance de Newton necesitard menos términos a
considerar en su desarrollo que los de Gauss o Stirling, y muchos menos
atn que el de retroceso de Newton, para representar tal region. Dicho en
otras palabras, utilizando hasta las diferencias A%y, (3 términos), por
ejemplo, el polinomio de avance de Newton puede dar una aproximacion
igual de buena que la que darian los otros polinomios pero usando un
nimero mayor de términos. Naturalmente, con diferencias de tipo central
o reversivas sera necesario ir mas lejos en el orden para describir lo que
sucede lejos del origen de la tabla, situado en estos casos hacia el centro o
en el extremo inferior. La esencia de la cuestion esta pues en ahorrar el
mayor niimero posible de calculos y acotar la magnitud del error cometi-
do cuando no se utilicen todos los datos tabulares. En este ultimo caso,
insistimos, todas las representaciones polindmicas serfan equivalentes.

En resumen, si no deseamos utilizar completamente todos los datos
tabulares, procederemos como sigue. Cuando se esta interesado en
reproducir la regién superior de una tabla se utilizard un polinomio de
avance de Newton, cuyo origen estd en la cabecera. Si, por el contrario,
se desea reproducir la regidn inferior, se empleara un polinomio de
retroceso de Newton, con origen en el Gltimo elemento de la tabla. En los
casos intermedios se pondra el origen de la tabla en el dato que ocupe el
lugar central del intervalo de interés y se utilizard una aproximacion de
diferencia central (Gauss, Stirling, etc.).

6. POLINOMIOS DE COLOCACION PARA ARGUMENTOS
NO EQUIESPACIADOS

Todos los polinomios de colocacion vistos hasta aqui han sido para
argumentos igualmente espaciados x,,; — x;, = h = constante. Existen
también versiones mas generales que se emplean cuando el espaciado h
no es constante (Scheid, 1972; Stroud, 1974; Press y col., 1988). De entre
todas ellas, por brevedad, nos ocuparemos de dos: el polinomio de
Lagrange y el de diferencias divididas de Newton, remitiendo a la
bibliografia para otras posibilidades (Aitken, Neville, etc.).
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6.1. Polinomio de Lagrange

Dada una coleccidn de puntos {(x, y,)}i=0, cualesquiera, el polino-
mio de colocacion de Lagrange se define como:

k=0 j#k (xIc - xj)

p(x) = éo L(X)yy = Z [ﬂ M]yk [513

en donde es facil comprobar:

Lifx) =0

[ ] ( ) y "
J,E :Ck k y ¢ D’ 15 1
k(':k) .

Ia expresion de L,(x) puede escribirse:

mi(x)

(x — x) 7' {x)]

Lfx) = [ [52]

ddn-de n(-x) és e]conoc1do pr_oducto o
m(X) = (x — XX — x1) - (x — x)

Es claro que [52] es un polinomio de grado n 'y, por lo tanto, lo mismo
sucede para [517. La expresion del error para este nuevo polinomio es
idéntica a la ya deducida [15].

Por ¢jemplo, el polinomio de colocacion de Lagrange para tres
puntos (aq, f{ao), @, f(@,)). (@, f(a,)), viene dado por el desarrollo:

Pa(x) = Lo(x)yo + Li(x)y; + La(x)y, =

_ (x—ag)x — a) flag) + (x — ag)(x — ay) 1l

B (ag — a;)ag — az) (@, — ag)la; — a,) @)+

(x — apghlx — ay)
(ay — aola, — ay)

flay)
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6.2. Diferencias divididas

Las diferencias divididas constituyen una generalizacion de las dife-
rencias de avance A. Se definen de la siguiente manera:

i) Primera diferencia dividida entre x, y Xp4 4

Yev1 — Vi
WXy Xppq) = ———"
Xe+1 — X

1) Segunda diferencia dividida entre xu, Xiyq ¥V Xpuq

WXt 15 X 2) — WX X1 1)

Xpvz — X

WX Xpt 10 X4 2) =
iii) La n-ésima diferencia dividida entre x,, X; . 1y . Xg4u

y(xk+15 ! xk+n) - y(xk? -"s.xk+n—1)
Xp+n ™ Xg

V(Xpy Xpt g5 s Xpg) =

Una tabla de diferencias divididas toma la forma:

kooxe  w
0 Xo o
Wxp, x4}
I x; oy WXos X1, X3)
Wxp, X3) WXg, X, X, X3)
2 x »m WXy, X3, X3)
Wxg, X3)
3 X3 oy

Las diferencias divididas presentan ciertas propiedades interesantes
que las hace utiles en el trabajo tedrico. Revisaremos la de simetria, la de
su relacion con las diferencias finitas, un nuevo polinomio de Newton al
que dan origen, y su utilidad para estudiar el comportamiento de A%y,
cuando n — o,
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a) Por lo que respecta a la simetria, las diferencias divididas son
invariantes bajo todas las permutaciones de los argumentos x;, dado que
los y, se permutan de la misma manera:

Y(xg, X1} = p(%1, Xo)
y(x0= X1y xz) = y(xb X0s xl) = e

(Ejercicio 8a).

b) En el caso de que los argumentos estén igualmente espaciados,
h = constante, un calculo directo (Ejercicio 8b) conduce a la relacion:

Auyo
nth"

[53]

y(xm Xy Xy ees xn) =

para sucesivos valores n = 1,2,3,.., ctc. La validez general se establece
por induccion.

¢y Con lus diferencias divididas podemos-escribir-un-nuevo-polino- - - - - -

mio de colocacion de grade n que tome los valores y, en los argumentos
x, arbitrarios (k = 0,1,..,n). La expresion es Ia siguiente:

plx) = yo + (x — Xp} ¥ (%0, X4) + (x — Xo)(x — %) ¥ (X0, X 15 Xp) 4+ - +
+ (x — Xg)(x — Xq) e {x — Xy - 1) ¥ {X0s X5 e X,) [54]

Que [54] es el polinomio de colocacién de grado n para los datos puede
verificarse con rapidez

P{xo) = Yo

y asi sucesivamente. Obviamente, si los argumentos x, estan equiespacia-
dos, la formula [54] se reduce a la de avance de Newton [37].
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El error cometido con este polinomio en todo ¢l intervalo de ajuste
viene dado por [15]:

(n-+1)
) = pls) = 2 = )

Vamos, no obstante, a deducir una expresion equivalente a la anterior ¥
basada en diferencias divididas, de modo que luego seamos capaces de
relacionar éstas con las derivadas.

Tomemos un argumento x cualquiera dentro del intervalo (x,, x,), no
necesariamente uno de los x,. De la definicion de diferencia dividida se
escribe la siguiente tanda de identidades:

Yx) = yo + (x — Xo) y (%, Xo)

y(X, XO) = y(x()’xl) + (X - xl)y(xs Xos xl)

Y0X, X0 X g5 ey Xy 1) = WXy s X+ (X = X} ¥ (X, Xy wory X,) [55]

Una sencilla manipulacion algebraica, que se deja a cargo del lector,
conduce a: :

WX) = yo + (x = X0) ¥ (xg, X1) + (x — Xo)(x — X¢) y{(Xg, X1, X5} + -
A (3 Xg) e (XX 1) ¥ (X0 X1,y X} (X — X0} o (X=X} ¥ (3, Xy X1, 0y X,)

[56]

En [56] los n + 1 primeros sumandos son ya el polinomio de colocacién
[54], asimilandose el ultimo sumando al término de error de esta aproxi-
macién polindomica. Por comparacion entre este término y [15] establece-
mos:

AR (9)

T+ 1) (571

y(xa xoa xl: "y xn)

que nos relaciona diferencias divididas con derivadas. Encontramos
entonces (Ejercicio 8c):

A'yy = y"™E)- b [58]
que nos servird en el analisis siguiente.
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d) El comportamiento de A"y, cuando n — co puede analizarse con
ayuda de la expresion [58]. Es bastante intuitivo esperar que en una
tabla de diferencias a oérdenes clevados A"y, tienda a anularse cuando el
espaciado h se hace mas y mas pequefio. Sin embargo, esto no es cierto
en general pues tomando limites en [58]:

lim Ay, = lim y™(&)h" [59]
o SRS

con lo que sélo si todas las derivadas y™(&) estan acotadas independien-
temente de n, podremos garantizar la impresion intuitiva anterior:

lim Ay, = 0 [60]
a;

Si esto no fuera asi, el comportamiento de A"y, serd decreciente al

principio, para convertirse a partir de un determinado » en fuertemente
oscilatorio (Ejercicio 9).
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EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

Discutir la existencia y unicidad del polinomio de tercer grado
p(x) = ag + a;x + a;x° que ajuste a una funcién y(x) en tres puntos arbi-
trarios: (xy, y1), (X2, ¥2), (0, ¥3).

a) Calcular la primera diferencia de y, = z, - t,.

b) Demostrar que cvando h/x, se hace muy pequefio entonces
A(ln x,) tiende a A/x; (In = logaritmo neperiano).

Obtener el diagrama basico de propagacion de errores en una tabla
de diferencias que tenga dos valores afectados de error y, + ¢ e
Vg — 0.

a) Demostrar utilizando polinomios factoriales la relacion entre
coeficientes binomicos:

k+1 k k
)=o)l
b) Obtener las diferencias A"k™ y A"* 1k (n = (),
¢) Determinar A y A? para el polinomio 3k* + 2k + 1.
d) Hallar una funcién p, para la que Ay, = k%
Demostrar por induccion la relacion [34].

a) Obtener las relaciones que ligan entre si a A,E y V.
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b) Demostrar las relaciones:

k
CEfF= Y (]?)Ai
i=o \ !

¢) Comprobar la linealidad de V, 2 y 8, asi como Ia conmutatividad
de sus productos dos a dos.

Comprobar que la férmula de Stirling [50] efectia en la tabla
adjunta la seleccién de valores sefialada.

ko xi A A? A? A*
-2 1 2
—4
~1 2 =2 7

a) ComprObaf que _V(xO: xl: XZ) - y(st xDa xl)'
b) Demostrar por induccion la relacion [53].

¢) Demostrar la relacion [587.

a) Un gas ideal obedece a la ecuacién de estado P- V = 1. Analizar
el comportamiento esperado para AP, en la tabla de diferencias de
la presion cuando n — oo, y se toma un espaciado h en el volumen V
cada vez mas pequefio. :

b) Para la funcion y = sen x ;jqué valor se daria a la diferencia
dividida de argumentos iguales y(xg, xo)?




SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. Elproblema esta aparentemente bien determinado, hay tres incégnitas
(ag, a1, a3) v pueden escribirse tres ecuaciones:

yi=6agt ax + ayx,

Ya=ag+ ax + a3x3

- y3-=_ 2 o
de donde ay =y; y el par (a;, a3) debe satisfacer el sistema:

y1— ¥ = a0 + ax

Y2 — Y3 = a1% + a3x3

En general este tipo de problemas involucra al denominado determi-
nante de Fandermonde (Ralston, 1970).

Sabemos, sin embargo, que los sistemas lineales no siempre tienen so-
lucion unica. Esto si serd asf cuando el rango de la matriz de coeficien-
tes coincida con el de la matriz ampliada con los términos independien-
tes y, ademas, este rango sea igual al nimero de incégnitas (2 en nues-
tro caso):

3
rng X1 X g Y1—Vs X1 x}
X2 x} VY3 Xy x%
Consecuentemente, si el determinante de la matriz de coeficientes es

distinto de cero, la solucidn es lnica (rango = 2):
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xlx?

Xy X

=6 (% —x) # 0

lo que exige que simultdneamente:
x1# 0 5 xF0 ; xy% Tx

Ndtese que en el caso de solucion multiple con x; =0 0 x, =0, se si-
gue necesariamente y; = y; 0 y, =3, dado que las funciones polinomi-
cas son monovaluadas. En caso contrario tendriamos incompatibilidad
y no habria solucién alguna. De forma similar puede analizar el caso
x; = %x,, pero estas discusiones no ofrecen nada de interés sobre ¢l
probiema de la unicidad del polinomio.

Como se ve, la existencia y unicidad de un polinomio de ajuste vali-
gada a: 1a forma del polinomio, el nimero de puntos de ajuste y los va-
lores de las abcisas y ordenadas de tales puntos.

2. a) Aplicando la definicion:

Ay = Mzt = Zyyy  bevy = 20 b

de donde sumando y restando z.t,,, obtenemos:

Ay =Zyiy lyy — Zp biwy F Zp by — by =

= tye thZir . Z) + Zllir — ) = LAz + Z AL
expresion que recuerda a la derivada de un producto.
b) Bastard con demostrar que:

Aln x,

A= lim

= 1 (infinitésimos equivalentes)
hjx—0 hi/x,

lo que se hace como sigue:

(A —lnty) . In(l+Ax) h
A= lim = lim —— %y =1 =
hfxie—0 h/x, hix—0 h/x; Xk
= lim Ity _ lim In (1 +y)'* =1n |:1im (1 -I—y]”’} =lne=1
y0 y =0 y=+0
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3.

El diagrama pedido tendria la forma:

v, | Error A A? A A4
Yo 0
Y1 0
Y2 -0
y ’13//
3 ~£
Ya 0
Ys 0
/
Ve —0
\
Y7 0
Yo 0
Y10 0

Seria aqui facil reconocer, por las propagaciones conicas y las
alternancias de signo, los datos errdneos partiendo de la tabla.
Cuanto mas separados estén los datos erroneos, tanto mas rapido
serd identificarlos. Por el contrario, si estan proximos (y, e ys, por
ejemplo) la cuestion es menos inmediata. En el tema siguiente vere-
mos como proceder en estos casos.

a} Para demostrar la relacion:

) =) o)
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desarrollaremos con polinomios factoriales la expresion:

k+1 kN (k+ et gt

n+1 n+1/ (n+ 1) (m+ 1

AT+ DR k™
CE e

n

llegando al resultado buscado.

b) Por ser k' un polinomio en k de grado n (>0), la diferencia n-
ésima serd el analogo a la derivada n-ésima de tal polinomio:

AR = AP HAK®) = A1k V] = =nin—1)...2. 1 =n!

FEn consecuencia;

AR = A(nl) = 0

¢) La primera operacion serd expresar 3k? + 2k + 1 en términos de
los polinomios factoriales k'*), k. Con los numeros de Stirling de
segunda clase se tiene:

k2 = Y 4 g2
k = kb

y p(k) se transforma en:
plkt) = 3k + 5N + 1
De aqui se calculan las diferencias
A3k + Sk 4+ 1] = 6k + 5 = 6k + 5

A3E? 4+ 5k +11=6

d) Los polinomios factoriales pueden servir para realizar «integra-




ciones finitas», como ¢s este caso. La ecuacién en diferencias dada es
equivalente a:

Ay, = k* = kI 4+ TkD 4 6K 4 ki

¢ invirtiendo la férmula AK™ = nk™~ 1, encontramos:

1 7 6 1
— Constante + — k@ + — k3 4 k@ 4 Z 9
Vi onstante + > + 3 + 1 + 3

en donde incluimos una constante de «integracion» por ser A(cons-
tante) = 0,

Supuesto que [34] es cierta para todos los indices 1 < k, habra que
demostrar que también se cumple para k + 1. Comenzaremos escri-
biendo:

Vi+1 = W + Ay

" expresion que se transformaTen:” T

LIS AU ko kN .
Vet = Zo(i)Atyo + Z (i)AHlyo
i= i=o

utilizando [34] y propiedades de A. El segundo sumatorio de esta
{iltima ecuacion correra sobre un nuevo indice j =i + 1, con lo que

reescribimos:
kKN k+1 k _
Vv = 2, (.)AIJ/U + Y ( )Ajyo
i=o \ 1 =i —1

Si ahora se extrae del primer sumatorio el término i=0 y del
segundo sumatorio el 0itimo término j = k + 1, es directo poner:

u k k i k+1
J’k+1=3"o+lz1 ; + i1 Alyo + A" My
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50

que es sencillamente:

k1 k41
Yi+1 = Z ( )AI.VO

i=0 [

quedando demostrada la relacién pedida.

a) De las definiciones:

AVe=Ves1 = Ve 3 EVi=Jre1 VJ/k=J’k—"J’k—1‘
se obtiene:
A=E~-1 ; V=1—-E"!
pues
Ayy =(E — Dy = o1 — Wi
Vie=(—E =y -y

b) Del apartado anterior, aplicando ¢l desarrollo de la potencia de
un binomio, se llega a:

A¥ = (E E(1()ﬁ=
= (A + 1) g()

¢) La linealidad de V esta contenida en la deduccion:

Vi + eaze) = (C v + €32) — (C1¥m1 + €224 y) =
= ¢,y — yk-1).+ ez, — Zi—1) = ¢,V + €, Vz,

~ y analogamente para y y & en:



7.

1 _
we v + ¢22)) = E(Elﬁ + E 112)(‘31}’:: + Czy) =
1
=5 [(e1¥+ 172 + CoZps172) F{C1Vhm1)2 + €22k - 1/2)] = C11a¥y + Caizy,

Sleyy, + caz) = (EV2 — E7V3) ey, + c32) =

= [(€y Ve 12+ szk+1/2) - (C1yk—1/z -+ szk-lfz)] = ¢, 0y, + €,0z,

El producto de estos operadores es conmutativo:

1
Viuy, = Vl}i(J’H 12 F yk“lfl):| =

1

= 5[)’k+1/2 = Vie1jz ¥ Vw12 — Yk—3/2] =

1
= 5 [Vi+ 12 — Yk—afz] = uVy,

. 1 1
duy, = & E(J’Huz + yk*lfz) = ‘2‘[J)rc+1 — Vi-1] = 1oy,

Hay que determinar los valores tabulares:

ouye . 6%y . Spye . Sy

Con un calculo elemental encontramos:

1 1
oy = E(yl —¥Yoq) = E(AJ’() + Ay_,)

8%y = (E'V* —E7Y3y, =(E — 2+ E" Yy, =
=y — 2o+ y_, =A%y,

1
53[1,_})0 — E(Elf‘z _ E*L,’Z)S(El,’z + E—l/.’!)yo —

Vo =Vez — e-12d = Wierg = Di-rp F gl =0V
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1
= E(Asy-z + A’y_y)

8y = (B2 — E- 1%y = Aty _,

que son los datos marcados en la tabla.

a) La comprobacion de simetria es trivial. Comencemos expresando
Y(Xg, X1, X5) como: '

Ya—¥1 Vi—JYo
X1 Xo) — W(Xp, X Xo—X; Xq—
WX, X 15 %y) = Y61, Xp) — (g, X4) _*2 1 1~ %*g _
Xg — X9 Xz —Xg
Yo - J1 Y2

:(xo—x1)(xo_x2) (%1 =X} (X —~X3)  {Xp—Xg)(x2—xy)

La permutacion que pasa de (0, 1,2) — (2,0, 1), puede descomponerse
en: (0,1,2) - (2,1,0) > (2,0, 1), es decir en dos transformaciones

-sucesivas: intercambio -de -2-por-0;-intercambio de-0 -por I -~

El primer intercambio 2« 0 actla sobre y(x,, X, X,):

J’(xzs Xi, xO) - [2 “ 0] ¥y (x(}a X1s xz) =

Ya Y1 Yo
(X=X Hxa—Xo) (X1 —X)(x; —Xp)  (%g— X2} (X0 —%1)

expresion que es idéntica a la anterior:
y(x..?.a X1 xO) = y(x0n Xis x2)

Operando de manera analoga con el segundo intercambio 0« 1, se
llega a:

y(xz, xO:xl) - [OH 1] y(x.'Z:xl} xO) =

Y2 n Yo Y1
(2 —Xp) X2 —x1)  (xo—X2){xo—x;) (%3 —X3)(x1 —X)




por lo que:
J’(xm X1s xz) = y(x2= X1y xo) = y(x2= Xo xl) = ..
Este resultado es completamente general para diferencias divididas de

cualquier orden n.

b) Supuesta cierta la relacién
Ay,
nlh"

y(x(): Xy ey )C,,) =
hasta orden n, veamos que también lo es para orden n + 1:

Xis Xy ooy X — WXg, X4, e X
WXy X gy o Xy 1) = WX 15 Xy vy Xy 1) — Mg, X1, s Xp) _
Xp+1 — Xgp

Ay, Ay,

alh® 1 APy,

APy, — Aty) = Y0
M+ D) (g it YT A = e

quedando demostrada por induccidon la propiedad.

¢) De la ecuacion [57] podemos poner:

(&)

n!

y(xs Xy Xgyoeey Xg o 1) =
o lo que es igual, haciendo x, = x y reordenando:

¥"(E)

n!

y(be xln [L) xn) = 3 Xo < L—: < Xy

Comparando con b) establecemos:

Alyo = 1" y"(E)

a) Utilizaremos el resultado anterior para calcular el limite pedido
tomando x =V, y = P:

lim A"Pg = lim {A"y"()}
S W
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La derivada n-ésima de P = 1/V no estd acotada para todo valor
de n:

(—1)n!
TyRrT

POV =

y por tanto el limite depende de n:

1Rl
im AP, = lim [L%_"]

B0 =0

lo que revela que las primeras diferencias tenderan a hacerse peque-
flas al principio para, alcanzado un cierto momento a Ordenes
elevados, oscilar y crecer desmesuradamente. Queda claro entonces
que las diferencias no siempre tienden a cero al crecer el orden, como
seria intuitivo esperar.

b) Una diferencia dividida de argumentos iguales puede definirse
mediante un limite en el que un argumento tiende al otro:

0 = i s ) = Tim 2 =IO _

x>0 x—xp % T Ap

Vixo)

resultando la derivada de la funcidén en el argumento dado. Para
sen x se tiene:

sen (xq, Xg) = €08 (x)




Tema 2

APLICACIONES DE LA APROXIMACION POLINOMICA







En este tema completaremos el conocimiento adquirido sobre la
aproximacion polinémica de colocacion aplicindola a los problemas
clasicos: interpolacion, extrapolacion, derivacion e integracidn numéricas.

La interpolacion constituye la base del Analisis Numérico convencio-
nal debido a las necesidades del calculo manual. A partir de funciones

tabuladas se desea determinar los valores aproximados de la funcién para

argumentos no tabulados. La necesidad de interpolar es, sin embargo,
poco frecuente hoy dia pues o bien la expresion analitica de la funcidn es
conocida y se efectiia el calculo en ordenador, o bien las tablas numéricas
funcionales son tan precisas que una interpolacion lineal da ya un
resultado muy aceptable. ;Cual es la utilidad entonces de estudiar la
interpolacion? La razdén es contundente: las formulas de interpolacion
constituyen, entre otras cosas, el punto de partida para diferenciar e
integrar numeéricamente. Con esta perspectiva, se trataran las inter-
polaciones directa e inversa y la subtabulaciéon. Ademas consideraremos
la estimacion de valores de la funcidon fuera del intervalo de ajuste,
operacion conocida como extrapolacion, v veremos un ejemplo de aplica-
cion relativo a los calores especificos de solidos a bajas temperaturas.

La diferenciacion numérica nos permitira aproximar las derivadas de
una funcion tabular a través de las derivadas del polinomio de coloca-
cién. Esta operacion esté, generalmente, afectada de gran error. A pesar
de sus defectos, la diferenciacion numérica convenientemente adaptada
resulta util para resolver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
(Ralston, 1970). Como aplicacién trataremos con la ecuacion diferencial
cuyas soluciones son los polinomios de Hermite, fundamentales en el
estudio de la vibracion molecular.
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La integracidon numérica cierra estas aplicaciones. El proceso consiste
en reemplazar la integral definida de una funcion y(x) en un intervalo
a < x < b por la correspondiente integral del polinomio aproximador
p(x), o mejor atn por la de la combinacién de polinomios aproximadores
de orden no muy elevado (<3) definidos en diferentes subintervalos del
a < x < b. A diferencia de la derivacion, la integracidén suele dar resulta-
dos bastante buenos. Se revisan varios algoritmos integradores (no
necesariamente basados en colocacidén} y como tratar las integrales con
singularidades y las fuertemente oscilantes. Para concluir evaluaremos
como aplicacidn la integral de Debye.

1. INTERPOLACION Y EXTRAPOLACION

1.1, Interpolacién direcia

Una vez resuelto el problema del polinomio de colocacién resulta
muy. simple interpolar, dentro del intervalo de ajuste, el valor de la
funciéon para valores no tabulados del argumento. Sea una funcion
definida por {(x;, Y}r—o » CON X, ., — X, = h = constante. Se desea
estimar y(x;) = y; con X, < X; < Xpe; O <m<n—~ 1)

Sabemos que el polinomio de colocacion es una funciéon del argumen-
to k:

plk) = ag + aik + ak?* + ...+ a k" [1]

donde los coeficientes «; dependen de 1a eleccion del origen de la tabla
(k = 0). Obtenido el polinomio que mas interese, segiin la situacion de x,,
la interpolacién para este punto puede realizarse determinando el valor
fraccionario k; del indice k que corresponde a x;

kaxj;xo ;o m<k;j<m+ 1 [2]
y sustituyendo tal valor en [1]:
yix) =~ plk) = ag + a;k; + akf + ...+ a,k] [3]
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En el caso de argumentos equiespaciados es claro, de la discusion
sobre eleccion de polinomio en el tema previo, que no resulta muchas
veces necesario escoger por adelantado el grado de polinomio aproxima-
dor. Aprovechando calculos anteriores nos bastara con ir afiadiendo
términos sucesivos de diferencias hasta obtener la precision deseada. Es
comin que aproximaciones cuadraticas o cibicas suministren buenos
resultados. Notemos que cuando las diferencias de orden superior tienden
a cero puede estimarse el error cometido al realizar aproximaciones
truncadas de este tipo.

Si los argumentos estan desigualmente espaciados, la interpolacion se
realiza mediante los polinomios al efecto (Lagrange, etc)). En el caso del
polinomio de Lagrange hay que clegir de entrada el grado del polinomio
y sustituir en él el valor x; a interpolar. Tal eleccién a priori es un
inconveniente cuando el grado elegido no es el maximo posible. Por
gjemplo, dada una tabla con 10 puntos (x,, y,), la interpolacion de la
funcidén en x, < x; < x5 podria hacerse usando Unicamente los puntos
i =3,4,5,6 {tercer grado) despreciando la influencia del resto de los
puntos. En otros términos esto quiere decir que el habito de la curva
y = f(x) no se tiene en cuenta completamente, lo que podria resultar
nocivo para la estimacion. Si incluyéramos mas puntos para mejorar ésta,
encontrariamos que los calculos ya realizados no son aprovechables,

debiendo empezar de nuevo desde cero, En general, en la medidd en que
el granulado (espaciado) de la tabla sea muy fino los efectos derivados de
tomar pocos puntos seran mas y mas despreciables. En el cilculo manual
estos problemas se presentan en toda su crudeza. Sin embargo, en
calculos con ordenador los inconvenientes mencionados desaparecen en
U mayor parte.

Ejercicio de aplicacion
Para ilustrar la discusion precedente tomemos la tabla

x | 010 0,15 0,30 0,35
y | L1017 LI6I83 134986 141907

que corresponde a la funcién y = €, y calculemos y(x = 0,2). Veamos
como evolucionan los resultados usando interpolacion lagrangiana a
medida que aumenta el nimero de puntos incluidos.
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Con interpolacién lineal entre x = 0,15 y x = 0,30 obtenemos:

02—03 02— 0,1
pi(0,2)~ 22703 g 02700

~ .1,34986 = 1,
(0,15 —0,3) (0,3 - 0,15) 1,22451

Si se toman x = 0,10; x = 0,15; x = 0,30 (interpolacién cuadratica):

(0,2—0,15)(0,2—0,3) (0,2-0,1)(0,2—0,3)
0.2) ~ -1,10517
¥2(0.2) 0,1 —0,15)(0,1—0,3) T 0.15-010,15-03)

-1,16183 -+

(0,2—0,1)(0,2—0,15)
©,3—0,1)(0,3—0,15)

- 1,34986 = 1,22150

Finalmente la aproximacidon clibica que utiliza toda la tabla conduce a:

L {0,2—0,15)(0,2—0,3)(0,2—0,35)

~ . 1,10517
0.2 = 0 01— 030,1-035 T
02-01)02-03)02-035) | oo
(0.15—0,1(0,15-0,3)(0,15—0,35)
_ —0,15)(0.2—0,35
(0.2-0.0027015027035) = 11986 1

(0,3—0,1){0,3—0,15)(0,3—0,35)

(0,2—0,1)(0,2—0,15)(0,2—0,3)
(0,35—0,1)(0,35 - 0,15)(0,35—0,3)

-1,41907 = 1,22139

El valor exacto redondeado a cinco cifras decimales es y(0,2) =
= 1,22140 y la aproximacién mejora al avanzar en la sucesion yy, ya, ¥a:

n u |yn - yexactn‘ i
1 1,22451 0,00311 |
2 1,22150 0,00010
3 1,22139 0,00001

Este comportamiento es, salvo en casos patologicos (funciones fuerte-
mente oscilantes), el esperado generalmente.
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Para terminar, consideremos ahora el efecto del granulado de 1a tabla
sobre ¥(0,2) procediendo a interpolar linealmente este valor entre los
puntos extremos de la tabla:

(0,2—0,35) (0,2—0,1)
(0,2) > T2 10517 + o 1,41907 = 1,23073
O T *035-00)

estimacion que arroja un error superior a cualquiera de los anteriores
pues (en términos geométricos) se ha sustituido un arco de curva por un
segmento de recta:

|y1’ - yexactol = 0,00933

Figura 1.—Grdfica del ejercicio de aplicacion de interpolacidn lagrangiona.

1.2. Subtabulacion

Siguiendo en la misma linea se desea, dada una tabla, ampliarla
rellenando los huecos entre cada dos x, consecutivos tanto como quera-
mos. Esta operacion de interpolacion multiple se denomina subtabulacion,
y es un asunto directo de llevar a cabo con los polinomios que ya
conocemos (Ejercicio 1).
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1.3. Interpolacién inversa

Se plantea un problema diferente si lo que se busca es determinar el
valor del argumento x,, que corresponde a un valor y,, no tabulado. Este
es el problema de la interpolacion inversa que se resuelve intercambiando
Jos papeles entre x ¢ y para emplear un polinomio de Lagrange que
coloque los puntos (y,, ;) con argumentos desigualmente espaciados yy
(Ejercicio 2).

1.4. Fl error en interpolacién

Las fuentes principales de error son las tipicas en Anélisis Numérico:
errores de entrada, de redondeo y de algoritmo. Su influencia conjunta
sobre el resultado final es determinable solo hasta un cierto punto,
quedando limitades a dar estimaciones del error final. Consideremos
cada una de las fuentes anteriores.

a) Errores de entrada

Los datos funcionales y, vienen normalmente afectados de cierto error
¢, (cxperimental, redondeos, etc.). A este nivel se puede dar una estima-

cion del error global de entrada a través de los polinomios cota del de
colocacién a la tabla dada p(+e), p(—e) y calculando |p(+&) — p(—eg).

b) Errores de redondeo

Son los derivados de la necesidad de trabajar con la representacion
decimal, ya que el nimero de cifras decimales maximo que admiten las
maquinas para calcular es, forzosamente, finito. Notemos que existen ya
ordenadores que trabajan con 32, 64 o mas digitos significativos y lo que
digamos a continuacion sera tanto mas irrclevante cuanto mayor sea este
aamero. Obviamente todos los excesos que se produzcan por encima de
ese numero maximo, como resultado de las operaciones aritmeéticas, se
pierden. Esto puede levar a errores en las estimaciones numéricas finales
que pueden resultar significativos cuanto mayor sea el nimero de opera-
ciones a realizar {en calculos habituales en Quimica Cuantica, por
ejemplo, tal namero se cuenta por millones).
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Puede ser ilustrativo considerar el siguiente caso. Un célculo quimico
cuantico (CNDO/2) para la molécula de CCl, en su estado electrénico
fundamental, si se realiza con ocho digitos significativos (precision simple)
da un valor para el momento dipolar distinto de cero a partir de la
cuarta cifra decimal. Utilizando dieciséis digitos (doble precisién) se
obtiene un momento dipolar nulo, como debe, a ocho cifras significativas.

El analisis del error de redondeo es de una alta complejidad y no hay
resultados tedricos completamente fiables, sino esquemas de trabajo
aproximado (aproximacién probabilista, teoria del digito mds significati-
vo, etc.) (Ralston, 1970; Rice, 1983). El error de redondeo es comiin a
todos los calculos numéricos y su importancia es relativa a cada uno de
ellos. En interpolacion y dadas las facilidades de caiculo actuales (calcula-
doras de sobremesa trabajan con 12 ¢ 13 digitos significativos) este error
suele ser despreciable comparado con los de entrada y algoritmo.

¢) Error de algoritmo

Por error de algoritmo entendemos al derivado de tomar una técnica
numerica especifica para resolver un problema en particular. En nuestro

usu heirros elegido como polinomio aproximador el de colocaciomn,
aunque ya sabemos que éste no es el tinico medio posible. Distinguido
esto, el error tipico asociado a las aproximaciones polinédmicas es el error
de truncacion. Este es el error cometido al aceptar como aproximacioén a
¥(x} un polinomio p,(x} de grado n, y vendra dado por la expresién ya
conocida:

[(x) = pu(x)| = l(nv:(—_ley y‘"“’(&)‘ ; X <& <X, [4]

que cscribimos en valor absoluto. Aungue el valor ¢ es desconocido, la
formula anterior resulta muy util para obtener cotas del error cometido.

Ejercicio de aplicacion

Ocupémonos ahora de dar una cota para el error de truncamiento
cometido al aproximar una funcién tabular mediante un polinomio de
avance de Newton de segundo grado.
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Fl error de truncamiento vendra dado por:

bt pso = (E IS o
expresion que en términos de k es:
' k(k — 1k — 2
¥x) — pa(x)] = ’L—%—l hsy‘”(é)}

Si no se conoce nada sobre y(x), solo podremos acotar el polinomio en k:
dentro del intervalo 0 < k < 2. Para ello bastari con calcular los maxi-
mos y minimos de p, y quedarnos con el mayor de ellos en valor
absoluto. Un calculo sencillo da:

IR NE)
9

Ikmin =1+ /i ’ p(kmin) =

1 o 2./3
1 : p(kméx)=Tf

kméx = - \/g ’

por lo que para todo el intervalo (xq, x,) se acotara el error en la forma:

2/3

) = Pl < == (9]

Notese que el valor del espaciado h puede optimizarse para mantener
el error de interpolacion tan bajo como sea preciso. Esto implicaria
realizar més «experimentos» para construir la tabla si se desea mantener
la aproximacién cuadratica. El término de la derivada de la funcion
Iy3(&)| solo puede acotarse cuando y(x) es conocida (Ejercicio 3). En otro
caso lo mas que es posible hacer es dar estimaciones muy dudosas de esa
cantidad (derivacidon numeérica).
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1.5. Extrapolacién

La extrapolacion consiste en predecir los valores de la funcion para
argumentos x situados fuera del intervalo de ajuste conocido. Hasta aqui
se ha supuesto que la funcion se comporta suficientemente bien (suavi-
dad, continuidad, etc.) dentro del intervalo de ajuste. De este modo la
interpolacién de valores se efectia via polinomios de colocacion que son
aproximaciones suaves (jlos polinomios de grado elevado presentan
oscilaciones fuertes en los extremos del intervalo!) en respuesta a que son
siempre infinitamente derivables. En consecuencia, el proceso de inter-
polacion es casi siempre controlable por lo que respecta al error que
se comete. Por el contrario, el error en extrapolacién serd critico, pues
mx) = (x — X)...(x — x,) en [4] suele alcanzar valores exageradamente
grandes fuera del intervalo de ajuste. ' '

La validez del polinomio de colocacion esté restringida al intervalo de
ajuste, v las estimaciones fuera de él, en principio, carecen de sentido. La
extrapolacion solo posee un significado definido cuando la forma funcio-

nal y = f(x) es conocida por argumentos ajenos al Analisis Numérico. En

estos casos la tabla numeérica que define a la funcién sirve para determi-
nar los coeficientes, o los parametros ajustables, de la forma funcional
anterior de modo que se reproduzca el fendmeno particular que estudie-

mos. A _partir de ahi es fiable realizar extrapolaciones, ya que la ley fisica

estd perfectamente definida, siendo los errores los habitnales en inter-
polacion (Ejercicio 4). '

2. EJEMPLO DE APLICACION: CALOR ESPECIFICO
DE SOLIDOS A BAJA TEMPERATURA o

La siguiente tabla recoge valores del calor especifico a volumen
constante del sodio en funcion de la temperatura absoluta:

T (K) ll,o‘ 13 16 19 22° 25 28

103C, (jul/mol - K) | 1,863 2864 4,111 5984 8283 11,128 14,659

3.1 3.4 3,7
18,936 24,039 30,048

Existen dos errores que vamos a localizar y corregir, asi como calculare-
mos ¢l polinomio en T que reproduzca dicha tabla para interpolar en
T=21K.
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Empecemos calcutando la tabla de diferencias:

TK) C,-10° | A A? A3 A*
1,0 1,863
1,001

13 2,864 %
1247 0,380

1,6 4111 0,626 —0,580
| 1,873 0,200

1,9 5,984 0,426 0,320

12299 0,120
2.2 8,283 0,546 0,020
T 0,140

2,5 11,128
2,8 14,659
31 18,936 0,826
5,103 0,080
34 24,039 0,906
6,009
3,7 30,048

0,000

Por las alternancias de signo formulamos la hipbtesis de que los datos
erroneos estin en T = 1,6 K y T = 2,2K. Notamos que ambos son
impares, por lo que cabe pensar que la tabla reducida de los datos pares
serd correcta. Calculemos la tabla de diferencias asociada a los datos

pares:
T(K)  C,-10° A AZ A3
1,3 2864
3,120
1,9 5,984 2,024
5,144 0,640
2,5 11,128 2,664
_ 7.808 0,640
3,1 18,936 3,304
_ 11,112
3,7 30,048
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que vemos da constancia en las terceras diferencias A% = 0,640 y se
confirman asi nuestras hipotesis.

Concluimos de lo anterior dos cosas; que el polinomio en T sera de
grado tres (n = 3), ¥ que la tabla de diferencias de los datos impares sera
tal que también mostrara la misma constancia en A®. Esto se debe a que
el coeficiente conductor (el del término cilibico) del polinomio de los datos
pares debe coincidir con el del polinomio de los datos impares.

Dando marcha atras en los calculos, evaluando los errores ¢ v & en los
datos erréneos, encontramos que los valores correctos son:

T= 1,6 K- C(erroneo) x 10° = 4,111 C (correcto) x 10° = 4,211

T= 2,2 K- C,errdneo} x 10° = 8,283 C,(correcto) x 10* = 8,263

Una vez corregidos estos valores es trivial obtener el polinomio en T
via método de avance de Newton:

C, = (49373 + 13,7T) x 107* jul/{mol - K)

de donde interpolamos en T = 2,1 K {(es el polinomio exacto):
C(T = 2,1) = 7,443 x 10~ jul/(mol - K)

La expresion obtenida es la ley de Debye-Sommerferid:

4

R 3
593 T + 9T

C,=al?* +yT=

que incluye dos contribuciones al calor especifico del solido a bajas
temperaturas: la vibracional (término 77) y la debida a los electrones de
conduccion (término T). De los resultados obtenidos aqui para el sodio
(superconductor), podemos calcular su temperatura caracteristica de
Debye 6 =158K v la constante electronica y = 1,37 x 1077 jul/
Jimol-K 2). La ccuacién que nos ocupa es aplicable al sodio en el
intervalo 0 K-4K (Weast y Astle, 1981) (Ejercicio 5).
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3. DIFERENCIACION NUMERICA

I.as derivadas de una funcién y(x) pueden estimarse a partir de
las aproximaciones polinémicas p,(x) a y(x). Basta para ello admitir que
y(x) = pi(x) v'(x) ~ pi(x); v asi sucesivamente. Con el polinomio de
colocacion de Newton:

kik — 1) kik — D)k — 2
Pr = Yo + kAyg + 3 AZJ’O"‘%ASM"‘---
se obtiene la derivada:
Cdp /o 32 6k + 2
P = “&f = A_Yo + (k - E)Azyo + 6 Ayo + ... [5]
0 en términos de x(k = (x, — xo)/h):
dp dp dk 1
! = e e e —— == — ! 6
PN = e T~ h [6]

Analogamente, las derivadas segunda y tercera son:

 &p, 6k2 — 18k + 11

i/ 7% = A2y0 + (k — DAy, + 2 A4yo + ... 7]
1 1 If.
p(x) = R [3]
A 2k — 3
P = T = Ay, + 5 Ayo + ... [9]
2l 1 i
pl(x) = P _ [10]

y asi sucesivamente. Lo mismo puede hacerse para otros polinomios de
colocacién. ‘
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El analisis del error aqui presenta una nueva caracteristica con
respecto a los errores en interpolacion. Por supuesto, estan los errores de
entrada, truncamiento y redondeo, pero ademds existe un fuerte argu-
mento en contra de la diferenciacion numeérica con polinomios de coloca-
ciébn. La razén estriba en que si bien la distancia entre y(x) y p,{x) (error
de interpolacion) puede ser pequefia, no tiene por qué suceder lo mismo
con las derivadas ¥, p,. En el primer caso fenemos diferencias entre
ordenadas, en tanto que en el segundo las diferencias son entre las
pendientes de las curvas. Claramente, este comportamiento se ve agrava-
do cuanto mayor es el orden de derivacidon. Aclaremos este comporta-
miento con un sencillo ejemplo.

Ejercicio de aplicacion

Considérense las funciones y = x!/® y el polinomio p; = x dentro del
intervalo —1 < x < 1. p, es un polinomio de colocacién a y{x) en los

puntos x = —1,0, 1. Dentro del intervalo la maxima distancia entre p, e
y es:
i e 13 (1 — 23 1 Il (A 1ﬂ’1/1(] [T
Gy = X7 = Ay — 151. - ==X Iu,l)/..-r.;j ——0,—3'84/\;
dM( =0) =

mientras que la distancia entre sus sucesivas derivadas evoluciona en la
forma:

A
=» ningan x del intervalo lo cumple}
x=0=dy - +too

2
tht—_"“_xslz' =‘{x:0}= + o0

La existencia de singularidad en las derivadas de y(x) no es la unica causa
por la que se da este efecto. Hay ejemplos (Scheid, 1972) en los que se

69




pone de manifiesto también sin recurrir a singularidades (y = €, sen x,

elcétera).

Con los resultados obtenidos en este epigrafe cabria pensar que a
mayor grado del polinomio de colocacion los efectos de error en las
derivadas se trasladarian a 6rdenes mas y mas altos, no danando asi el
calculo de las primeras derivadas de modo grave. Esta impresion es, no
obstante, erronea, pues los polinomios de colocacion de grado elevado
suelen presentar con frecuencia comportamientos no deseados (gran
error) en las regiones extremas del ajuste. Un ejemplo clasico es el de
Runge (Rice, 1983), en el que se representa a la funcion:

1

='1+—2 —5<x<5
L+ x

>

y(x)

por polinomios de avance de Newton. Para grado n = 10, el error de
ajuste en el intervalo no excede de 2, en tanto que para n = 16 se hace de
14, alcanzandose estos valores en las regiones extremas —5 < x < —4y
4 < x < 5. Es sencillo entonces imaginar lo que sucederia con las deriva
das. ,

La consideraciéon del resto de las fuentes de error, redondeo, trunca-
miento, entrada, es analoga a lo ya visto incluyendo ahora algunas
peculiaridades. Los errores de entrada son dominantes en estos calculos,
pues el algoritmo los amplifica. Basta observar las expresiones [5]-[10]
para ver que hay divisiones por potencias enteras positivas del espaciado
B, que suele ser 0 < h < 1. Por ofra parte, el error de truncamiento, como
se deduce de [4], es directamente proporcional a potencias enteras
positivas de h. Tenemos entonces dos factores, dependientes de h en
forma opuesta, que condicionan en buena medida el error final. En estas

circunstancias, a veces, ¢s posible optimizar la combinacion de ambos

efectos (optimizacion del paso k) para lograr un error tan pequefio como
se pueda.

Las dificultades que presenta este algoritmo han propiciado el de-
sarrollo de otros métodos para derivar numéricamente: polinomios mini-
max, osculacion, series trigonométricas, etc. En el Tema 4 nos ocupa-
remos de las series trigonometricas.
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4. EJEMPLO DE APLICACION: ECUACION DIFERENCIAL
DE LOS POLINOMIOS DE HERMITE

Los polinomios de Hermite H,(n) (n = grado) intervienen en la cons-
truccion de las funciones de onda del oscilador armoénico monoedimensio-
nal (Schiff, 1981):

W) = N Hmexp[—n*2] ; n=012,.
y son soluciones de una ecuacion diferencial del tipo:
(d*H/dn?) + by(dH/dn) + ¢cH =0

con coeficientes numéricos b y ¢ enteros no nulos.

En la tabla siguiente aparecen valores, redondeados a cinco cifras
decimales, asociados a varios H,:

o] 0092 0184 0276 0368 0460 0,552

Hin | 1,96614 186458 1,69530 145830 1,15360  0,78118

Hin) | 1,09777 215816 314380 4,01731 4,74131 527843
H,(n) 111,59487 1039325 843640 579308 2,55960 —1,14028

Utilizando diferenciacion numérica trataremos de inferir la ecuacion
diferencial de esta clase polindmica.

El primer paso sera efectuar las tablas de diferencias de H,H; y H,,

Por brevedad desarrollaremos Gnicamente los cdlculos asociados a H,
Encontramos la tabla:

n




1 H(n) A A? A3 A*

0,092 1,09777
1,06039

0,184  2,15816 —0,07475
0,98564 —0,03738

0,276 3,14380 —0,11213 (,00000
0,87351 —0,03738

0368 401731 —0,14951 0,00001
0,72400 —0,03737

0460  4,74131 —0,18688
0,53712

0,552 5,27843

En este caso A* = 0, y por tanto H; es un polinomio de tercer grado (H,).
Procediendo de igual modo obtendriamos H, = H, (segundo grado) y
H, = H, (cuarto grado}.

Hay que calcular ahora b y ¢ para cada caso, recordando que sdlo
tienen sentido como sofucidon valores enteros. De nuevo mostraremos los
clculos para H,_,, dejando al lector la realizacion de los restantes.

Al ser dos incognitas necesitaremos dos ecuaciones lineales en cllas,
que se obtienen de:

{Hg(’?o),*‘ broH5(1o) + cHalme) = 0
Hi(ny) + by d5(n,) + cHan) = 0

Los coeficientes numeéricos H%, Hy, H, se calculan con ayuda del polino-
mio de avance de Newton y utilizando al maximo la tabla de diferencias.
Estas operaciones quedan resumidas en:

ko oy ‘ HY H, H,

0 0,092 ‘ 441517 11,79679  1,09777
1 0,184 | —883152  11,18745  2,15816

resultando finalmente:

b=-20158888 ; &= 60149427
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que tras truncar a valor entero:

Es interesante notar la magnitud del error global.

De igual manera se obtendrian los parametros b v ¢ de H, y H,.
Recolectando toda la informacion:

| H, H, H,

-2 -2 -2
4 6 8

de donde concluimos que la ecuaciéon diferencial de Hermite podria ser
muy bien, como de hecho es, de la forma:

@H, ZdH"+2H—0
dn? ndn Hhin =

Mas adelante (Tema 4) volveremos sobre estos polinomios.

Aunque la aplicaciéon desarrollada es sencilla (dos incognitas, H, es un
polinomio, etc.), ilustra la manera de proceder en situaciones mucho mas
generales. Por ejemplo, supongamos un cierto fendémeno del que conoce-
mos la forma general de la ecuacion diferencial que lo rige y una serie de
resultados numéricos experimentales. Siguiendo el método mostrado
podemos intentar aproximar la forma particular de la ecuacion diferen-
cial. Recordemos que el error inherente al procedimiento es grande por lo
que habrd que trabajar con cautela.

5. INTEGRACION NUMERICA

La aproximacién polindmica vista va a llevarnos a obtener formulas
aproximadas para integrar numéricamente funciones que no poseen inte-
gral analitica. Nos cefiiremos al caso de una variable, dejando las
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integrales multiples para mas adelante (Tema 7). Como antes reemplaza-
remos la funcién a integrar y(x} por un polinomio p,(x):

jby(x) dx =~ Jb py(x) dx (1]

a a

siendo los resultados de este tipo de operacion bastante aceptables en
muchos casos.

Empecemos obteniendo algoritmos de integraciéon usando el polino-
mio de Newton (avance) con grados crecientes y argumentos equiespacia-
dos, siendo los limites a = x, v b = x, puntos tabulares (férmulas
cerradas). Con una colocaciéon de primer grado n = 1 se tiene:

X1 xXi X1 X — X h
ijszpme{‘@w~7im0w=ﬂm+m
X0 X0 X0 [_12]

Como siempre, resultard mas comodo trabajar con la variable reducida k
que con x. Asi para grado n = 2:

Xz Xz 2
f y(x) dx =~ j pa(x)dx = hj po(k) dk =
xo X0 0

2 k(k — 1
=hJ‘ (y0+kAyo+ { 5 )Azyo)dk=

0

1 h
= h|:2yo + 24y, + EAZJ’O} = 5(3’0 + 4y, + yJ) [13]

y, en general, para grado n arbitrario:

j y(x)dx = j Pax)dx = Chlcoyg + €1y + ... + ¢y, [14]

X0 X0
expresion en la que C,cg, ¢y, ..., ¢, 501 coeficientes numeéricos calculables

de modo analogo a los que aparecen en [12]-[13].

La expresion [14] recibe el nombre de férmula de cuadratura de
Newton-Cdtes v es muy util cuando p(x) se da en forma de tabla
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equiespaciada. Cuando los limites de integracién no son puntos x tabula-
res, la formula general [14] se dice abierta (Ralston, 1970). El uso de estas
férmulas abiertas, en principio, no reporta grandes ventajas sobre calculos,
con versiones cerradas que empleen el mismo nimero de abscisas. La
funcién de peso w(x) asociada a esta integracién es la unidad, ya que:

j b yx)a(x) dx = fb wx) dx [15]

(] a

Pueden formularse también integraciones de Newton-Cdtes con funcio-
nes peso @(x) # 1, aunque sblo son utiles en casos especiales como el
calculo con singularidades en ¢l integrando (Mineur, 1952).

La utilizacion de formulas [14] con » ¢levado no es muy recomenda-
ble pues la exactitud no es muy buena {Ejercicio 6). Es por eso preferible
emplear versiones restringidas de [14] limitadas a subintervalos del
intervalo de integracioén (x,, x,). En lo que sigue nos ocuparemos primero
de versiones cerradas y seguidamente de algoritmos de integracion (no
basados en colocacidén) que emplean w(x) # 1.

5.1. Regla del trapecio

Dada una funcion tabular {(x,, y,)}x=0, , con argumentos equiespacia-
dos h, la regla del trapecio para integrarla en el intervalo Xp 2 X <X,
consiste en reemplazar y(x) por una linea quebrada, construida por
segmentos de recta entre cada dos puntos (x, y) de abscisas consecutivas,
y asimilar la integral de la quebrada a la de la funcién y(x). Dicho en
otros términos, por aplicacion reiterada de la formula de Newton-Cotes
para n = 1 en los intervalos sucesivos (xg, X ), (xy, X,), (X, _ 4, X,), aproxi-
maremos la integral de y(x) por; '

r ) dx ~ rpl(x) dx + Fpl(x) dx + ... + j p)dx  [16]

X0 X0 X1 Xno1

que utilizando el resultado [12] se transforma en la conocida expresion:

Xp h
j y(X)dxmi[yo+2y1 + 2y, + o 2y + [17]

Xxa
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El error de truncamiento para esta regla puede obtenerse como sigue.
Estimaremos primero el error en (x,, x;) de:

J 1 W(x) dx ~ f 1pl(x) dx [18]

X0 X

con ayuda de la relacion:

1
J@%ﬂdﬂ=§@—xﬁx—MWW@ {19]

que integrada entre x, y x; lleva a:
X1 X1 1 X1 (2}
ydx — | prdx =3 | G~ xo)r = x)y ) d [20]

Si y@(&) es continua en x, < x < x;, como (X — Xo}{x — x;) no cambia
de signo en él aplicando el teorema del valor medio del calculo integral
(Apostol, 1972) encontramos:

X4 X1 1 3
jymﬁ—fpﬁMLéWWﬂWJMhﬁ&=—%wm
X0 Xo 0 _
[21]

El error global de truncamiento para la integral completa es entonces:

j " ) dx — r p(x) dx =

h
= — SV + YIED o+ Y] [22]

Si la segunda derivada y? estd acotada en todo el intervalo:
Pl <M xo <n <X, [23]
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y es continua para todo #, escribiremos [22] como:

Xn Xn ]
f yix)dx — f plx)ydx ~ — T—zny”’(:f) =

- Q%’C_O)hzy(z)(g) DX < &< x, [24]

expresion que nos da el error de truncamiento para la regla del trapecio
(Ejercicio 7).

Analicemos ahora los errores de entrada. Si los datos vienen afectados
de error y, = &, podemos poner que para todo indice k:

leg] < E = max {|g/} [25]
k
con lo que el error total de entrada es:

h
Eentrada = 5(80 + 28 +2e4+...+ 28, +5,) < (x,— xo)E [26]

desigualdad que indica que este error esta acotado y que el algoritmo no
ampiifica (al contrario que en derivacion} los errores individuales (Ejerci-
cio 8).

5.2. Regla de Simpson

En esta regla se reemplaza la funcion y(x) por arcos de parabola cada
tres puntos, realizando la integral a trozos. Aplicando la formula de
Newton con n = 2 a parejas sucesivas de subintervalos (x, x,) — (3, x5}
(x2, X3) — (X3, %4); ..., etc., se llega a:

J. ") dmr P00 dx + J o dx ot f " 0 dx

X Xg X7 Xp2

h h . h
= g(yo+4y1+yz)+ 5(y2+4y3 +y) 4. g(y,,_fr4ynu1+y,,) =

h
=3 oty +2r+dys+ 2y A+ 1) [27]
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Es importante no olvidar que en [27] n debe ser par, es decir el numero
de puntos (x,, y,) tabulares para integrar debe ser impar.

Para evaluar el error de truncamiento de esta nueva regla hay que
recurtit a métodos basados en la serie de Taylor (Ejercicios 9-10), llegan-
do a: '

Error de truncamiento de Simpson =~ — (i’ll%lhd'y“)(f) [28]

x0<é"<xn

Por lo que respecta al error global de entrada se obtiene sin dificultad
una expresion analoga a-la del trapecio [26], no viéndose estos errores
amplificados por el algoritmo de Simpson.

5.3. Meétodo de los coeficientes indeterminados

Abandonamos los algoritmos integradores basados en colocacion y
abordamos ahora el método de los coeficientes indeterminados. Esta
posibilidad se usa para postular algoritmos adaptados a diversas circuns-
tancias, siendo utiles en la integracion de funciones que oscilan rapida-
mente. Como valor de la integral de la funciéon tabular y(x) = y(x,), de la
que pueden conocerse ademas ciertos valores i, Vi, eic., se proponen
expresiones del tipo:

f e dx = b 3 eat) + Y dya) + [29]

X0

y se determinan los coeficientes ¢, d;, etc., haciendo que [29] sea exacta
para las funciones polindmicas simples 1, x, x?, .., x" .., tantas como
coeficientes haya. Se obtiene asi un sistema de ecuaciones para determi-
nar los ¢, dy. :

Puede darse el caso de que la funcidn y(x)} venga dada por una
expresion analitica y su integracion deba ser realizada por via numérica.
En este caso los puntos x, deben ser elegidos de antemano y equiespacia-
dos (Fjercicio 11).
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5.4. Integracion gaussiana

Hasta aqui se han descrito algoritmos de integracién numérica que
utilizan argumentos x, igualmente espaciados, bien sean los valores
tabulares o bien otros que deban anticiparse para realizar los célculos.
Sin embargo, y siempre con vistas a minimizar el error numérico de este
tipo de evaluaciones, podria ser mejor tomar argumentos desigualmente
espaciados para aproximar la integral definida por una suma del tipo:

f s = § Cote) [30]

xo

en la cual tanto los coeficientes C; como los argumentos x; deben ser
determinados seglin ciertos criterios. Esta s, en esencia, la 1dea directora
de la cuadratura gaussiana.

Elecciones optimas de los C; y x; pueden realizarse de muchas
maneras. Si como en el caso de los coeﬁ01entes indeterminados exigimos
exactitud para 1,x,x% .., x>, del sistema de 2n ecuaciones con 2n
incognitas surgen los Zn valores buscados Esta eleccion corresponde a la

'""mtegravréﬁ""‘Gauss_Legendre que resulta de la expresion general de

integracion gaussiana:

J iy dx = 3 Cat) (311

Xo

tomando como funcién de peso w(x) = 1. En este caso conviene reducir
el intervalo de integracion x, < x < x, al intervalo —1 < x < 1

-1 i=1

J dt~ 3 Chyoh (32

De esta manera los argumentos x! a emplear son los ceros de los
polinomios ortogonales de Legendre P,(x), que se pueden determinar con
la formula de Redrigues (Ejercicio 12):

R

monl dxt

x2—1y : n=012,.. [33]

P, =
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siendo los coeficientes C¥ calculables con:

L 2=
Cr=—5 13 [34]
nA(P, 1 (x:)

Los ceros x estan dentro del intervalo (—1, 1) y sus valores se hallan
tabulados en recopilaciones de datos matematicos (Abramowitz y Stegun,
1972). En el Tema 5 estudiaremos ¢l calculo de las raices reales de un
polinomio. La tabla 1 recoge los datos necesarios para realizar una
cuadratura de Gauss-Legendre hasta n = 6 {precision de cinco decimales
en argumentos y coeficientes).

TABLA 1

Datos CL, xE, para la integracion de Gauss-Legendre

1

n xr Ct

2 +0,57735 1,00000

3 0 (0,88889
=+0,77460 0,55556

4 +0,33998 0,65214
+0,86114 0,34785

5 0 0,56889
10,53847 0,47863
+0,90618 0,23693

6 +0,23862 0,46791
+0,66121 0,36076
+0,93247 0,17132

El error numérico de esta cuadratura viene dado por {Ralston, 1970):

yeueE [
EGL = E;I.)T J—l P,:':'(X) dx [35]

donde, como siempre, aparece un valor x = ¢ desconocido (—1 < £ < 1).
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Otras elecciones de la funcion de peso w(x) conducen a otros tipos de
integracion gaussiana:

i) Integracion de Gauss-Tchebycheff:
ox)=(1—-x3)"1 ; —-1<x<1 [36]
i) Integracion de Gauss-Hermite:
wx)=e ¥ ; —w<x<+® [37]
tii) Integracion de Gauss-Laguerre:

ox)=e™" ; 0€x< +w [38]

La idea de estas integraciones es la misma que la anterior, pero cambian-
do los intervalos de integracién y los polinomios ortogonales a utilizar
(Tchebycheff, Hermite y Laguerre, respectivamente). Un analisis mas en
detalle de la integracion gaussiana requeriria un conocimiento amplio de
la Teoria de Polinomios Ortogonaies, tema sobre el que volveremos mas
__adelante al tratar de la Aproximacion por Minimos Cuadrados (Tema 4).

5.5. Integrales singulares

Supongamonos enfrentados a un problema de integracion numeérica
en el que la funcion a integrar posee singularidades dentro del intervalo
de integraciéon, como por gjemplo:

I=J1 e’ dx [39]

o (x— 17

integral con singularidad en x = 1. La aplicacion directa de las técnicas
de integracién anteriores puede conducirnos a resultados erroneos.

Esta situacion puede repetirse cuando sean las derivadas de la [un-
cidn, y no ésta, las que posean singularidades. La explicacion del fallo
estd en que las aproximaciones polindmicas son de naturaleza suave y,
por tanto, ni los polinomios ni sus derivadas pueden mostrar caracteristi-
cas singulares. Existen varias formas de atacar ¢l tratamiento de este tipo
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discolo de integral (Mineur, 1952; Scheid, 1972) y veremos aqui solo
algunas de Jas mas usadas.

a) Substraccidn de la singularidad

Consiste en desdoblar la integral en dos, una parte singular, tratable
por analisis matematico clasico, y otra parte no singular calculable
numéricamente. Por ejemplo, para la integral [39] podemos hacer:

1 ex
I:L( 1)1f3dx+f(x_11/3d

en donde la primera integral carece de singularidad en x = 1, en tanto
que la segunda es directamente integrable y convergente. La primera
integral puede entonces aproximarse numéricamente vy sumar el resultado
con la segunda. Si notamos ahora que el integrando de la primera tiene
su derivada con singularidad en x = 1, podemos repetir el proceso
corriendo la singularidad a derivadas de orden superior.

b} Cambio de variable

Esta es una herramienta muy empleada en analisis, Sea la integral:

1 %

con singularidad en x = 1, Si encontramos un cambio de variable admisi-
ble que elimine la singularidad, habremos resuelto el problema. Para ello,
debe recordarse que dentro del intervalo de integracion 0 < x < 1 la
relacion funcional entre x y la nueva variable § debe ser tal que:

i) x(p) tenga primera derivada continua en 0 < x < 1
i) (dx/df)+# 0 para todo 0 €< x <1

es decir, x(ff) debe ser una funcién {suave) monbdtona con derivada
continua en 0 < x < 1. Sefialemos que la condicion ii) puede ser relajada
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obteniéndose una formulacion menos restrictiva (Apostol, 1972). Es
posible entonces proponer ¢l cambio x = sen? § que conduce a:

_ {x=sen’ B = dx = 2sen fcos fdf 3
_{x=0=>ﬁ:0 ; x=1=’}5’=n/2}_

/2 2 72
:j w2senﬂcosﬁdﬁ=2j exp [sen? f] sen g dp
o cos f# o
b'e
1 —_— e —
|
X = sen” '
I
e - _
!
’ n/2 p

Figura 2—Cambio de variable mondtono.

con lo que la integral sobre # carece de singularidades y, numéricamente,
cualquiera de los métodos que hemos visto valdra para evaluarla,

c) Desarrollos en serie de potencias

También es ésta otra manera general de abordar problemas en
analisis. Consiste en desarrollar parte del integrando (o todo él) en serie e
integrar término a término. Para hacer esto con garantia hay que estar
seguro de que la serie final obtenida convergera uniformemente dentro de
un cierto dominio (intervalo), unico lugar en donde el desarrollo es
valido. Su aplicacion se realiza sobre integrales singulares y no singulares.
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Como ejemplo consideremos la integral:

. X

™2 gen x
I=1{ —oldx [41]

El desarrollo en seric de Taylor de senx en torno a x = 0 es:

x* x* X
senx=x—§+§—ﬁ+... [42]

cuyo radio de convergencia es infinito, es decir [42] es valido para todo x
tal que |x| < + oo (Knopp, 1952). Por sustitucion obtenemos:

w2 X312 Tz 112
I= x 17— + — .. |dx
L [ 3 s

encontrando el resultado final a cuatre términos con un error (quinto
término}):

I =2314022 (7,53 x 1079
(Eiercicio 13).

5.5. Integracion numérica de funciones oscilantes. Férmula de Filon

Concluimos la presentacién de los algoritmos de integracion con un
caso especialmente interesante que aparece cuando el integrando es una
funcion que oscila ripidamente, por ejemplo: cuando contiene un factor de
tipo seno o coseno. En estas circunstancias la seleccion de abceisas es crucial
para que la solucidén numérica se aproxime al valor exacto: el drea ence-
rrada por la funcidn con el gje de las x. Si el integrando se conoce analitica-
mente una solucion numeérica dptima puede conseguirse, como ya sabe-
mos (Ejercicio 7), via regla del trapecio disminuyendo el espaciado &. Sin
embargo, si la funcidn es fuertemente oscilante y se conoce sélo en forma
tabular las dificultades se plantean en toda su crudeza.

El método de los coeficientes indeterminados ofrece muy buenas apro-
ximaciones para este problema. Por gjemplo, consideremos la integral de la
funcidn y(x) = Ax) - sen (2x) entre [0,27] que aproximaremos en la forma
simple:
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2n
S Ax) - sen 2x - dx ~ ¢ f(0) + ¢, f(x) + of(2r) [43]
0

obligando a que sea exacta para f{x) = 1, x, x*. Esto conduce al sistema de
ecuaciones:

2r
S sen2x-dx=c+o+6=0
0

2n
S x-8sen 2x - dx =meg + 2oy = —x
0

2n
2 2. 9.2
So %% - sen 2x - dx = 7lc, + dnlcy = 2m [44]

cuya solucidn es:
C0=1/2 . Cl=0 ; C2='j—1/2

con lo que la evaluacion numérica de la integral queda:
. Sx) - sen 2x  dx =~ Ej(()) — 5]‘(271) [45]

- Dado que las integrales oscilantes de tipo senoidal aparecen con gran
frecuencia en la teorfa de la difraccion de laluz (light scattering) por materia
condensada (ver Tema 4, Ejercicio 10} reproducimos a continuacién la
aproximacién de Filon (Scheid, 1972):

xm
J(x) - sen kx - dx ~ h [A) f(xp) - cos kxg — Ay fx,) - cos kx,, +
) .

+ Ay & + A3 84 [46]
en donde
Xy — Xo =20 [47]
2
A, = 1 sen2kh 2 sen” kh 48]

kh o 220 i°r
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4, = L+ cos’ ki sen 2kh
TR o5 4]

A,__4cbskh+4senkh
7% Br 1301

n
8y =~ flxy) sen kxy — flx,) sen kx,, + 2 ;:) Sxo + 2ih) -

sen (kxy + 2ikh) [(51]
R
Sy = Z SOq + Qi — 1)h) - sen (kxp + (21 — DkR) [52]
i=1
y el error de truncamiento resultante es (x; < & < Xp)

w 1 kh @
E,=— ()l ——m —— == 3
12 O —0) [ 16 cos (kh/4) ] el 2 7 153]

6. EJEMPLO DE APLICACION: CALCULO
DE LA INTEGRAL DE DEBYE

En la teoria de calores especificos de sblidos aparece la integral de
Debye: :

Xp x4ex
I, = ——d 54
D Jo (Bx . 1)2 X [ ]
que no puede ser evaluada analiticamente. El limite superior x, es la

temperatura reducida 6/T, y nos proponemos calcular tal integral para
xD = 1,5.

Aparentemente, el integrando posee singularidad en x = 0, pero una
sencilla aplicacion de la regla de L’H6pital nos muestra que no es asi. Es
posible entonces emplear los algoritmos aproximados del trapecio, Simp-
son o de Gauss-Legendre para calcular la integral. Tomaremos para

86




todos ellos cinco puntos equiespaciados (h = 0,375) al objeto de compa-
rar sus resultados (¥0) = 0).

Para la regla del trapecio se obtiene:

0,375
I, = (Vo + 2y¢ + 2y, + 2y5 + v,] = 1,031940

2
y para la regla de Simpson:

0,373
T3

Ip [vo + 4y, + 2y, + 4y; + pu] = 1,007757

La integracion de Gauss-Legendre requiere el cambio 0 € x € 1,5 —
—1 € x < 1, que se consigue mediante una simple transformacion lineal:

- Usando-los datos-de la tabla 1 para # =-5; un calculo- directo -dar

s oy 4 D*exp x—D(t + 1)
Xp 2
I,={ dt =
2 1 Xp 2
exp ?(t + 1) -1

5
= Y ChxF = 1,007944
(=1

I3

En consecuencia, vemos que los algoritmos de Simpson y Gauss-
Laguerre con 5 puntos dan una mejor aproximacion que la regla del
trapecio (resultado exacto == 1,007944). Con particiones mas y mas finas
esta ultima, no es aventurado afiadir, aventajaria a las primeras en
calidad (Ejercicio 7} y arrojaria un resultado con tanta exactitud en cifras
decimales como se desease. Notemos, no obstante, la gran calidad de la in-
tegracion gaussiana cuando la funcidn-a integrar no cambia de signo en el
intervalo de integracion.
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1.

2.

EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

Dada la tabla numérica:

subtabularla entre 0 y 1 utilizando un subintervalo &' = 0,25.

a) Dada la tabla:

Xy
Vi

[ N )
b2
o

encontrar el valor de x que hace y(x) = 12.

b) Con la tabla anterior determinar el polinomio interpolador de
avance de Newton (segundo grado) y calcular el valor que da para x
cuando y = 12. ;Por qué el x asi calculado es diferente del obtenido
en a)?

(Qué h es preciso para construir una tabla de la funcién In (x),
I € x £ 2, que mantenga el error de truncamiento cuadratico por
debajo de 5 x 10~ 77

9
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A partir de los datos del Ejemplo de aplicacién del apartado 5.1 del
Tema 1 correspondientes a las frecuencias de rotacion del CO,
tomando E(J, = 0) = 0, extrapolar el valor E{(J = 8). ;Es correcta
esta operacion? ;Seria correcto subtabular dicha tabla para valores
J espaciados entre si 1/4?

La siguiente tabla contiene valores de las energias de los estados vibra-
cionales v de la molécula de nitrégeno en su estado electrénico funda-
mental y contiene dos errores:

v 0 1 2 3 4
E(em™) 1175475 3505275  5806,875  8000,275 10300,475
5 6 7 8 9

12542475 14731,275 16891,875 19024,275 21128,475

Determinar v corregir estos errores. Asimismo, identificar el modelo
de vibracién mecanocudntico que reproduce la tabla.

Obtener hasta n = 6 los coeficientes de Newton-Cdtes (cerrados)
para la formula de cuadratura [14]. Dar, asimismo, un argumento
para explicar por qué no suele mejorar la exactitud con esta integra-
cion al aumentar el grado n.

En tanto y(&) esté acotada en el intervalo de integracion, el error
de la regla del trapecio puede hacerse arbitrariamente pequefio.
;Cémo se haria esta operacion y por qué tiene sentido desde el
punto de vista del Analisis Matemdtico?

Usando la tabla que se suministra, calcular el nimero medio N de mo-
1éculas de nitrégeno, supuestas esféricas con didmetro o = 3,5 A, que
rodean a una dada dentro del nitrdgeno liquido a una temperatura T'=
66 K'y densidad n=0,0183 moléculas/4> hastauna distancia R=4,15 A.
El valor de N viene dado por:

R
N = 47m§ g(n P dr

HA) 3,55 3,65 3,75 3,85 3,95 4,05 415
g 36 31 26 23 20 18 L6




10.

11.

12.

13.

Obtener el error de truncamiento para la regia de Simpson.

Calcular con un error relativo ¢y < 2 % la constante de normaliza-
cion N de la funcién de onda y(x) para una particula mono-
dimensional en el estado fundamental de una caja de potencial de
longitud unidad. Realizar las integraciones oportunas por ¢l método
de Simpson.

W(x) = N sen (nx)
Datos: { 1

normalizacion: .[ Wi(x)dx = 1
0

Aplicar el método de los coeficientes indeterminados para calcular
la integral:

0.2 /14 x
T x dx = ¢o¥(0) + ¢;1(0,3) + ¢,3(0,6) + ¢3(0.,9)
0

habiéndose elegido los argumentos

Xo=0 ; x,=03 ; x,=06 ; xy3=09
@) Deducir aplicando la formula de Rodrigues [33] los cinco
primeros polinomios de Legendre.

b) Comprobar la ortogonalidad entre P, y P, verificando:

J.l Py(x)- Pa(x)dx = 0

-1

En el estudio de sistemas macroscopicos atdmicos con efectos cuanti-
cos moderados puede utilizarse el potencial semicldsico de interac-
cion entre dos particulas debido a Feynman y Hibbs:

Veor(r) = [ ni;;;2 ]yz Sﬂ dx Vi (Ir + x|y exp [— % x2]

-0
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en donde u = m/2 es 1a masa reducida de las dos particulas (idénticas),
B = 1/kT es el inverso de la temperatura absoluta T (k= constante de
Boltzmann), y ¥, ;es el potencial cldsico Lennard-Jones asociado. La
expresion anterior involucra singularidades en el integrando, ya que
el potencial clasico las presenta para x =—1. Obtener una formula ana-
litica aproximada para evaluar Vggy que obvie el problema de las sin-
gularidades mediante el desarrollo en serie de Taylor en la variable x
del potencial clasico ¥y ;(lr + xI). Incluir en el desarrollo hasta térmi-
nos de segundo orden inclusive y realizarlo en torno a x = 0.




SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. Escribamos la tabla de diferencias asociada:

k e Vi Ay, Aty, Ay,

1 1 1 © ®

7 ©®
2 2 8 12

19

Utilizando el polinomio de avance de Newton de tercer grado,
tenemos:

pk:k+gk(k— .1)+gk(k— Dk — 2) = &3

resultado obvio y que podria haberse anticipado por simple inspec-
cion de la tabla. La subtabulacion exige interpolar y para x = 0,25;
0,50; 0,75. Asi pues los argumentos fraccionarios k son:
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025 -0

k(x = 0,25) = ={,25
0,50 -0

k(x = 0,50) = 01 = 0,50
0,75 -0

k(x = 0,75) = = 0,75

Sustituyendo en el polinomio y renumerando indices llegamos a:

K| 0 1 2 3 4
k| 0O 0,25 0,50 0,75 1
x| O 0,25 0,50 0,75 1
¥ I 0,0156 0,1250 0,421% 1

2. a} Intercambiando x, <> y, ¢l polinomio de colocacion lagrangiano
se escribe:

x = Buly) = z[ “"yl] .

=0 k (Vi .VJ)

expresion en la que se excluye de los denominadores a los términos
que produzcan singularidades y de los numeradores al término
asociado. En este caso resulta un polinomio de segundo grado:

-0 —20 - 0y=20

(0 — 6)(0 — 20) m—mm—m)}+

x=h@_

-0 =6 ,_ 4y—y
(20 —0)20 —6) 105

que suministra el valor x{y = 12) ~ 3,314,

b) A partir de la tabla

96




ko x ¥y A A?
0 0 0
6
1 2 6 8
| 14
2 4 20

es inmediato obtener:

8
y =0+ 6k +shk — 1) ="+ x

por lo que en el intervalo de ajuste para y = 12:

—1+\/Z§~_3
— =

X =

La discrepancia obedece a que los polinomios de colocacion
x = p(y), y = p{x), usando y 6 x como variables independientes no
son, evidentemente, la misma funcion. Esto no contradice en modo
alguno el que el polinomio -de ‘colocacion sea Ginico, pues esta
afirmacion se refiere a una vez seleccionada la variable independien-
te.

El error de truncamiento de un polinomio de segundo grado es:

2\/3
£ -2y

Para la funcion y = In(x) encontramos que su tercera derivada, en
valor absoluto, dentro de 1 < x < 2 estd acotada pot:

2
(3), 2 =2
YR < 7,

Mantener el error £ menor que 5 x 1077 nos obligaria a adoptar
un espaciado h en el intervalo tal que:

2./3
—9\£h3-2<5 x 1077 = h < 8,66 x 1073
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La expresion para FE(J) en las condiciones dadas es:

3342
2

E(T) JUJ+ 1)

La extrapolacion a J = 8 da una energia E(J = 8) ~ 138,312cm ™',
y se trata de una operacion completamente correcta por ser la ley
interpolatoria E(J) la relacion exacta para el CO considerado co-
mo rotor rigido. Recordemos que en el rotor rigido cuéntico
J=0,1,2,.., es decir siempre entero. Una subtabulacion con espa-
ciado h; = 1/4 carece pues de sentido fisico en este contexto.

El procedimiento a seguir es similar al desarrollado en el epigrafe 2. Se
construye primero la tabla de diferencias y se localizan los datos errd-
neosenv=3yvv=4:

v E(cm™) A A? A®

0 1175475

1 3505275 323?2 —28.2 a0

2 5806.875 ) 1082

3 8000,275 21934 106.8 215
’ 23002 ’ 165

4 10300475 Sy 582 :

5 12542475 e 532 ”

6 14731275 21808 281 :

7 16891875 21000 282 :

8 19024275 o 282

9 21128475 )

En vista de los resultados bajo A% parece razonable hacer 1a hipote-
sis A’ =—28,2 = constante. Con esto y dando marcha atras en los calcu-
los se corrigen los valores erréneos:

v =3 Elem)-erroneo- = 8000275 ; E(cm™)-corregido-= 8080,275

v =4 E(em)-erréneo- = 10300,475 E(em™Y)-corregido- = 10325,475
con lo que la tabla queda ahora perfectamente consistente.
El polinomio en v que representa la tabla es:
p(v) = 1175475 + 2329-,8 v— 14,1 v(v—1)

que se corresponde con la féormula mecanocudntica para los niveles de
energia del oscilador lineal anarmdnico:

Efem™) = vy + %) — yoxdv + %)2



con frecuencia armoénica asociada
volem™) = m5,(s )/ he = 2358 (¢ = velocidad de 1a luz)
¥ constante de anarmonicidad

vex (eml) = 14,1

Los coeficientes de Newton-Céites para n = 6 se obtienen integran-

do término a término el polinomio de avance de Newton de grado

sels;

X6 [ [
f polx)dx = h f Pk dk = Ch S ey,
f=r

Xp 0

resultando:

€y =¢y =27 , ¢q=272

Los polinomios de colocacién de grado elevado sabemos que mues-
tran un comportamiento fuertemente oscilante, alrededor del gje x,
en los extremos del intervalo. Esto puede conducir a errores numéri-
cos elevados en el calculo de integrales definidas (4reas con signo
entre la curva y el eje x).

El método a seguir seria disminuir progresivamente el espaciado h,
lo que obligaria a disponer de mas puntos tabulares, hasta conseguir
la precision final deseada. La operacion descrita tiene el maximo
sentido dentro del Analisis Matematico, pues se sustituye la integral
por sumas de Riemann sobre particiones del intervalo de integra-
cion cada vez mas finas y, claramente, con mejores resultados.
Recordemos que, en el limite, 12 suma de Riemann con particion
infinita es justamente la integral definida:

h—=0 a<x;<h

f b fxydx=1lm ¥ f(xph

La integracién a realizar involucra a una regidn, 3,5 < n(4) <3,55, para
la que no hay datos tabulares. Ei primer paso serd, pues, extrapolar el
valorde g(r) parar=3,5 4 (punto de contacto). Aunque existen métodos
sofisticados para realizar esta operacion, muy importante en el estudio
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de sistemas con particulas esféricas rigidas, nos conformaremos con
realizarla de forma muy simplificada utilizando sélo los dos primeros
datos de la tabla. La extrapolacion lineal a partir de los valores en
r=3,55y r= 3,65 arroja el valor:

r=354d ; gr=354) =3485
Lanueva tabla que incluye el valor recién calculado va no posee sus

argumentos equiespaciados v la integral total habrd que descompo-
nerla en dos partes:

N= 4nn[S3’55 o) 2 dr + 54’15 $0) 7 d]
3,5 3,55

Para el célculo manual de estas integrales conviene confeccionar
una tabla de r frente a g(9):

r. 3,5 3,55 3,65 3,75 3,85
Pe(r) 47,1625 45369 4129975 36,5625  34,09175
3,95 4,05 4,15

31,205 29,5245 27,556

Aplicando la regla del trapecio a ambas integrales se obtiene el resul-
tado:

N~ 53416

indicando asi que el numero de moléculas pedido estdentre 5y 6 (el va-
lor N es un resultado estadistico),

En este caso, dentro de cada intervalo (xg, X,), {x,, x4), €tc., la
funcién w(x) = (x — x;}{x — x;, )(x — x;,,) cambia de signo. Por
ello no es posible aplicar el feorema del valor medio como en la
regla del trapecio. Centrémonos en (xg, X,) y evaluenmos su error de
truncamiento parcial:

X2 Xz h
J y(x)dx — J pax)dx = Flxa) = Flxo) — 3(yo + 4y1 + )

X0 Xxp

siendo F{x) una funcion primitiva de y(x). La diferencia F(x,) —




10.

— F(x,) puede desarrollarse en serie de Taylor tomando como
origen Xxy:

4 2
F(x,) — F(xg) = 2hyy + 2k, + = 3 By + = 3 ys +

Y lo mismo puede hacerse con el término restante:

h
- :,)‘(J”o + 4y, + o) =

h / hz h3 Fr
=3 Yo + M yo + hyp + _y0+'gYO+‘-- +

(yo + 2hy, + 217y + h3y”’ . ):l

Efectuando la operacion indicada en el error de truncamiento de
arriba y quedandonos con el primer término resulta:

= “ ! (x, — xo)
L ¥(x) dx — L pa(x)dx =~ — %hsyﬁ)‘” = — 21—800—11%4’

El error total de trancamiento para todo el intervalo de integracion,
asumiendo que y™* es continua en &l, es entonces:

J s = [ par = gl <o <,

en donde se ha hecho uso, por la continuidad aludida, de:

067 + 57 + o+ 5+ ) = 259

Si llamamos:;

1
I :j sen? mx dx

0

101




102

la constante de normalizaciéon es N = /™12, En consecuencia, el
error absoluto de N estara relacionado con el de T a través de;

Al 2AN
Al = 2AN -2 = = = 200
I~ N

siendo entonces la relacidon entre los errores relativos e
EI - ZEN

La condicion ey < 0,02 equivale a decir g < 0,04, Se tratara de
localizar el espaciado & que mantenga el error relativo anterior.
Procederemos aqui de modo constructivo.

Para # = 1/2 la regla de Simpson da:

I= é [sen2 n -0+ 4 sen? g +sen’ 7 - 1] = 2/3 = 0,6666...

considerando el truncamiento como la fuente primordial de error, el
resultado anterior estd afectado por:
875 (1

Al € ——|— 8z* cos 2
< ’ T Co nx o 180 2) _02706

cuyo error relativo es ¢;  0,4059 = 40,6 %, limite diez veces superior
al permitido.

Tomemos h = 1/4, lo que nos lleva a:

1 3r
I = 12[sen -0+ 4sen? Z—l—QSen ~2—+4sen T+sen 7{':035

(por una afortunada 001n01den01a jel resultado exacto!). El error
relativo es ahora:

Al
8;=T§0,0338 =338% <4%

habiendo realizado con esto el célculo pedido (N = \/5). Existen
mas h comprendidas entre las dos anteriores que también cumphi-
rian la condicion pedida y que se podrian calcular optimizando, pero
no nos ocuparemos de ello aqui.



11.

12.

Para calcular los cuatro coeficientes ¢, utilizaremos las funciones
Wx) = 1,x,x% x° Para y = 1 se tiene:

0,9
j ledx =co-1+c¢;-1+c¢;7 1 +¢,-1=09
0

3

Andlogamente para y = x,y = x% y = x* surgen las ecuaciones:

co 0+ ¢(0.3) + ¢,(0,6) + ¢5(0,9) = 0,92/2

co 0 + ¢,(0,3)* + ¢,(0,6)* + ¢5(0,9)* = 0,9%/3

co-0 + ¢,(0,3) + ¢,(0,6)® + ¢5(0,9)° = 0,9%/4
Resolviendo el sistema de las cuatre ecuaciones encontramos;

CO = C3 = 0,1125 . [ C2 =_ 0,3375

Por lo tanto, sustituyendo estos valores en la formula postulada, el
valor aproximado de la integral resulta:

0.9 /1 /1403
f VARSI 0,1125(3:%9) + 0,3375(#) +

o 2+x 2-+0,3

J1+06 1
+ 0,3375(m—f—i—) + 0,1125(—“2) = 0,4412

2406 2+09

a) Por aplicacidon reiterada de la formula de Rodrigues:

|

= . 2—1” ; 50,1,2,-..
2% n! dx"(x ) 7

P,(x)

se obtiene:

Pyx) =1
Pi(x)=x

Py(x) = %(?»cz ~1
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1
Pyx) = E(Sx3 — 3x)
1
Pux) = §(35x4 — 30x% + 3)

en donde es de notar la simetria de las funciones: las pares son
simétricas v las impares antisimétricas. Esta propiedad es general
para todo el conjunto P,(x) de Legendre.

b) La ortogonalidad entre P, y P; se establece con rapidez:.

fl Py(x)- Py(x}dx =0

-1
en base a la paridad del integrando que es impar sobre un intervalo
simétrico sobre el origen. En general ésta es también una propiedad

que cumplen dos a dos todos los P,(x) (ortogonalidad del conjunto)
independientemente de la paridad del integrando P, P, (n # m).

13. Los potenciales de interaccidn dados dependen sélo del modulo de la
distancia entre las particulas:

Vis (Ir + X|) =V [{ (r+ X7 + (m + 00 + (3 + x3)° }1/2]

v desarrollando en serie en torno a x = 0 tenemos:

122 (a VU) x5

dx; dx;

3

VLJ(Er+x|)z V(P +Z (%LJ)

i=1 | X= r—l

con lo que el potencial GFH queda:

=]

Vor (1) = (ﬁfﬁgz)m SSS Vir () - exp [~6uw/B i) dx; dy dy +

—ca

nﬁh2 3:2 SSS {2 aVLJ x—[] - x,-} - exp [—6,ux2/6h2] “dxy dxy dxs +

i=1

—oa
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) 1 S5 (o} oo L]

f=]j= axiax

. dx1 de dJC3

La expresion anterior se reduce a

3 5

Vorg (1) ~ Vi () + 35 ( bu 2)3/2 Zzgg(m) )X

B SN oxax x=
: exp[—G,uleﬁhz] - dxy dy dx

va que el factor preintegral coincide con la constante de normaliza-
cion de la funcién exponencial (gaussiana) empleada y ademds, por
paridad, los términos lineales en x; se anulan.

Para evaluar las integrales restantes conviene separar la doble
suma en ! y j en dos partes: una sobre i =j y otra sobre i # J:

33 3 3
2 X=X+
i=1 j=1 =¥

1=1

con lo que unicamente sobreviven las integrales en las que { =/, pues
de nuevo por paridad las otras se anulan.

En resumen, el potencial gaussiano GFH queda reducido a:

o0

Vorg (N = Vi, () + - Z ( B hz)m%(a;z?)xﬂ cxp exp[——6ux2/ﬁ hz]-
; o

~dxy dxy dxy =V, (r) + = ( - 2)MZ (gzafx%i)x=0%x?-exp[—6u leﬁﬁz]'
=1 ;

nhh

—oa

. dX‘l d}C2 dX3

La simetria implicita entre las variables x; (x7 + x3 + x3 = x%) hace que
la integral pueda factorizarse fuera del sumatorio sobre i, siendo su
valor ({ = 1}
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Por sustitucidn directa se llega a:

3
_ B 8%y,

siendo inmediato establecer (x =0 = x; =x, = x3 =0):

Vi )+ B (040 4 2 V100

v =
orH ™ 24u ar ¥ dr

formula que se conoce como pofencial cuadratico de Feynman-
Hibbs, Esta aproximacion no contiene singularidades salvo en la si-
tuacion imposible en 1a que dos particulas ocupen el mismo lugar del
espacio (r=0).
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Tema 3

RESOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS







Vamos a ocuparnos ahora de la resolucidn numérica de ecuaciones
diferenciales ordinarias, dividiendo al estudio en dos secciones: a) ecua-
ciones de primer orden; b) ecuaciones de orden superior y sistemas de
ecuaciones diferenciales.

En la primera seccion introduciremos los fundamentos de la metodo-
logia propia de este apartado del Analisis Numérico. El problema que
deseamos resolver puede resumirse en: dada una ecuacion diferencial de
primer orden y = f(x, ¥), jcual de sus soluciones y{x) pasa por el punto
(xg, ¥o)? Se trata pues de un problema de valores iniciales. El Analisis
Matematico indica que tal solucidon existe y es Unica bajo hipdtesis
bastante razonables que debe cumplir f{x, y). La respuesta numérica a
este problema, muchas veces la inica posible, admite un gran niimero de
variantes segin el método empleado. Cada uno de ellos esta afectado de
sus propios errores, al margen de los que la misma ecuaciéon diferencial
pueda llevar asociados. Este es un asunto de la mayor trascendencia.

Comenzaremos presentando el método de Euler que es el mas sencillo.
Consiste en reemplazar la ecuacion diferencial -por una ecuacion en
diferencias de primer orden, para con ella calcular un conjunto de valores
discretos y, en los argumentos equiespaciados x,. Aprovechando la idea
anterior la generalizaremos introduciendo la serie de Taylor como segun-
do método. Esta posibilidad sera aplicable siempre y cuando f(x, y) sea
infinitamente derivable (analitica). De esta manera la solucion y(x) se
obtiene mediante un desarrollo en serie. Seguidamente estudiaremos el
método de Runge-Kutta, mas preciso que el de Euler. Aqui la sustitucion
de arcos de curva por segmentos de tangente (Euler) se cambia por
segmentos de recta con pendiente mas realista. Para concluir analizare-
mos el fundamento de los métodos predictor-corrector. La idea que los
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inspira es distinta de la de los anteriores, y consiste en calcular cada
nueva ordenada y, con una elevada precisiéon, pretendiéndose de este
modo minimizar la propagacion de errores por precision insuficiente.
Como algoritmo estudiaremos el predictor-corrector de Euler, y como
ejemplo aplicaremos varios de los métodos mencionados al estudio de
una cinética de isomerizacién del 1,2-dimetil-ciclopropano.

El estudio de las ecuaciones diferenciales de orden superior y de los
sistemas de ecuaciones diferenciales es paralelo. Una ecuacion diferencial
de orden n es reducible a un sistema de n ecuaciones diferenciales de
primer orden con n funciones, bastando considerar como nuevas funcio-
nes incognitas a las (n — 1) primeras derivadas de la funcidén original. La
generalizacidén de los métodos anteriores es inmediata, y estudiaremos la
aplicaciéon del método de Runge-Kuita y el predictor-corrector de Milne.
Se dedicara también un epigrafe al estudio de los problemas de contorno,
los cuales son muy comunes en las aplicaciones de la Mecanica Cuantica
(particulas en cajas de potencial, etc). Como ejemplo de aplicacion se
revisaran brevemente los principios del método de la Dindmica Molecular
que es de gran ayuda en el estudio de la fase liquida.

1. ESTABILIDAD Y ERROR

Un problema muy delicado que subyace a todo este tema es el del
analisis del error cometido en los célculos. En general, los métodos que se
utilizan, bien sustituyen el problema a resolver por otro mas simple, o
bien sustituyen la solucion por una serie truncada. Todos los errores
inherentes al calculo numérico (entrada, redondeo, etc.) se ven mezclados
aqui en una forma altamente compleja. En consecuencia, el seguimiento
del error a lo largo de la aplicacion de los diversos algoritmos esta
severamente limitado, quedando constreiiidos casi siempre a dar estima-
ciones del error realmente toscas.

Es fundamental el concepto de estabilidad de los métodos, pues si el
algoritmo no estd bien adaptado al problema en cuestién, entonces
pequefias perturbaciones (errores) en los datos de entrada pueden condu-
cir a soluciones muy apartadas de las que se buscan, tanto cualitativa
como cuantitativamente. Pero hay mas atin. Existen ecuaciones diferen-
ciales intrinsecamente inestables, es decir, que independientemente del
método aproximado elegido para resolverla, la solucion obtenida siempre
aparece muy separada de la realidad (Demidowitsch y col, 1980). En
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estas circunstancias ;como podemos garantizar la exactitud de las opera-
ciones realizadas? Las siguientes recomendaciones resultan bastante
utiles:

i) Analisis cualitativo del problema, por ejemplo a través de méto-
dos gréficos (isoclinas, isopolares) (Puig, 1974) que nos den una
idea del habito de las soluciones y asi ayuden en Ia eleccion del
método numeérico.

ii) Verificacion del grado de exactitud entre la ecuacion diferencial
dada ¥ = f(x, ), y la tabla de valores (x,, y,) obtenida via el
método numérico seleccionado.

iti) Resolucion de la ecuacion diferencial por dos o tres métodos
diferentes.

iv) Manipular el espaciado h = x, ., — x,, aumentandolo o dismi-
nuyéndolo segin convenga (Rice, 1983).

2. ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

2.1. Meétedo de Euler

Enunciemos sin demostracion (Elsgoltz, 1977) ¢l teorema bdsico de
existencia y unicidad:

Si la ecuacién diferencial ¥ = f(x,y) con la condicidon inicial
Vo = Mxg) es tal que f(x,y) verifica:

i) ser continua en el rectangulo D

x —xpl <@ ; |y—yol b

ii) satisfacer la condicion de Lipschitz en D

/0%, 1) = S pall < Lelyy — yal 5 L>0 [1]
siendo L una constante, entonces existe una solucion Onica y = y(x), que
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satisface el problema de valores iniciales anterior en el dominio
|x — xof < H, en donde:

H < min {a,b/M, 1/L}
M = max {110, 91} [2]

Dada pues una ecuacién diferencial ' = f(x, y) con la condicién
inicial (x4, yo) que verifique el teorema anterior, con el método de Euler
aproximaremos )’ por el cociente:

Ay _ Yirr = Yo

D k=0,1,2, .. 3
, P [3]

'
Y =

siendo h = x;,; — x; el paso de integracién. Procediendo recursivamente
se tiene:

Verr =W+ Bf(xpy) ; k=012, [4]
y la solucién aproximada viene dada por la sucesion:

(xgs ¥o) = condicion inicial
X=Xt h ; ygy+ hf(x Vo)
Xa =Xy +h 5 yp=y+hf(x, )
X3=Xy+h ; Y3y, + Af(x, )

.., etc. (Ejercicio 1).

Es facil ver que [4] equivale a la parte lineal del desarroilo de Taylor de
y = y(x) en torno a los puntos (x;, y,) sucesivos, ya que la pendiente y’ se
mantiene constante entre cada pareja x,, x, .. El error local de {runca-
miento en y, .., vendra por tanto dado por h2y®X¢)/2, con x, < & < X4 4.
Para reducir su magnitud conviene usar i pequefios, El interés de este
método no estriba tanto en su utilidad como en su valor instructivo, ya
que proporciona una demostracion del teorema de existencia.

2.2. Serie de Taylor

La generalizacion inmediata del método previo es proponer una serie
de Taylor para aproximar la solucién de la ecuacion diferencial, en tanto
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que ¥ = f(x, y) sea una funcioén analitica en el dominio que nos interese.
Dentro de esta posibilidad podemos emplear dos esquemas de aproxima-
cion: a) numérico; b) coeficientes indeterminados.

a) Solucion numérica

Dada la ecuacion diferencial ¥ = f(x,¥) con la condicién inicial
(X0, Vo), calcularemos y(x) como la sucesién de puntos (x;, y,):

[5]

0%

b7 o
Vie1 =Y+ B0 v) + = h2|: f y) f(x ) fix,y ):l
k

Notese que cada nuevo punto calculado (X, yi+4) s¢ utiliza como
nuevo centro de desarrollo en la determinacidén del siguiente. Claramente,
esto es mejor que mantener fijo el centro en (x,, y,) (Ejercicio 2). La
convergencia de este método es mas rapida que la del de Euler, y el error
local de truncamiento viene dado por el Gltimo término despreciado en la
serie (resto de Lagrange). Asi, si en [5] nos restringimos hasta segundo
orden inclusive, el error local sera:

hS
k= El}’m(é)l poX <& < Xppy (6]

b) Coeficientes indeterminados

Consiste esta alternativa en suponer que la solucién al problema de
valores iniciales puede ser representada via una serie de potencias (fun-
cion analitica). Supondremos en lo que sigue x, = 0 sin pérdida de
generalidad y escribiremos:

y= 3 ax [7]

Utilizando este desarrollo, la ecuacion diferencial original y' = f(x, y} se
transforma en:
) L8]
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expresion que conviene replantear en la forma:

20+ Dagy X = f(x, OZO: ajxf) [9]

=0 j=0

8

i

al objeto de que todos los sumatorios recorran los mismos indices.
Evidentemente, la forma de la funcion f(x, y) obligara a realizar nuevos
cambios como el anterior de [9]. Hecho esto se tendran dos series de
potencias que deben ser iguales término a término. Comparando los
coeficientes de x/ uno a uno se llegard a un sistema de ecuaciones
recursivo del que por la condicion inicial se conoce el primer valor ag:

Yo = 2 apxo = {x, = 0} = a,
i=0

El resto de los a; son normalmente combinaciones aritméticas de valores
precedentes ag, @y, ..., &;_ 1.

Este método resulta ser muy utilizado (oscilador armoénico cuanti-
co, etc.) (Schiff, 1981), pero para garantizar la validez del resultado hay
que determinar la region en donde el desarrollo en serie [ 7] ¢s convergen-
te. Esto se logra evaluando el radio de convergencia R que se determina
por cualquiera de los criterios {(Knopp, 1956; Spiegel, 1971):

| H=1im ‘ % (D’Alembert)
R=_ I a;_q [10]
H g limsup/la;]  (Cauchy-Hadamard)

El desarrollo en seric [7] serd pues (absolutamente) convergente, al
menos, en el intervalo abierto:

—R<x<R [11]

0 con mayor generalidad para centros arbitrarios xg:

afx —xg) ; xg—R<x<xy+R [12]

18

_V:

1

0

Precisando mas [11], diremos que para H = 0, la serie converge absoluta-
mente en todas partes; para H= + oo, la serie diverge para todo x# 0;v, fi-
nalmente, para 0 << H < + oo |la serie diverge paralx/ > R.

Repdrese en que el criterio de IY Alembert exige la existencia del limite
expresado. En general se tiene siempre que:

114




lim inf |2:1] < R < lim sup | %

= o

i—ee | O a;

Resta por considerar lo que sucede en los bordes del intervalo, es
decir si la convergencia se amplia al intervalo cerrado:

—R<x<R

Para responder a esta pregunta (Ejercicio 3) suelen utilizarse criterios de
comparacion de series. Haciendo en la serie de potencias |x| = R tenemos
una serie numérica. Si existe alguna otra serie numérica, absolutamente
convergente, que sea mayorante (mayor o igual término a término en
valor absoluto) de la primera, ésta convergera en los bordes.

2.3, Meétodo de Runge-Kutta

La falta de aproximacion que muestra ¢l meétodo de Euler (linealidad
sobre la tangente) puede enmendarse, en parte, tomando el incremento
Av, = ypy+s — ¥ en la forma modificada (primera formula de Runge):

A“)yk = Vi1 — Ve = B (X + B2, v + B (X, ¥)/2) [13]

Esto equivale a tomar la pendiente del campo direccional en ¢l punto
medio M del segmento de tangente que consideraria el método de Euler
(Fig. 1). El arco de curva quedaria pues aproximado por una cuerda a tal
arco. Con la expresion [13] el error cometido es de tercer orden O(h%)
(Ejercicio 4).

Todavia pueden darse otras expresiones para Ay (Puig, 1974]. Asi la
segunda formula de Runge:

h h 1
Am}’k = Vi+1~ Vi = S (X v + if(xk +hy,+ Ry) = E(R + R;)

2
donde: [14]
R = hf(x, i)
Ry = hf(x; + h, y, + R)
R, = hf(x, + h, y, + Ry) ‘ [15]

es de error también O(h%) y proviene de corregir dos veces Ay,
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Figura 1.—Diagrama comparativo entre el algoriimo de Euler (E) v el de Runge (1.7 férmula
RK1},

Si ahora combinamos A™ con A® en la forma:

2 1
APy =y — W = EA(l)yk + 'jA(z)J)k [16]

tenemos la tercera férmula de Runge que coincide con el Ay de Taylor
(«verdadero») hasta términos en h® inclusive (error O(h%).

Finalmente, aumentando las correcciones, surge la popular expresion
de Runge-Kutta que da errores de quinto orden O(h°):

1 1 1 1
A = —yp=—-R+-R —R —R 17
reVe = Yre+1 — Vi 6 + 3 + 312 + 63 [17]
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en donde (Ejercicio 5):

R = hf (x, i)
Ry = hf(x; + h/2, y, + R/2)
Ry = hf (%, + B2,y + Ry/2)
Ry = hf(x, + by, + Ry) [18]

2.4. Mdétodo predictor-corrector de Euler

La idea subyacente a los métodos predictor-corrector es distinta de las
anteriores. Se comienza utilizando una férmula predictora P para evaluar
inicialmente la ordenada y, del paso en que estemos. Posteriormente se
refina este resultado a través de una formula correctora C que, mediante
un proceso iterativo que involucra a la ecuacidon diferencial misma,
arrojard el valor-y, con la precision ¢ deseada.

Una vez conocido un punto (x,, y,}, el calculo de y, ., puede esquema-
tizarse como sigue:

(%6 Y1) P > Wt » Virr = f Oy 15 9% 1)
NOﬂ
D — i < | st e C
ST
Verr = Wi
Calculo de [19]

Yit2

El predictor-corrector mas sencillo es el de Euler:

— férmula predictora P:

Ver1 = Vi + Af (x5 yi)
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— férmula correctora C:
i+ 1) 1 (i)
Vie1 = W+ Eh[f(xru v+ S VR D1 [20]

Notemos que en la formula correctora y, ., aparece en los dos miembros
pero con superindices (pasos de convergencia) diferentes. La correccion se
itera hasta convergencia en y,,; v se pasa despues al punto siguiente
Ve +2 (Ejercicio 6).

3. EJEMPLO DE APLICACION: CINETICA
DE ISOMERIZACION CIS-TRANS

Consideremos ahora como aplicacion el seguimiento de la cinética de
isomerizacién cis-trans del 1,2-dimetil-ciclopropano a T= 453°C. La
formacion del isomero trans viene expresada por la ecuacion diferencial:

d
d_‘; =235 x 107%a — ¢) — 1,01 x 10~

en donde a es el porcentaje inicial de cis, ¢ el de trans en el instante t(sg) y
(a — ¢) el de cis tambien en ¢. Dada la condicion inicial 4 = ¢, = 0, lo
que hace a = 100, resolveremos la sencilla ecuacion anterior por los
métodos de Euler, predictor-corrector de Euler y Runge-Kutta. Utilizare-
mos un paso de integracion h = 45 sg y compararemos con la solucion
exacta:

235 x 107

PEVEVET L — -3
¢ = 336 1o=3 L1 — exp (=336 x 1071

que se determina rapidamente por integracion.
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Los resultados quedan resumidos en la tabla adjunta:

t(sg) EULER P-C BEULER | RUNGE-KUTTA EXACTA
45 10,575000 9,831722 9,814300 9814345
90 19,551060 18,233079 18,251422 18,251500
135 27,169940 25,460185 25,504617 25,504717
180 33,636845 31,677163 31,740017 31,740131
225 39,125954 37,025199 37,100444 37,100566
270 43,785110 41,625744 41,708676 41,708802
315 47,739801 45,583273 45,670264 45,670391
360 51,096543 49,987662 49075948 49,076072

Son de notar la mejor aproximacion que realiza Runge-Kutta y la peor
correspondiente a los de Euler, incluso cuando se emplea la prediccion-
correccion.

4. ECUACIONES DE ORDEN SUPERIOR Y SISTEMAS
DE ECUACIONES DIFERENCIALES

La clave para abordar el estudio de estas nuevas cuestiones esta en
darse cuenta de que una ecuacion diferencial de orden n es reducible a un
sistema de n ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden. Dada la
ecuacion diferencial: ‘

=Ly ¥, e YY) [21]

el problema de valor inicial consiste en calcular una solucion y = y(x) tal
que:

Wxo)=Yo 3 Y(xa)=Vo 3 o y("_l)(xo):‘ygi_l) [22]

en donde X, yo, Vo, ., Y81, son nOmeros dados. Ahora, si en [21]
introducimos las variables auxiliares:

g 7

Vi=VY 5 Va=V 5 o ; Py =y [23]
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tal ecuacién diferencial se transforma en el sistema normal equivalente:

dy _
P Y1
Wi _
dx 2
dyn*Z —
dx yn—l
dy,
d 1=f(x5y=y1""!yn-l) [24]
x .

que no es mas que un caso particularmente sencillo del mas general de un
sistema de ecuaciones de primer orden:

dyy
- = X, Y15 Vas s Vo
T S, Y15 V20 0 Vi)

dy .
d—xz = fz(xn V1 Y20 yn)

'_; = f;:(x’ Vs Vas oo yn) [25]

Debido a esta equivalencia ¢l estudio de ambos problemas puede reali-
zarse conjuntamente.

Para que el sistema [25] tenga solucidn y ésta sea unica, debe satisfa-
cer para un entorno generalizado D de la condicion inicial:

D={x—x|l<a ly—y<b 5 « 3 ly—¥2l<b,) [26]

las siguientes condiciones (Elsgoltz, 1977):
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i) Las funciones fi, f5,.., f,, deben ser continuas y definidas en el
entorno D,

ii} Cada funcion f; (i = 1,n) debe satisfacer en D la condicidén
general de Lipschitz: :

lfi(xsjjln "-=.}~)n) _fi(xsyla'"syn)l $ L- Z WJ "' ,VJ\ : = 1525 w1 [27]
j=1

sicndo L la constante de Lipschitz valida para todo i, y teniendo:
(xsylsyzs-"ayn)ED 5 (xsjujls.'f}za"'!j}n)ED

Verificadas estas condiciones existira una unica solucién que pase por el
punto generalizado Py(xe, ¥, ¥, .., ¥, v que poseera el significado
deseado dentro de un intervalo |x — x,| < b (normalmente & < g).

4.1. Meétodo de Runge-Kutta

Los metodos numéricos ya dados para ecuaciones de primer orden
son facilmente aplicables a los sistemas de ecuaciones diferenciales de
primer orden. Por simplicidad consideremos ¢l caso de un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas:

: dy
y =f(x,y,z) = df
X
dz

2= g7 = [25]
X

con la condicién inicial (x,, ¥4, z,). La importancia de esta particulariza-
cion es clara recordando que una buena parte de los problemas en
mecanica clasica y cuantica involucran ecuaciones diferenciales de segun-
do orden.

Veamos como enfocar la resolucion del sistema anterior mediante el
método de Runge-Kutta analizando con algin detalle el calculo de
(x5, ¥1, 2,). Los célculos restantes consistirian en repetir sistematicamente
lo que sigue, tomando como inicial el Gltimo punto calculado. El esque-
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ma estd orientado a calcular los incrementos Ay, Az, para x; = x, + 4,
necesitandose los valores previos:

R = hf (x4, yo, 20)

R* = hg(xq, Yo, Zo}

RY = hf(xq + h/2,yq + RY/2,zy + R¥/2)

R} = hg(xo + h/2,yo + RY/2, 2y + R*/2)

R, = hf (xq + B/2,y4 + RY/2,25 + R{/2)

R% = hg(xo + h/2,y, + RY/2,zy + RY/2)

Ry = hf(xq + h,yy + RY,zo + Rj)

R% = hg(xy + h, yo + Ry, 2o + RY) [29]

obteniéndose:

1 1 1 1
Y1 =y0+gRy+§R‘{ +§R§+ERJ§

1 1 1 1
21 =20 + g R+ 3R] + 2 R; + Ry [30]

Con ayuda de este algoritmo puede resolverse el ejercicio 7, cuya
solucién analitica puede encontrarse indicada en (Platt, 1974).

4.2, Predictor-corrector de Milne

Como antes, si deseamos que la precision de nuestros calculos se
mantenga dentro de unos limites establecidos de antemano, uiilizaremos
un método predictor-corrector. Vamos a ocuparnos ahora del predictor-
corrector de Milne que presenta un error de truncamiento de quinto
orden O(h®). Para una ecuacion diferencial de primer orden y' = f(x, y), a
partir de la condicion inicial (x,, yo), haremos:

— formula predictora

4
Prr1 = Yr—g + §h(ZJJ;¢72 — Vi-1 + 21) [31]
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— formula correctora

h ]
Vi+1 = Ye—1 + g(yim + 4y + Y- 1) [31]

(Ejercicio 8). Por inspeccidon comprobamos que se requieren cuatro
valores y, previos a cualquier comienzo del cileulo: y_5, ¥_,, v_1, Vo
Dado que so6lo se dispone del inicial (xq, yo), los tres restantes pueden
determinarse con la serie de Taylor o con el método de Runge-Kutta.

Las ecuaciones [31] aplicadas al caso tipico de sistema:

dy

d_.); = f(x: Vs Z)

J (g, Vo, o) = condicion inicial [32]
z

E'— = g(x, ¥ Z)
x

necesitardn de ocho valores previos (4 para y, 4 para z). La prediccion se
realiza conjuntamente en la forma:

4
Vi1 = Vy-3 + gh(zfrc—z — Ji-1 T 21

4
Zy4q ™ Iy + Eh(ZQk—Z — -1 T 20) [33]

y a continuacion se leva a cabo el ciclo iterativo corrector con:

h
Ye+1 = V-1 +"§(frc+1 +4f. + fio i)

h
Zyy = Zp—yg + g(gk+1 + 4g, + gy-1) [34]

Es interesante darse cuenta de que la formula predictora proviene,
en este caso, de integrar un polinomio de Stirling de segundo grado
{k = —1,0,1) sobre un intervalo mayor que el de colocacion (k = -2,
—1,0,1,2). La correccion es, sin embargo, la regla de Simpson aplicada a
Y'(x). La comprobacion de estos detalles es rutinaria y se deja a cargo del
lector.
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4.3. Problemas de contorno

Hasta aqui nos hemos ocupado de los problemas de valores iniciales.
Sin embargo, una gran cantidad de problemas de interés conducen a
ecuaciones diferenciales de segundo orden con valores definidos para la
funcién en la frontera. Se conoce a estos problemas como de valores de
contorno o de frontera, y estan estrechamente emparentados con el calculo
variacional y el de valores propios. El planteamiento es el siguiente:

Determinar la solucion y(x)} de la ecuacion diferencial de segundo
orden:

y'=fx) [35]
definida en el intervalo ¢ < x < b y sujeta a las condiciones:
way=A4 ; wb)=B [36]

El estudio en profundidad de este problema es intrincado, pues exige
un conocimiento extensivo del algebra matricial y de los teoremas de
existencia. Por ello, nos dedicaremos aqui a buscar la solucion numérica
de [35]-[36] por los métodos ya presentados en un caso en el que estos
procedimientos son posibles (Scheid, 1972).

Si la ecuacion diferencial es lineal:

Y =iy + falx)y + f3(%) [37]

el problema de valores en la frontera es reducible a uno de valores
iniciales. Basta recordar que la solucién general de [37] puede expresarse
como la superposicion de una solucién particular Y(x) de ella y la
solucién general y*(x) de la homogénea asociada:

Y =H&WY + LX)y [38]
que se expresa:
YHx) = ¢y1(x) + €ay2(%) [39]

donde ¢, y ¢, son constantes arbitrarias (reales o complejas) y las
funciones y;(x) e y,(x) son dos soluciones particulares de [38] linealmente
independientes.
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La solucion general de [37] con las condiciones [36] la éxpresaremos
como:

Y(x) = ¢1y1(x) + €23,(x) + Y(x) [40]

La tarea es ahora determinar ¢y, c,, y4(x), yo(x) e Y(x) para obtener la
solucién individual que buscamos. Comencemos por las soluciones parti-
culares y,,y,, de la homogénea. Como ambas deben ser linealmente
independientes, basta que el wronskiano asociado sea distinto de cero
para algin x del dominio ¢ < x < b:

yi(x)  yix)

WLy =16 v

#0 ;5 a<x<b [41]

En realidad esta condicion es mas fuerte, ya que si existe un x que verifica
[41], entonces W # 0 para todo x (Platt, 1974), Para garantizar [41]
bastard calcular y, e y, tales que verifiquen:

r@=1 yla=0

42
@=0 -1 2]
con lo que:
Wix = “1 0—1 0 43
N =

De esta manera, ambas soluciones particulares de la ecuacion homogénea
[38] pueden evaluarse numéricamente utilizando cualquiera de los méto-
dos ya vistos.

La determinacion de Y(x) se lleva a cabo numéricamente con la
ecuacion original [37], empleando las condiciones iniciales mas sencillas:

Y@=0 ; Y()=0 [44]

Finalmente, las constantes c¢; y ¢, se obtienen del sitema de ecuacio-
nes:

A = cyy4(a) + cr,5(a) + Y(a)
B = ¢y,(b) + ¢, y,(b) + Y(b) [45]
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que conduce a:
¢ =4
¢z = (B — Ay, (b) — Y(b)/y,(b) [46]

en donde suponemos que y,{h) # 0.

Es importante resaitar que en todo el desarrollo previo hemos supues-

to que la solucién buscada y(x) existe y es Unica. Sin embargo, la

complejidad subyacente a este problema es, como ya se dijo, muy grande.

" Efectivamente, un problema de valores en la frontera puede (Elsgoltz,
1977y

i) No tener solucion.
ii) Tener una o varias soluciones.

iii) Tener infinitas soluciones.

Como ejemplo podemos considerar el conocido problema balistico, en el
que se pide la trayectoria de un movil sujeto a la ecuacion diferencial:

d*r
m=—z = Flt,r,dr/d) [47]

con las condiciones de contorno r(t,) = rg; r(t;) = ry. En general, este
problema no posee solucién Unica. Recuérdese ¢l caso del tiro oblicuo,
sin rozamiento del aire, en el que desde un origen dado O y con una
misma velocidad inicial |v,] un mismo punto P puede alcanzarse siguien-
do dos trayectorias diferentes (Fig. 2) con dngulos de inclinacion « una de
ellas, v (90 — «) la otra, Aun mas, si la v, inicial es muy grande, el punto
P podria alcanzarse desde O después de haber dado varias vueltas a la
Tierra.

Por Gltimo, sefialaremos que si la ecuacion [35] no es lineal, el
método considerado aqui no sirve. En estos casos podria obtenerse una
estimacién a la solucion de [35]-[36] resolviendo un gran nimero de
problemas de valores iniciales con distintos valores y'(a), para por
interpolacién determinar el valor yi(a) que pertenezca a la solucion y(x)
tal que y(b) = B. Obviamente, este método es altamente inexacto. Por
otra parte, existen caminos mucho mas apropiados para resolver el
problema general del que hablamos (Scheid, 1972; Demidowitsch y col,
1980).
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y
IV,1=1V;]
g =90~a
%’
B
(11
0 P x

Figura 2—El problema del tiro oblicuo como uno de valores en la frontera con, al menos,
dos soluciones.

5. EJEMPLO DE APLICACION: EL METODO
DE LA DINAMICA MOLECULAR PARA
ESTUDIOS SOBRE LA FASE LIQUIDA

Desde la aparicion de los ordenadores, con posibilidades de calculo
veloz y almacenamiento ingente de datos, han podido abordarse un gran
namero de estudios interesantes en la Quimica Fisica. Dentro de la
perspectiva tedrica, estos estudios estan mayormente ligados al conocido
problema de los N cuerpos (determinacion de funciones de onda molecu-
lares, propiedades de sistemas macroscopicos, etc.). En este contexto
vamos a ocuparnos aqui de la descripcion somera de un método de
calculo numeérico que es extremadamente til en el estudio mecanoesta-
distico de la fase liquida: la Dindmica Molecular.

La Dinamica Molecular es un tipo de «experimento numéricon
basado en los conceptos de promedio temporal de Maxwell y Boltzmann.
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La aplicaciéon aqui sera, dentro de la Mecanica FEstadistica Clasica,
plantear el estudio de un liquido compuesto por particulas esféricas {Ar,
Kr, ete.) idénticas. Cabe decir que el comportamiento de los liquidos
(exceptuando los liquidos cuanticos como el He, H,, etc.) queda suficien-
temente bien descrito por la aproximacion clasica (Sesé y Criado, 1990}
siempre y cuando la longitud de onda de De Broglie 1 asociada a sus
particulas sea mucho menor que la minima dimension significativa
(clasica) s, del sistema:

h
A=—-«s, ; p=impulso [48]
p

De esta forma, los efectos cuanticos (siempre presentes) pueden tomarse
como despreciables. Alternativamente, la condicion anterior puede expre-
sarse en la forma:

kT » AE [49]

que nos dice que la aproximacion clasica es licita cuando el ruido térmico
kT es mucho mayor que el espaciado medio entre los niveles de energia
cuanticos del sistema.

La esencia del método de la Dinamica Molecular consiste en resclver
las ecuaciones de movimiento clasicas de Newton para todas y cada una
de las particulas i, sumergidas en el «mar» creado por el resto de sus
compaifieras j. De esta resolucion deberemos guardar la informacion
concerniente a las posiciones qt), impulsos p{t) y aceleraciones afi):

dy;  py .
—_—— - 1, 2, s 50
e m l L50]
dp; ..

ma; = — = 3 F{q, ) Li=12. [51]
dat =

en donde m es la masa de una particula y F,; la fuerza que actia entre i y
J» que se calcula segin:

siendo u;; el potencial intermolecular (Lennard-Jones, etc.) entre ambas
particulas.
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Se ha supuesto que no hay campos externos actuando sobre el
sistema. Por lo tanto, tenemos las constantes de movimiento siguientes:
energia total E e impulso lineal total M, que vienen dadas por:

Z + 2wt [53]

L<J

M =Y p() | [54]

3V [

Notemos en este punto que una muestra liquida de interés €xperimen-
tal comn suele tener del orden de 10?3 particulas, por lo que cualquier
trabajo tedrico con tamafio nimero resultaria imposible, incluso cen el
mas poderoso de los ordenadores actuales. Es necesario entonces disefiar
un camino alternativo, si bien aproximado, para realizar el estudio.

Se elige pues un tamafio de muestra (nimero de particulas) N,
reducido, normalmente entre 100 y 1.000, y se procede a situarlas en un
recinto cibico de volumen fijo ¥, = L2. Este recinto se denomina celda
basica de simulacién y se ve rodeado de infinitas repeticiones idénticas a
él, en forma, tamafio v configuracion interna de las particulas, a lo largo
de las tres direcciones espaciales. Cualquier suceso o movimiento que
tiene lugar en la celda basica se repite periddicamente en todas sus
imégenes. Las particulas pueden cambiar de celda y, aunque no cambien,
interaccionar con las pertenecientes a celdas distintas. Por razones
operativas, ¢l rango de las interacciones intermoleculares suele tomarse
finito, por lo que se utilizan esquemas aproximados de truncacion. Estos
se resumen, aproximadamente, en que si la distancia r; entre i y j es
mayor que un cierto valor [ (normalmente [ = L /2), la interaccion ij es
despreciada.

Al proceso anterior de parrillado del espacio fisico en celdas idénticas
se le denomina implantacion de «condiciones de contorno periddicas»
sobre la celda basica (Fig. 3). Se espera con ¢l, a partir de una pequefia
muestra N, reproducir el comportamiento del liquido real. El nimero N,
y el volumen V, s¢ toman para que se cumpla la igualdad: '

N N ,
Ty densidad macroscopica [55]

c

debiéndose optimizar ambos valores para que los resultados finales sean
fiables (significativos en el limite termodindmico). Sobre todos estos
asuntos se volvera a insistir en el Tema 9 al tratar de otro «experimento
numérico» llamado de Monte Carlo.
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Figura 3.—Condiciones de contorno periddicas para el estudio de liquidos.

El colectivo mecanoestadistico correspondiente al esquema de trabajo
anterior es una versidon ampliada del colectivo microcanonico (N, V, E),
que se denomina colectivo dindmico-molecular (N, V, E,M). En este ulti-
mo, ademas de ser constantes el niimero de particulas N, el volumen V' y
la energia total E del sistema, se mantiene constante el impulso lineal
total M.

El procedimiento de calculo a seguir es pues fijarse en la celda basica
y con las condiciones de contorno periddicas resolver [50]-[51] para las
N, particulas. Se tiene asi un sistema de ecuaciones diferenciales acopla-
das (dadas las conexiones F,) que se puede resolver numéricamente una
vez establecidas las condiciones iniciales g,0), p{0) (i = 1, N,). Estas
suelen elegirse con arbitrariedad, por ejemplo las posiciones iniciales
seghin la red cristalina del solido y las velocidades al azar segun la
distribucién de Maxwell. En todo el proceso es fundamental garantizar la
independencia (de los resultados finales) de la condicion inicial.
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Los métodos de integracion numérica a emplear aqui deben ser del
tipo predictor-corrector. Es facil comprender el porqué, ya que lo que se
esta haciendo en definitiva es determinar las trayectorias de las particulas
en el seno del liquido idealizado. Sabemos que, en ecuaciones diferencia-
les, pequefias imprecisiones numeéricas en un resultado amplifican grande-
mente €l error de posteriores evaluaciones. Desde el punto de vista
grafico (I'ig. 4) si la particula 1 deberia chocar con la 2 (esferas rigidas) y
salir rebotada en la direccion I, un pequefio error numérico & en el angulo
de incidencia darja lugar a la trayectoria 11, que se aparta mucho de la
verdadera. Ni que decir tiene que este efecto se veria incrementado con
choques sucesivos, y se conferiria asi un caracter artificialmente estadisti-
co a las trayectorias. Por todo ello se usan métodos predictor-corrector y
se aprovecha al maximo el nimero de cifras significativas que brinde la
maquina en que se calcule.

Figura 4—Efecto de una pequefia imprecisién ¢ en el chogue 1-2 sobre la trayectoria de la
particula 1.

Para resolver [50]-[51] una eleccion sencilla (Balescu, 1975) es la
siguiente. Una vez elegido el intervalo de tiempo h = At para realizar las
integraciones, y considerando conocidas las posiciones g{n — 1) de todas
las particulas en el instante f,.,, asi como todas las posiciones g(n),
momentos p(n) v aceleraciones a n} en t,, se calculan las estimaciones de
posiciéon en t,,, (prediccion):

p(n)

gf(n + 1) = qn — 1) + 2A¢- [56]

Estas estimaciones q¥(n + 1) se sustituyen en [51] calculandose las
aceleraciones af(n + 1). A partir de ellas se realiza una nueva estimacién
de las posiciones ¢ impulsos (correccion):
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1A
q{n + 1) = q,(n) + 5“5(13:(” + 1) + pdn) [57]

pin+1)  pin)
om

- + %At(ai*(n + 1) + af(n) [58]

Después se recalcularian las posiciones ¢, con los resultados [58] y vuelta
a empezar en [51]. El procedimiento se repite hasta que la diferencia
entre dos valores consecutivos q,, p,/m, a;, sea menor que una cota dada.
Logrado esto se continfia con el instante ¢, ,. La eleccién de algoritmo
hecha no es la tnica posible y en el ejercicio 9 puede encontrarse otra
posibilidad para realizar este tipo de calculos.

Toda la informacion correspondiente a las moléculas del liquido,
posiciones, velocidades y aceleraciones, en todos los instantes, quedan
grabadas en cinta magnética o en disco. Toda esta gigantesca cantidad de
datos es procesada posteriormente para obtener (Wood, 1975):

i} El modo en el que el sistema se aproxima al equilibrio.

ii} Propiedades de equilibrio del sistema (ecuacion de estado, estruc-
tura estatica, etc.).

iii) Propiedades de no equilibrio (funciones de correlacion temporal,
propiedades de transporte, etc.).

No obstante las aproximaciones y problemas apuntados inherentes a esta
técnica, la comparacion con los experimentos suele ser bastante acepta-

“ble.
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EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

Aplicar ¢l método de Euler a la ecuacién diferencial y' = —xy?%, con
la condicién inicial ¥(0) = 2, en el intervalo 1 < x < 2, usando un
paso h = 0,2.

a) Dar una imagen grafica del porqué es mejor cambiar el centro
del desarrollo de Taylor a medida que progresa el calculo numérico
de la solucion al problema de valores iniciales.

b) Obtener el término de tercer orden para la ecuacion [5].

a) Resolver por el método de la serie de Taylor la ecuacion diferen-
cial (1 — x)y' = x* — y, con la condicién inicial yy(x =0} = 4.

b) Determinar el intervalo de convergencia.

Demostrar que la primera formula de Runge da un error de tercer
orden O(h®). Obtener este resultado utilizando los desarrollos de
Taylor de Ay y de Ay’ con respecto al punto origen (x, ) de un
paso determinado.

Calcular por el método de Runge-Kutta con h = 0,2 1a solucion de
¥ = y/x — ¥, siendo la condicion inicial y(1) = 1 en el intervalo
Isx<g2
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Moléculas como el CS,, CO,, etc., poseen cuadrupolo eléctrico lineal.
Este es un sistema de tres cargas puntuales g, —2¢, ¢, separadas
consecutivamente una distancia s (Fig. 5). A distancias r grandes del
cuadrupolo (r > s), la ecuacién diferencial de las lineas de fuerza del
campo que se crea en un plano es {Heading, 1974):

d
d; r(3cos?f — l)fsen20 ; O<r< 4o ; 0<0<2n
P(".6)
r
o
_—— = - G S & - — - — —
Q -20 Q Z

Figura 5.—Cuadrupolo eléctrico lineal.

Integrar la ecuacion anterior por los métodos de Euler normal y
predictor-corrector de Euler (elijase la precision), con la condicion
inicial 8, = ©/36, r, = 8 A, dentro del rango #/36 < 0 < n/4 toman-
do un paso de integracidén #h, = n/36, Comparar con la solucion
exacta que s¢ obtiene por integracion directa:

0g i<
$9<2n

. A sen 0(|cos 9])12
) — Asen 6(|cos 9|12

Dos células de volamenes V, = 50cc. y V, = 250 cc. se llenan con
disoluciones salinas. Ambas estan conectadas mediante dos tubos, de
longitud y volumen despreciables, a través de los cuales las disolucio-
nes fluyen de un recipiente a otro con velocidad r = 10 cc/s (Fig. 6).
La primera célula recibe un caudal de agua de R = 5 cc/s, mantenien-
dose constante el volumen V|, mediante una valvula de salida que




i

Figura 6 —Células del ejercicio 7.

elimina R = Scc/s. Si se considera que la concentracion ¢; en cada
célula es uniforme, la evolucién temporal de ambas concentraciones
viene dada por el sistema de ecuaciones diferenciales:

de, R+r +Fc
s SN o 4
dt v, v,
de, r r
—==—C ——C

da v, 'yt

Utilizando el método de Runge-Kutta determinar la concentracion
en cada ctlula en el intervalo 1 <t < 10s, con la condicién inicial
(tos €400), c(®) = (0,3 x 10™*mmol/cc, 6 x 10~ ? mmol/ce) ¥y con un
paso h, = 1s,

Comprobar via desarrollo en serie de Taylor que Jas formulas [31]
dan crrores de quinto orden Q(/°), y que la correccidn es mas exacta
que la prediccion.

Proponer un algoritmo de calculo para una Dindmica Molecular que
utilice estimaciones iniciales de la velocidad v, = p;/m, a diferencia del

esquema basado en [56]-[58] del texto que lo hacia con las posicio-
nes q; {OBrien, 1973).
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACICN

1.

La aplicacion directa del algoritmo a y' = —xy? conduce a:

Yo=y0)=2

y1=0,2)=yo + hfixo,¥0) =2+ 0,2(—0-2%) =2

Vo= 0,8 =y, + hf(x;,y) =2-+02(—~0,2-2%) = 1,840

V3= 30,6) =y, + hf (x,, y,) = 1,840 -+ 0,2(— 0,4 . 1,840%) = 1,569
Vo= W0,8) = y3 + hf (xs, 75) = 1,569 + 0,2(—0,6 - 1,569%) = 1,274
Vs = W1,0) = vy + hf (es ya) = 1,274 -+ 02(—0,8 - 1,2747) = 1,014

a) La convergencia se ve mejorada como se aprecia en la figura 7.

b) Aplicando la regla de la cadena, podemos escribir esquemética-
mente:

tercer orden =%—[fxz + 2 S S P+ S+ £ D]

cuyo valor numérico, cuando sea necesario, se calculari particulari-
zando en cada (x,, y,).
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Figura 7—Convergencia del método de Taylor a la solucion exacta y(x) cuando:
a) se mantiene como centro de desarrollo (xy, o) en todos los pases; b) se cambia el
centro de desarrollo al dltimo punto calculado.

3. Procedamos como se indicaba en el texto haciendo:

y=2ax ; y=73 iax""
' i=0
y sustituyendo en la ecuacion (1 — x)y' = x2 — y:

(1 — x)[a; + 2a,x + 3azx? + daux® +...] =

= x2 — [ag + ayx + ax* + a3x® + agx* +...]
que operando nos lleva a:

a+(2a;, —a)x+ Baz —2a,)x* +...= —ag —a;x —(a, — Dx2 —...
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Identificando término a término:

al = —{10

303 - 2(12 = _{az - 1)

y en general a partir de aqui se tiene la recurrencia:

Aplicando la condicion inicial encontramos:

a, = —ay as=1/10

a, =10 ag = 1/15
ay = 1/3 a, = 1/21
a, =1/6 ...,

resultando la solucion;

o 2
_ . 3y
y=aoll = x) 4+ x woo (n + 2)n + 3))C

#

by Para determinar el intervalo de convergencia calcularemos el
siguiente limite:

., n+2
x| = lim ) =
n+4d

H—> oD

Como se trata del criterio del cociente, habra convergencia en tafito
el limite anterior sea estrictamente menor que la unidad. lo que
implica convergencia al menos en el intervalo de radio R = 1:

xl<l=—-1<x<+1
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Notemos que la operacion realizada es equivalente a lo indicado en
las ecuaciones [10]-[11].

Veamos ahora si en los bordes del intervalo existe también conver-
gencia. En valor absoluto, el término general (n — co) de la serie,
particularizado en x| = 1, resulta:

2xn+3

o _ 2
(n + 2}(n + 3) -

Znljxj=1 = =1 m

Claramente, hay una serie numérica convergente absolutamente y
mayorante de la anterior (véase el Ejercicio 9c¢c-d del Tema 4):

2 2 1
— — converge absolutamente

= e Dy Swt L

por lo que la serie solucion encontrada en a) converge absolutamente
en |x| = 1. En consecuencia el intervalo de convergencia queda
finalmente como:

—l€x<g +1

4. Siguiendo las indicaciones dadas en el enunciado desarrollaremos
Ay en serie de Taylor en torno al origen del intervalo (se suprime la
particularizacidn y se desarrolla f(x, ») como funcién de dos variables):

h? h?
Ay =y = g = hf -+ s f- )+ U 2oy 4 fia S

Analogamente para y se tiene:

2

h
Y= Yyo + hf + —2-(fx St
hS
+ g(f;cz 4 Uy S+ S PSS D+

que coincide con el desarrollo previo hasta segundo orden inclusive.
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3. Efectuaremos explicitamente el calculo para el primer punto
x, =12

R =hf(xq, yo) = 0,2[yo/xo — ¥51="0

R/2
Ry = hf(xo+ /2, yo+ R2)=02| TR2 _ o LR |= —001818
Xq+h/2
R./2
Ry = hf(xo 12 yo+ Ry2)=02| PERY2 (g o | = —o0t621
Xo+h/2
J’0+R2

Ry=hf(xo+h, yo+R,)= 0,2[ - — (Vo +R2)2:| = —(,02960

Xo+h
resultando a cuatro cifras decimales:
1
Yi=1Yo+ g[R + 2Ry + 2R, + R;] = 09836

Repitiendo este esquema obtenemos:

X l 1,2 14 1,6 1,8 2,0

Y | 0,9836 0,9459 0,8989 0,8490 0,8000

6. La ecuacion diferencial a resolver nos dard numéricamente la ecua-
cién de la linea de fuerza en el plano que pasa por ro =8 Ay
8, = n/36. Por inspeccion de la expresion exacta, que puede integrar-
se sin dificultad, vamos a obtener la mitad de la linea de fuerza {un
octante que se repite cuatro veces en ¢l plano: (0, n/d), {—n/4,0},
(3r/4,7) y (—3n/4, 7). Los resultados se resumen en la tabla adjunta
calculindose 4 = 91,96485 con la condicién inicial. La precision
exigida al calculo predictor corrector ha sido de 107°.
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f " EULER PC-EULER EXACTA

10° 15,949143 15,859934 15,847764
15° 23,719868 23,426652 23,393186
20° 31,167702 30,550342 30,490646

25° 38,145572 37,088439 37,000511
30° 44,508139 42,906962 42,791482
35° 50,114308 47,881706 47,741418
40° 54,828918 51,899083 51,738811
45° 58,523701 54,856320 54,682622

De los resultados venios como se separa ¢l método de Euler normal
de la solucidn exacta a medida que progresa el calculo y como el
predictor-corrector corrije este comportamiento.

7. Aplicando las ecuaciones [17]-[18] del ‘'método de Runge-Kutta,
obtenemos los siguientes resultados para 1 < ¢ < 10

t (seg) ¢, (mmol/cc) ¢, (mmol/cc)
1 0,010388 0,057870
2 0,017534 0,056157
3 0,022560 0,054748
4 0,026062 0,053559
5 0,028466 -0,052531
6 0,030081 0,051622
7 0,031128 0,050800
8 0,031768 0,050042
9 0,032116 0,049333

10 0,032255 0,048661

Cabe preguntarse cuando el arrastre en V) .eliminaré, hasta una
cantidad despreciable, la sal en el sistema. Ampliando el intervalo
temporal y manteniendo A = 1s obtenemos:

144




t(sg) ¢, (mmol/cc) ¢, (mmol/ce)
200 0,003315 (0,004770
400 0,000289 0,000416
600 0,000025 (1L000036
800 0,000002 (,000003
922 0,000000 0,000001
651 0,000000 0,000000

Para T = 951s se verifica la eliminacion hasta 10~ ¢ mmol/cc en
ambas células. Como cabria esperar, la pérdida en V, es mas lenta
que en V.

Procediendo como en los ejercicios 2 y 4, es facil encontrar:
14
~ " RS yS)
E(31) a5y (&}
y por aplicacion de la truncacion de Simpson a "
_mm~_iﬁﬁw
90

Supongamos conocidos q,n), v,(n), a,(n} y v,(n— 1), para todas las
particulas i. Analogamente a lo mostrado por [56]-[58] escribiremos
como prediccion inicial:

) owvin 4 1) =vin— 1)+ 2A¢-a )

evaluandose con ella posiciones y aceleraciones:
. 1
) gl + 1) = q) + S Atlvi) + vin + 1)

i) am+ 1)=m 'Y Fqn),qn)

J#EL
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A partir de estos nuevos resultados se calculan las velocidades
corregidas:

iv) vin+1)=v{n)+ —;—At[ai(n) + an + 1]

El ciclo recomienza de nuevo al introducir los valores iv) en ii), y asi
sucesivamente hasta alcanzar la convergencia deseada. Dado que a;
no depende del tiempo, este algoritmo debe ser razonablemente mas
rapido, en cada instante, que el dado por [56]-[58]. La razdn es clara
comparando formalmente i) con [56]. La prediccidn inicial i) para las
velocidades es mejor que la [56] para las posiciones, como se com-
prueba con facilidad por integracidén directa.




Tema 4

APROXIMACION POR MINIMOS CUADRADOS
Y DESARROLLOS EN SERIE DE FUNCIONES
ORTOGONALES







En este tema estudiaremos el problema de la aproximacion funcional
desde el punto de vista de los minimos cuadrados en un sentido amplio,
tanto con polinomios (polinomios ortegonales) como con funciones trigo-
nométricas {andlisis de Fourier).

Nos son ya conocidos los problemas asociados a la aproximacion
polinomica convencional. Una manera de obviarlos consiste en recurrir a
la técnica de minimos cuadrados, con la que se generan aproximaciones
suaves a una funcion, utilizando valores puntuales afectados de error. Se
espera de esta manera aumentar la exactitud en el cAlcuto de derivadas, y
demés. Para fijar ideas examinemos la situacién en el caso discreto.

La idea directriz de esta técnica consiste en elegir una aproximacion
funcional polindomica en la base {x"} para la funcién empirica y(x), dada
por una tabla de N + 1 datos discretos, tal que la suma de los cuadrados
de las desviaciones sea minima:

W)= Y ap (1]

N

S=3 l:y(xk) - 20 amxﬂ‘]z = minimo [2]

k=0

De las condiciones de punto estacionario respecto de los pardmetros a,,
se obtiene el llamado sisterma normal, que es un sistema de ecuaciones
lineal en los coeficientes del polinomio aproximador. Normalmente, este
polinomio no coloca los puntos tabulares debido a que el grado elegido
suele ser menor que el nimero de puntos. Parece entonces que obtenidas
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las soluciones {(inicas) del sistema normal el problema queda resuelto. No
obstante, salvo para polinomios de grado bajo, el sistema normal resulfa
ser anomalo (inestable), por lo que las evaluaciones numéricas son
altamente dudosas.

Todavia existe otro problema asociado a la base polindmica conven-
cional {x"}, tal cual es la seleccion a priori del grado del polinomio de
ajuste a utilizar, Esto fuerza a buscar el grado Optimo del polinomio a
través de un tedioso y antiecondémico calculo con varios sistemas de
ecuaciones.

Los dos argumentos expuestos sobre la inestabilidad vy la eleccion de
grado, son decisivos en contra de la utilizacion de la base {x"}. Desde el
punto de vista del calculo resulta mas eficiente disponer de una base
{P,(x)} que haga trivial la resolucién del sistema normal. Esto puede
conseguirse con los llamados polinomios ortogonales de Gram-Tchebycheff,
los cuales automaticamente eliminan el problema del grado, ya que cada
coeficiente asociado a un elemento de la base ortogonal es independiente
de todos los demas.

Todo lo dicho para el caso discreto puede generalizarse sin dificultad
al caso continuo. Asi una funcioén y(x) conocida (o desconocida) se puede
aproximar mediante una combinacion lineal de polinomios ortogonales.
En realidad veremos que se puede ir mucho mas lejos, ya que en las
condiciones apropiadas y(x) admite una representacion en forma de serie
funcional de estos polinomios especiales. La aproximacion de minimos
cuadrados aparece con naturalidad al truncar dicha serie en algin orden.
De entre las muchas familias de polinomios existentes nos detendremos
con cierto detalle en los de Legendre, Laguerre vy Hermite, en razon de
su papel en la teoria cuantica de atomos y moléculas.

Continuando con el tema de los desarrollos en serie de funciones
ortogonales pasaremos al andlisis de Fourier, herramienta matematica
que ocupa un lugar destacado en un buen numero de aplicaciones en
Quimica Fisica. Como antes, esta nueva posibilidad de desarrollo resulta
ser compatible con el punto de vista de los minimos cuadrados. Las
funciones que se emplean aqui son trigonométricas (seno, coseno) y
poscen caracteristicas deseables analogas a las de los polinomios. Prime-
ramente estudiaremos las series de Fourier para representar funciones
periddicas en ¢l caso continuo, para ir seguidamente a la transformacicn
de Fourier. Con esta Gltima operacion se representa una funciéon mediante
una integral utilizando un espacio complementario, no siendo necesario
exigir periodicidad en la funcién con lo que se gana generalidad. Para
concluir se revisan someramente las técnicas de aproximacion discreta
{(sumas trigonométricas) a funciones periddicas dadas en forma de tabla.
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1. EL PRINCIPIO DE MINIMOS CUADRADOS.
PROBLEMATICA

Comenzaremos analizando la formulacién del principio de minimos
cuadrados en el caso discreto. Nos proponemos encontrar un polinomio
de grado n:

pu(x) = io a,x" [3]

que represente a una funcidn tabular {(x;, ¥,)}y=0 », de acuerdo con el
criterio de minimos cuadrados:

N
S=3 h—ado—ax;—ay?—...—ax]*=minimo ; n<N [4]
E=0

Notemos que si n = N, p,(x) coincidiria con el polinomio de colocacion.
Al ser n < N, existe la posibilidad de minimizar § con respecto a los
parametros variables a,, sin caer en la solucion trivial anterior. Aplicando
entonces la técnica usual en Anélisis (Apostol, 1972);

s
ba,

0 m=0,L12.,n [5]

se llega al sistema de ecuaciones normales, lineal en las a,, que determina
univocamente tales coeficientes:

as

=0 = $ody + 5,8, + ... + 5,0, = by

dag

o8

Hzo = S1dg + Spd; F .. F S8y = by [6]
a8

£ 0 = S"ao —+ S"+1a1 "I" o F Sﬂ+nan == bn

da,

donde los simbolos s, y b; representan las sumas sobre valores tabulares:

N N
5; = Z X 3 b= Z VX [7]
k=0 =0
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Parece pues, a primera vista, que el problema de calcular el polinomio
p.(x) se reduce a la tarea de resolver el sistema lineal [6], que podemos
expresar en forma matricial:

%4 =B (8]
o mas explicitamente:
So 51 8200 5y Qg by
Si 82 Sz S a, _ by [9]
Sp Sp+1 Stz Ut Shaa a,, bn

La resolucién podria hacerse empleando programas de calculo de uso
harto difundido y basados en métodos que veremos en el Tema 5.

Sin embargo, los resultados obtenidos a través de este procedimiento
para polinomios de grado n elevado (n > 7) serian tanto mas erroneos
cuanto mayor fuese n, ya que el sistema [6] es inestable o anémalo. Esto
significa que pequefias variaciones en los coeficientes s; (derivadas, por
ejemplo, de redondeos, ete.) se traducen en tremendas variaciones sobre
los resultados a,,. Dicho en otras palabras, si bien los a,, estin univoca-
mente definidos por [6], en la practica, resulta imposible despejarlos con
fiabilidad (Ralston, 1970).

Este curioso comportamiento se debe a la particular-forma de la
matriz & que resulta ser proporcional a una matriz de Hilbert. Para
orden n + 1 esta matriz toma la forma:

1 12 13— ln+1)
D 1/2 1/3 1/4 = 1fn + 2) [10j
Yn+1) n+2 Ln+3) - 120+ 1)

El argumento clasico que se da para explicar esta relacién se funda en
evaluar s, para un nimero de puntos equiespaciados x, muy grande
dentro de (0,1). Es inmediato ver que:

N v N
5, = ZXEEN[ xtdx =
k=0

; i=01,.,2 11
. o1 0 T Oben [11]
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de donde:
& ~ NHTD [12]

Dado que la matriz de Hilbert de orden n + 1 es una matriz «mal
condicionada» (maximo elemento = 1; elementos de la inversa muy gran-
des) los errores de célculo se ven exageradamente amplificados. Por
gjemplo, para n = 9 la inversa H ! tiene elementos de orden de 10!2, lo
que obligaria a trabajar con muchas posiciones decimales, pudiéndose
desbordar la capacidad de la maquina de calculo para poder obtener
resultados fiables.

El argumento previo asesta un duro golpe al modo de proceder
contenido en [6], pero como se ha dicho s6lo es importante para n
elevados. Vamos a ver como, incluso para grados »n bajos, tampoco el
citado procedimiento es el més eficaz. El meollo de la cuestion estriba en
Ia eleccidon del grado n del polinomio que ha de representar a la tabla
numérica. La pregunta es, dados N + 1 puntos jcoémo elegir el grado n
optimo? Razonamientos estadisticos (Ralston, 1970) indican que deben
resolverse las ecuaciones normales [6] para n = 1,2, 3, .., estimandose
cada vez el error cometido y tras un andlisis de varianza establecer el n
optimo. Desde el punto de vista del célculo, esto significa que deben
evaluarse los a¥ para cada n probado, sin poderse aprovechar los
resultados previos a®? de grados ' < n. Todo ello redunda en una
multiplicacién inhitil del esfuerzo de calculo,

La solucion optima del sistema [6], que elimina los dos problemas
discutidos, inestabilidad y eleccion de grado, la suministran los polinomtios
ortogonales. Estos convierten la resolucién de [6] en algo trivial. Pero
antes de ver como generalizaremos el criterio de minimos cuadrados.

En el caso discreto si se tiene una funcion de peso w(x} asociada al
problema, la funcion § a minimizar es:

n

5= 5 ot v - § o] [13)

m=0

en donde w(x) =0 (k =0,1,2,.., N} ¥ ¢,(x) son funciones, por ejemplo,
polinomios de grado m (Ejercicio 1). En el caso continuo el problema
consiste en buscar la representacidon de una funcidn y(x), definida en
a < x < b, a través de una combinacion lineal de funciones ¢,(x):

n

wx)= 3 andu(x) ; a<x<b [14]
¢

m=
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de acuerdo con el criterio de que sea minima la integral definida:

q m=

b n 2
I =J w(x)[y(x) _ 3 a&:)qu(x)} dx [15]
o]

siendo w(x) = 0 la funcion de peso. A la representacion [14]-[15] se la
suele denominar aproximacion en media de y(x) cuando n — oo (Apostol,
1972).

2. POLINOMIOS ORTOGONALES EN CASO DISCRETO
(GRAM-TCHEBYCHEFF)

Ante la probleméatica discutida anteriormente vamos a abordar la
representacion de una tabla numérica {(x,, y,}},=0 n & través de una
funcién y,(x) que sea combinacidén lineal de unos polinomios especiales

PlX):

H

wlxy = 3 ann(x) [16]

m=0

siendo n el grado de la aproximacion global y,(x) y m el de ¢,

Por minimizacion de la expresion [13] con respecto a los coeficientes
se llega a un sistema normal que puede escribirse:

H N N
Z I:Z w(xk)(bm(xk)qf’j(xk):lag:) = Z w(xk)yk¢J{xk)
m=0| k=0 k=0
. [17]
j=0,1,2,..n

0 mas compactamente:
n
Z dmjag:,:) = WJ ; j = 0, 1, 2, arey n [18]
m=0

identificandose inmediatamente d,,; y w,.
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Obviamente, si la base polinomica ¢,(x) es arbitraria, caeremos en
dificultades similares a las ya conocidas. Ahora bien, si tal base hace que
la matriz (d,,) sea diagonal (s6lo los términos de la diagonal principal
sean no nulos);

dmj = dJ'J - 5m; ; m,j = 0, 1, ey n [19]
la resolucidon de [18] se hace trivial:

W;

a=—L ; j=0,1.,n [20]
djj

Esta base polindmica especial viene caracterizada por la relacion:
¥ . .
Y () )Pfx) =0 ;5 sij#m [21]
k=0

que deberan cumplir todos sus polinomios dos a dos. A [21] se la
denomina relacién de ortogonalidad respecto de w(x) y a la base {¢,(x)}
base ortogonal.

Procediendo de esta manera no hay que resolver un sistema inestable
y, ademas, se elimina la cuestion de la eleccion de grado. Esto Gltimo es
asi debido a que los coeficientes «f" de [16] son independientes entre si,
puesto que para evaluarlos solo interviene su polinomio asociado ¢ (x):

@ —a =01, [22]

De este modo el superindice (1) puede ser eliminado. Si se desea mejorar
la calidad del ajuste [16], deberemos afiadir mas términos al desarrollo:

ntp

yn+p(x) = Z am¢m(x) [23]

m=q

y solo tendremos que calcular los nuevos coeficientes a, 4 1, @y 425 oo Gy e

Nos resta ahora precisar cual es la base ortogonal {¢,} asociada a
funciones tabulares y con la funcion de peso @(x). Notemos que esta base
dependera del nimero de puntos (N + 1} de que se disponga. No entrare-
mos en los detalles de su construccion, sino que simplemente daremos las
relaciones de los polinomios de Gram-Tchebycheff («(x} = 1) para el caso
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de argumentos equiespaciados. Remitimos al lector interesado en mas
informacién a la magnifica obra de Ralston (Ralston, 1970}

La representacién de Gram-Tchebycheff para la funcién discreta
{(x ¥i}}x=0.n con espaciado h se escribe:

yn(k) = Zn: amqu(ks N) = aOd)O(ks N) + alqbl(k! N) ot anqbn(ks N) [24]

m="0
en donde como de costumbre:

k=(x— xg)/h
siendo los polinomios ¢,(k, N) {(Ejercicio 2).

" { (£}
ull, N) = Y (—Uf('")(’" N I)% [25]

i=0 i 1

En [25] k¥ v N® son polinomios factoriales. El calculo de los a,, de {24]
se ejecuta con la relacion [20] que desarrollada es:

N
Z yk(zbm(ka N)
=0

dy = s

o m=01,.n [26]
Z |¢m(k: N)I2 ’
k=0

De [25] pueden obtenerse las expresiones explicitas de estos polino-
mios:

Polk, N) = 1
2k
6k 6k(k — 1)

¢‘2(an)=1 Nz2

vt =1

12k 30Kk —1)  20-k(k — )k —2)
Pak, N) = 1 N + NN — 1) NN —1)(N —2) ~

N = 3[27]
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v asi sucesivamente. El error minimo que suministran, es decir el valor de
la funcién § dada por [13] es:

4

S (minimo) =z ) ai[ ioqu(k, N)PJ [28]

m=0

cuya comprobacion es simple y se deja como ejercicio para el lector.

Una medida atil del error cometido mediante las aproximaciones de
minimos cuadrados es ¢l error RMS (Root-Mean Square). En este caso,
conocidos los valores exactos y, y los valores funcionales aproximados
y k) por medio de [24] (k =0, 1,2,..., N), se define este error como:

N 1/2
ZO (yk - yri(k))z

RMS = | £2 N1 [29]

Las aplicaciones fundamentales de estos polinomios son la suavizacién
de datos y la diferenciacion aproximada. Como el polinomio de minimos
cuadrados, en general, no se coloca con la tabla, las irregularidades de
sus datos debidas a errores de entrada, etc., se ven suavizadas. Esta
operacion facilita la obtencion de buenas estimaciones en derivacién
numeérica, si bien al avanzar el orden de los calculos se hacen mas y mas
dudosas.

3. POLINOMIOS ORTOGONALES EN CASO CONTINUO

3.1. Generalidades

Extendiendo los resultados del caso discreto al continuo diremos que
los polinomios ortogonales son combinaciones lineales de los elementos
de la base polinomica original {x"},_q | ». . dependiendo los coeficientes
de la combinacion de la funcién de peso w(x), definida en a < x < b,
asociada al problema que se trate. Seglin sea w(x) tendremos una u otra
familia de polinomios. Por otra parte, y aqui reside su interés en Fisicd
Matematica, las familias de polinomios ortogonales son soluciones de
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diferentes tipos caracteristicos de ecuaciones diferenciales. Cada familia
posee ademas unas relaciones de recurrencia que permiten calcular uno de
sus polinomios a partir de sus compafieros de grado inferior.

Es fundamental insistir en que cada familia estd definida en un
dominio, a < x < b, particular del eje real. Es con respecto a ese dominio
como se formula la relacién de ortogonalidad entre los polinomios de
una familia dada {Q,(X)},=0,1,...,"

NZ si m=n £30]

0 si m#£n

jb Qn(x) ' Qm(X)O)(X) dx = Nﬁéﬂm = {

La integral anterior es, justamente, la expresion del producto escalar de
las funciones @, y 0, con respecto a w(x). Los nombres de producto
escalar y ortogonalidad no son mera coincidencia ya que, formalmente,
retienen su conocido significado en Algebra Vectorial. Esto se debe a que
el espacio de los polinomios II es un espacio vectorial {sobre R, etc.). Al
elegir una familia ortogonal hemos simplemente cambiado la base del
espacio vectorial, que en este caso no esta finitamente generado.

La existencia de producto escalar permite dotar al espacio IT de una
estructura de espacio normado. La longitud o norma de un «vector» Q,(x)
viene dada por:

N, = [r 0u(x) - 0)fx) - w(x) JX]W < oo [31]

lo que nos indica que estas funciones son de cuadrado integrable en su
dominio. Con la relaciéon [31] podemos normalizar los «vectores» de
modo que tengan longitud unidad:

Qux) =5 0ux) 5 =012, [32]

1
N,
lo que equivale a determinar los vectores unitarios de una base de un
espacio vectorial abstracto. Por razones de comodidad sera casi siempre
més eficaz trabajar con la base polindmica ortonormalizada {Q,(x)} en

vez de con la original. Los casos que consideraremos despucs son todos
familias de polinomios ortogonales que, con respecto a la funcidon w(x),
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forman una base completa para los espacios de Hilbert L3(a < x < b) de
las funciones de cuadrado integrable en el intervalo especificado:

b oo
f Vo) dx < 40 =y~ ¥ a,0,0)

m=0

La ortogonalidad de estas familias garantiza ya la independencia lineal de
sus miembros (Berberian, 1977). Sin embargo, el reciproco no es cierto. A
pesar de ello, dada una base de funciones linealmente independientes
siempre es posible, y conveniente, ortonormalizarla (método de Gram-
Schmidt, ete.) (Ejercicio 3). '

Mencionaremos, sin demostrar, una propiedad de las raices de los
polinomios ortogonales. Por el teorema fundamental del Algebra un
polinomio de grado # tiene n raices (reales o complejas). Si el polinomio
anterior pertenece a una familia de polinomios ortogonales, las n raices
son todas reales, simples (multiplicidad = 1) y se encuentran contenidas
dentro del intervalo de definicién a < x < b (Stroud, 19743,

El planteamiento del problema de minimos cuadrados es, en el caso
continuo, el de hailar una representacion aproximada para una funcién
conocida y(x) en términos de una base ortonormal de polinomios {Q.(x)}:

1

W)= Y a4,0,4%) ; a<x<b [33]

m=

de modo que la distancia (estamos en un espacio métrico inducido por la
norma [31]) entre y(x) y la combinacion lineal de los n + 1 polinomios
sea minima. Esto equivale a minimizar la integral I de [15], establecién-
dose el sistema de ecuaciones normales:

z a, f O ()Qpx) dx = f OV dx ; j=0,1,n  [34]

a

que en virtud de la ortonormalidad se reduce a:

b
a; = J w(x(x)@x)dx ; j=0,1,..,n {35]
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Como en el caso discreto, cada a; Gnicamente depende de su funcién
asociada Q,, siendo asi independiente del resto de los coeficientes y del
orden al que se desee llegar en [33]. Si queremos mayor aproximacion,
bastara con afiadir mas términos al desarrollo, en forma anéloga a lo que
ya conocemos.

Para una o(x) dada, la sucesién de polinomios ortogonales {0.4x)}
suministra la aproximaciéon 6ptima a una y(x) en @ < x < b, entre todas
aquellas aproximaciones polinomicas con mismo numero de términos, y
esto siempre con respecto al criterio de error cuadritico integral (medio)
minimo. Calculemos la magnitud de este error:

b t

w(X)[y(X) - ZO aQO(x)] dx =

m=

I (minimo) = J

a

- j oy dx — 3 [36]

[/}

Dado que I (minimo) = 0, se tiene la desigualdad de Bessel:
b

> @ 4 x)y() dx [37]
m=10

@

Ahora bien, como el conjunto {Q,(x)} resulta ser una base completa para
el espacio de Hilbert L2(a < x < b) de las funciones y(x) de cuadrado
integrable en este intervalo, se tiene la relacién de completitud o de
Parseval:

@ 1]
ZO a’ = j a(x)yi(x)dx = N}, < + o [38]

a

que nos expresa la convergencia en media de la serie polinomica a Wx)
Y an@u(x) — ¥x) [39]
m=0 c.m.

Si en [39] la serie converge uniformemente, entonces hay igualdad entre
y(x) v la serie (convergencia puntual). Siguiendo con la terminologia
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vectorial, los coeficientes a,, pueden interpretarse como las «coordena-
das» del vector y(x) con respecto a la base {Q,(X)}n=0.1..... - La identi-
dad de Parseval es, en definitiva, la generalizacion del teorema de
Pitagoras. Mas concretamente, si ¥(x) es continua a trozos, su representa-
cidn en una base completa ortonormal es Umica, incluso aunque solo haya
convergencia en media. Esta 0ltima suele ser suficiente en muchas aplica-
ciones.

Es conveniente que el lector refresque sus ideas sobre los diferentes
tipos de convergencia en series funcionales (Apostol, 1972). El siguiente
esquema de implicaciones puede ser de ayuda:

. ) = Convergencia puntual
Convergencia uniforme . i
= Convergencia en media

Antes de estudiar ejemplos concretos de familias {Q,(x)} una Gltima
advertencia. Hemos sefialado que era fundamental cefiirse al dominio de
definicion de los @,(x) ortogonales a la hora de utilizarlos. Por lo tanio,
cuando ¢l dominio de la funcién y(x) a desarrollar, ¢ € x < 4, no coinci-
da con ¢l a € x < b que nos interese, convendra realizar ¢l pertinente
cambio lineal de variable, x = x({t), que efectiie la transformacion c<x <
£ d — a <t < b. Setrabajara entonces con la nueva funcidon y(t) = p(x(¢))
y los polinomios Q,(f) definidos en a < t < b. Concluidos los calculos se
deshar4, si es necesario, el cambio t = x~ *(x). Podriamos haber procedi-
do al revés, renormalizando {(a, b) para ser (c,d), pero esto obligaria a
alterar las expresiones de los Q, (Ejercicio 4).

32. Polinomios de Legendre

Ya hemos tomado contacto con estos polinomios al tratar de la
integracion gaussiana y en el ejercicio 3 de ese tema. Profundizaremos
ahora un poco mas en sus propiedades.

Los polinomios de Legendre surgieron del calculo de la inversa de la
distancia entre un punto interior 4 a una esfera unitaria y un punto B de
la superficie (Fig. 1). Por esta razon se les suele conocer como funciones
esféricas (Courant y Hilbert, 1963). Digamos de pasada que en la mecani-
ca cudntica de 4tomos y moléculas el calculo con inversos de distancias
{contenidas en el Hamiltoniano) es obligado, lo que justifica la aparicion
de estas funciones en diversos contextos.

161




Figura 1.—Génesis de los polinomios de Legendre a partir del inverso de tag.

De la figura 1 es facil ver que:

1 1
Tap /1412 —2tcos o

)
/AN
S
AN
a

[40]

denominandose a la expresion anterior funcidn generatriz de los polino-
mios de Legendre. Haciendo x = cos ¢ (—1 < x < 1} y desarrollando
[40] en serie de ¢ en torno a t = O:

1 o
=Y P ; —~1l<x<l ; li<1 (41]

S+ —2tx koo

los coeficientes P,(x) son los citados polinomios, cuyo dominio de defini-
cion queda expresado arriba. Conservamos la letra P para nombrarlos
sin normalizar ya que es la notacion cominmente usada.

162



La ecuacidén diferencial de la que son solucién es:

d? d
(l—xz)—mE;wa+n(n+1) P(x)=0 ; —1<x<1 [42]
dx dx

y todos ellos pueden generarse a partir de los dos primeros:
Po(x)=1 ; Pyx}=x [43]
sin mas que aplicar la féormula de recurrencia:

(i + 1P, . 4(x) = 2n + D)xP,(x) — nP,_ (x) [44]

Aunque existen més tipos de férmulas recurrentes, la anterior es la mas
apropiada para realizar calculos numeéricos, ya que permite calcular P,(x),
para todo x, sin una pérdida sustancial de cifras significativas (Galindo y
Pascual, 1978).

Una formula alternativa, no recurrente, que permite obtener también
los polinomios de Legendre, es la férmula de Rodrigues:

1 d*
2" nl dxt

P,{x) = (x* — 1y [45]

Aparte de las propiedades generales de los polinomios ortogonales, los
que nos ocupan aqu] verifican entre otras las siguientes (Ejercicios 5y 10):

) Pl)=1 [46]
i) Py—x)=(—1)"P,(x) ‘ [47]
i) fl P(x)- P, (x)dx = 2ni~ B [48]

La relacion iii} es la de ortonormalidad y se corresponde a tomar una
funcion de peso w{x) =1en —1 < x < 1.

Los polinomios P,(x) forman una base ortonormal completa para el
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espacio de Hilbert £%(—1 < x < 1) de las funciones y(x) de cuadrado
integrable. Se puede escribir entonces que:

Wx) = 2

i[2m+lj y(x)_Pm(x)dx].pm(x) ; —l<x<l [49]
s -1

Estas funciones son un caso particular de las funciones asociadas de Legen-

dre PT(x) (1=0,1,2, .m=~] ~1+1,..,0,1, .., ) cnando m = 0:
Px)=Plx) [=0.12,.. [50]

Las funciones PP intervienen en la construccion de los armoénicos esféricos
Y0, @) con los que se formulan los orbitales atémicos hidrogenoides.

Estas funciones (no son polinomios) pueden calcularse con la expresion
(Galindo v Pascual, 1978)..

i+ m
PT(x)=(1— "2)"1/2(13’ ;ium o2 — 1

3.3. Polinomios de Laguerre

Consideremos ahora el conjunto ortogonal de polinomios L,(x) de
Laguerre que esta definido sobre un dominio infinito 0 < x < + oo yconla
funciéon de peso w(x) = e~ ¥ Su funcidon generatriz es:

t1 — 1] &
exp [ IX/t Z S0 0K x< +oo; <1 [51]

y la ecuacion diferencial de la que convenientemente normalizados son
solucion es:

dz+1; 4l =0 52
x o x’dx“*“”} () = [52]

A partir de los dos primeros:
Lix)=1 ; Lix)=1-x [53]
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pueden generarse todos los demas aplicando la recurrencia (Ejercicio 6):

(n + DL,4 1 {x) = 2n + 1 — x}L,(x) — nL, _,(x) [54]
En este caso la formula de Rodrigues es:

1 a"
L(x) = —&*
) nl ¢ dx"

(x"e™™) 5 n=012,.. [55]

Taly como se han definido aqui (Galindo y Pascual, 1978)los L,(x) son ya
ortonormales:

f T L) L) dx = b [56]

0

Una generalizacion de estos polinomios, los polinomios. generalizados de
Laguerre Lf se utilizan para construir la parte radial de los orbitales
atomicos del atomo de hidrogeno y se pueden determinar de la receta:

k

L) = (— 12

@Lﬁk(x) ; mk=0,1,2,.. [57]

A titulo de curiosidad mencionaremos la existencia de los polinomios
de Sonine (Balescu, 1975; Hirschfelder y col., 1955). Estos polinomios son
de gran utilidad en la teoria cinética de gases dituidos y su forma coincide
con 1a de los polinomios «asociados» de Laguerre L5(x) (Bjercicio 7).

34. Ejemplo de aplicacion: La vibracién molecular
y los polinomios de Hermite

A continuaciéon vamos a fijarnos en el problema del oscilador armoni-
co cuantico (estacionario) monodimensional, que resulta tener una im-
portancia capital en la teoria de las vibraciones moleculares. Al considerar
este problema nos aparecera otra familia de polinomios ortogonales, los
de Hermite.

La ecuacion de Schrédinger estacionaria para nuestro oscilador de
masa m y constante de fuerza K es:

/S B
I:kzm?j;-kin}d/(x):Elj/(x) ;) —0 <X < +00 [58]
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que conviene reescribir en forma adimensional como:

dz
lid—é—2~+(/1~(f)2]¢(£)=0 . —m<f< oo [59]
en donde:
1/4
(=ax ; o= (%ZIS) [60]
2E /fm\Y? 2E

siendo w, la frecuencia angular clésica de vibracion.

Es un hecho conocido que la funcion (&) en la region asintdtica
¢ — + oo debe ser tal que:

(&) —— 0 [62]

E—++w

Para |£| muy grandes es muy facil comprobar que una funcion del tipo:

SO = &exp[~&%/2] [63]

satisface [59], en tanto » sea finito. La razdn se encuentra en que el
término dominante, salvo constantes, que resulta de sustituir [63] en [59]
se comporta:

lim [&"*%exp(—£%/2)] =0 [641

g koo

Esto es un indicio de que podria encontrarse una solucion exacta a [59]
de la forma:

W) = H()exp(—£%/2) [65]

en donde H(¢) es un polinomio de orden finito en £. Empleando [65] se
obtiene de [59] la ecuacion diferencial para H(¢):

d*H dH
@_25—&—&—-%(2—1)}1:0 [66]
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Tras una argumentacion que puede encontrarse en (Schiff, 1981) se
llega a la identificacion:

A=2m+1 : n=012, . [67]

que nos da los autovalores (energias) de [58]:

1
E, = (n + —z-)hwc ;o n=012 .. [68]

cada uno de los cuales lleva asociada una funcion [65] cuyo polinomio
H,(£) es una solucién de la ecuacion diferencial de Hermite:

d*H dH
n - 2 n
dé? ¢ dé

+ 2nH, =0 [69]

Los dos primeros polinomios son:
Ho(l)=1 ; H({H=2 [70]
pudiéndose obtener el resto a partir de la recurrencia (Ejercicio 8):
H(&) = 20H, _1() — 20n — DH, (&) ; n=2 [71]
Existe aqui también la consabida férmula de Rodrigues:

N

né = (*1)”e§2dd—§ne“f2 ;o n=0,12,. [72]

Por ltimo mencionamos la funcién generatriz de estas funciones:
2 - 1 L]
expl2by — y] = ¥ H(&)-y [73]
n=9 .

y escribimos la relacion de ortonormalidad que cumplen con la funcién
de peso w(x) = exp(—¢2) en el dominio infinito — o0 < x < + oo

F exp [—&2]- H (&) H, (&) dE = /n-2"-nlé,, [74]

— o
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4. ANALISIS DE FOURIER

Representarcmos a continuacion funciones (periddicas) en forma de
series trigonométricas, integrales {limite de la serie cuando el indice de
sumacion se convierte en variable continua) y sumas trigonométricas
(caso discreto). Empecemos revisando algunos conceptos basicos.

Se dice que una funcién y(x) es periddica con periodo p cuando:
y(x + p) = ¥(x) para todo x e Dominio (y) 1751

Todos los miltiplos y submultiplos enteros de p verifican esta ecuacion.
Tomaremos p entonces como el menor nimero positivo que la cumpla y
le llamaremos periodo fundamental. Ejemplos de funciones periddicas son
y =senx, y = cosx (p = 2m), o las mas generales y = a, cos (nx + @) con
n entero (p = 2m/n). A este tipo de funciones se las llama armonicas y
juegan un papel fundamental en el andlisis de Fourier, a veces conocido
como andlisis armonico.

Una suma general de armonicos:

a
24 Z {a, cos nwz + b, sen nwz) [76]

Silz) = 2 Z

posee un periodo p = 2r/w. Ahora bien, haciende wz = x, se llega sin
dificultad a:

SF(x)—i+ Z (a,cosnx +b,sennx) ; a, 0b; #0=p=12r [77]

por lo que siempre podremos trabajar con series de Fourier de periodo
= 27, Caso de ser necesario, al final se desharian los cambios de

" variable efectuados.

Notemos que la funcién definida en [77] es una serie de funciones
armbnicas, seno y coseno, que comparten muchas propiedades intere-
santes con los polinomios. Podemos citar entre otras: sus valores numeéri-
cos se calculan con facilidad mediante series numeéricas rapidamente
convergentes; sus derivadas e integrales sucesivas son de nuevo senos y
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cosenos. Principalmente estaremos interesados en las propiedades de las
funciones definidas por [77] vy, sobre todo, en qué medida una funcion
periodica arbitraria y(x) puede ser desarrollada en armoénicos de aquella
forma. Dado que:

Fidet 1

senux-senmxdx = -0,
0
o

2w

sennx-cosmxdx =0
4]

(2" 2 si m=n=0

no 78]

COS X - COS mx dx = {

o mn 81 omnr#Q

el conjunto base, 1/2, sen x, cos x, sen 2x, cos 2X, .., estd compuesto por
funciones ortogonales en el dominio 0 < x < 27; asi el material que se
presenta a continuacion es una prolongacion de lo dicho al hablar de los
polinomios ortogonales. '

Como se ve, hemos orientado la introducciéon de este epigrafe hacia el
caso continuo, va que parece el mas importante para las aplicaciones.
Oportunamente trataremos el caso discreto.

4.1. Series de FFourier

Dada la serie Sp(x) definida en [77], siendo a, 6 by # 0 (p = 2n), la
supondremos uniformemente convergente (Apostol, 1972) en todo el perio-
do, de modo que defina una funcién continua y(x) con p = 2z, Para ello
basta tomar los coeficientes a, y b, tales que:

Yal<+ow ;3 Y Ihl<+w [79]
n=1 n=1
con lo que la serie convergente:

[vs]

Z (laql + |B,) < + o0 [80]
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es mayorante de la serie funcional Sg(x):
Cz8x) ; 0<x<2n [81]

siendo por tanto Sp(x} uniformemente convergente (criterio M de Weiers-
trass). Podremos poner entonces:

y(x) = _ o Z ,€0s nx + b, sen nx) [82]

2

y disponernos a evaluar los coeficientes a, y b, via integraciones en
0<x< 2

Por integracion directa se encuentra:

2m 0
J w(x)dx = kJ. dx + J {Z (a, cos nx + b, sen nx)} dx =
0 =1

a{) o0 2n 2n
=—-2n+ Y <a,| cosnxdx+b,| sennxdx;=
2 n=1 0 0

— %‘1 2 [83]

en donde los simbolos | y 3 pueden intercambiarse por la convergencia
uniforme mencionada. El primer término de la serie es pues:

4 _ L 84
Y=o |, Y0 [84]

expresion que, en definitiva, da el valor medio integral de y{x) en el
petiodo.

Para calcular los coeficientes a, multiplicamos por cos mx ambos
miembros de [82], e integrando:

2n
J cosmx - y(x)dx =

0
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2n o0 2
a
= —;— J‘ cos mx dx + Z {an J. cosmx - COS X dx +

o n=1 0

2n

+ b, J COS MX - SEN NX dx} = ¢, 7 [85]
0

de donde:
1 2w
a,, = —J‘ wx)-cosmxdx ; m=0,1,2,.. . [86]
o

De manera similar, multiplicando por sen mx e integrando, se llega a:

1 2m
h, = —-J Wx)senmxdx ; m=1,273, . [87]
i

m
0

Conviene prestar atencién al hecho de que a través del calculo de los
a, v b, anterior se ha definido una funciéon y(x) = Sg(x). No obstante,
Jqué sucederia en el caso inverse? Es decir, dada una funcion p{x)
arbitraria y de periodo 2=, si aplicamos [84]-[87] y obtenemos a,, v b, la
serie de Fourier asi engendrada:

a) ;Serd convergente y definira una funcion?

b) En caso afirmativo, ;la funcidon representada por la serie coincidi-
ra con la funcion generadora y(x)?

Estas cuestiones se suscitaron hace bastante tiempo con motivo de la
obra de Fourier La Théorie Analytique de la Chaleur publicada en 1822.
Este monumental trabajo fue sometido a la Academia de Ciencias de
Paris que criticindolo severamente decidié excluirlo del premio anual
que otorgaba. El jurado en cuestion (Lagrange, Laplace y Legendre)
opind que, aunque el método de Fourier era muy prictico, no era
satisfactorio como teoria matematica. Fourier no demostraba que una
funcién arbitraria y(x) periodica pudiera desarrollarse en serie de senos y
cosenos, lo que en la terminologia de hoy dirfamos que no demostrd la
completitud de la base trigonométrica.

La respuesta a estas preguntas es compleja y llegd a principios de
nuestro siglo, muchos afios después de haber sido planteadas. Nos limita-
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remos a enunciar la condicion suficiente de Dirichlet (Arfken, 1970) que
resuelve la mayor parte de los problemas habituales. El lector interesado
en mas detalles puede dirigirse a la estupenda obra de Apostol ya citada.

Esta condicion suficiente dice que cuando y(x) és continua o posee un
numero finito de discontinuidades de salto finito:

im  y(x) = y(x;.) -
X0+ Wxoy) # W(xo-) (finitos) [88]
Hm - y(x) = p(x,-)
X=+x0 —
y un nimero finito de maximos y minimos, todo ello .en 0 < x < 2,
entonces la serie de Fourier Sp(x) originada por y(x) es convergente y tal
que:

i) Sp(x) = y(x) en todo x donde ¥x) sea continua

i) Sp{xg) = (W(xg.)} + ¥x4-))/2 en todo x = x, en donde haya una
discontinuidad del tipo indicado.

Conviene afiadir aqui algunos detalles complementarios:

- Siy(x), periddica 27, es continua y diferenciable, Sz (x) converge uni-
formemente.

— Si en los intervalos de continuidad dentro de [0,27] ¥'(x) es de varia-
cion acotada, Sy (x) converge uniformemente en subintervalos inte-
riores a los de continuidad.

— En las proximidades de una discontinuidad de salto (no hay conver-
gencia uniforme en ella), las sumas parciales de Sy (x) se aproximan
de forma oscilante a la discontinuidad. A medida que aumenta el nui-
mero de términos la proximidad es mayor, pero la oscilacién no ajusta
el tamarfio del salto tendiendo a sobreestimarlo (fendmeno de Gibbs).

Supuesto que deseemos desarrollar en serie de Fourier una funcién
periodica y(x) (p = 2n} que cumpla las condiciones anteriores, notemos
que el cilculo de los coeficientes a,, y b,, puede llevarse a cabo sustituyen-
do los limites de integracion 0 y 2n por —=n y =, respectivamente. Esta
operacion tan trivial puede simplificar grandemente los calculos, pues si
¥(x) es una funcién par, se tiene:

Wx) = y(—x} = y(x 70 i COS HX [89]
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y si y(x) es impar:

W(x) = —p(—x) = y(x Z b, sen nx [90]

H=

comoc cabria anticipar por argumentos de simetria (Ejercicio 9a).

La aproximacion resultante de truncar la serie de Fourier a un n dado
para una funcidon aceptable y(x) se puede obtener del criterio de minimos
cuadrados (Ejercicio 9b). Por otra parte, las series de Fourier tienen una
gran utilidad para sumar series numéricas cuya evaluacion por otros
caminos seria harto dificultosa (Ejercicio 9c-d).

Por Gltimo, utilizando exponenciales complejas reescribiremos la serie
de Fourier [77] en forma compacta. Expresando los senos y cosenos por
mediacion de las relaciones de Euler:

e:’x + e—fx eix _ e-ix
COSx =——— ; senx =—— 91
* 2 2i oL
obtenemos una serie:
ao =
Sp(x) = 3 + Z a,cos nx + b, sen nx) =
=1
o ] b w ] b
0 mx n —inx
2 ,,;2( ) Z‘ 2( i)
aO a0 . oo + w0 .
=24 Z c”emx + Z C_ne—-mxz Z C”emx [92]
2 r=1 n=1 n=—w

Si esta serie es uniformemente convergente, definira una funcion y(x) que
expresamos en términos de la base ortogonal ™ (n =0, +1, +£2,..):

wx) = Y ce™ j em™ e dx = 278, [93]
siendo:

1 -
Cp = j y(x)e "™ dx [94]
2n | _,

en donde es de notar la conjugacion compleja con que afectamos a uno
de los factores. Esta forma de desarrollo en serie nos servira después para
introducir el concepto de integral de Fourier.
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4.2. Ejemplo de aplicacién: Evolucion temporal
de unz funcion de onda

Sea una particula cuantica de masa m que se encuentra en una caja
monodimensional con el potencial:

0 si —-n€x<n
o en otro caso

En el instante inicial t = 0 la funcion de estado que la describe (no propia
del hamiltoniano H) es:

bl + x/m) —

1!/(x,0) = {b(l . X/ﬂ)

<o
VAN
= 0w
mnooA

©y B

J T
o L
l

T ‘ lo i
VA 4

Figura 2—Pozo de potencial de paredes infinitas v funcion de estado inicial Y(x, 0) para 4.2
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Nos interesa conocer la evolucién temporal de esa funcion de onda,
y(x, t), que vienc dada formalmente por la ecuacién de Schrédinger
dependiente del tiempo:

7V _

i Fy = My

y mas explicitamente por el desarrollo (Schiff, 1981):

o) = 3 6y oxp [~iE, /i1

En esta expresion, E, son las energias de los estados estacionarios f,(x) de

la particula:
1
: \Pcos%{ ;o n=135,..
i
Julx) =

1
\/:senﬁ on=2,4,6,..
T 2

y los coeficientes ¢, se eligen de modo que se satisfaga la condicién inicial:

[vel

Uix,0) = 3 cufilx)

=1

que no es mas que una serie de Fourier. Esta serie es un tanto particular,
pues no aparece n = 0 y para un n dado sblo existe contribucién seno o
coseno pero no ambas. Tenemos asi una serie simplificada que carecera
de término independiente a,/2 y de arménicos sen x/2, cos x, etc.

Normalizaremos primeramente y(x, 0):

-7 o

Jn [y(x, 0)% dx = ,:JO (1 + x/m)*dx + jn(l — x/m)? dx:]-b2 =1

resultando la constante b:
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El paso final es calcular los coeficientes ¢, a partir de la relacion:

¢, = f Foo(x0dx 3 n=1,23..

tarea que se ve reducida si nos fijamos en que (x, () es funcion par.
Sobreviven entonces tnicamente los términos con n impar (cosenos)

quedando:
| nx
€, = —cos— Wix,Ndx =
LN 2

1 12 o
= —(E) [f cosﬁ-(l + x/m)dx +
m\2 — 2

+J cos%-(l—x/ﬂ)dx:l D =135

0

Tras las pertinentes integraciones encontramos:

4\/6 o on=13,75,..

n = H
n*n?

En resumen, la funciéon de onda inicial es el desarrollo en seric de
Fourier:

nx

CO8 —
4 2
l/lx’O) \/7 1;5

5/2 2

y en un instante ¢ cualquiera  es el desarrollo en serie de funciones
ortogonales:

) cos nx/2 )
l/l(x;t):4\/1r_: _123:5 ““%‘exp [_lEnt/h]
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4,3, Transformacién de Fourier

Nos hemos limitado hasta aqui a tratar con funciones periddicas o
con funciones que a efectos de desarrollo, aunque en st mismas no sean
periodicas, puede extenderse su definicion imponiendo cierta condicion
de periodicidad (p = b — a). En los casos apropiados estas funciones se
representaban con series de Fourier. Sin embargo, para funciones y(x)
definidas en todo el gje real R(—co, + o0} y que no sean periddicas, seria
ilusorio esperar conseguir representarias via series de Fourier. En estas
ocasiones y con las condiciones apropiadas la representacion viene dada
por la llamada integral de Fourier, que s¢ extiende sobre todo el dominio
real. La analogia con las series es grande, pues una integral es el limite de
una serie cuando el indice de sumacion se hace continuo.

Ahora siguiendo un método heuristico {Brillouin, 1962), en absoluto
riguroso (véase para ello (Schwartz, 1969)), obtendremos la forma de la
integral de Fourier para una funcién no periddica. Consideremos una
tipica funcion «pulsante» f(x) (Fig. 3) que se repite periddicamente

(p = 2n/wy = 1/vo)

i —a<x<a ; 2
fo st a<x<a p>2a [95]
f(x) = 0 s a<x-<pf2
—pll<x< —a
Esta funcién admite una serie de Fourier [93] que escribimos:
+w ) 1 (¢ )
f)= 3 e ;g =- f (e dx 961
n=-o PJ)-a
F |
I
f
|
) | :
- p/E -Q o p/E’ : X

' l

Figura 3.—Funcion pulsante,
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Si f(x) es una funciéon real, entonces ¢, = ¢*, (* = conjugacion comple-
j&). Por comodidad introducimos la notacion @, = wgn = 2av,. Con ello
la suma discreta en [96] puede ponerse como:

+w @
f(JC) = Z Cneicunx An = Z Cy P pi2menx | AL [97]

en donde

An=1 ; vi=nvy ; Av=v,=1/p [98]

Tomando el limite p — co, lo que equivale a hacer la distancia entre
pulsos infinita, la suma [97] se transforma en una integral:

yx) = j C(e*™ dy [99]
y teniéndose inversamente:
lim (c,p) = C(v} = f y(x)e 12 dx [100]
P -

A la pareja de funciones y(x), C(v) se las denomina transformadas de
Fourier una de la otra, y al par [99]-[100] se las conoce como relaciones
de reciprocidad.

La expresion de fas transformadas de Fourier anteriores aparece en la
bibliografia en forma similar, pero a veces afectadas de ciertas constantes.
Es muy habitual encontrarlas formuladas como (Courant y Hilbert,
1963}

- 1 « o
"9 = i J Gt ak [101]

1 ® .
Clk) = G j y(x)e * dx [102]

0 con los signos de k(= w) en las exponenciales cambiados, Utilizando las
relaciones [113] [125] es fAcil encontrar el sentido de los factores preinte-
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grales. La transformada de Fourier de una funcién es, en general, una
magnitud compleja. Asi C(k) es:

C(k) = R(k) + il(k) = |C(k)|e"®® [103]

siendo R(k) la parte real e I(k) la imaginaria de la transformacién de
Fourier. |C(k)| es la amplitud o espectro de Fourier de y(x):

ICk), = /IR(K)? + 11k} [104]

si bien a veces sec denomina espectro o densidad espectral a |C(k}* como
veremos en el Tema 9. El factor exp (i4(%)) contiene el dngulo de fase de la
transformacién de Fourier que estd dado por:

O(k) = arc tg [I(k)/R(k)] [105]

Al espacio k en el que se define C(k) se le llama complementario del
espacio inicial x.

Es importante darse cuenta de que no se ha dicho nada sobre la va-
lidez de [1017]-[102]. En general, para la mayor parte de las funciones que
se encuentran en el analisis prictico de problemas quimico-fisicos, las trans-
formadas de Fourier directa e inversa estan bien definidas. Podemos enume-
rar dos condiciones suficientes para la existencia del par [1017-[102].
Asi, en tanto que y(x) sea de variacién acotada, es decir representable por
una curva de longitud finita en cualquier intervalo finito a < x < b, su
transformada C(k) existe y satisface la inversién [102] si (Schwartz, 1969;
Apostol, 1972):

i) w¥(x) es absolutamente integrable:

f ) dx < 4 oo [106]

=l
Si se desea convergencia en media se exige

il) y(x) sea de cuadrado integrable:

[m (x)*dx < + o [107]

-
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Cuando el intervalo de integracién es finito [a, b], una funcién que veri-
fica ii) cumple también i). El reciproco no es necesariamente cierto.

En el caso ii) existe también una relacion de Parseval (Plancherel-Parse-
val) anédloga a [38]. Sea y(x) una funcidn compleja de variable real. La rela-
cién [107] es salvo constantes:

j y(x)* dx = J. y¥(x)- y(x) - dx = j y*(x)J Clk)e™ dk dx
— Q0 — <o - e el [108]
Integrando en x se llega a:
J y¥(x)e™ dx = C*(k) [109]
y por tanto:
j [¥(x)* dx = J Cik)- CHkydk = f |C(k)|* dk {110]
que es la identidad seftalada.

Mencionaremos también que para funciones que verifican [106], si son
de variacidn acotada en un entorno de un cierto xp, su representacion inte-
gral de Fourier toma el valor (»(xp,) + ¥(x5_))/2 en x; (Schwartz, 1969).

La generalizacion a m4s de una dimension es inmediata. Si tenemos fac-
tores preintegrales, éstos aparecen en la forma (27)%2 (d = dimensionali-
dad). Por otra parte, el producto simple kx en la exponencial se ve reempla-
zado por el producto escalar k - x (Ejercicio 10). Por ejemplo, para d = 3:

]

w(x) = 2r)~*"? SSS Ck) %% - dk

0

Ck) = 2ny™"? SSS Y& e ax

—s0

4.4, Sumas trigonoméiricas (caso discreto)

Retomamos, para finalizar, 1a discusion de aproximar una funcién tabu-
lar {(x, yk)},c=g, 1, ... y beriddica mediante una suma trigonométrica Ty
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nx + b, sen

2 111
1 [

(consideramos un niimero impar de puntos N+ 1=2L+1y M < L)
que haga minima la suma:

1 M
Tilx) = =
X 5 540 + ";1 {a,, 008

2L
5= 3 [~ Tl [112]

(si M = L, encontrariamos la suma trigonométrica de colocacion).

Procediendo como de costumbre y aplicando relaciones de trigono-
metria elemental se llega a (Scheid, 1972):

2 2L 27'5
T Y P 008 T MY n=01,., M [113]
k=0
) ) 2
b"=2L+1 Y ykSGnZLj—lnxk s on=12,.. M [114]
k=0

Las propiedades de ortogonalidad que se aplican son;

N P . 0 n#m 60 n=m=70
sen nx; - sen mx, = { N+1
k;() N+1 7% N+1 k —;— n=m#0
¥ 2n 2n
kgosenN+lnxklcosN+1mxk=0 conm=0,1,273 ..
0
N on 2n n#m
Zcosmnxk cosN+1mxk= N+1)/2 n=m#0
k=0 N+1 n=m=0

siendo m + n < N.

Lo mismo puede hacerse para cuando el nimero de puntos es par
obteniéndose, claro estd, distintas expresiones para los coeficientes a,, &,.
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5. LA «FUNCION» 6 DE DIRAC

Es conveniente introducir ahora con cierto detalle un nuevo objeto ma-
temético muy util tanto para aplicaciones posteriores (Temas 6-7) como
parala comprensidn de aspectos centrales de las mecanicas cudntica y esta-
distica. Nos referimos a la «funcién» § de Dirac que, aunque en sentido ma-
temAtico estricto no es una verdadera funcidn, conserva este nombre porra-
zones histdricas (Dirac, 1930). En cierto modo la §-Dirac puede ser vista
como la generalizacion al caso continuo de la conocida d; dg Kroenecker:

5 _{1 st i=j
§e .
0 si i)

Eluso de la 6-Dirac estd ligado al estudio de problemas que implican fuer-
7as instantdneas; por ejemplo, han sido ampliamente utilizadas como mo-
delo para describir las repulsiones entre nucleones dentre del nucleo. Una
particularidad notable es que los potenciales tipo é conducen a buenos
operadores energia, pudiéndose resolver completamente la ecuacién de
Schrodinger (Galindo y Pascual, 1978).

La 6-Dirac se define en una dimensidén (Schwartz, 1969; Arfken, 1970):

d(x—x")=0 si x=#x
. } [115]

S(x—x)=4+9 =i x=x"
g §(x —x’) - dx = 1 (normalizacion) [116]
S y(x) d(x —x") - dx = p(x’) 17

en donde se considera que y(x) es continuaen x=x"y enlas integraciones se
incluye este punto (singularidad o fuente). Estas ecuaciones indican que
J(x — x") es una «funcién» infinitamente estrecha e infinitamente alta pi-
cada sobre x =x’, de modo que su integral sobre todo ¢l eje real sea la uni-
dad.

Lamentablemente estas propiedades son incompatibles con el concepto
habitual de funcién. Si é es no nula solo en x =x’, entonces su integral (de

182



Lebesgue) es forzosamente nula en contra de la propiedad [116]. Ademas,
considerando la funcién y(x) = C = constante, tendremos que Ci(x —x”)
coincide con é(x — x’), ya que ambas toman los mismos valores. Esto esta
en contra de lo indicado por [117] que fuerza a que el resultadao de esta inte-
gral sea C (en general # 1).

A pesar de esta inconsistencia podemos aproximar el concepto repre-
sentado por la d-Dirac {densidad de masa para una particula puntual, por
ejemplo) mediante sucesiones de funciones. Existen varios tipos de fami-
lias de funciones &, que sirven para ello. Formalmente, ya que la notacion
no es rigurosa, suele escribirse:

)
S(x — x’)=1im §,(x —x") = lim ]/ L exp (_“nz(x - x,)z) =
T

- oo ]

. 1 . sen m{x —x’")
= lim 2 . = lim =.. 118
noro T 12 (X=X now #(X—X") [118]

Denuevoy apesar de la utilidad fisica de estas representaciones, matemati-
camente el problema no estd resuelto: los Iiimites expresados en las igualda-
des [118] no existen.

En realidad la «funcidén» d(x — x’) es mucho mds que una funcidn. Se
trata de una funcional lineal que opera sobre un conjunto de funciones y(x)
con «buen comportamiento» (continuas). El término matematico para el
«operador» § es distribucidn y 1a propiedad bdsica es [117]. Las ecuaciones
[118] representan, en definitiva, sucesiones de funciones normalizadas de
manera que las sucesiones de integrales asociadas tengan el limite espe-
rado: ‘

S Gl —x) - dx=1 [119]

lim S G,0x —x") y(x) + dx =p(x") [120]

]

Fl manejo de la §-Dirac estd siempre asociado a la realizacién de una inte-
gral y su uso se representa abreviadamente por [117], bien entendido que
esto significa:

S yx) d(x —x") dx = limg Wx) 6, (x —x") dx =p(x”) [121]

B~ oo —eo
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La é-Dirac nunca puede ser, pues, el resultado final de un cédlculo. Con es-
tas precisiones en mente no debe exirafiar que pueda hablarse de la «deri-
vadande d(x—x"): 6’ (x—x"}=dd(x —x")/dx(derivada de una distribucion)
y de sus relaciones con la «funcidn» original, etcétera (Ejercicio 11a).

Para ilustrar estas ideas empezaremos por escribir aigunas propiedades
utiles de la §-Dirac. Por comodidad en la notacion tomaremos x’ = {
cuando asi convenga:

d(x) =d(—x) («paridad»)

8(x) =— 8°( — %)

xd(x)=10
x6°(x) = — 8(x)
S(ax) = a”! 3(x) a>0

502 — a) = Qa)™ [5(x —a)+ 8(x + a)] a>0

S 8a —x) 6(x — b) dx =d(a — b)
¥(x) 6(x — a) = ¥(a) 6(x — a) [122]

Como ejemplo vamos a analizar el sentido de la cuarta propiedad:
x6°(x) = —d(x), utilizando la sucesidn gaussiana d, expresadaen [118] y la
propiedad basica [117].

b s 2
lim S PxX) x83(x) - dx = lim S ¥ - x [1/ L] ge=
nee ) o) 0
— tim [0 - o= ¢ e o+ ) 0] -
e . 7 - 1 Y=
. = ne . = . P s
=—lim — e ™ y(x) dx — lim X(x) - o] — € dx =
pow) ¥ T o ea) T
. n _pe
= — hmg ."— e y(x) - dx [123]
H - oo oo T . ’
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identificandose la relacidn pedida, va que:

o » U=y du =y”(x) dx
lim wix) x - - dx= =
n—soog_oa y() {dv:x'e_nzxzdx v=_.§1__2_e—n2x2}
n

=

ot 2125'” 09 e x| =0 [124]
e

=lim |- ¢
n-oa [ 2]’12
Elmismo resultado puede obtenerse por manipulacién formal de la expre-
sion [117] pertinente (Ejercicio 11b),

Dos definiciones alternativas y de amplio uso para la §-Dirac vienen da-
das através de la funcion paso unidad de Heavisidey de 1a transformacioén de
Fourier. La funcion de Heaviside se representa como:

0 i <0
HO) = { oo [125]
1 si x>0

v su derivada es la d-Dirac. Para comprobarlo consideremos el siguiente
célculo (Dirac, 1958). Sean ay y @, dos numeros positivos y evaluemos por
partes la integral siguiente:

[#4

gal vy - H(x) - dx =
dx —a

2 2

1
—Q
2

S‘ ) O g — y(x) Hx)

a

= y(ay) —S V() dx = y(0)
0 -

de donde formalmente se concluye la equivalencia entre 6(x) y la derivada
de H(x). Puede decirse que siempre que se deriva una funcion discontinua
aparece la §-Dirac;

_ dH(x)
dx

3(x) [126]

Para obtener la representacién integral de la &-Dirac procederemos
como sigue (Arfken, 1970) utilizando la relacion basjca [120] v la tercera su-
cesion &, de [118]:

) = lim r Y(x') 8, (x — x7) - dx’ = lim S o) SEAE =X
e 1= ) oo m(x —x’)

]
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donde v(x’) es continua en x’ = x. Recordando que

n
" P {x —x"} dk = L . _.______.1___.__ eik (x—x7) = @E_”_(ELZQ [127]
| 2 i(x —x") —n n{x —x"}

1
T

#

Se tiene asi

27

n—roo) .

oo " . ‘ s
y(x) = Iimg Hx') - ”}”5 JEE=) L gk gy =
—n

[se] R . ,
=S dx’ - y(x") - lim LS ek =) | g [128]
oo —n

n~ oo A

encontrandose entonces:

flx —x") = —ZI—R_S ¢ =2 gk [129]

En el caso de que dentro de la §-Dirac la variable sea a su vez una fun-
cidn de la variable x, d(f{x)), la transformacidn a esta variable natural es
sencilla y en muchos casos puede deducirse por simple inspeccidn (por
ejemplo la quinta propiedad de [122]). Exigiremos que f{x) sea una funcion
mondtona en su dominio de definicion, siendo esta propiedad la que siem-
pre se exige para los cambios de variable admisibles en integracion conven-
cional. La ecuacion de transformacion es andloga a la de los mencionados
cambios de variable:

5(f(x)) - ‘ g

1
dx —xp) ; Axp)=0 [130]

cuya demostracidn puede encontrarse en (Hoskins, 1979). Enlos Temas 6y
7 veremos algunas aplicaciones significativas de esta curiosa relacion,

Lageneralizacidon de la d-Dirac a tres dimensiones es inmediata. Asi, su-
puesta la singularidad o fuente en 1°, se esoribird:

dr—r)=3d8x—x)dy—p)dz—-2) [131]
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y la normalizacion en coordenadas cartesinas y en coordenadas polares es-
féricas es:

Sé(r—r’) 6r=r r r 5(x —x") 84 — y*) 6(z — 2°) dx dy dz =

co (7 (27
=5 S S 50— 1) P drsind d8 dp =1 [132]
000

Claramente d(r — 1*) = (" — r) y aplicando [130] se llega a

6(r—r’)=%5(r—r’)- o(cos 8 —cos 8°) - 5(¢ — ¢") [133]

un resultado que es ficilmente generalizable a otros sistemas de coordena-
das curvilineas. La normalizacidn se escribe ahora:

oo I 1
S % S(r—r) ¢ drS o{gp— @) dgég d(cos & —cos &) - d(cos ) =1 [134]
0 0 ~1

lo que implica:

S o(r—rYydr=1
4]

2
g d(p—¢)dp=1
0

1
S d(cos @ — cos 8°) d(cos 8) =1 [135]
-1

Finalmente, la representacion integral se expresa:

"N 1 ik« (r—r
5(rwr)—(2n)sgek( ) gk [136]

que no es sino la transformada de Fourier de la funcidn unidad.
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-2
2T

£ (x—-x"
e f

x=x'=0 X P, =0 Py

Figura 4.—Visualizacion del principio de incertidumbre.

6. EJEMPLO DE APLICACION: VISUALIZACION
DEL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

En su formulacién mas popular el principio de incertidumbre para el
par de variables conjugadas posicidbn-momento reza:

Ax-Ap, = h [137]

relacion que nos expresa la imposibilidad de conocer simultineamente y
con toda precision los valores de x y p, de una particula.

Designemos por ¥(x) y ¢(p,) a las funciones de onda de la particula
monodimensional en las representaciones de posicidon y momento respec-

tivamente. La relacion que liga a ambos conjuntos de funciones (Galindo
y Pascual, 1978) es:

1 .

VX = oo j@S(Px)e”‘"’-" " dpy [138]
1 :

Plps) = Qi) j¢(x)€“!x'px/h -dx [139]

constituyendo y(x) y ¢(p,) un par de transformadas de Fourier.
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Supongamos que se conociera con toda precision la posicion x = x’
de la particula. Esto implicaria un error en la posicién nulo y una funcién
de onda tipo é-Dirac:

Ax=0 ; ¥(x) =d(x — ) [140]

Podemos preguntarnos por el momento de la particula utilizando las re-
laciones anteriores. Sin pérdida de generalidad supondremos x’= 0, resul-
tando:

1 @ .
Ppy) = Gah) f ) S(x)e I dx [141]

La «funcién» 8(x) es «par» en el sentido:
5(x) = 6(—x) [142]

v la ecuacion [141] admite el desarrollo:

$(p) 1 [Jw 6(x)-cosx;:)’“dxmiJOO é(x)-senx'hp"-dx} [143]

~ @rh) o

que por simetria. se¢ reduce a:

[ : 1
) = 5 f R&2 cos > hp v = i [144]

es decir, ¢(p,) es una funcion constante. Este resultado esti en completo
acuerdo con el principio de incertidumbre (Fig. 4) que nos indica un
desconocimiento total del p, de la particula, ya que de [144] se concluye
la equiprobabilidad de todos los posibles momentos p, (Ap, = o).
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EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

a) Obtener el sistema normal de ecuaciones{w(x)=1) paralarectade -
minimos cuadrados y la pardbola de minimos cuadrados que represen-
ten ala tabla {(x;, ¥}y —o_y. Lo mismo para el plano de minimos cua-
drados que represente la tabla {(x;, v, zk)}k=0, -

b) Los valores inversos de la longitud de onda 1/4 de la transicidn
electrdnica = — n* entre el dltimo orbital molecular ocupado y el pri-
mer orbital molecular virtual, para cadenas carbonadas ionicas con &
eslabones internos del tipo (-~-CH = CH);—, guardan una relacidn di-
recta con el parimetro k. El modelo tedrico semiempirico FEMO (free
electron molecular orbifal) suministra la tabla siguiente redondeada a
unidades (Levine, 1977):

k 0 1 2 3 4 5 6
/A(em™) 48437 30139 21797 17050 13993 11862 10293
que responde a la expresidn:

1_, 2k+n
Ak + 47

Determinar los pardmetros # y n por minimos cuadrados.
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2.

194

En algunos lugares los polinomios de Gram-Tchebycheff aparecen
como:

¢ ik, Ny = f (qyem, (O

e WW ’ m=0,1,2,...

Establecer 1a relacion entre ellos v los polinomios dados en [25].

Ortogonalizar el conjunto de funciones (1,x,x% .)en —1 € x <1,
de acuerdo al producto escalar usual con w(x) = I:

1
(x/, x*} = J xtxFdx

-1

y siguiendo el método de Gram-Schmidt que esquematizamos a
continuacion. Determinados # — 1 polinomios ortogonales (no nor-
malizados) Py, Py, ..., P,_, el polinomio de grado » se calcula como:

_ nl (P, x")
Px)=x" — —— . P
"( ) mzo (Pman) "

Identificar el conjunto de funciones asi obtenidas.

Unos polinomios ortogonales muy utiles en las técnicas de aproxima-
cion de error minimo-mdximo {Ralston, 1970) son los de Tchebycheff
(hay tres subfamilias, de primera, segunda y tercera especie). Los més
conocidos son los de primera especie T,{x) (funciones ultraesféricas),
que estan definidos en —1 € x <1 con w(x) = (1 — x*»)~ Y2 Una
definicidon constructiva de ellos es:

Tix) =cos(narccosx) ; —1=<x<x1
@) Calcular los cuatro primeros T(x).

b) Plantear la relacion de ortonormalidad que deben verificar.

¢) Demostrar:




T 1lx) = 2xT{x) — T, 4(x)
d) Determinar las n raices de T,(x).

¢) Aproximar la funcién y(x) = x* en 0 € x < 1 mediante una

combinacion lineal de los cuatro primeros T,(x).

a) Normalizar los cuatro primeros polinomios de Legendre.

b) Demostrar la propiedad [46]P (1) = 1.
Obtener los cuatro primeros polinomios de Laguerre normalizados.

Los polinomios ortogonales de Sonine se definen:

S@=2 1w

;0 x <oe
J=0 (k+j) !t (m=pnLJ!

siendo n el grado del polinomio. La relacion de ortogonalidad que
cumplen, con funcidn de peso w,(x) = x*¢™, es:

S dx x*e™ Si(x) SY (x) = i’li,ﬂ' E
0 !

Escribir los dos primeros polinomios $Yy St , comprobar su ortogonali-
dad y normalizarlos.

Obtener los cuatro primeros peolinomios de Hermite normalizados.

a) Deducir la forma de la serie de Fourier engendrada por una
funcion alternada y(x):

x + @) = —y(x)
de periodo 2x,
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11.

196

b) Aplicando el criterio de minimos cuadrados, obtener la mejor
aproximacién a una funcion p(x), periddica 2z y continua, en la
forma:

ag S -
~o S {a,cosnx + b,sennx} ; ny = finito
n=1

¥(x)
¢) Desarrollar en serie de Fourier y{x) = x* definida periddica en
0<x< 27

d) Aprovechando el resultado previo calcular la suma de las series
numéricas:

Sty 5 Y i

En la teoria de la dispersion de la luz (Yight scattering) por una muestra
de particulas esféricas (sin estructura) aparece la transformada de
Fourier de la funcidn de correlacion par g{r) en la forma:

-]

Hk) = SSS dr (g(n)— 1) exp (—k.r)

—0a

en donde el punto representa el producto escalar de vectores. Daruna
expresion que dependa delos méduloslkl=k,  [rl=7, parael factor de
estructura de la muestra: S(k) = 1 + rnH(k), donde # es la densidad en
numero N/V,

a) Desarrollarla é-Dirac d(x) en serie de polinomios de Legendre en
el intervalo —1 < x < 1.

b) Obtener la cuarta igualdad de las relaciones [122] via integracion
formal por partes de la propiedad basica [117] involucrando a una fun-
cion y(x) continua y diferenciable.




SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. @) Los sistemas normales pedidos son:

-— para la recta de minimos cuadrados y = ax + b

Zyk =b(N+l)+azxk
k ) k
};xk'J’k = b%ﬂ‘k"‘ ay xi

k

— para la parabola de minimos cuadrados y = ax® 4+ bx + ¢
i =N+ D+bY x +ay x?
k k k
Yxye=cYx, +bYxt+a)x
k k k k
Yxtye=cYxz +bYxi+ayxi
k k

-— para el plano de minimos cuadrados z = g + bx + ¢y
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Yz, =aN+1D+bYx,+¢)w
k k k

;Zk'xk == a;xk + b%:x;% + C;xk'yk

;zk-yk = agyk + b;xk-yk + c;yé

by Reescribamos la relacion FEMO como:

y=bil8—Bx+ A
7
en donde se han hecho las sustituciones siguientes:
yv=1/A ;n=4+a;,z=2k+4 ;x=1/z,B=b; A=ab

Resulta asi una parabola sin término independiente que lleva apare-
jado el sistema normal:

Z xk'yk=BZ szc"*"AZx?c
k k k
D By =B B+4
k k k

v la nueva tabla a utilizar es:

x 1/4 1/6 1/8 1710 1/12 1/14 1/16
y 48437 30139 21797 17050 13993 11862 10293

El sistema da las soluciones:

A ~ 154968,875 ; B ~ 155005,3908

de donde los pardmetros buscados resultan:

a = 0.9998 : b = 155005 cm™! : n=4.9998 ~ 5
Los valores FEMO exactos son {Levine, 1977):

a,= 1 : b, = 155000 cm™’ : n,=>5

Los errores de redondeo en los datos de entrada son los causantes de
las ligeras discrepancias entre los valores exactos v calculados,




2. Por comparacion entre la expresion de Gram-Tchebycheff [25]:
sa ) = 3 ()"
e h i=0 i i N(i)

v la del enunciado:

(i + m)@ o

o= § o SR

para establecer su relacidén deberemos resolver dos detalles, Ia identi-

dad:
m\/m + i _(i-i—m)(”’
) -

y la alternancia de signos (—1)}, {(—1Y*™,

El primer punto es sencillo notando Ia relacion trivial entre polino-
mios factoriales:

h‘”)(h . n)”) = it

que nos conduce a:

() ) Ty
i i i! i! @n

Por lo que respecta al segundo punto, notemos que los polinomios
¢¥ de grado m par son idénticos a los ¢, pares. Claramente, si

m = par (—1)) = (—1)*™ para cualquier i. Por el contrario, si
m = impar encontramos (— 1) = —(—1)*™ y, por consiguiente,
qb:rliimpnr = _¢m=impar' Resumiendo:

G =(—1D"% ; m=0,12,.

Las bases {¢,} v {¢}} no son idénticas, pero esto no supone diferen-
cia alguna entre ellas en lo que se refiere a su wtilidad. Ambas son
equivalentes del mismo modo que en el espacio vectorial R® (sobre
R, etc.) son equivalentes las bases {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)} y
{(1,0,0), (0, —1,0), (0,0,1)}, u otras posibles.
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El proceso constructivo de Gram-Schmidt puede comenzar, por ejemplo,
cligiendo P, = 1 y ortogonalizando x a P,. Para ello restaremos a x
aquella contribucion quela hacenoortogonala 1 (similaraloquese haria
en R%): ‘

P — xz _ (POaxz)
: (POJPO)

y asi sucesivamente. Por ejemplo, P, resulta:

POaxs)
(}309 PO)

—

_ (Plsxs) ) (PZax3)

P.=x3 "Ll P, — =
; (P,P) ' (PP

P,

'Pz‘z x3 - 3X/5

La familia de polinomios asi obtenida ya ha sido encontrada
anteriormente. Se trata de los polinomios de Legendre no normalizados
que vimos al tratar la integracién gaussiana. La normalizacion de estas
funciones es trivial empleando [31]-[32] (Ejercicio 5).

a) Haciendo a = arccos x (x = cos a) los cuatro primeros 1,{x) son:

Toix) = cos0 =1
T,(x) = cos{arccos x) = x
Ty(x) = cos (2 arc cos x) = cos 2¢ = cos’a — sen® a = 2x* — 1

T;(x) = cos (3 arc cos x) = cos 3a =
= cos2a-cosa — 2sen’a-cosa = 4x® — 3x

b) la ortonormalidad es:

1
J (1 —xH"12T(x) T{x)dx = {x =cosa ; dx= —senada} =
-1




- 0 m#£En
~—-j cospa-cosma-da = i m=n=0
/2 m=n#0

en donde es de notar el diferente trato que recibe Ty(x) en cuanto a su
normalizacion:

)
No=a"1 | N,.o= \/ﬁ
T

¢) Por trigonometria elemental escribimos:

T, {x) =cos[(n + 1)a] = 2cosa-cosna — cés [(r— Da] =
= 2xT ) — Ty (%)

d) Las n raices de T,(x) = cos(rarccosx) surgen de:
A
cos{narccosx}:(}:na_rccosx=§+kﬂ' 0 k=0,1,2,.,n~1

o lo que es lo mismo:

. 1
xk:cos[z(k-l—~):|  k=0,1,2,.,n—1
n 2

siendo evidente que —1.< x, < 1 y que los X, son distintos entre si.

¢) Como debemosaproximar y(x) = x'?en0 < x < 1con polino-
mios T,(x) definidos en 0 < x < 1, comenzaremos transformando x — ¢
demodo que 0 € x € 1> —1 <t < 1. El cambio es inmediato x =
= (t + 1)/2 y la nueva funcién a aproximar es:

L AL L
y(t):(—m}) -1t gl
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El desarrollo de y(t) en funcién de T,(t) queda:

3

=~ Y ahn =3

m=0

Jl YOT (=7~ 2 de
-1 T.(8)

r T =t~ V2 de

-1
en donde las integrales del numerador resultan un tanto complicadas.

Veamos céOmo soslayar su calculo por medio de un proceso
alternativo, no completamente equivalente al anterior, conocido
como economizacion de polinomios. Este proceso se basa en que asi
como T(f) es una combinacion de potencias de ¢, éstas son a su vez
combinaciones de polinomios T,{t). A partir de a) es simple calcular:

1= To()
t = Ti{t)

2 = 2 (T0) + 1300)

P = SOT(0) + T0)

Necesitamos ahora expresar y(f) como una serie de potencias de ¢, lo
que haremos con la serie de Taylor desarrollando en torno a ¢t =0
(jatencion a la convergencial):

1 2 2.5
- -1/3 1,’3: - 1/3 T 2 wtsm___
ye) = 27151 +1) 2 [1+3t ——3_61: +3-6-9 ]

desarrollo vdlido tnicamente en —1 < t < 1. Queda excluido t' = —1
y se le deberd dar un tratamiento aparte. Truncando la serie en el
término clbico y asumiendo y(t = —1) = O escribimos:
0 si t=-—1
() = _ 17 41 1 5
27 T T =T +—=—T,| ; —1l<t<l
|:18 ° 08 T8 2 34

en donde hemos usado las expresiones de economizacion anteriores.
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Si desearamos expresar y en funcidén de x, y(x), habria que deshacer el
cambio, t = 2x — 1, transformando T (f} = T,(2x — 1). Los coeficientes
del desarrollo anterior no son exactamente iguales a los que se obten-
drian con el calculo riguroso de las integrales, pero la calidad de la
aproximacion por economizacidon es comparable a aquélla. El error
en estas aproximaciones suele ser del orden del primer término
despreciado (en nuestro caso T,).

5. a) Por aplicacion de [31]-[32]:

1
Pylx) = ﬁ
3
Pi) = [5x

b) Para demostrar P, (1) = 1 para todo n recurriremos a la funcién
generatriz [41]. Haciendo x = 1 y recordando quel¢<1:

1+ 2 = 2x0)" ey = (L — )71

Desarrollando en seric de Taylor en torno a ¢ =0 es inmediato
establecer:

o 1 o
> P”(l)-t":———l_tm Yo
=0

n=10

de donde es claro que P,(1) =1 para todo n.

6. Las expresiones pedidas som:

Lyx}=1
Lixy=1-—x
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Ly(x) = ;(2 — 4x 4+ x%)

1
Li(x) = 3(6 — 18x + 9x* — x%)

7. Utilizando la definicion se obtiene sin dificultad:

SYxy =1
S =k+1—x

_expresiones idénticas a las de los polinomios asociados de Laguerre
L¥(x) (nétese el cambio de orden en los indices k y #). La relacidn de or-
togonalidad con 1a funcidn de peso correspondiente se verifica con fa-
cilidad:

oa

x.fc_e—-x.dx_g xk-i-l e . dy =
¢

oo

rxk e X k+1—x) lde=(k+ I)S

0 0

oa
oo

0-i—(k+1)5 x"e_"-dx]=0
0

oo

=(k+1)§

L iy — [_e—x G+l
0

La normalizacién la expresaremos:

Smx" S () S () - de =R
0 il

con lo que la constante de normalizacion para Si(x) es

N?c":(an!k)!“)m

Los dos polinomios normalizados son, pues:

SH) = (k)™
=172
Sl(x) = [(k + 1)!] (k+1—2x

-1
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8. Aplicando la relacion de ortonormalidad [74] para n = m se calcula
la constante de normalizacion de los polinomios de Hermite:

1 1/2
Nn = I:W‘HJ , H= 0, 1,2,

siendo entonces los cuatro primeros:

Ho(&) =n %

2 1/2
Hy(®) = (n—,> ¢

1/2
) (25 — 1)

1 1/2
H4(0) = (3%,) (¢ - 39

2772

Hy(g) = (

9. a) Una funcién alternada y(x) = —y(x + 7), definida periddica en
un intervalo 0 < x < 2%, tiene un desarrollo en seric de Fourier
simplificado a términos impares:

Wx) = a, cos x + by sen x + a3 cos 3x + bysen3x + ...

como se comprueba rapidamente cambiando a —7 < x < 7 y des-
componiendo las integrales que surgen en:

Argumentos relativos al signo de las funciones seno y coseno en esos
semiintervalos conducen a la serie escrita arriba.

b) Sea la aproximacion trigonométrica finita a y(x):

a, Mo
— + 3 [a,cosnx + b,sennx]

yx) =~ )
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El criterio de minimos cuadrados es:

I= ]:J‘Zn (y(x)m {?0 + Z [a, cos nx + b, sen nx]})z }zminimo
0

en donde deberan optimizarse los coeficientes a y b. Por derivacioén
parcial establecemos las ecuaciones:

al 2w dg %
—=0= wx)-cosmx-dx =— 1 cosmxdx +
0d,, 0 2 o

o 2r 2t
+ ) I:anj cos nx - cos mx - dx + bnf sennx-cosmx'dxil

n=1 o] o}

al 2 a, 27
= = ¥x)-senmx - dx = — sen mx dx +
&b, o 21,

no Zn 2n
+ 3 I:a,,f oS 711X - sen mx - dx -+ b,,J‘ sennx-senmx-dx:l

n=1 0 a

que por aplicacion de las relaciones de ortogonalidad [78] nos lle-
van a:

ag 1 2r .
—_— = )
7 =3 L y(x)dx

1
Opeo = —Jv ¥(x) - cosmx - dx
7 Jo

i 2n
b, =— ¥(x)-senmx - dx

T Jo
¢) Notemos primeramente que x? es continua y mondtona creciente

en 0 < x < 2z, No es ademas una funcidon que admita un desarrolio
simplificado. Por tanto, deberemos calcular todos los a, y b, de:

Kx) = _do Z a,cos nx + b, sen nx] = x*




El primer término es:

aO 1 2z
— = —- 24 472/3
> 2 |, x*dx = 4n?/

Los coeficientes de los cosenos, integrando por partes, son:

1 2n
. 2 dx =
a, = — x2-cosnx-dx =
T 1o
1] ,sennx COS HX sennx |** 4
=—|x tx— 25| =%
7 n n nd |, n
Analogamente:

1 27
b,,=j x?*.sennx.dx =

X———+ 3

1 , COS X sen nx cos nx |** 47
—_X + 2 —
n n n o

La serie es entonces:

® 4
y(x) :—;E—Jr Z [— coqnx——ﬁ sennx]

13

d) Como en el punto x = n la funcidn yx) es ce “inua (sdlo hay
discontinuidad en x = ..., —2=x, 0, 2%, ...) la sama de la serie coincidira
con y(x = m) = n?. Si sustituimos en ese desarrollo x = 7, obtenemos;

4 4 Z (= 1)1':.

=1

y la suma de la serie pedida resuita:
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Para calcular la suma de > (1/n*) deberemos emplear x = 0. Sin
embargo, éste es un punto de discontinuidad y el valor de la serie en
¢l es la semisuma de los valores y(0+) ¢ 0—) = y(2n—). Entonces,
sustituyendo x = 0 en la serie de Fourier hallamos:

1 4n? |
—{y(0 M=) =— + 45 =
5 L0+) + y2n—)] = —+ n;n"
4n? @ 1
m =14y —

3 n=1 "1

y€n consecuencia:

10. Sea A(A)=g(¥)—1. Bscribamos (k) en coordenadas polares esféricasy
resolvamos la integral de Fourier triple resultante:

H(k)=gdr-h(r)-exp[—-z‘k-r]={k-r=kr-cosﬂ}=

oo [T (27
=SSS dr-d@-dg{)-rz-sen@-exp[wi-kr-cosﬁ]-h(r)=
04070

=2n S dr - Fh(r) S sen @ - exp[~i k-r - cos 8] dB = {u = cos 8} =
0 0 '

=2 rdr . l‘?ﬁ(l‘) Sl exp[—ikr u] du=12x Sw
0 -1

—ikr ik
dr- rzh(r){ —u} =
0 ikr

={ef“=cosa+isena}=4rr5 dr- P hir)
0

sen kr

r
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11.

Sustituyendo en la expresion del factor de estructura se obtiene final-
mente:

==

Sy =1+ 47mS dr - PhQ) - ﬁi—k”

0 ¥

Notese que la funcion a integrar es oscilante.

a) Elproblema consiste en determinar la forma del operador &(x) en
la base de los polinomios de Legendre. El resultado final serd, pues,
un operador equivalente al original. Para ello utilizaremos la expre-
sion formal para el desarrollo de una funcion arbitraria {49]:

ca

1
)= [2’”2“8 Y0) - Pafl) - de] - Pro)
-1

m o=

Dada la «paridad» de 6(x) es ficil anticipar que en su desarrollo s6lo
intervendran polinomios de Legendre de grado par:

5(x)=202’"2+1 (Sl 8(2) - P(9) dt) L P (%) =
"= —1

) amt ] (Sl cS(t)-Pm(r)-dt)-Pm(x)
0,2, 4,.. 2 L

m

y utilizando la propiedad bésica de 6(f) = d(+—0) se obtiene:

sey=0 +1lp ypm=2 ¥Fr1p, (0) Py )
m=024,.. 2 n=01,2,. 2

Para calcular los valores P,,(0) se procede como en el Ejercicio 5
cuando se calculd P,(1). Haremos entonces x=0en la funcién genera-
triz [401-[41] de donde:
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(1 — 2xt + rz)_m ( ) e Z -1l (2n —Dan_

=2 PO &
n=0

(ndtese que Py, .. (0) = 0).

El desarrollo queda utilizando la notacidn doble factorial:
—Dn
a(x) Z 4?1 +1 ( 1))1 (2]1(2 )].3 ! Zn (x)

y su utilidad queda restringida al intervalo -1 < x < L.

by Realizando integracién por paries se obtiene sin dificultad:

=]

lirnSm y(x)-x-é,;(x)-dx=g Mx) x 8(x) -dx=

= ead —ca

= x 5(x) y(x) T - r 8(x) - [¥(x) + xy ()] dx =

-5

= —Sm d(x) y(x) dx —S xy(x) 6(x) dx = —r y(x) 8{x) » dx

e

de donde la identificacion operacional buscada se sigue inmediata-
mente. En las manipulaciones anteriores se ha hecho uso de la (mds
fuerte) nulidad de 6(x) en -teo, asi como de [a (trivial) relacidn tercera
de [122].




