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1. Dinamica de la red cristalina

* Potencial cristalino y ecuacion de movimiento.
« Cadena lineal monoatomica y diatomica.

e Aproximacion armonica.

« Cuantizacion de las vibraciones de la red.

« Relaciones de dispersion

« Dinamica en redes tridimensionales.
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Fallos en el modelo de red estatica

) La teoria clasica de red estatica solo puede ser validaa T = OK.
1 No vale incluso por Ax Ap = h movimiento del punto cero.
1 Problemas para explicar propiedades del equilibrio:
v Calor especifico.
v Energia de cohesion.
v" Dilatacion térmica en aislantes.
1 Problemas para explicar algunos fendmenos de transporte:
v Conductividad. Mecanismos de dispersion.
v Superconductividad.
v Conductividad térmica.

v Transmision del sonido.

1 Problemas para explicar interaccion con la radiacion (luz, rayos X, neutrones).
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Necesidad de una red dinamica

Las vibraciones de la red:

] Son esenciales para explicar cualquier propiedad de equilibrio que no esté dominada

por una contribucion muy importante de los electrones.
1 Proporcionan un mecanismo de transporte de energia a través del sélido.

1 Son una fuente de dispersion importante de los electrones y pueden afectar a la

interaccion entre ellos.

1 Juegan un papel importante en la respuesta de un sélido a cualquier “sonda” que se

acople con los iones, como luz visible, rayos X o neutrones.

J Dualidad onda particula de vibraciones de la red si su energia es comparable a kgT.
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Teoria clasica del cristal armonico

Los iones del cristal se mueven. Hipotesis:
] La posicidon de equilibrio de cada ion es su sitio en la
red de Bravais.
() La desviacion de los iones de sus posiciones de
equilibrio es pequena comparada con el espaciado

interatomico.

] Suponemos que cada ion esta en la vecindad de su posicién de equilibrio R, y que la
red de Bravais es un promedio de las configuraciones instantaneas.

d r(R) = Ry + u(R) es la posicion de un atomo cuya posicion media es R .

J La dinamica de la red vendra dada por el Hamiltoniano clasico: energia cinética vy

energia potencial:

P(R)* r
2r—onr + U
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Aproximacion armonica

1 El desarrollo en serie de Taylor de la energia potencial alrededor de la configuracion
de equilibrio:

f(r+a)=f(r)+a - Vf(r)+ :

| =

(a-V)2f(r) + O(a?)

N/

b

. En el equilibrio, la fuerza total es cero y la energia potencial viene dada por:

U = U4 + Uharm

) La forma para el potencial armonico es una parabola.
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Aproximacion armonica.

Calor especifico clasico: Ley de Dulong - Petit.

1 Teoria clasica, la densidad de energia térmica viene dada por el principio de equiparticion
de la energia.

(1 Para un cristal con N atomos en un volumen V, la densidad de energia térmica es:

u=u®l+3nkpT, (n=N/V)

1 El calor especifico es independiente de T: Cv = ankp

Ley de Dulong-Petit (1819): “El calor especifico por ion es 3kg “
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Aproximacion armonica.

Calor especifico clasico: Ley de Dulong - Petit.

Experimentalmente:
1. Para T Bajas, C,, decrece tendiendo a 0.
2. Incluso a T altas, parece que la tendencia de C,, no es exactamente el valor

predicho por la ley de Dulong-Petit.
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o
o
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o 100
Temperature (K)
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Aproximacion armonica.

Calor especifico clasico: Ley de Dulong - Petit.

J Para explicar el punto 1, es decir C,, a bajas temperaturas, hace falta una teoria cuantica.

1 Punto 2 pudiera ser un fallo de aproximacion armoénica. Teoria clasica, la densidad de
energia térmica viene dada por el principio de equiparticion de la energia.

v" Resolvemos problema clasico: oscilador arménico — modos normales de vibracion
v" Pasamos a modelo cuantico: fonones.
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Modos normales de una red de Bravais 1D

] Consideremos los iones de masa M separados una distancia a solo interacciones con los
vecinos mas proximos.
. Es equivalente a masas conectadas por muelles de constante K:

m m
L A N
x’/"\H 3.\\ A7 rharm
b i Mi(na) = — g,(u (ma)
o N\-3 5§ ‘
.. j' [/harm _ %K >, [u(na) —u ('(-n. +1)a)]?
.g. &

u([N + 1]a) = u(a) -» u(0) = u(Na)
Cond. Cont. Born - von
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Modos normales de una red de Bravais 1D

: . ~ St(kna—wt
] Buscamos soluciones de la forma: ‘Uf('na-a f) x el wt)

1 Las condiciones de contorno periddicas = con n entero, €
- Nsolucionescon _ T < [ - I
a — a

ikNa __ 1 = k = 2T n
— 7 V=N

1 La relacion de dispersion que se obtiene es:

w(k) = 24/ flsin(ka/2)

A O(K)
] La velocidad de grupo y velocidad de fase difieren fuertemente -
- - V4K/M
en los bordes de zona de Brillouin.  Recmm—m—m—qmmmm————
Ugroup — dw/dk \
Uphase — W/k .
-Tt/a 0 T/a
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Modos normales de una red de Bravais 1D

Realicemos ahora un salgo entre la fisica clasica y la fisica cuantica.
CORRESPONDENCIA CUANTICA:

Si un sistema clasico arménico tiene un a modo de oscilacion “normal” a
una frecuencia w, el correspondiente sistema cuantico tendra un
eigenestado con una energia E, = hw (n+ 1/,)

7/2h@
5/2hw
3/2hw

1/2hw
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Modos normales de una red de Bravais 1D con base doble

yoge s , . Up-1 Uy U, Upi Upnii
O El andlisis es analogo al anterior — > —> ’
M, =-CQu,-u,, —u,,) PREE. AV
dt
d’u
n+l _ _ _
M2 T2 _C(2Mn+1 Upio un)

dt

J Hay 2 soluciones por cada vector de onda k

1 1
w?=C (E + M2> M, \/(Ml + M,)? —4M1Mzsen2(ka/ )

J Hay modos acusticos y modos opticos.

— -— — e = -
*THD-a—-AMA - TR -/ \WA-=- TR AW =T O

— 00 s 00 e im0 eeee el
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Modos normales de una red de Bravais 1D con base doble
1 1
w0=\/2C(E+Ej

M, > M, \ Optical _2c
/\ Wrfa = M_Z

Acoustic

-1t/a 0 +7/a
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Modos normales de una red de Bravais 1D con base doble

1 Caso 1: k << 7t/a longitud de onda larga.
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] Caso 2: k = n/a limite de zona.
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Densidad de Estados:

(k) =2 “ s
w(k) =2 |+ sin( 5 )
Velocidad de fase: v;= w/k

1

Velocidad de grupo: v, = 99/, =a (%)E COS (E)

Para k pequenos:

imw=a |kl limy,=a|>=|"=
S A O

o(k)

PI(O1)1)) LR — i _

- 7Ii/a

n/a
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Densidad de Estados:

Consideremos una cadena 1D de longitud L con N+1 dtomos separados una distancia (a).
Tenemos, por tanto, N-1 valores permitidos de vectores de onda k independientes.

OBSERVESE:
O Este es el nUmero de particulas que pueden moverse.
1 En en espacio reciproco tenemos por tanto N-1 vectores de onda
permitidos.
(d Cada vector de onda describe un Unico modo, y existe un modo cada /L en
el espacio reciproco.
 Por tanto dk/dN = /L, donde N es el nimero total de modos.

O—"0O0O—~0—"~0C—~0—~0C—~0C—7—0

t(N-1)a wL n/a
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Densidad de Estados:

Definimos la DENSIDAD DE ESTADOS DE FONONES, como el nimero de modos de
vibracion por unidad de frecuencia y unidad de volumen del espacio real, es decir:

1 dN _ 1dNdk 1 1

[*=1dw Ldkdo dw/dk

D(w) =

Obsérvese que el ultimo denominador es simplemente la velocidad de grupo. Por
tanto derivado de la relacion de dispersion:

-1
C

D = L 1k
(w) = W = |ma | cos (5 (a))a)

Obsérvese la singularidad para k=m/a
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Densidad de Estados:

Definimos la DENSIDAD DE ESTADOS DE FONONES, como el nimero de modos de
vibracion por unidad de frecuencia y unidad de volumen del espacio real, es decir:

1 dN _ 1dNdk 1 1

[*=1dw Ldkdo dw/dk

D(w) =

Obsérvese que el ultimo denominador es simplemente la velocidad de grupo. Por
tanto derivado de la relacion de dispersion:

-1
C

D = L 1k
(w) = W = |ma | cos (5 (a))a)

Obsérvese la singularidad para k=m/a
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Densidad de Estados:

En 2D, cada vector de onda permitido ( o modo de vibracién) ocupa una region del
espacio de area (2m/L)%. Por tanto dentro de un circulo de radio (k) habra una cantidad de
modos dada por:

T k2

N = 2
(°™/1)

La densidad de estados sera:

1 dN 1dN dk k(w) 1
= 7=2 _— - = d
L dw S dk dw 2T w/dk




Densidad de Estados:

En 3D, cada vector de onda permitido ( o modo de vibracién) ocupa una region del
espacio de area (2m/L)3. Por tanto dentro de una esfera de radio (k) habra una cantidad de
modos dada por:

4/37rk3 V k3

NCANGS

La densidad de estados sera:

N

1 dN _ 1dNdk (k(w)? 1

123 dw  Vdkdw —  2m2 dw/dk




odos normales de una red de Bravais 1D con base doble

<

Zonas de Brillouin en 1D Zonas de Brillouin en 2D

3BZ 2BZ 1BZ 2BZ 3BZ
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| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
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3Wa -2ma -TWa 0 Wa 2rn/a 3nWa
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Modos normales de una red de Bravais 3D
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Modos normales de una red de Bravais 3D

Para evitar detalles matematicos presentamos sélo una discursion cualitativa.
Consideremos una red de Bravais monoatémica en la que cada celda unidad tiene un
solo atomo. La ecuacion del movimiento de cada atomo puede ser escrita de manera
similar a las ya vistas. La solucidon de esta ecuacidon en 3D puede ser representada en

térmicnos de los modos normales

7= A pikT —wb)

Donde cada vector (k) representa la longitud de onda y la direccion de propagacion. El
vector (A) determina la amplitud asi como la direccion de vibracién de los atomos.
Este vector especifica la polarizacidon de la onda, esto es si la onda es longitudinal (A

paralelo a k) o transversal (A perpendicular a k)
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Modos normales de una red de Bravais 3D

Cuando sustituimos este tipo de solucion en la ecuacion del movimiento obtenemos
ecuaciones que involucran a las componentes de A. La solucidn a estas ecuaciones nos
lleva a tres relaciones de dispersion diferentes, o tres curvas de dispersion.

w

0 q

Todas las ramas pasan por k=0 lo cual indica que son acusticas (esto sucede porque
estamos hablando de una red monoatdmica). Las tres ramas difieren en su
polarizacion. Cuando k esta dirigido a lo largo de direccion de alta simetria (por
ejemplo la direccion [100] o [110] ) las curvas pueden ser clasificadas como
transversales o longitudinales puras. Usualmente nos referiremos a ellas como
TRANSVERSAL ACUSTICA (TA) o como LONGITUDINAL ACUSTICA (LA).

DINAMICA DE LA RED CRISTALINA




Modos normales de una red de Bravais 3D

LA L
—‘\\ /,. o
— |08 LA
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- q"/qumx q /2r/a) ——»

Figura mostrando las curvas de dispersion para el Aluminio en la direccion [100] y
[110]. Debido a la alta simetria en la direccién [100] las dos ramas transversales
coinciden. Decimos que estdan DEGENERADAS.

DINAMICA DE LA RED CRISTALINA



Modos normales de una red de Bravais 3D

Si la celda unidad tiene mas de un atomo digamos un numero (s), apareceran 3s
curvas de dispersion de las cuales SIEMPRE tres de ellas serdan ramas acusticas (es
decir pasaran por el cero en k=0 vy el resto (3s-3) seran ramas dpticas.

10
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8‘
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> om0
2 TA
0 iy O [100]

q q

Relacion de dispersion para el Germanio
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Modos normales de un cristal real

) Curvas de dispersion del Silicio.
) Para k pequefo tenemos relacion lineal.

1 En 3D hay que considerar también las direcciones
de los vectores de polarizacion, e, (k) y la direccion de
propagacion de k.

J modos longitudinales e, || k

d modos transversales e, L k

J Cuando k sigue un eje de simetria —
degeneracién en frecuencia
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Modos normales de una red de Bravais 3D monoatomica

Frequency (10'2 Hz)
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Zonas de Brillouin en 3D

DINAMICA DE LA RED CRISTALINA




TEORIA CUANTICA DEL CRISTAL ARMONICO

J La teoria clasica del cristal armonico C, independiente de Ila temperatura.
Experimentalmente, se observa que en aislantes decrece con T3.

] La teoria cuantica establece que el sistema se describe mediante un conjunto discreto de
estados estacionarios.

1 Las energias de los estados estacionarios son los autovalores del hamiltoniano armoénico:
harm __ PR)? | 1 / /
H =) R T 5 . rr WR)D(R = RY)u(R')

d En un cristal arménico de N iones, tenemos 3N osciladores independientes, cuyas
frecuencias son las de los 3N modos normales clasicos.

lLa energia esta cuantizada:

El entero 7k¢ es el numero de excitacion del modo normal en la rama s y vector de onda k.

E=) (ng+ %)Tuq(k)
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Fonones

1 Hemos descrito el estado de las vibraciones de la red por medio del numero de

excitacion nk s
b

] Se hace analogia con la descripcion corpuscular y se dice que el modo normal k,s en

el estado excitado Ny ¢ , son Ny ¢ fonones de tipo s con vector de onda k.

Fotones = “cuantos” de campo de radiacion con el que se
describe la luz.

Fonones = “cuantos” de campo de desplazamientos idnicos
con el que se describe el sonido.
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