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[1.1. Definicién

I1.1.1. Vectores geométricos en K™

Definicion: Se denomina vector de K™ a la lista ordenada de n escalares del cuerpo K (o sea, los
elementos formados por sucesiones ordenadas de n escalares de K). Los n escalares se llaman
componentes. El conjunto K" estd formado por todos los vectores de n componentes .
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Propiedades: Vc,d € K y Vi, 7,w € K" y 0 el vector nulo (o identidad aditiva)
1. Lasumaescerrada: u + v € K"
= Asociatividad: (U +v)+w=u+W+wW)=u+v+w
* Conmutatividad: u + v =10V +u
- Identidad Aditiva: i + 0 = 0 + i = i con 0 = (0,0,*,0)
- Elemento opuesto (o simétrico aditivo): i + (—u) = (—u) + 1 =0
Nota: El inverso aditivo es Unico: i + ¥ = 0 = i = —v
2. El producto por escalar es cerrado: ¢ - u € K"
= Distributividad respecto de la suma de vectores: c- (U + V) =c-u+c-v
= Distributividad respecto de la suma de escalares: (c+d) - u=c-u+d-u
* Asociatividad: c- (d - 1) = (c-d) - u

* |dentidad Escalar: 1 - u = u

Uu+v+w

u+v=v-+u (u+v)+w=u+(v+w).



11.1.2. Generalizacion

Definicion: Sea V un conjunto no vacio de objetos (llamados vectores) en el que se han definido dos
operaciones: suma de vectores (+) y multiplicacion por escalar (-). Se considera un cuerpo K a cuyos
elementos llamaremos escalares. Se dice que V es un espacio vectorial sobre K sivVu,v,w € Vyec,d €K
se satisfacen las siguientes propiedades o axiomas:

1. La suma de vectores es una operacion interna en V (la suma es cerrada: i + v € V) y cumple:
= Asociatividad: (i +v)+w=u+ (v +w)
- Conmutatividad: u +v=v+u
- Identidad Aditiva: 3! 0 € V (vector nulo o vector cero)talque i + 0 =0 + 1 = 1
- Elemento opuesto: Vii € V = 3! — i € V (inverso aditivo) tal que i + (=) = (@) + & =0

Nota: Estas cuatro propiedades se resumen diciendo que la estructura aditiva (V,4+) es un grupo
conmutativo. Por serlo el vector nulo 0 es Unico, y cada vector 1 en V tiene un solo opuesto —1.

2. El producto por escalar es una operacion externa cerrada tal que c - u € V' y cumple:
= Distributividad respecto de la suma de vectores: c- (Ui + V) =c-u+c-V
- Distributividad respecto de la suma de escalares: (c+d) u=c-u+d-u
» Asociatividad: ¢ - (d - u) = (¢-d) - u
* ldentidad Escalar: 11 = u (1 es la unidad de K)

Nota: Estas cuatro propiedades resumen (regulan) la accion del cuerpo K sobre V.



set of all real numbers

set of all ordered pairs

set of all ordered triples

set of all n-tuples

C(—oo. oo) = set of all continuous functions defined on the real number line

Cla. b] = set of all continuous functions defined on a closed interval [a. b]

P = set of all polynomials

P, = set of all polynomials of degree < n

M_ = set of all m x n matrices

M__ = set of all n x n square matrices

n.n

Summary of Important R
Vector Spaces

~
[t
I

%
[

Propiedades

Sea I/ un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Para cualesquiera u,v,w €V y ¢,d € K se verifican las
siguientes propiedades:

“0-1d=0
rc:li=0=2c=06u=0
“[cri=d-iyu+0]=>c=d
sfc-ii=c-Vyc+0]=2tu=0

*(—c)-u=c:(—u)=—c-u(enparticular (—-1) - =—-u y—(—u) = u)



I1.1.3. Subespacios vectoriales

Definicion: Sea IV un espacio vectorial sobre K y sea U un subconjunto de V no vacio. Se dice que U es
un subespacio vectorial de V si las operaciones de VV son también operaciones (cerradas) para U/, y con

ellas U es un espacio vectorial sobre K.

Nota: U es un espacio vectorial con las operaciones de suma y producto por escalar definidas en V. Asi, se
llama subespacio vectorial a aquellos subconjuntos U € V que son a su vez espacios vectoriales.

Caracterizacion (Teorema): U € IV es un subespacio vectorial de V si y solo si, siendo U + 0 entonces:

Vi, v EU=>u+veEU

3 ., Vi,v EUyVe,d€eEK U+ d-v € U (Corolario
VCEK,HEU:}C.HEU}Q[HU yvc ]IS'C u + E ( )

Se dice que el vector ¢ - 1 + d - ¥ es una combinacion lineal de 1 y v.

Nota: Un espacio vectorial V' tiene como minimo dos subespacios: el mismo V, y el subespacio nulo [U}
que es el mas pequefio de los subespacios de V. Estos se llaman subespacios triviales o impropios. Los
demas (si los hay) son subespacios propios.

Nota: Como un subespacio es un espacio vectorial, debe contener el vector 0, y asi, si U es subespacio

de V, U y V deben tener el mismo vector nulo. En general, 0 € V pertenece a todos los subespacios de V.
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Un subconjunto U de R? es subespacio vectorial de R? si y solo si estd formado por alguno de estos
conjuntos: 1) (0,0); 2) una recta que pasa por el origen; 3) todo R?. Un subconjunto de R* es subespacio
vectorial (con las operaciones candnicas) si y solo si: 1) contiene (0,0,0); 2) todos los puntos de una recta
que pasa por el origen; 3) todos los puntos de un plano que pasa por el origen; 4) todo R>.

i
2+ 2+ 2+
1+ I LS
———1+— x — — X — —1 ¥
2 —1 1 2 | E 2 =2 | I 2
-1+ ~1+ ~14
-2+ -2+ -2+
W= {(0, 0)} W = all points on a line W=R’

passing through the origin

Teorema: La interseccidon de dos (o cualquier numero) de subespacios de un espacio vectorial V es un
subespacio vectorial de V.

Nota: La unidn de dos subespacios U, U U, no es espacio vectorial.




I.1.4. Representacion de un espacio vectorial

Box I.1.1. Representacion de un espacio vectorial

Sea U un subespacio vectorial de un espacio vectorial V:

1. Si el subespacio vectorial U esta dado en forma explicita U = {x = f(s,t,...) | 5,t, ... € K}, su forma
implicita U = {(x4, ..., x4, ..., xn) | f(x;) = 0} puede obtenerse como sigue:

Paso 1. Escribir el sistema de ecuaciones x = f(s,¢t,...) cuyas incégnitas son (s, ¢, ...) en funcién de
las componentes de X = (x,, ..., X, ..., X, ), estoes S - { = x, siendo ¢ = (s,¢,...).

Paso 2. Reducir por filas la matriz ampliada del sistema de ecuaciones [ S |x]. El sistema sera
compatible si la columna de términos independientes x no es una columna pivote.

Paso 3. 3a). Si el sistema es compatible Vx, entonces U = V. 3b) En caso contrario, extraer las
condiciones que debe satisfacer el vector x para que el anterior sistema sea compatible. Dichas
condiciones representan una serie de relaciones entre sus componentes, esto es f(x;) = 0, que no
es otra que la representacidon implicita (ecuaciones cartesianas) de U.

Nota: Lo anterior equivale a eliminar los parametros (s,t,...) del sistema x = f(s,t, ...). La matriz §
tiene como columnas a los vectores u, v, ... tales que X = f(s,t,...) =u-s+v-t+ -

2. Si el espacio vectorial U esta dado en forma implicita U = {(xy, ..., x;, ..., x,) | f(x;) = 0}, su forma
explicita U = {x = f(s,¢t,...) | 5,t, ... € K} puede obtenerse como sigue:

Paso 1. Escribir el sistema de ecuaciones homogéneo dado por f(x;) = 0 cuyas incognitas son las

componentes de ¥ = (xq, ..., X;, ..., X,), estoes 4 - ¥ = 0.
Paso 2. Reducir por filas la matriz ampliada del sistema de ecuaciones | 4 | 0 -

Paso 3. Escribir la solucion del anterior sistema en forma paramétrica, esto es x = f(s,t, ...). Dichas
soluciones representan la forma explicita (ecuaciones paramétricas) del subespacio vectorial de U.



Il.2. Sistemas generadores e independencia lineal
11.2.1. Envolvente lineal

Definicion. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea S = {i,, U, ..., a':’p} un conjunto (o sistema)
de vectores de V. Se llama combinacion lineal de los vectores de S a cualquier vector de la forma v =
C1Uy + Caly + -+ + cptlp, ¢; € K. Los escalares ¢; reciben el nombre de pesos. Se dice que v depende
linealmente de S si puede expresarse como combinacién lineal de alguno de sus vectores.

Nota: La dependencia lineal es transitiva: si v depende de unos vectores 1; y cada uno de éstos depende
de otros w), entonces v depende de los vectores 151'5)-.
Definicion. Sea § = {1&1,1;52, iy :Ip'} € V un conjunto finito no vacio de vectores de un espacio vectorial V.

Se llama envolvente lineal de S al conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores de S, y se
denota por Lin(S) o Gen(S).

P
Lin(S) = {cyty + catiy + -+ + Cally | G € Ki= 1.2, o= {Z cil; | ¢; € K}
i=1

Nota: También se dice que S genera Lin(S), o es un sistema generador de vectores del conjunto Lin(S).

Linear combinations of v; and v».



Teorema. Sea S = {uy, Uy, ..., 1,} €V un conjunto finito no vacio de vectores de un espacio vectorial V.

Lin(5) es un subespacio vectorial de VV que contiene a § vy es el menor subespacio de todos los que
contienen a §.

Nota: Por tanto cualquier conjunto de vectores 5 genera un subespacio vectorial U = Lin(S). Asi, Lin(S)
también se llama subespacio generado (o0 engendrado) por S.

Nota: Dado cualquier subespacio U de V, un conjunto generador de U es un sistema § = {':'El, 1 u’p'] el
tal que U = Lin(S). Dicho conjunto no es unico.

Nota: El conjunto de vectores § € V sera un sistema generador de todo el espacio vectorial V si todo vector

de V puede escribirse como combinacién lineal de los vectores de S. x,

" X.
Xq 2

¥2
¥

- ‘
% :
\*‘\"‘1\
AN 0
BN x;
).'I —rg
o § *
Span {v} as a line through the origin. vi# 0, v, = kv,. Span '_vf +V2} as a plane through
- the origin.
Sistemas equivalentes: Sean § = {ii;,i = 1,2, ...,p}y T = {#;,j = 1,2, ..., q} dos sistemas de vectores de un

espacio vectorial V. Se dice que S y T son sistemas equivalentes si engendran el mismo subespacio, esto
es, si Lin(S) = Lin(T).

Nota: Lo anterior implica que todo vector de uno cualquiera de los sistemas S o T depende linealmente (se
puede escribir como combinacién lineal) de los vectores del otro.



1.2.2. Sistemas dependientes e independientes
Definicion: Sea § = {u’l,u’z, ...,u’.p} un sistema de vectores de un espacio vectorial V sobre un cuerpo K.

Se dice que S es un sistema linealmente independiente o libre si cumple alguna de las siguientes
condiciones, que son equivalentes:

1. Ninguno de los vectores de S depende de los demas vectores de §

2. La unica combinacién lineal de vectores de S que vale 0 es la que tiene todos sus coeficientes
nulos, esto es, la siguiente ecuacién vectorial tiene solo la solucion trivial:

iUy + Cpliy + -+ ¢y =0 =2¢ =c = =c,=0 (¢ €EK) (1)

P

Se dice que S es un sistema linealmente dependiente o ligado si cumple alguna de las siguientes
condiciones, que son equivalentes:

1. Alguno (al menos uno) de los vectores de S depende linealmente de los demas

2. Existen escalares (o pesos) ¢y, ¢y, ..., ¢, NO todos nulos tales que:

Crly + Clp + -+ + Cplly = 0 (c; €K) (2)

Nota: (1) v (2) representan una ecuacion vectorial de un sistema homogéneo. (1) implica que la ecuacion

tiene solo la solucién trivial ¢; = 0. (2) implica que el sistema homogéneo es compatible indeterminado.
X X

=

(6.2) 3.2), 6.2),

Linearly dependent Linearly independent



Box Il.2.1. Analisis de la independencia lineal

Sea § = {uy, Uy, ..., U, } un sistema de n vectores de un espacio vectorial V sobre el cuerpo K. Para
saber si S5 es linealmente independiente:

Paso 1. Resolver la ecuacién vectorial ¢, -1, + ¢, 1, + ¢, -1, =0 como un sistema lineal
homogéneo en las variables ¢y, ¢, ...,c,. Si V = K™ esto se reduce a:

5] _ ] 0
Uy 0 U
» " o ¥ Cz . . . Cz {] ~g
U-c=lu; Uy .. Uyl =" - -l S =1]1=0
Cn 0

Ch Uiy o Upp
Paso 2. Por eliminacion Gaussiana® (operaciones elementales en las filas de la matriz ampliada del
sistema [U c] ) investigar la unicidad de las soluciones del sistema.

Paso 3. Si el sistema tiene solucidn unica (esto es, la trivial c; = ¢, =,...,= ¢, =0 ) S es linealmente
independiente. Si el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) S es linealmente
dependiente.

*Nota: Analogamente, puede aplicarse el Teorema de Rouché para analizar la unicidad de la solucion
del sistema de ecuaciones lineales.

-] w

Linearly dependent. Linearly independent,
w in Span{u, v} w not in Span{u, v}



Propiedades

1. El vector 0 es linealmente dependiente. Cualquier conjunto S que contenga el vector 0 es linealmente
dependiente.

2.SiS={u}yu=+ 0 el sistema es linealmente independiente. Asi, un conjunto S que contiene un unico
vector u es linealmente independiente si y solo si u # 0.

3. Un sistema S = {1, v} formado por dos vectores es linealmente dependiente si y solo si uno de ellos es
multiplo del otro. Asi, si dos vectores no nulos de § son iguales o uno es multiplo de otro el sistema es
linealmente dependiente.

4. Dos sistemas S = {uy, iy, ..., Uy} Y T = {V),Vy, ..., U} s0Nn equivalentes (o sea Lin(S) = Lin(T)) si y solo si
todo vector de uno de los sistemas depende de los vectores del otro, y viceversa.

5. Si S es un sistema linealmente independiente y v es un vector que no depende de los vectores de S, el
sistema S U {v} también es linealmente independiente.

6. Si un sistema S es linealmente independiente, también lo es cualquier sistema que resulte de prescindir
de alguno de los vectores de S. O sea si S es linealmente independiente necesariamente lo es cualquier
subconjunto de S.

7. Si S es linealmente dependiente también lo es cualquier sistema que resulte de afadir un vector
cualquiera a S. Alternativamente, si S contiene un subconjunto linealmente dependiente, 5 es linealmente
dependiente.

8. Si S es un sistema linealmente independiente, un vector v pertenece a Lin(S) si y solo si SU {v}es
linealmente dependiente.

Nota: Si § = {1’51,11’2, u‘.p} son p vectores de n componentes (o sea, vectores de K") y p > n, entonces el
sistema es dependiente.
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11.2.3. Rango de un sistema de vectores
Teorema del rango. Para cualquier sistema S = {n‘.l,u'.g, s 1’£p} de vectores no todos nulos se verifica que:

1) Hay algun sistema S, de vectores de S tal que: a) S, es linealmente independiente; b) todos los demas
vectores dependen linealmente de los de 5;

2) Todos los sistemas S, de vectores de S que satisfacen 1) tienen el mismo numero de vectores. A ese
numero se le llama rango del sistema S, rang(5)

Nota: Asi, el rango de S es el mayor numero de vectores linealmente independientes que hay en §. § es
linealmente independiente si y solo si su rango es igual al numero de vectores que lo forman.

Teorema. Si § = {1’E.1J s, up} es un sistema de vectores no todos nulos y §' = {v,,v,, ..., vy} depende de
S entonces rang(S') < p.

Nota: El anterior teorema implica que el rango de un subconjunto S, de vectores de S no puede exceder el
rango de S: rang(S,) < rang(S).

Propiedad fundamental del rango. El rango de un sistema de vectores no se altera si se realizan en él
operaciones elementales:

1) intercambiar el orden en el que figuran los vectores en el sistema: u; < a’:f),-

2) multiplicar uno de los vectores por un escalar no nulo: u; — u; = k - u;

[

3) sumar a un vector un multiplo (o combinacién lineal) de otro(s): u; — u; = u; + k' - 1



Box 11.2.2. Calculo del rango de un sistema de vectores
Sea§ = {-u’l,u’.z, ,ﬁp} un sistema de n vectores de un espacio vectorial K. Para hallar el rango de S:
Paso 1. Construir la matriz A,,,.,, cuyas filas son los vectores u; (i = 1,2, ..., p) del sistema §S.

Paso 2. Hallar el rango por filas de A, aplicando operaciones elementales en sus filas.

Paso 3. El rango de § es el numero de filas no nulas en la matriz escalonada por filas (o en la

escalonada reducida C.,ir).

Nota: El algoritmo puede aplicarse igualmente construyendo la matriz 4", = [i; 1y ... 1,] cuyas
columnas son los vectores del sistema 5 y hallando el rango por columnas (mediante operaciones
elementales en las columnas de A’).

Nota: Dado que el rango de una matriz por filas es igual al rango por columnas, el rango de 4,,.,, (o el
de A',,.,) puede calcularse mediante operaciones elementales en las filas, en las columnas o enfilas y
columnas.

raﬂg (ﬂ,, ﬁ, W) =2 rang (ﬁ, Ij, W) = 3

] “r



Il.3. Bases

11.3.1. Definicion

Teorema. Sea § = {a’i.l,u'EJ ...,I,Ep} un sistema formado por un numero finito p de vectores de un espacio
vectorial V y sea U = Lin(S) el espacio vectorial generado por 5. Se cumple:

- Teorema del Sistema Generador. Si uno de los vectores de S, por ejemplo u;, es linealmente
dependiente en S, entonces S’ = S — {1;} todavia genera U, osea U = Lin(S) = Lin(5").

* Teorema Fundamental de la Independencia. Si I = {v,, Vs, ..., V;,} €s un sistema independiente
formacdo por h vectores de U entonces h < p.

Nota: Asi, el numero de vectores independientes en un espacio vectorial U no puede exceder al numero de
vectores de cualquiera de sus sistemas generadores. Y a la inversa, el numero de vectores de cualquier
sistema generador es necesariamente mayor o igual al numero maximo de vectores independientes en U.

Definicion: Un espacio vectorial V sobre un cuerpo K se dice que es de tipo finito si esta generado por un
numero finito de vectores, esto es, si en I/ existe algun sistema de vectores S finito tal que V = Lin(5).

Ss-le @@} = |={@@]
S=l0e @@} = |I={@ @ 0}
S={@ @ 00} — |={0@ 0}

S={@ @ ) - (000!



.

Base Ordenada: Si IV es de tipo finito, se dice que un sistema de vectores B = [51,52, ...,bn} es una base
de V si se verifica una cualquiera de las dos condiciones siguientes, que son equivalentes:

1.- B es un sistema generador de V' linealmente independiente.

2.- Teorema de representacion unica: todo vector de v € IV se puede expresar de una y solo una
manera como combinacion lineal de los vectores de B (o0 sea, que existe un unico conjunto de

escalares ¢; € K tales que v = ¢, by + coby + -+ c“b“),
Nota: Asi, una base de I es un conjunto linealmente independiente que genera todo el espacio vectorial V.

Nota: La definicion también se aplica a cualquier subespacio vectorial U.

Bases Canonicas o Usuales:
1=En K" E ={&;&:u;€5}-60n & = (0,50 (1% = 1), w: 0.
2-En B.Ix) E = {1, %2% ..;x"%

3.- En M,,x,. las m-n matrices E = {E;;} (i = 1,...,m,j = 1,...,n) de M,,,,, siendo E;; la matriz que
tiene nulos todos sus elementos excepto el de lugar (i, ), que vale 1.

y=t

s €3

7 7 |

Nonstandard basis

The standard basis for P;. The standard basis for R>.



1.3.2. Dimension de un espacio vectorial

Teorema de la Dimension. Todas las bases de un espacio vectorial V # 0 de tipo finito tienen el mismo
numero de vectores. A este numero se le llama dimension del espacio vectorial V, y se denota por dim V.

Nota: Asi, si B es una base de IV y esta formada por n vectores, cualquier otra base de VV contiene
exactamente n vectores. La dimension de un espacio (o subespacio) vectorial IV = 0 finito es por tanto el
numero de vectores que hay en cualquiera de sus bases (p.ej., la base canodnica).

Nota: El subespacio nulo V = 0 no tiene base ((j es linealmente dependiente) y por tanto tiene dimension 0.

Teorema. Si U es un subespacio de un espacio vectorial VV y V tiene dimension finita, entonces U también
tiene dimensién finita y dim U < dimV, donde dim U/ = dimV solo es valido en el caso de que U = V.

MNota: Asi, si U es un subespacio de un espacio n-dimensional V entonces dimlU <snydimU =ne U =V.

Teorema. El rango de un sistema formado por un numero finito de vectores S = {u,,1>, ..., u,,} de un cierto
espacio vectorial V es igual a la dimension del subespacio que genera rang S = dim(Lin(5)).

Nota: 1) Un sistema S es linealmente independiente si y solo si su rango es igual al numero de vectores
que los forman; 2) Un sistema generador S de n vectores de VV es una base de IV si y solo si su rango es n.

X,

1-dim

i




11.3.3. Criterio y propiedades de las bases
Sea S = {u’l, T Lsn—. u’p] es un sistema de p vectores de un espacio vectorial VV de dimensioén finita dim V:

1.- Si § es un sistema generadorde V, p = dimV
2.- Si § es un sistema independiente de V, p < dimV

Nota: una base es un conjunto generador lo mas pequefio posible (si se elimina un vector ya no genera )
y un conjunto linealmente independiente lo mas grande posible (si se afade un vector ya no lo es).

Nota: Si S = {1y, ..., 1, } genera V, cualquier sistema S de mas de n vectores de V es dependiente. Si B =
{'51, ...,b, } es una base de V, cualquier sistema S de mas de n vectores de V es dependiente.

Teorema de la Base. Sea V # 0 un espacio vectorial de dimension finita n: 1) Cualquier conjunto S
linealmente independiente de exactamente n vectores de V es automaticamente una base de V; 2)
Cualquier conjunto S de n elementos que genere V es automaticamente una base de V.

Nota: En general para concluir que un sistema § de n vectores es una base de V hay que probar que: 1) §
genera V/; 2) S es linealmente independiente. Pero si sabemos que dim I/ = n basta comprobar solo una.

Nota: Si VV es un espacio vectorial de dimension finita n y S = {u;, 1, ..., 1, } € V: 1) Si § es linealmente
independiente, entonces § es una base (o sea S es base de V si y solo si su rango es n); 2) Si 5 genera V,
entonces § es una base de V.

FIGURE 3

If p > n, the columns are linearly
dependent.



Teorema de Existencia de la Base. Cualquier sistema generador de un espacio vectorial de tipo finito

e

V + {U} contiene al menos una hase de V. Asi, todo espacio vectorial V # 0 de tipo finito tiene alguna base.

Nota: Por tanto, se puede construir una base a partir de un conjunto generador desechando los vectores
dependientes.

Teorema de la Base Incompleta (o del Conjunto Generador): Sea V un espacio vectorial finito de
dimensién n, y sea § = {ﬁl,ﬂ’z, ) a'Ep}, con p < n un conjunto de vectores linealmente independientes en V.

En ese caso, S es parte de una base de V, es decir, S puede extenderse para formar una base. Esto es, es
posible encontrar algun sistema S’ de n — p vectores de I/ tal que S U S’ sea una base.

Nota: Los vectores de S’ se pueden tomar de entre los de una base cualquiera (p.e€j. la candnica) de V.

Nota: En resumen, el teorema de la base incompleta y el de la existencia de base aseguran que todo
sistema independiente S de vectores de V puede ampliarse para dar una base, y todo conjunto generador
S de V puede reducirse para dar una base.

¢ Sistema Generador? ¢ Linealmente Independiente?

x  S={@} 1={ ®} 1
x  S={0 @} ={® ®) v ps<dimvV
S={@ @ O} BrsE |={@ @ @} v 1
S={@ 0 @ @} 1={@® O @ @} x
S={0 0@ 00 I-{00®@ @0 O

n° vectores

p=dmV

NN S



11.3.4. Coordenadas de una base

Definicion. Sea VV un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo K. Dada una base B =

{'b.l, by, ..., b”} de V se sabe que para cada vector v € V existen unes unicos escalares c¢,, ¢,, ..., ¢, € K tales

que v =c,b, + c,b, + -+ c,b,. La sucesién de n escalares c,,c,,..,c, (0 sea, los coeficientes de la
combinacién) se llama sistema de coordenadas (o simplemente coordenadas) del vector v en la base B.

El vector [v]; = (¢4, ¢, ...,c) € K™ se llama vector (o matriz columna) de coordenadas de v relativo a B
o vector de B-coordenadas de v. Sus componentes son las coordenadas de v en la base B.

Nota: Es importante que los elementos de B estén numerados porque las entradas de [v]; dependen del
orden de los vectores en B.

Nota: Los vectores de coordenadas [v]; € K" son vectores de K", independientemente de la naturaleza
de los vectores v € V, y del espacio vectorial V.

Nota: En la base canoénicak = {¢;,¢,,...,¢,,} del espacio vectorial K" el vector de coordenadas de
cualquier vector coincide con sus componentes. O sea, [X]; = X = (xy,xy, ..., x,) de K.

Nota: Un vector v € IV esta completamente determinado por sus coordenadas [v], en una base B. Dichas
coordenadas cambian con la base elegida y asi [v]; # [V]g..

’ 3 y . 5
ixly=[3] . [x1,=[3]
) ARTCIE

4, d .

:‘F.!'_}
x' j -
up Suy
Nonstandard basis: ; Slandfu'd: haéis:

A coordinate system on a plane H in R°. B ={(1,0),(1,2)} B =1{(1,0),00; 1)}



Isomorfismo de Coordenadas (Introduccion). Sea VV un espacio vectorial sobre un cuerpo K que tiene

dimension n. En V se adopta una base B = {51,52,...,bu}. Dado un sistema finito de vectores § =
{ﬁ.l,ijizw..,-i'fy} de V y su correspondiente sistema de vectores de B-coordenadas S° =

{['zlfl]ﬁ, ] J— [u’p]B} € K™ se verifica que:

2.rang S =rang §°

Nota: Un sistema de vectores § de un espacio vectorial V es linealmente dependiente o independiente
segun lo sea su sistema de vectores coordenados en cualquiera de las bases de V.

Nota: Calcular el rango (independencia) de un sistema de p vectores de un espacio vectorial de dimensién
n se reduce a calcular el rango (independencia) de sus p vectores de n coordenadas de K" ya que las
coordenadas de v € V en B son las mismas que las coordenadas de [v]; € K" en la base candnica de K.

Nota: Si B contiene n vectores, el sistema de coordenadas hace que VV actue o funcione como si fuera R".
Si V ya es R", B determinara un sistema coordenado que dara una nueva vision de V. La funcion x — [xX];
se [lama funcién de coordenadas determinada por B.

The space IP; is isomorphic to R*.



11.3.5. Cambio de Coordenadas

«d

Definicién. Sean B = {by, by, .., b,} y € = {¢},¢,, ..., ¢, } dos bases ordenadas de un espacio vectorial V. Si

x €V yl[x]; y [X]. son sus matrices de coordenadas en B y en (, la matriz de cambio de coordenadas
de B a C es la matriz P tal que [x]; = Prp * [X]5.

1. Por ser C base, cada vector de B puede expresarse como combinacion lineal de ¢ como 51- =
;'!-_1?31';' - ¢j. Sea P = (p;;) la traspuesta de la matriz de coeficientes p;;. Esta matriz es la matriz de cambio
de coordenadas de B a C, o P_j; de forma que:

[#lc = Pep - [#lp = | [Ba], [B2). - [Bal, | [¥s

2. P._, es una matriz n x n invertible, y su inversa (P._;)™" = Qy._. €s la matriz de cambio de C a B (la
que convierte C-coordenadas en B-coordenadas):

[Els = Pen) " o =0sc <1216

Nota: Las columnas de P-._; son los vectores coordenados de los vectores de |la base B relativos a |la base
C y se obtienen al expresar los vectores de B como combinacién lineal de los vectores de la base C.

Nota: Para cambiar de coordenadas es necesario conocer los vectores de coordenadas (o sea, las
relaciones de dependencia) de los vectores de la base “vieja” relativos a la base “nueva’.

X (1777771717
/11T
[T
25 [T
T /1111117

Standard graph paper. B-graph paper.




Sean B = {51,52,...‘571} y C ={c,,Cs,..,c,} dos bases ordenadas de un mismo espacio vectorial V de

dimension n sobre K y sea x un vector cualquiera de V. Si [X]; = (xy, x5, .., X,) ¥ [X], = (x'}, x%, ... x)
son los vectores coordenados de x en By (', x se expresa respectivamente como:

4 1 = : ¥ ' »

X =Yi—1% by () X =Yi=1Xj-¢ ()
Por ser C base, cada vector b; de B puede expresarse como combinacion lineal de C. Asi, si se conocen
los vectores de B en funcidn de los de C, esto es, los escalares p;; tales que:

.5-1 =p11-C+ P2 G+t Pin Gy =
by =pa €+ P Cot P\ o bl = Z’UU - ¢; (i=1.2,..,n) (I}

- ) o . J=1
bn =Pu1 -1 1 Pnz - €2 oresid Pnn " Cn

entonces, sustituyendoen (I): X =YL, x; - (Xfoypij - 6) = Xiea(Bieapyj - x) - 6 (V)
Comparando (I1) y (IV), se obtiene que los sistemas de coordenadas estan relacionados mediante:

s X'y = P11 X1+ Par X+t P X

; . z X2 =P X1 +P2z X+ F+ P2 X : .

= N by oy (= L) 8 AT PRE TR Pra"fnt o [#le = Pecp [Rlp (V)
i=1

¥

Xpn = Pin X1+ Don Xz +

(a) (b)

Two coordinate systems for the same vector space.



Esto es, la matriz del cambio de coordenadas P de B a C es la traspuesta de la matriz de coeficientes de
(I11), o sea, aquella que tiene como columnas a las coordenadas de los vectores de B en la base C:

P11 P21 Pm
Peep = 'm;z ngz Pz_:n i | [bl]c [bEL; [b“]c |
pln Pzn P—:m

A las ecuaciones (/1]) se les llama ecuaciones de cambio de base y a las de (V) ecuaciones de cambio
de coordenadas.

Nota: P-._; tiene como columna i al vector coordenado [bf-]c en la base €. Como los vectores b; de B son

linealmente independientes, las columnas de P.._; también lo son (ya que son los vectores de
coordenadas del sistema linealmente independiente B). Por tanto P.._; es invertible.

Analogamente, si se conocen los vectores de € en funcion de los de B se obtiene la matriz del cambio de
coordenadas () de C a B que sera:

(%] = Qpec - [Xlc = (Peep) ™+ [X]c Qec =[Ic1ls [c2lp ... [Cnls]

[ ]C [ ]B

multiplication
2 L]
X by P, [x];

C+—B

L]
r

H-‘! RH

Two coordinate systems for V.



Box I1.3.1. Algoritmo del calculo de matrices de cambio de coordenadas

Sean B = {b,,b,,...,b,} y C = {¢,,¢;, ...,¢,} dos bases ordenadas de un mismo espacio vectorial V de

dimension n sobre K. La matriz de cambio de coordenadas de € a B Q. = (P._y)”"' que permite
escribir [x]; = Qz.. - [X], puede obtenerse de la siguiente forma:

Paso 1. Construir la matriz ampliada n x 2n que tiene por columnas a los vectores de |la base B (en el
lado izquierdo) y € (en el lado derecho), esto es:

[b1 by ... by | ¢1¢,.. E]=[B|C]

Paso 2. Aplicar operaciones elementales fila a la matriz ampliada [B | C ] hasta reducir la mitad
izquierda (esto es, la matriz B) a la identidad /,,, esto es:

[BIC] L [1n| (Poes) ™1 =[1n]Qsec]

Paso 3. La matriz resultante que se obtiene en la mitad derecha de la matriz ampliada es Qp._.

Nota: Analogamente [ C | B | 4 [1,,| Pep | lo que permite escribir [X], = Prop - [X]5.

1.- Si B es la base canénica el proceso [ | B | 4 [ I, | Prp] s& convierteen [ C | I, ] A [ 1, | Peep] que

es el mismo método que el empleado para calcular matrices inversas. En otras palabras, si B es |la base
canonica de K™, la matriz de transicion de BaC es P-_; = (C)™!

2.- El proceso es aun mas simple si C es la base candnicayaque [C |B]estayaenlaforma[l,|B] =
[I,,| Prp] y en este caso la matriz de transicién es simplemente P..; = B. Notar que [5[-] = 5[- y asi

c
Peo g = [f';lai;z: ...,5.”] =By [X]p = PcplX]lp = X = B - [X];.



Sean B = {51, b, ...,En_} y C ={c;,C,, ..., Cy} dos bases (ordenadas) de un mismo espacio vectorial V de
dimension n sobre K. La matriz de cambio de coordenadas de € a B Qg = (Pcp)~ ! se puede hallar
aplicando Gauss-Jordan a la matriz [51 52 En | €1¢€5.... En] =[B|C] = [l,| (Pcep)™!] ya que si:

l5’1 :pll'bl +Pis byt pin - by

C2 = P21 - b1 + P2z - by + -+ popn - by

o

n
< Cj :Zpij‘bj =Pir b1+ Pz~ by + -+ Pin by ((=12,..,1)

b=t Bt P Bt b pun Bl
Ci1 b4 baq b4
2l =p - [P2| 4 p - [P22| 4 4 D |22 = 22,.m)
Cin bin ban B
Entonces, para cada ¢; tenemos un sistema de ecuaciones lineales:
Cix = Pix " b11 + Piz * D21 + -+ Pin - b bj1 bay.. by | cpn

Ciz = Pir * b1z + Piz * b2z + -+ Pin * bn2 (=124 = b1:2 bzz:... bn.:Z ‘2l (i=12..,n)

Cin = Pi1 " b1y + Diz - bap + + + Pin * bun bin  bap .. bnn Cin

Como los n sistemas de ecuaciones lineales (uno para cada c;) tienen la misma matriz de coeficientes,
pueden resolverse simultaneamente para los n vectores c;:

by1 bay . bpi| €11 C21.. i k! 0 | P11 P21+ Pm

0 .
biz bzz.. baz| 12 c22.. ©en2|flo. 1.. 0 |P2 P22~ Pnz|_ 1, | (Pocg)™] = [L, | Opec]
: : 2 : : : Wit : : : : n - _ n -
' 0

~

Din: Do .. Pan Cin Can - Cpn 0 1 |Pin P2n- Pnn

— —

by Bave Bu B Base & [B]e [Blps [&ls



Il.4. Espacios vectoriales de una matriz

I1.4.1. Espacio de filas y columnas

Para una matriz A,,.,, con elementos escalares (afj-) € K, las filas de A se llaman vectores fila y se

denotan por a:' € K". Las columnas se llaman vectores columna y se denotan por aj e K™.

. f
i in
of . a.
- |l S .-_f _— - by T T S Zn == "
A=|%2|con dy, = [am1 Amz - Amn] A=[a] a5 -- ay]condy = . | = (@i azn, ) Q)
2y Qnn

Definicion: Sea A una matriz m x n. El espacio de filas (columnas) de 4,,,, es el subespacio de K"
(K™) generado por los vectores fila af i=12,..m(columna a’f, j=12,..n)de A, o sea, el conjunto de
todas las combinaciones lineales de los vectores fila (columna). El espacio fila (columna) se denota por
Fil(A) (Col(A)). Asi, Fil(A) = Lin{d!,dl,..,dl} € K"y Col(A) = Lin{ds, a5, ..., d5} € K™.

Nota: Como las filas de A se identifican con las columnas de A', se cumple Fil(A) = Col(A") y Col(A) =
Fil(AY).

H’.’ M 1L|‘_'{'_r':.',l_i r,f." 1_|
ay, ap ... 4y, (@.ap,. . . .4y, ay 4y a,, CTRIRLSE a,
Gy B - Gy (@) . - - - 0y) A = St Ay Ay || G2z @an
aml am" amn (ami ’ Gml' ICIU L amn} Ay Ao Amn Uy ) A



Teorema. Las matrices equivalentes por filas (columnas) tienen el mismo espacio fila (columna). Asi:

1) Si A,,«,, €5 equivalente por filas (columnas) a B,,.,. €l espacio de filas (columnas) de A es igual al
espacio de filas (columnas) de B, esto es Fil(A) = Fil(B) (Col(A) = Col(B))

2) Si B, es una forma escalonada por filas (columnas) de 4,,.,,, las filas (columnas) no nulas de B son
linealmente independientes y por tanto forman una base de Fil(A) (Col(A)).

3) Dos matrices Ayxn Y Bpxn (Amxn Y Bmxp) tienen el mismo espacio fila (columna) si y solo si sus matrices

canonicas por filas C;fA y C;.fﬂ (columnas Cf, y C5) tienen las mismas filas (columnas) no nulas.

Nota: Asi, el espacio fila (columna) de una matriz no cambia al hacer operaciones elementales fila

(columna) y por tanto las filas (columnas) no nulas de C;l; (CS4) o de cualquier forma escalonada por filas
(columnas) de A identifican una base de Fil(A) (Col(A)).

Teorema. Las operaciones elementales fila (columna): 1) no cambian el espacio fila (columna) de una

matriz pero modifican el espacio columna (fila); 2) no cambian las relaciones de dependencia entre las
columnas (filas), pero si entre las filas (columnas).

Nota: Las operaciones fila alteran las relaciones de dependencia entre filas pero preservan el espacio
generado por ellas. Contrariamente, las operaciones fila cambian el espacio de columnas, pero preservan
las relaciones de dependencia entre las columnas.



11.4.1.1. Bases de un sistema generador

Box 11.4.1. Algoritmo del Espacio Fila

Sea §={u,u,,..,u,} un sistema de vectores de un espacio vectorial V y U =Lin(S)=
Lin(uy, s, ..., 1, ) el subespacio vectorial de VV generado por S. Es posible obtener una base de U.

L

Paso 1. Construir la matriz I cuyas filas son los vectores dados i;, esto es, F = [u{ ué S

Paso 2. Reducir por filas F a alguna forma escalonada I’ (puede ser la forma escalonada reducida C.;r).

Paso 3. Extraer los vectores fila no nulos de la matriz escalonada F'. Estos forman una base del
subespacio U.

Nota: Este algoritmo también proporciona una base para el Espacio Fila Fil(A) de una matriz 4,,,,,, -

Nota: Analogamente puede definirse un Algoritmo del Espacio Columna, construyendo la matriz C,
cuyas columnas son los vectores u;, esto es, C = [u]j u5 - uy] reduciendo por columnas a una
forma escalonada por columnas C'y extrayendo los vectores columna no nulos de €.

Nota: El Algoritmo del Espacio Columna también proporciona una base para el Espacio Columna
Col(A) de una matriz 4,,.,. Alternativamente, puede calcularse una base para el espacio columna
Col(A) aplicando el algoritmo del espacio fila a la matriz A®.



Teorema: Las columnas pivote de una matriz 4,,,..,, forman una base de Col(A). Asi, sila matriz 4,,..,, se

reduce por filas a la matriz B,,;«,, {bjy B bj-p] ,1 = j1,j, = n son las columnas pivote de B, entonces las

correspondientes columnas de A, esto es, {a’h sy

t‘f]-n} forman una base de Col(A).

Nota: Como las operaciones fila no cambian las relaciones de dependencia entre columnas, las
correspondientes columnas de A son linealmente independientes y forman una base de Col(A). Hay que
tener cuidado de utilizar las columnas pivote de A y no de B para la base de Col(A).

Box 11.4.2. Algoritmo de Expulsion
Paso 1. Construir la matriz ¢ = [uf uS - uf] cuyas columnas son los vectores dados u;.
Paso 2. Reducir por filas ¢ a una forma escalonada por filas '

Paso 3. Para cada columna ¢’ no pivote en la matriz escalonada C’, suprimir (expulsar) el vector
correspondiente u, del conjunto original S (o descartar la columna correspondiente ¢, en la matriz C)

Paso 4. Extraer los restantes vectores de C (los correspondientes a las columnas pivote de ). Estos
forman una base de U.

Nota: No use los vectores columna de (' para construir una base, sino los de C. Las operaciones fila
alteran el espacio de columnas (las columnas de la forma escalonada C’' no forman una base de U)
pero no las relaciones de dependencia entre las columnas de C.

Nota: El algoritmo también permite identificar una base del espacio columna Col(A) de una matriz A,,, 1,



11.4.1.2. Sistemas de ecuaciones lineales

Teorema. Sea 4,,,,, una matriz. El espacio columna de A viene dado por el conjunto de todos los vectores
b € K™ para los que el sistema 4 - X = b tiene alguna solucién Col(A) = {b| b= A - ¥, V¥ € K"}.

Teorema. Compatibilidad de un sistema lineal. El sistema 4,,,.,, - X = b es compatible si y solo si b esta
en el espacio de columnas de A, esto es si be Col(A).

Nota: Las tres afirmaciones siguientes son equivalentes: 1) b € K™ es combinacién lineal de las columnas
de A, (0 sea be Col(A)); 2) el sistema de ecuaciones lineales A - x = b tiene alguna solucion; 3) la
matriz de coeficientes A y la ampliada [A | b ] tienen el mismo rango.

Nota: Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 1) Todo b e K™ es combinacion lineal de las
columnas de A,,.,; 2) Las columnas de A generan todo K™ (Col(A) = K™); 3) Para cada b €K™ la
ecuacion A - ¥ = b tiene solucion (al menos una); 4) A tiene una posicion pivote en cada fila (A, no [A | 5]}.

Propiedades

 Las columnas de A4, ., son linealmente independientes (y por tanto forman una base de Col(A)) si
y solo si la ecuacion A - x = (0 tiene unicamente la solucidn trivial.

= Sea A una matriz invertible n x n. Entonces las columnas de A forman una base de K" ya que son
linealmente independientes y generan todo K™ (Col(A) = K™).

Nota: Si las columnas de A,,.,, son independientes forman una base de Col(A), pero no necesariamente
se cumple que Col(A) = K™.



11.4.2. Espacio nulo de una matriz

Definicion. Si A es una matriz m x n, se llama espacio nulo de A (o espacio solucion o nucleo) de A y se

denota Nul(A4) al conjunto solucion del sistema de ecuaciones homogéneo A - x = 0. O sea Nul(A) =
{£e Kt |a-2=1}.

Nota: Puede obtenerse Nul(A) resolviendo A-% =0 y escribiendo la solucion en forma parameétrica.
Para saber si un vector v € Nul(A) basta comprobarsi A -v = 0.

Teorema. El espacio nulo de una matriz 4,,.,, s un subespacio vectorial de K". La dimensién de
Nul(A) se llama nulidad de A.

Nota: El conjunto solucién del sistema inhomogéneo A x = b no es un subespacio vectorial .

Teorema. Sea una matriz A,,..,. Todo sistema generador no nulo del conjunto solucion de A - x = 0 (o
sea del espacio nulo de A) es linealmente independiente y por tanto forma una base de Nul(A).

Nota: El procedimiento estandar para escribir el conjunto solucién de 4 x = 0 en forma paramétrica
proporciona el sistema generador de Nul(A).

Teorema. Dimension del espacio de soluciones. Si 4,,,, €s una matriz de rango r, la dimension del

espacio de soluciones de A-¥ =0 es n—r siendo n el nimero de columnas o incégnitas. Esto es,
dim(NulA)=n—-r

Nota: El numero de variables libres determina la dimension de Nul(A).Si A-x = 0 tiene k # 0 variables
libres, entonces el conjunto generador de Nul(A) tiene k vectores linealmente independientes que forman

una base de Nul(A). Asi, cada variable libre en 4 - ¥ = 0 conduce a un vector de la base de Nul(A).



11.4.3. Teorema del Rango

Definicion de rango de una matriz (continuacion): El rango por filas (columnas) de una matriz A es igual
al numero maximo de filas (columnas) linealmente independientes o equivalentemente a la dimension del
espacio fila (columna) de 4, esto es, rang’ (A) = dim(Fil A) (rang®(A) = dim(Col A)).

Teorema: Si A es una matriz m xn su espacio de filas y su espacio de columnas tienen la misma
dimension. Asi, el rango de una matriz A es la dimensién del espacio columna de A o del espacio fila
rang(A) = dim(Col A) = dim(Fil A).

Nota: Como Fil(A) = Col(A") entonces dim(Fil A) = dim(Col A") (que a su vez es rang(A') = rang(A)).

Teorema del Rango de una Matriz. Sea la matriz 4,,,.,,. Se cumple n = rang(A) + dim(Nul 4).

Nota: El rango de una matriz 4,,,,, es igual a la dimension de sus espacios columna y/o fila, esto es al
numero de columnas pivote rang(A) = r. La dimensién de Nul(A) es el numero de variables libres del

sistema A4 - ¥ = 0 esto es el niumero de columnas de A, Que no son pivote dim[Nu!(’A}) =n-—r.
11.4.3.1. Teorema de la Matriz Invertible

Una matriz cuadrada A, es invertible si y solo si se verifica alguna (cualquiera) de las siguientes
condiciones (que son equivalentes):

10. Las columnas de A forman una base de K" (y las filas de A forman una base de K")
11. Col A = K" y dim(Col A) = n. Como Fil(A) € K" yn =dim(Col A) = dim(Fil A) = Fil(A) = K"
12. Nul A = {0} y dim(Nul 4) = 0

Nota: Se ha obviado agregar al Teorema de la Matriz Invertible algunas proposiciones sobre el espacio de
filas de A porque Fil (A) = Col(AY).



Comparacion del espacio columna y espacio nulo de una matriz

Nul A es un subespacio de K" Col A es un subespacio de K™

Nul A esta definido implicitamente Col A esta definido explicitamente

Reducir A por filas permite hallar vectores en Nul A
columnas de A)

Es facil encontrar vectores en ColA (p.ej.

las

Unvectorv e NulA < A- =10 Un vector v € Col A < A-¥ = v es compatible

Basta hallar A - v para sabersi v € Nul A Hay que reducir [A | v]| para saber siv € Col A

e

NulA={0}o A-x= 0 tiene solo la solucién trivial | Col A = K™ « A- ¥ = b tiene solucién Vb € K™

*u?

Plane spanned by
eu? the columns of A




II.5. Suma de subespacios vectoriales

11.5.1. Definicion

Definicion. Sean U, y U, dos subespacios de un espacio vectorial V. Se llama suma de los subespacios
Uy y U,, y se escribe U; + U,, al conjunto definido mediante:

U'.'l + Uz = {—ﬁl 4 H.z | Ell)l = Ul,ﬁz e Uz}
Dicho conjunto es un subespacio y es el menor de todos los subespacios de V que contienena U, y U,.

Nota: La suma de subespacios vectoriales puede extenderse a p subespacios. U, + U, + -+ U, =

{ﬂ.l +et Uy | € UL =1, p} asi como la definicién de suma directa que se vera a continuacion.

Teorema. Se dice que dos subespacios U; y U, de IV son subespacios independientes, o bien, que la
suma U, + U, es una suma directa de subespacios, y se denota por U, P U,, si cualquier vector del
subespacio suma puede expresarse de una unica forma como suma de vectores de U, y U,.

La suma sera directa si y solo si se verifica alguna de las dos condiciones siguientes que son equivalentes:
Uty =1 +Uy; DU =Uq,Uy=U>p (U, U4 €Uty iU'5 €U,)

i+ =0 2%, = #,=0

Nota: La suma de los subespacios vectoriales U,, ..., U, de V es directa (U, @ ... U,) si y solo si:

Uy ++Upy=U++ty, 22U =u; (Upu;€EUi=1,..,p)

iy ++i,=0=>%=0 (I €U,i=1,..,p)

Nota: Si la suma de varios subespacios es directa, también lo es la suma de algunos (cualesquiera) de
ellosU; @ ..Q U, =2U;, ® .0 U, 1=iy, ip < p.



Teorema. Los subespacios U; y U, son independientes si y solo si su interseccion es nula, esto es:
Nota: El teorema anterior solo es valido para la suma directa de p = 2 subespacios, pero no para p > 2.

Nota: U;N U, = 0 equivale a escribir U;N U, = {U} Recordar que la intersecciéon de cualquier numero de
subespacios de un espacio vectorial IV es un subespacio de V.

Nota: Si la suma de varios subespacios Uy, ..., U, es directa, la interseccion de cada dos de ellos es nula
UiNU; = 0,i # j, pero el reciproco es falso en general (excepto para p = 2).

Propiedades: Sea IV un espacio vectorial y § = {i}ip u'ﬁ} un sistema finito de vectores no nulos.

1. El subespacio que genera § = {1, ... a':p} es igual a la suma de los p subespacios que engendran
los p vectores del sistema:

Lin(tdy, ... Uy) = Lin(uy) + -+ Lin(1y)

2. El sistema S = {u‘h u'p} de vectores es linealmente independiente si y solo si los subespacios
que engendran sus p vectores tienen suma directa:

S = {1y, .1, } linealmente independiente < Lin(iy, ...1,) = Lin(iy) @ ... ® Lin(i,)

Nota: Lo anterior implica que siempre se puede obtener un sistema generador S del subespacio suma U; +
-+ U, uniendo los sistemas generadores de los correspondientes subespacios § = §,U ... U S,.



11.5.2. Formula de Grassmann

Subespacios suplementarios. En un espacio vectorial VV dos subespacios U, y U, se dicen subespacios
suplementarios si cualquier vector 1 € V se puede expresar de una sola manera como suma u = i, + i
conu, € U, y u, € U,. Se verifica:

U, y U, son suplementarios @ U, U, =V U +U,=VyUNU, =0

Nota: O sea, el espacio vectorial VV es la suma directa de dos subespacios U; y U; siysolosi: 1) U; + U, =
V:2) UyNU; = {0}

Teorema. Sean U, y U, dos subespacios de un espacio vectorial VV de dimensién finita. En ese caso U; +
U/, tiene dimension finita y se verifica la formula de las dimensiones o de Grassmann:

dim(U, + Uy) = dim(U;) + dim(U,) — dim(U; N U;)
Propiedades:
1.- U; y U, subespacios suplementarios < dim(V) = dim(U;) + dim(U,).
2.- Sea B,(B,) una base de U, (U,): U, y U, subespacios suplementarios < B = B,U B, es base de /.

3.- Todo subespacio vectorial de V tiene algun subespacio suplementario (no necesariamente unico).

Nota: 1) Se cumple para r subespacios vectoriales; 2) implica que si B = {b,b,, ... b, ..., b, } s una base

& iy

de V, By = {by,bs, ...b,} es base de U,, o sea U, = Lin(B;) Y By = {bs11,bs12, ..b,} €5 base de U,, o sea
U, = Lin(B;), entonces U, y U, son subespacios suplementarios.





