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& Tema 10. Representacion en frecuencia.

Introduccion
Bode
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Nichols
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Objetivos

= Conocer distintas formas de representacion de la
informacién frecuencial

= Analizar el comportamiento de los sistemas a través
de su representacion de respuesta frecuencial.
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Introduccion

= Supongamos un sistema LTI
s C(s) =G(s)R(s) = c(t) = g(t) xr(t)
= Supongamos una entrada sinusoidal:
w 7(t) = AeJ@ot
= Calculando la salida en el t:
- C(Q =g(t) =7r(t) = fjooor(t —1)g(t)dT =

=j Ael(@ot=D) g () d7 = Aejwotj g(r)eI®otdr

= () =7(t) - G(S)|s=jw, =T (t) - GUwo)
= La exponencial (sinusoidales) es una autofuncion en
sistemas LTI
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s G(jwy) = |G(jwy)|e/@9(E0wo)) = Meia
m Sic()=7() G(S)|s=jw, =T(t) G(jwy) cuando
r(t) = Ae/®ot = A(cos(wyt) + jsin(wyt)), entonces
= [c(®)] = [rOIIG(wo)l
. arg(c(t)) = arg(r(t)) + arg(G(jwy))
= Por tanto:
s c(t) = A |G(jwy)|e/ @ot+ara(G(jwo))
= c(t) =A-|G(wy)l-
. [cos((uot +arg(G(jwy))) + jsin(wot + arg(G(i(uO)))]
= Por tanto coseno y seno sufren modificacion en
amplitud y fase.
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X(s) SISTEMA LINEAL Y(©)

INVARIANTE
G(s)
Si
AeJ@ot G(jwy)Ael Vot
A(coswyt + jsinwgyt) G(wo)A(coswyt + jsinwgt) =
MA(cosa + jsina)(coswyt + jsinwgyt)
Entonces?
jwot —jwgot
Acoswyt = ¢ -;e G(jwg)Acoswyt???
Asinwgt G(jwg)Asinwyt???
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n Si
G(jwy) = Mel%, x(t) = Acoswyt = y(t)? = Me’*Acos(wyt)
= OJO:

Si entrada es x(t) = Ae/®ot

= Coincide > y() = G(jw,) = 2

XS ls=jw,
= Pero si entrada es x(t) = Acos(wyt) 0 cualquier otra
= YA NO:
L Y® Y(s)
G
wo * U@ =5 s=jawq

Representacion en frecuencia 8




. Introduccion.

X(s) SISTEMA LINEAL Y(s)

INVARIANTE
G(s)

x(t) = Xsen wit y(t) =Ysen (wt + @)

Y(s) G(jw)= Y(j.w)
X (s) X (jw)

Entrada x(f) = X sen w! G(s)=

Y(jw)

' G(jw)|=
i W W G(jo) X o)
Salida y(r) = ¥ sen (w! + &) )
. ?Y(Jw)
G =

G(jo) =|G(jm)e”

Representacion en frecuencia

= Ante entrada sinusoidal, FT (mddulo y fase) en s=jw

k(s—z1)(s—23)...(5—2zp)

" M) = oot
x1(?) = X, sin ot X,(1) = X, sin(owf + o)
M= |2V ‘P(fm) _|KGo —z)(o —2z) - -
X, (o) ~ QG| = [ Go — piGo —p) -

o= /PU®) _ O(jo)
:/K+/j®—21 +ﬁ0)—22 _|_..._/J'(D—P1 —ﬁ'@—Pz — ...
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= Observar efecto en M 1¢Q
(mddulo) y o (fase) para Py gz mm == 0,
jw, cualquiera (desde joo,—p, NG » plane
w, = 0 hasta «) de:
= Polo real
= Polo complejo en 3er

Juy

cuadrante

= Polo complejo en 20
cuadrante (pico en w,)

= Ceros: 3erQ
= Al contrario
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m G(s) = —=—; G(w) = —

s+a
= a es frec. de codo

jw

a=wy e

lane
‘¥ (b)
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wn? wn?

] G(S) =

s2+28wps+wn?  (5—p1)(5—p1*)

= En s=jw y derivando respecto de w

7 - Ve 1
= Maximo de modulo: M,, = ———

28\/1-¢2
= En pulsacién de resonancia w,,, = w,4/1 — 2&2
= Se puede demostrar que hay pico si ¢ < v0.5 = 0.707
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. z
i)l-*rwnﬁuwﬂ L=g%
|

H Jeim = o, d1 - 2F
) ! ;
Juy TPy T Jy
R ; -

Jay—ps - /
.

i
- Z . -
pz-—!’waf_rw" 1—{" %=~
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= El diagrama de Bode se representa mediante dos
graficas:
= Grafica del logaritmo de la magnitud en funcion de o.
= Grdfica del angulo de fase en grados en funcidn de .

La representacion de una magnitud logaritmica
expresada en decibelios es:
G(jo), =20log|G(jw)

Ventajas de utilizar el diagrama de Bode:

= La multiplicacién de magnitudes se convierte en suma.
= Representacion mediante aproximaciones asintoticas.

2. Diagramas logaritmicos. Diagramas de Bode.

= Mediante el uso de escala logaritmica permite ampliar el rango de bajas

frecuencias.

Representacion en frecuencia
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= De forma genérica:

Glj@)H (jo) = 2D

B,(jw)B,(jw)

|G(jw)H (jow)| = 201og|A, (j@)|+ 20 log|A, (jw)| - 20log|B, ( j®)|- 20 log|B, (jw)|

/) G(jo)H (jw) = LA (jo)+ LA, (jo) - £B,(j©) - £B,(jw)

2. Diagramas logaritmicos. Diagramas de Bode.

= Unidades logaritmicas para expresar las bandas de frecuencia
e w w 4
(pulsacion): log, T (octavas), logi, T (décadas)
= Octava: = Década:
| | | | | | | |
10 20 40 80 f 10 100 1000 10000  f

Representacion en frecuencia
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2. Diagramas de Bode. Factores bésicos de G(jow) H(jo)

= La ganancia K.

=  Mobdulo

20 log(K) — Cte = Fase

20 log(10K) = 20log(K) + 20 =0
20log (10" K) = 20log(K) + 20n ¢ =180°

20log(K) =-20 log(%)

sT(s+z)(s+2z2)...(s + z,,)
D5+ P+ py)s + py)

rmwmmN{HsIHs}@+sj
A(S) : KOZIZZ'"ZM Zl Zl ZM

aﬁ%fh;@+SIHS}{HSJ
K i pl p2 pN (Tomado de Tec. Eca.)
:neld

A(s) =K

17

2. Diagramas de Bode. Factores basicos de G(jw) H(jo)

= Factores integrales y derivativos (jo)*! .

= Moddulo = Fase

20log ]L =-20log w.dB @ =190°
20log|j@| = 20log w.dB

201og Gay ‘ =—20nlog|j®| = —20nlog w.dB

20log|(j@)"| = 20nlog w.dB
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2. Diagramas de Bode. Factores bésicos de G(jow) H(jo)

= Factores integrales y derivativos (jo)*! .

dB L dB
40 40

Pendiente = —20 dB/década 20

I Pendiente = 20 dB/década

1
0.1 1 10 100 w 0.1 1 10 100 @

& t— b
o° 180° [~
O r—e. 90°
~180° 1 L I 0° 1 I |
0.1 1 10 100 w 0.1 1 10 100 @
Diagrama de Bode de Diagrama de Bode de
Gljw) = 1/jw Gljw) = jar
(a) (b)
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2. Diagramas de Bode. Factores basicos de G(jw) H(jo)

= Factores de primer orden (1+joT)*L.
= Médulo de (1+joT):
<< 1/T = -20logV1+ @’T* = -20log1 = 0dB

= — 2 2:— = —
L |- otgisoT?apl @ =T > 20log V1+ @’T> = —20log /2 = —3dB

20log

1+ joT @>>1/T — —20log 1+ @’T? = -20log T .dB

recta _ pendiente : —20dB | decada

= Fasede (1+joT)1:

®0<0.l0, — ¢ =—tag ' (0)=0°
@=—tag"'oT{w, =1/T = ¢ =—tag "' (1) = -45°
0>10w, —» ¢ =-90°

Representacion en frecuencia 20
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2. Diagramas de Bode. Factores bésicos de G(jow) H(jo)

= Factores de primer orden (1+jol)1:

10

" Asintota Frecuencia esquina

dB | | / — f:\sinlnla

Curva exacta

-10

-90°

|
R

=

! I

1 1 1

20T 10T 5T 2T T
w

Curva de magnitud logaritmica, junto con las asintotas
y la curva de angulo de fase de 1/(1 + jwT).
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2. Diagramas de Bode. Factores bésicos de G(jow) H(jo)

Moddulo de (1+joT)*1:
' (1+jaT) @<< 1/T — 201og 1 + @*T* = 201og 1 = 0dB

w=w, =1/T = 20log V1+ @*T* = 20log +/2 = 3dB

®>>1/T — 20log V1+ @’T* =201log wT.dB
recta _ pendiente :+20dB / decada

201og[l + joT|=20log V1+ &’T*dB

dB
40 [~
Curva exacta
3 +1. L s g
= Fase de (1+joT)*: ! ! o
0 - i
20 |-  Asintota E i
®< 0110 = ¢ =rag ' (0)=0° i . i :
-1 -1 001 0.1 1 10 @
p=tag  WT{w=w =1/T = ¢ =tag (1) =45° T T T T
w>10w; = ¢=90°
b
90°
45° —4‘—7/
o E !
001 0.1 L L
, i T T T T
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2. Diagramas de Bode. Factores basicos de G(jw) H(jo)

Factores cuadraticos [1+2&( jo/o,)+ (jo/®,)?]*.

Médulo :
1 oY oY
20 log ~| = —20 log (1——2] +[2§ j
) .o @ n f
1+28) j—|+| j—
wn a)n
w<< 0w, = —20log(1) = 0dB
= {0>> 0, > —40 log[ @ j — recta _ pte.:—40dB / década
0=0,=0n,—> -20log(2-&)=-6-20log( £)dB
= Fase
2w @ 0<0,/10 - ¢=—tag ' (0)=0°
@=—tan™! ©n > |2 ie=0, > ¢=—-iag ‘1(%):—1@‘1(00):—90“
[
1- —_180°
w,,] w>100w, - ¢ =-180
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2. Diagramas de Bode. Factores bésicos de G(jow) H(jo)

= Factores cuadraticos [1+2&( jo/o,)+ (jo/®,)?] .

20

Asintotas

-180°

I I | -
0.1 02 04 06081 2 4 6 810

@

Wy
Representacion en frecuencia 24
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Ej:
Obtener diagramas de Bode de:

_ 256(s+1)
. GH(S)_(S+4)(SZ+85+64)
256(1+j
" GH(S)lsmjo = —— 20—
4'64(1+]wz)(1—8—2+]§)

Representacion en frecuencia
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2.1 Diagramas de Bode con Matlab

[mag, fase, w]=bode(num,den,w)

= mag > Matriz con los valores para representar la magnitud.

= fase = Matriz con los valores para representar la fase.

= W > Matriz con los valores de la frecuencia. (Opcional).

= num > Numerador de la funcidon de transferencia.
= den > Denominador de la funcidon de transferencia.

w=logspace(a,b,n)

Genera logaritmicamente una matriz de m puntos espaciados de forma

equitativa entre 102 y 10b,

Representacion en frecuencia
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2.1 Diagramas de Bode con Matlab. Ejemplol

= Representar los diagramas logaritmicos de magnitud y de
fase (diagramas de Bode) de un sistema que tiene la
siguiente funcion de trasferencia en lazo abierto:

. . 4(1+05jw
Gj@)H (jo) = (1+05/@) —
jo(1+2j@)1+0.05 jo~ 25
S——— Ejemplo 1: RESPUESTA EN FRECUENCIA ——-—

nG=4*[0.5 11;

dG=conv(conv ([l 0],[2 1]),[0.015625 0.05 11);
bode (nG, dG)

title('Diagrama de Bode')

ylabel ('Fase(grados) Amplitud(dB) ')

xlabel ('Frecuencia (rad/seg) ")

Representacion en frecuencia 27
.
60 T T I = T
L i H H H System: sys
———r H Frequency (rad/sec): 0.0997
w0 e Wagrituds (a8} 315
2 S | rreems o .
Frequency (rad/sec). 2.01 kS
= Magnitude (dB). -2.75 cy (rad/sec): 8.02
& | e catins St St Sl il e e ik i e iy iy plaie: Ea s v el v o i ‘«-.\‘_ﬁ__ i T Maghitude (dB): 101 il Flaic: ki deak S i oo G
R \\
2, ; R :
50 ; ! \;\ ;
Sy
50 i "\\
-100 ‘
e ey =
; : et g
: Fraquincy (adssck 0.
i Phase (deg): -98.8 H ¥
i ; m s : :
E) : H [ : i : H i i System: sy3
g i i i i i i i i P\ i Frequency (rad/sec): 8.01
= 180 : : i ettt ot o -t i . + ===\ Phase [deg)--191
£ H I H H it i H .
225 i - L i b i i i i i i \
i ; ; P Piid : i REEEINY
210 H IO S W ] i i TS 000 00 UL PO H R SO OO0 OO0 O | IO PO P ress e coree o e e S |
10% 10" 10° 10 10°
Frequency (adisec)
= Margen de ganancia y de fase.
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= MG: factor con el que mod
la ganancia para producir

inestabilidad en w, (puls. de MG)

We

dB
o
.g

Gain
margin
£ L (+)
-t

-90° i
—135° H\R‘
-180° : o>
Phase margin
—=225°fF angle, ¥
)

—270°F
= Sistema estable

ificar -

Estabilidad relativa sobre Bode

MF: y = 180° + £G(jwy )H(jwg)
wg (puls. de Margen de Fase)

@ Gain
Lma ma(rgl;, Lma
Yo
() wa
[ !
5 { i
| |
| |
=
| |
—-135°F | |
18 | I
- j° 1
0 | Phase margin
~9950| | angle, y
225 l P
-270°
= Sistema inestable
Representacion en frecuencia 29

3. Diagramas polares. Nyquist.

= El diagrama polar es el lugar geométrico de los vectores
. _ . (p
G(jw)=|G(jo)e’

cuando w varia de cero a infinito.

Im

~— Re[G(jw)] —=

ws

w= 0%

Gjw) —

” ‘{G (jw) T

Re

Im [G(jw)]

|

Diagrama polar.

Representacion en frecuencia 30
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3. Diagramas polares. Nyquist.

= Factores integrales o derivativos (joT)*!.

= G(jw) =jiaJ = 7;% = %["/2 Es el eje imaginario negativo

» G(jw) =jw Es el eje imaginario positivo

Representacion en frecuencia 31
3. Diagramas polares. Nyquist.
= G(jw) = ]iw = —j% = %4 —7/,. Eje imaginario negativo
recorrido desde |G(j0)| = —» a |G(jo)| = —0 cuando
w=0:0
» ((jw) = jw. Eje imaginario positivo.
il
%-'/ ,-/// s plane
/ / i
. / 7
' / - o.‘_
Representacion en rrecuencia 32
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3. Diagramas polares. Nyquist.

= Factores de primer orden (1+joT)*.

G(jo) =

1

G(jO)=12£0°
G(joo) =04 —90°

1
I+ jwT B V1+w?T?

Representacion en frecuencia

Z—tan ' wT

Im ©
f
[
/Q=Q
0 R=e

33

3. Diagramas polares. Nyquist.

= Factores cuadraticos [1+2&( jo/0,)+ ( jo/®,)?] 1.

1

G(jw)=

w

Wy

1+2§(j

para

>0

)

G(j0)=1£0°
G(joo)=0Z—180°

329x401

({: Pequeiio)

Representacion en frecuencia
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= Factores cuadraticos [1+2&( jo/0,)+ (jo/®,)?] .

G(jw) =1 + 2@(;;‘“—) + (;wﬂ

)2 Ifim G(jw) =1 /0°
a0

( wz) 2;&) lim G(]CU) = o /180°
o) T

=[1-=
; @,
Im “
oo \m
\/wzo
0 1 Re
35
3. Diagramas polares. Nyquist.
= Formas generales de los diagramas polares:
Gliw)= K+ joT,)1+ jaT,)... _ b,(jo)" +b,(jo)"" +..
(jo)* A+ joT)(1+ joT,).. a,(jo)"+a,(jo)"" +..
n>m Im{
Sistemna tipo 2 P
Comienzo: N w=0
L AT
= |0 Re

Para A=0 o sistema de tipo 0.

Para A=1 o sistema de tipo 1.

Sistema tipo 0

Diagramas polares de sistemas de tipo 0,

Para A=2 o sistema de tipo 2. tipo 1y tipo 2.

Representacion en frecuencia 36
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. bGo)™ + .1
GG0) = gy

Representacion en frecuencia 37
3. Diagramas polares. Nyquist.
= Diagramas polares de funciones de transferencia simples:
Im Im
W= w=%
1
0 Re ] Re
.1— ¢ 1+ jwl ‘r
=l 1]
Im Im )
Jjw —= l 1+ jwT —— i
w=0 w=0
0 Re ) 1 Re
Im A .
1 _Jol
Gw)? w=w® 1+jol w=o
0~ @ 0 Re 0 1 Re
w=0
Representacion en frecuencia 38
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3. Diagramas polares. Nyquist.

= Diagramas polares de funciones de transferencia simples:

1

1 4w 1 (L+joTy) (1 +jaTy) ( +jols)
Ca” Im w=®
0 w=0 Re 1
0 =
1+ jwT w=07 JRe
1+ jwal
@a=n
wy? 1 +jwT
Jal(j@) + 2o jw) + w,?) Jo(l +jwly) (1 + jwTy)

Representacion en frecuencia 39

3.1 Diagramas de Nyquist con Matlab

nyquist(num,den)

= num-> Numerador de la funcion de transferencia.
=  Den > Denominador de la funcion de transferencia.

Representacion en frecuencia 40
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3.1 Diagramas de Nyquist con Matlab. Ejemplo2

= Representa el diagrama polar del sistema cuya
funcion de transferencia es el siguiente:

G(jw)= , , ,
1+ jo)1+2jw)1+3jw)

%$——— Ejemplo 2: RESPUESTA EN FRECUENCIA —--—-
nG=1;

dG=conv(conv ([l 1],([2 11),[3 11);
Nyquist (nG, dG)

title('Diagrama de Nyquist')

yvlabel ('Eje imaginario')

xlabel ('Eje real')

Representacion en frecuencia
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3.1 Diagramas de Nyquist con Matlab. Ejemplo2

= Resultado

imagnary

Feal Axis

Representacion en frecuencia
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Estabilidad relativa sobre Nyquist

= Se observa el diagrama de Nyquist de G(jw)H(jw) Y
su distancia del punto (-1,0).

R

estable marginalmente mestable
estable

Representacion en frecuencia 43

s MG: |[G(w)H(jw)| - a = MF: si desplazamos fase
=inestable Y en w, =inestable

= Sistema estable = Sistema inestable

Representacion en frecuencia 44
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4. Diagramas de magnitud logaritmica respecto de la fase.
Diagramas de Nichols.

= Las dos graficas de Bode se combinan en una Unica grafica.
En el eje imaginario se representa la amplitud y en el real
la fase para cada valor de frecuencia.

Diagrama de Nichols

o=0
100
= Aumentar o disminuir la 1
ganancia = = 7 %
desplazamiento vertical s
hacia arriba o hacia abajo. T
g 50
-100
-150
-200
-280 -260 -240 =220 =200 =180 -160 -140
Fase de G(jW)
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5.Respuesta en frecuencia en lazo cerrado de sistemas con
realimentacion unitaria

= Carta de Nichols. N . \L_Jﬁ
= Lugares geométricos M = | S\ [
(Magnitud constante) y | ~ \ /Z\ )Xr—

N (fase constante) L2253 _/><§ I/ \,<
= Sobre la carta se g 2 PR NI 7 \_M{f\)\‘

o 8 g
representa la FTen 5 {7y st
lazo abierto G(jw) o RO Y% 4\
N =N\
-240° -210° —180° -150° -120° -90° -60°  -30° 0°
/GH
Cartas de Nichols.
Representacion en frecuencia 46
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5. Respuesta en frecuencia en lazo cerrado de sistemas
con realimentacion unitaria. Ejemplo

1
jo(jo+1)0.5jo+1)

G(jw)=

Glen dB

Representacion en frecuencia
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5.1 Diagramas de Nichols con Matlab

[mag,fase,w]=nichols(num,den,w)

= num -> Numerador de la funcién de transferencia en lazo abierto.
= Den - Denominador de la funcién de transferencia en lazo abierto.
= W > Matriz con los valores de frecuencia. (Opcional)

= mag ~> Matriz para representar la magnitud en lazo cerrado.

= fase > Matriz para representar la fase en lazo cerrado.

Los parametros: fmag,fase w], nos calculan la magnitud y la fase para una

representacion en lazo cerrado con realimentacion unitaria.
Ngrid('new’)

Representa los circulos de magnitud y fase constantes: M y N.

Representacion en frecuencia
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5.1 Diagramas de Nichols con Matlab. Ejemplo

= Representa el diagrama Nichols del sistema cuya funcién
de transferencia e L. A. es el siguiente:

1
G(s)= S >
02s " +1.2s" +s
$——— Ejemplo 5: RESPUESTA EN FRECUENCIA ——-

nG=1;

dG=[0.2 1.2 1 0];
w=logspace(-1,1,100);
Ngrid(‘new’)
Nichols (nG, dG, w)
title('Diagrama de Nichols"')
ylabel ('Amplitud de G(jw) ")
xlabel ('Fase de G(jw)")

Representacion en frecuencia 49

5.1 Diagramas de Nichols con Matlab. Ejemplo

= Resultado

‘OperrLoop Gain (c8)

Representacion en frecuencia 50
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Estabilidad relativa sobre Nichols

s MG: |G(jw.)H(jw.)| - a =inestable
= MF: si desplazamos fase y en wy =inestable

-360"

e

==
PR

<

Phase
margin
angle

(+)
(,

— 180"

Lm, dB

0°  Angle
)

T

]
Phase margin
frequency

51
= Sistema estable = Sistema inestable
40d8 [ T -‘.o:jar
I
§
2008 2008
o k<0
0d8 > odB
<0
k>0
-2008 Lo / ....... . 2008 b L
240" 210" -180° -150° -120° -90% -6OF -240F  -210f  -180' -150° -120* .90  -6O%
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Estabilidad relativa

= Estudia la lejania de un sistema a la situacion de
inestabilidad

= Margenes de ganancia o fase representan cuanto se
puede aumentar la ganancia o fase del sistema en
bucle abierto sin que el sistema en bucle cerrado se
haga inestable

Representacion en frecuencia 53

- 180 \’VT\ W,

Representacion en frecuencia 54
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Gy(jo)K(jw)

Representacion en frecuencia 55
= Estable 4008 [

2008

CaB
k>0

ma -t T (N

240" -210' -180* -150° .120° -90° -BO°
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