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Analisis temporal

7. Analisis temporal.

= Régimen transitorio y permanente
= Sefales normalizadas de entrada
= Respuesta a escaldon de sistemas de tiempo continuo

= Relacidn entre la respuesta temporal y la situacion de
los polos

= Sistemas equivalentes de orden reducido
= Errorenrp
= Coeficientes estaticos y dinamicos de error
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Objetivos

= Introducir el concepto de respuesta enrp y rt
= Desarrollar el calculo de la salida de sistemas
= Obtener los errores en rp

= Obtener la variacion del error en rp
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Introduccion

= Objetivos del analisis en el tiempo

= Analisis de estabilidad: ante entrada acotada, salida
acotada

= Analisis del régimen permanente: capacidad del
sistema de seguir a la entrada en régimen permanente
(error)

= Andlisis dindmico, caracterizacion de la respuesta
transitoria ante una entrada antes de llegar al régimen
permanente (rapidez, oscilaciones, etc.)
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c(t) = g(t) r(t)
c(t) = L7 G(S)R(S)]

R(s) C(s)
> G(s) : B

m C(s) =G(s)R(s) = {

E | i'—_“f{
w c(t) = cpe(t) + Crp(t)
. tlim e (1) =0

. tlir(r)lo c(t) =cpp(t)
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Senales normalizadas

3(t
= Impulso 1
« 7(t) = 8(t) = R(s) = 1 |
= Escalon "
cro=u@={) [S)=Rre=1 S
= Rampa | |
- 7(8) = tu(t) > R(s) = l/

= Parabola — 1
= 7(t) = t2u(t) = R(s) = i :

Andlisis temporal

Respuesta a un escaldn

R(s) C(s)
— G(s) -
r(t) c(t)

= Respuesta:
« C(s) = G()U(s) =22

wc(t)=L"1 (@) = fotg(r)dr

Andlisis temporal 8




O tb a partir de la expresion racional de G(s)

N(s)
m G(s) = =
( ) [1;(s+0y) Hq((s"'“q)z"'ﬁqz)
G(s) N(s) A B;
u C S) = = = —+ .
() § s[lj(s+oy) Hq((s+aq)2+ﬁq2) s 2i (s+07)
CqS+Dgq
+ Zq (s+0:q)2+ﬁ’q2
= Tablas:
s+ > 2
— Je—a?+b
(s +a)” + b2 %e"a'sin (bt+¢) ¢ :tan'1a_a
= c(t) = G(0) + X; Bie %t + ¥, Eje” %t sin(Byt + ¢4);t = 0
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_ 3s3-10s%+21s-30 _ 3s53-10s%+215-30
s3-5s52+11s—-15 (s—3)(s—1+2j)(s—1-2))

C(s) = G(s) _ 3s3-10s?421s-30 _ 3s3-10s2+215-30

. S)= s s(s=3)(s—142j)(s-1-2j)  s(s—3)[(s—1)2+22]
A B Cs+D

= () =5+ (5=3) ' (s2—25+5)

= Como son polos simples se puede calcular por el teorema
de los residuos o bien primero el residuo de los polos
reales y el del complejo restando azzo).
2 1 2
" () =+m Y oo
m c(t) =2+ e3 +etsin(2t) ;t =0
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oA
<

= Términos E e “a'sin(B,t + ¢,) (polos complejos en
((s + ay)?+B,%)), dependiendo de a, = 0
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Posicion de los polos

= Un sistema es estable si salida es acotada cuando la
entrada lo es. Ante escalon debe dar valor finito y fijo.

= POLOS EN SEMIPLANO NEGATIVO

= Tb se ve si es estable si la respuesta impulsiva es
absolutamente integrable

= ¢Respuesta impulsiva a partir de la respuesta a
escalon? (LTI)

= Ganancia estatica: régimen permanente (ante
escaldon) G(0)

s lim c(t) = limsC(s) = lim s &8 = G(0)
t—oo s—0 s—0 N
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Relacion de situacion de polos con respuesta
temporal

= Rapidez (en llegar a rp 0 en desaparecer rt):
depende de la distancia al eje imaginario.

- e_o-it’ e—aqt

—200t 200

e cont=1= e~

= e ?tcont =100= e 200
= Oscilaciones: depende de la parte imaginaria de los

polos complejos o, * jf,
= Eje”%tsin(B,t + ¢y)

Andlisis temporal 13

Polo dominante

La respuesta transitoria de los polos con parte real negativa
(semiplano izdo) se atentian mas rapidamente cuanto mayor
es su valor absoluto (cuanto mas alejados del eje).

-2t
-100¢
£ e

»
| >

t

= Polos dominantes: cercanos al eje jw

S
x

%
\’\Dominames
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Cancelacion de raices no dominantes
Para polos alejados del eje

= S
A s
A<<B
6 - A < B
s Para ceros-polos cercanos
:

H . |:>
/IV B A<<B ‘
6-4< B
= Se debe mantener la ganancia estatica
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_ 3(s+1) . .
= G(s) = (5+2)(s+1.5)(s+10) 6+ 1.5 <10;
A . K(s+1)
= G(s) = (5+2)(s+1.5)
= G(0) =G(0)
= K?
. 2(s+6) . ]
= G(s) = (5+2)(5+6.5)(s+1)’ (65-16):6 <625
P _ K
= G(s) = (s+2)(s+1)
= G(0) =G(0)
= K?
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Polos y ceros adicionales

Anadir un polo a un sistema retarda y reduce el pico
de la respuesta

El sistema se hace mas lento

Anadir un cero a un sistema adelanta y aumenta el
pico de la respuesta.

El sistema se hace mas rapido

En ambos casos el efecto se aprecia mas cuanto mas
cerca del eje jw se encuentre la raiz.

Andlisis temporal 17

Régimen permanente (sistemas realimentados)

= El error en rp nos indicara la precision del sistema

= En sistemas realimentados el error en la salida viene
definido por la senal de error a la entrada de G(s)

= El error del sistema dependera del tipo de entrada,
de la ganancia en lazo abierto (G(s)H(s)) y del tipo
de sistema.
R(s), EGs) [ C(s)

e G(s) =

B(s)

H(s) -
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= A partir de la forma candnica de un sistema
realimentado obtenemos su FT en lazo abierto y su
ganancia K en lazo abierto:

K(1+as+a;s2++am,ms™)

sT(1+b1s+byS2+-+b,s™)

= El exponente r define el tipo de sistema:

= G(s)H(s) =

= Tipo 0, r=0
= Tipo 1, r=1
= Tipo 2, r=2
= Tipo 3, r=3
= Aumentar el tipo aumenta exactitud pero genera
inestabilidad N
Andlisis temporal 19
R(s), E(s) Cls)

G(s)
smambErrores en rp 5
B(s)
= Calculamos la expresion del error H(s)

_ G(s)
= C(s) = 1+G(s)H(s)R(S)

x C(s) = E(s)G(s)
= Despejando E(s)
= Por el teorema del valor final:

o i SR
w e(t)ss = y_r}(l) SE(s) = _lgl_r,% 1+G(s)H(s)

Andlisis temporal 20
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Sistemas tipo 0

= Escaldn r(t) = Ryu(t),R(s) = Ry/s

1 Ry _ Ry
K0(1+als+a252+ +ams™ s 14K,
(1+b15+b3s2+---+bpsT)

[ e(t)ss = il_l;l’(l)S

- - 7 . o - O — ﬁ . — .
= Error de posicion: es finito, e, % R 100 e

= Sefal de realimentacién b(t)g, = r(t) — e(t) s
= Rampa r(t) = R tu(t),R(s) = R,/s?

t)ss = i - G=o
n 6’( )SS - SI_I’)I(I)S K0(1+als+a252+ +ams™) s2

(1+b15+b2s2+---+bpsT)
= Error de velocidad: es infinito, el sistema es incapaz de
seguir la senal de rampa y se perdera su control

Andlisis temporal 21

= Parabola r(t) = R,t?u(t),R(s) = 2R, /s>

1 2Ry _
Ko(1+ais+azs?++ams™) ¢3
(1+b15+b3s2+-+bps™)

= Error de aceleracidn: es infinito, el sistema es incapaz
de seguir la seial en parabola y se perdera su control

= El sistema tipo 0 solo es controlable por una sefal de
entrada escaldn, con un error finito inversamente
proporcional a la ganancia en lazo abierto K,

e | 1
b(t)

[ ] e(t)ss = gl_l’)%s 1

22
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Sistemas tipo 1

= Escaldn r(t) = Ryu(t),R(s) = Ry/s
T 1 Ry _
" e(t)ss - £l_l;1’(1)$ 1  Ki(1+agstays?+-+ams™) S 0
'S (1+bys+bysZ+--+bpsM)

= Error de posicion: es 0
= Rampa r(t) = Rytu(t),R(s) = R, /s?

. 1 Ry _ Ry
= e(t)ss = ll_r)%s 14 K1 +agstazs?+tams™) s2 Ky
s (1+b15+bysZ+---+bps™)

= Error de velocidad: es finito, e, % = %- 100 = Ki 100
1

1
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= Parabola r(t) = R,t?u(t),R(s) = 2R, /s>
s 1 2Ry
" e(t)ss - gl_l’)%s Ki(1+a1s+az52++ams™) ¢3
" s(1+b1S+bys2+-+bps™)

= Error de aceleracidn: es infinito, el sistema es incapaz
de seguir la sefal en parabola y se perdera su control
= El sistema tipo 1 es controlable por una entrada
escaldn con error 0 y con una entrada en rampa con
un error finito inversamente proporcional a la
ganancia en lazo abierto K,

r(t)
e b(®)

24
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Sistemas tipo 2

= Escaldn r(t) = Ryu(t),R(s) = Ry/s

1 Ry

" e(t)ss = £l_l;1’(1)$  Ka(1+agstaps?+-+ams™) s =0
" 52(14+b15+bysZ+-+bpsT)
= Error de posicion: es 0
= Rampa r(t) = Rytu(t),R(s) = R /s?
. 1 Ry _
" e(t)ss - £l_l;1’(1)$  Ko(1+ais+azs?+-+ams™) s2 0
" 52(14+b1S+bysZ+-+bpsT)
= Error de velocidad: es 0
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= Parabola r(t) = R,t?u(t),R(s) = 2R, /s>

1 2R, _ 2R,

2 m
=K2(1+a15+azs +-+ams™) g3 K,
52 (14+b1s+bys2+-+bysNh)

[ ] e(t)ss = gl_l’)%s

= Error de aceleracion: es finito, e, % = ;ﬁ- 100 = Ki 100
2

2
= El sistema tipo 2 es controlable por una entrada
escalon y rampa con error 0 y con una entrada en
parabola con un error finito inversamente proporcional
a la ganancia en lazo abierto K,

26
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Coeficientes estaticos de error
= Son parametros que dan la medida del
comportamiento del sistema realimentado en rp

= Estan relacionados con los errores de posicion,
velocidad y aceleracion
= C.E. de error de posicion K,: cociente entre b(t) y
e(t)ss:
= Ky = lim G(s)H(s)
s—0

= C.E. de error de velocidad K,: cociente entre el
régimen permanente de la variacion de b(t) y e(t).:

(db(t))
_\dt Jss _ Db(t)ss _
- Kv B e(t)ss B e(t)ss N £l_l;% SG(S)H(S)
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= C.E. de error de aceleracion K,: cociente entre el rp de
la derivada de la variacion de b(t) y e(t).:

(dzb(t)>
dt 2
_ ss — D2b(®)ss _ 1. 2
K e T ees  AMSTEOH()
Andlisis temporal 28
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b(t)ss = l,l_r)% sB(S) =

Ko(1+agis+azs?+--+ams™)

. G(s)H(s) . 1+b1S+bps2++bpsh
550 1+G(s)H(s) 550 14 Ko(1+ais+azs?+--+ams™)
" (1+b1s+bps2++bpsT)

R(s)

1
14 K0(1+a15+a252+“'+am5m) R(S)
T (1+b1$+b252+...+bnsn)

CE de error sistema tipo 0O:
= Entrada escaldn (R(s) = ®o/q):

e(t)ss = E_r)% S

K 1
= b(t)ss = ﬁRO; e(t)ss = ﬁRO
_ b(®)ss _
"t T e(t)ss -0
« Entrada rampa: K, =0
= Entrada parabola: K, = 0
Andlisis temporal 29

Db(t)ss = £i_r)ras -sB(S) =

K1(1+ags+azs?+-+ams™)

s (1+bys+bys2+--+bps™)
14 Kq(1+ais+azsZ+--+ams™)
f
s (1+b1s+bps2+--+bysN)

S COHG)
i s e OH®

R(s) = £i_r)rasz R(s)

. 1
e(t)SS = l,l_r)la S 14 Ki(1+ajs+azs?+-+ams™) R(S)

s (1+bys+bys2+--+bys™)

CE de error sistema tipo 1:
= Entrada escaldn: K, = oo

= Entrada rampa (R(s) = */,,):

Db(t)ss __ limg,o(...)

e(t)ss  limg,o(.)
K (14 ags 4 ays? + -+ aps™)
=lims =

550" s (14 bys + bys? + -+ bys™)
= Entrada parabola: K, = 0

lsz

= (num y den no se hacen 0 o oo simultaneamente)=

1

Andlisis temporal 30
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= D2b(t)ss = lims - s2B(S) =
S—
Ka(1+ajs+azs?+-+ams™)

. G(s)H(s) . 3 s%2(1+b1s+bys?+--+bpsnh)

lim s3 —~—=—R(s) = lim R

s—-0 s 1+G(s)H(s) (S) s—0 §  K1(1+ags+azs?++ams™) (S)
" s2(1+b1s+bys2+-+bpsh)

1
 Ka(1+ags+azs?+--+ams™) R (S)
" 52(1+bqs+bpsZ+-+bpsNh)

= CE de error sistema tipo 2:
= Entrada escalon: K, =
= Entrada rampa:K, = o«
= Entrada pardbola (R(s) = **2/,):

_ D?b(t)ss _ HOBC-)

n e(t)ss = }91_{185

u K = (num y den no se hacen 0 o oo simultineamente) =
e(t)ss ?_{%( )]
L K(1+ais +aps? + 0+ aps™)
= lim 52— > =K,
520  S%(14 bys + bys? + -+ bys™)
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Resumen

= Tabla resumen

Err. en escalon Err. En
parabola

Tipp0  Ro
1+K, +K0

Tipo 1 0 R_R e 0 Ky 0
K, K
Tipp2 0 0 2R, _ 2Ry 0 0 K,
Ka KZ

= Son coeficientes de mérito (cuanto mas altos, menor
error del sistema)

Analisis temporal 32
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Coeficientes dinamicos de error

= Nos permiten calcular cdmo varia la sefal de error
e(t) en rp, se denomina e(t),

. E(s) = mR(s) = W(s)R(s)

= Desarrollando Taylor para s=0 (t=00):

_ a4 1 2d?
- W(s)=W(0)+s dsW(s)L:O +2s2ZW(s)

+...+
n s=0
1ond”
s dsW(s) o

n! 0
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= Se definen los coeficientes como
» Cp =W(0) = lirr(% W(s)
S—

! . d
[ Cl =W (0) = }91_1;%;W(S)

. C, = WM(0) = H%%W(s)

= Reescribiendo W(s)
s W(s)=Cy+Cis+ %Czsz + -+ %Cns"

Andlisis temporal 34
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= Entonces E(s)
= E(s) = CoR(s) + C;sR(s) + %CZSZR(S) Foet %CnsnR(s)
= Haciendo la TIL
dTL

d 1, d? 1
m e(t)s = COT'(t) +C; ar(t) + zcz Er(t) + -+ ECn e T'(t)

= Obtenemos la variacion de la sefial de error en rp,
siendo su limite el error en rp e(t)...

Andlisis temporal 35
1 (1) 1 All s
Tabla de TL 2 u(r) % Rue(s} >0
3 —u(—1 1 Rels} < 0
=1 1 o
4 = l)!u(r) 5 Ree{s} >
n—1 1
5 A(rtté 1)!,,(—:) - Rels} <0
6 e-=tu(1) - ia Rels) > o
7 —e-aty(—1) 3 l - Ree{s} < —a
tnfl _a _]7 _
8 = 1)!5 tu(t) Grar Rels) > —a
fn—!. — _ 1 _
9 = 1)'.e tu(—1) G Refs} < —a
10 &r—T) e—sT para toda §
11 [cos wotlu(t) ?—i—m—% ®Refs} >0
12 [senaotu(r) El%g Refs} >0
13 [e=* cos ot Jult) (ﬁ‘%“ﬁﬂ Refst > —a
14 [e=*tsen ot u(t) ﬁ}m Rels} > —o
Andlisis temporal 36
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Propiedades (TL bilateral)

Propiedad Senal Transformada ROC
x(1) X(s) R
x1(1) Xi(s) R
x2(1) Xa(s) R
9.5.1 axy(t) + bxa(t) aXi(s) + bXa(s) AlmenosR; N R,
9.5.2 x(t — to) e~sto X (s) R
9.5.3 esorx(t) X(s — s0) Versién desplazada de R [es decir, s
estd en la ROC si (s - s0) est4 en R]
9.5.4 x(at) ﬁ X(%) : ROC “escalada” [es decir, s esté en la
ROC si (s/a) est4 en la ROC de
X(s)]
9.5.5 x1(t) * x2(1) X1(8)X2(5) AlmenosR; N Ry
9.5.6 ditx(r) 5X(s) Al menos R
d
9.5.7 —1x(t) - X(s) R
9.5.8 J-‘ x(1)dz %X(s) Al menos R N {Re{s} > 0}

Andlisis temporal
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