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Introduccion

La teoria de grupos ha demostrado ser una herramienta muy util en el
estudio de sistemas fisicos o quimicos que tienen total o parcialmente algin
tipo de simetria: particulas elementales, dtomos, moléculas, cristales, etc. La
simplificacidn que introduce en los tratamientos matemdticos de estos
sistemas, la prediccién de algunas caracteristicas de las soluciones, la
justificacion de propiedades de los mismos, asi como la sistematizacion en la
notacion de sus estados energéticos han hecho que se hayan aplicado sus
procedimientos en muchos campos de la Fisica y la Quimica.

Resultaria imposible desarrollar en un solo texto la teovia de grupos y
todas sus aplicaciones. El propésito al confeccionar este Volumen 2 ha sido
gue ‘el alumno conozca los fundamentos de esta teoria matemdtica, los
conceptos bdsicos y formalismo empleados, asi como introducirle en algunas
de las aplicaciones mds relevantes para el quimico, Se ha puesto especial
interés en comentar y aclarar qlgynos.aspectos qgie, aungue rard vez se
tratan en los textos, la experiencia docente a lo largo de los aios demuestra
que plantean dificultades a los alumnos. Lo cual es particularmente impor-
tante en una metodologia de ensefanza a distancia.

Al abordar los temas del Volumen 2 se supone que se tienen conocimien-
tos previos de dlgebra lineal, dlgebra de operadores, cdlculo matricial,
espacios vectoriales y espacios funcionales. Ya ha tenido ocasion de aplicar
estos conocimientos en los temas precedentes del Volumen 1. A modo de
recordatorio en el Apéndice de este Volumen 2 se resumen definiciones y
propiedades matemdticas que se manejan a lo largo de los temas. No
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obstante, conviene advertir que no se ha puesto énfasis en las demostracio-
nes matemdticas de la teoria de grupos, sino mds bien en sus aplicaciones, y
que normalmente el alumno suele tener mayores dificultades de tipo concep-
tual que de manipulacion o cdlculo matemdtico. En la realizacion de
ejercicios puede comprobar que los procedimientos matemdticos empleados
son realmente «sencillos». Por ello, los Temas 12 y 13 en los que se
introducen los conceptos de la teorfa de la representacion, deben merecer
una atencion especial. Si no se entienden bien estos conceptos resultard
imposible abordar los temas siguientes.

Es fundamental en la enseflanza universitaria que el alumno se habitie a
manejar y contrastar textos con planteamientos, criterios o estructuras
diferentes, y que le permitan ampliar conocimientos en funcion de su interés.
Con este objetivo, al final de cada tema se indican distintos textos de apoyo.
Asimismo, se sugieren algunas lecturas recomendadas que pueden darle una
vision complementaria del tema.

Al escribir este Volumen 2 se ha pretendido facilitar el estudio de las
aplicaciones de la teoria de grupos a la quimica. No obstante, cualquier
observacion o comentario sobre posibles errores o dificultades encontrados
en su lectura serd bien recibida por el autor, y desde aqui expresa su
agradecimiento. '
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SIMETRIA Y TEORIA DE GRUPOS
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OBIJETIVOS

La simetria de un sistema se puede identificar haciendo uso de los
elementos y operaciones de simetria. En este tema se introducen ambos
conceptos y se describen los distintos tipos de elementos y operaciones,
asi como sus relaciones. Finalmente, se dan unas breves nociones de la
teoria de grupos, necesarias para la aplicacion de esta teoria matematica
a los grupos constituidos por operaciones de simetria.

Los objetivos que se persiguen con este tema son:
1. Distinguir claramente los conceptos de elemento y operaciéon de
simetria.

2. Familiarizarse con las transformaciones en el espacio ejercitando
la percepcion tridimensional del efecto de las distintas operacio-
nes de simetria y sus combinaciones o productos.

3. Asimilar los conceptos bésicos de la teoria de grupos: grupo,
subgrupo, generador, clase, homomorfismo e isomorfismo.

17







1. ELEMENTOS Y OPERACIONES DE SIMETRIA

La simetria esta presente en muchos objetos de nuestro mundo.
Generalmente, la consideracion de la simetria de un objeto ayuda a su
descripcion, e incluso su comportamiento y propiedades en ciertos casos
estan condicionados por su simetria. ;La consideracién de la simetria de
las especies quimicas puede facilitar también la descripcion de su compor-
tamiento y propiedades? En los temas que se desarrollan a continuacion
se¢ van a dar respuestas afirmativas a esta pregunta.

El concepto de simetria es bastante intuitivo, es facil percibir que un
circulo es més simétrico que un pentadgono y éste mas que un triangulo
isOsceles. Sin embargo, necesitamos criterios rigurosos que nos permitan
caracterizar la simetria de los distintos objetos sin ambigiiedades. Se
recurre para ello a los conceptos de operacidn y elemento de simetria.

Una operacion de simetria es un movimiento de un cuerpo de tal forma
que cada punto coincide con otro punto equivalente del cuerpo en su
posicion original. En el caso de moléculas una operacidon de simetria es un.
movimiento de los nicleos (sin deformacion de la molécula) que transfor-
ma la molécula en una configuracion equivalente, esto es, indistinguible
de la original (incluso puede ser exactamente la misma).

Aunque a primera vista pudiera parecer que existe un gran niimero de
operaciones de simetria, todas ellas se pueden reducir en las moléculas (y
cuerpos finitos en general) a cinco tipos diferentes, seglin se indica en la
tabla 1. Estas operaciones dejan inalterado, al menos, un punto de la

19




molécula, su centro de masas, es decir, no se producen traslaciones y por
elto reciben el nombre de operaciones de simetria puntual.

TABLA 1

Elementos y operaciones de simetria puntual
(notacion de Schoenflies)

ELEMENTO DE SIMETRIA

OPERACION DE SIMETRIA

. Molécula u objeto completo

. Centro de simetria o centro
de inversion (un punto)

i
. Eje de rotacion propio (una
linea)

C

n
. Plano de simetria (un plano)
Op O Oy

. Eje de rotacién impropio o
de rotacion-reflexion (una li-

nea y un plano perpendicular)

. Identidad

I

. Inversion (de todos los nu-

cleos respecto del centro de si-
metria)
i

. Rotacion alrededor de dicho

eje
o4

. Reflexion en dicho plano

Ops O.vs Ud

. Rotaciones impropias alrede-

dor de dicho eje. Consisten en
una rotacién seguida de una

reflexién en un plano perpen-
dicular al eje de rotacion

Sy s

n

Los cristales estan formados por atomos, iones o moléculas ordena-
dos en una estructura determinada que se repite periodicamente en las
" tres dimensiones. Si se unen con lineas rectas paralelas puntos idénticos
de la estructura repetitiva, se construye una red. Esta red estara formada
por paralelepipedos idénticos que pueden generarse por traslaciones de
uno de ellos. Al paralelepipedo generatriz se le denomina celdilla unidad,
y estd definida por la longitud de tres ejes independientes, a, b, ¢ y los
angulos entre ellos o, 8 v y (Fig. 1). Las operaciones de simetria de los
cristales incluyen las de simetria puntual, traslaciones y operaciones
mixtas formadas por combinacion de las dos anteriores. Estos dos
altimos tipos de operaciones de simetria no dejan ningln punto fijo y
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hacen coincidir estructuras iguales a la celdilla unidad que se repiten
ilimitadamente. Por ello, las operaciones de simetria cristalograficas se
suelen denominar operaciones de simetria espacial (Tabla 2).

c

4

a

Figura 1 —Notacidn de los pardmeiros de la celdilla unidad.

TABLA 2

Elementos y operaciones de simetria espacial

ELEMENTO DE SIMETRIA

OPERACION DE SIMETRIA

. Elementos de simetria pun-
tual (¥)

. Eje de traslacion (una linea)
. Eje helicoidal o eje en espiral

(una linea)

. Plano de deslizamiento (un
plano)

. Operaciones de simetria pun-

tual (*)

. Traslacion. Desplazamiento

de la direccion del eje

. Rotacién helicoidal o en espi-

ral. Consiste en una rotaciéon
alrededor de un eje seguida
de una traslacion en la direc-
cion de dicho eje

. Reflexion con deslizamiento.

Es una reflexion en un pla-
no seguida por una traslacion
paralela a diche plano

*)

Existen algunas restricciones: En los cristales sélo son posibles los ¢jes de rotacién propia de
orden 1, 2, 3, 4 y 6. Lo mismo sucede con los ejes de rotacion impropia o de rotacién-inversion.
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Consideremos la molécula de agua, representada en la figura 2, donde
por conveniencia se han numerado los protones. Haciendo una.reflexion
de la molécula sobre un plano que contiene a la bisectriz del angulo
HOH y es perpendicular al plano que definen los tres niicleos, la configu-
racion inicial a) se transforma en la b). Como los protones son indistin-
guibles uno de otro, se ha efectuado una operacion de simetria. El plano
sobre el que se ha efectuado la reflexién es un ejemplo de elemento de
simetria.

/

H,

O
\ oy / \
e e———-
H, H, H,

a) configuracién inicial b) configuracion final

I
|
!
0]
|
|
|
|
|
|
|

Figura 2

Un elemento de simetria es una entidad geométrica (punto, linea o
plano ) respecto de la cual se efectiia una operacion de simetria. Un caso
especial es la operacion identidad, que consiste en no hacer nada, cuyo
elemento de simetria es la molécula u objeto completo.

En el ejemplo de la red bidimensional de la figura 3, es evidente que

las traslaciones a ¢, son operaciones de simetria. Los elementos
: 1 2

correspondientes son 1os ejes de traslacion en las respectivas direcciones.

Figura 3.— Red hidimensional. Las traslaciones a, y a, son operaciones de simetria. Se supane que los
puntos se extienden indefinidamente en ambas dimensiones.
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Una descripcidn detallada y con ejemplos de todas las posibles operaciones y
clementos de simetria excederia las limitaciones de espacio de este tema. Sin
embargo, es conveniente que ¢l alumno ejercite su visidn espacial identificando
elementos y operaciones de simetria de distintas estructuras. Por ello se recomienda
hacer uso en esta parte del video elaborado por la UNED, de la referencia 1.

Para designar los distintos tipos de operaciones y elementos de
simetria se utilizan dos sistemas de notacion, el de Schoenflies y el
denominado de Hermann-Mauguin (H-M) o Notacion Internacional. El
primero fue introducido por espectrocopistas y es utilizado por aquellos
que estan interesados en propiedades de simetria de moléculas aistadas,
es decir, los que manejan operaciones de simetria puntual. Sin embargo,
los especialistas que trabajan en estado solido hacen uso de operaciones
de simetria espacial y emplean frecuentemente la notacidon H-M, introdu-
cida por cristaldografos. A continuacion se van a describir brevemente
cada uno de los tipos de operaciones y. elementos de simetria empleando
ambas notaciones. La tabla 3 indica las equivalencias entre las notaciones
para distinfos elementos de simetria.
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TABLA 3

Equivalencia entre las notaciones de Scheenflies y de
Hermann-Mauguin para distintos elementos de simetria

NOTACION DE NOTACION DE
ELEMENTO SCHOENFLIES HERMANN-MAUGUIN
Plano de simetria o m
Eje de rotacion propio C, P
(€, G5, Cy) (1,2,3,4)
Eje de rotacion impropio A —
(eje de rotacion-reflexion) (83, 84 55)
Eje de rotacion impropio — p
(eje de rotacion-inversion) 6,4,3)
Centro de simetria o de inver- 7
sion i 1
Eje de rotacion propio com:
@) Un plano de simetria per- - p/m
pendicular (2/m,4/m, 6/m)
b) Un e¢je binario perpendicu- — p2
lar (42, 62)
¢) Planos de simetria paralelos — pm
(4m, 6m)
d) (@) + (¢) p/mm
Eje de rotacion helicoidal —_ n,
(313 435 62)
Plano con deslizamiento — g

(a,b,e,b+c,a+b+c)
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1.1. Identidad

Esta operaciéon consiste en dejar la molécula como estaba en la
configuracion original. Todas las moléculas tienen al menos esta opera-
cién de simetria. Aunque parezca trivial, se incluye esta operacion por
dos razones: una porque es la Unica operacidn de simetria de algunas
moléculas (por ejemplo: CHCIBrF) y otra porque vamos a hacer uso de
la teoria de grupos y necesitamos una operacidon similar a la multiplica-
¢ién por uno en el algebra ordinaria. En la notacion de Schoenflies se
utilizan las letras E e I para esta operacion. Aunque algunos autores usan
la E (inicial de «Einheit», unidad en aleman), nosotros utilizaremos la [
(inicial de «Identidad»).

1.2. Ejes de rotacién propia y rotaciones propias

Los ejes de rotacion propios se representan por C, en la notacion de
Schoenflies, @\Qde el subindice entero p es el orden del ¢je. Asi la bisectriz
del angulo HOH en la molécula de agua es un eje binario C, (Fig. 4.a) y
la molécula amoeniaco tiene un eje ternario C, (Fig. 4.h).

L.a operacion de simetria es una rotacion de 2zn/p radianes en torno al
eje v en sentido de las agujas de un relej. En la molécula de amoniaco
(Fig. 4.b), ademas de la rotacion de 2n/3 radianes (120°), C,, también son
operaciones de simetria las rotaciones de 240° y 360°, C3 y C3, respectiva-
mente, es decir, la aplicacion sucesiva de dos o tres veces la operacion C.

C, I c,

Figura 4
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Con la operacion C3 la molécula queda exactamente en la configuracion
inicial, C3 = I (en general C% = I).

La rotacion de 240° en el sentido de las agujas de un reloj, C3, es igual
a la rotacion de 120° en el sentido contrario, C3*. Evidentemente si se
realiza la operacién C, y después la C3* la molécula queda como estaba
al principio, esto es; C;C5 ! = I. Por ello, la operacién C3(=C3 ") se dice
que es inversa de la operacion C,.

En la notacién de Hermann-Mauguin (H-M) se usa el simbolo p del
orden para designar a los ejes de rotacion propios. Asi la molécula de agua
tiene un eje 2 y la de amoniaco un eje 3. Una rotacion de 360° en
torno a un eje {operacion C,) es equivalente a la operacidon identidad
(I = C)). Por ¢llo, en la notacion H-M la identidad se representa por el
simbolo 1.

1.3. Planos de simetria y reflexiones

Los planos de simetria se representan por ¢ en la notacion de
Schoenflies. Cuando el plano es perpendicular al eje principal (el de
mayor orden) de la molécula se representa por ¢, (h = horizontal);
también se utiliza este simbolo cuando el unico elemento de simetria de
la molécula es un plano, como sucede en la molécula de clorofluorme-
tano. Los planos que contienen al eje principal se representan por
o, (v=vertical). En algunos casos, hay dos tipos de planos verticales; unos

|
|

/ I \
I

Figura 5
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contienen ejes binarios perpendiculares al eje principal, o bien atraviesan
nicleos equivalentes, manteniendo fa notacién o,, y otros bisecan a dos
de dichos cjes, o bien a los enlaces entre dtomos equivalentes, y se
representan por ¢, (d = diagonal). Tanto los planos ¢, como ¢, contienen
al eje principal. La molécula plana de trifluoruro de boro (ver Fig. 7 del
Tema 11) tiene un plano g, (perpendicular al ¢je C) v tres planos o, (que
contienen al eje C;). La de benceno (Fig. 5} tiene tres planos o, tres
planos ¢, y un plano a,.

La reflexion en un plano de simetria efectuada dos veces consecutivas
deja la molécula en su configuracion inicial, es decir la reflexion es una
operacion inversa de si misma: o = I.

1.4. Centro de simetria e inversion

Mediante la operacion inversion de todos los atomos de una molécula
respecto del centro de simetria o de inversion (origen de coordenadas)
éstos cambian sus posiciones de (x, v, z) a (—x, —y, —z). Por ejemplo, la
molécula de 1,2-dibromo-1,2-dicloroetano en la conformacidon indicada
en la figura 6 tiene solamente como elemento de simetria un centro de
simetria.

Si una molécula tiene centro de simetria, éste esta sifuado invariable-
mente en el centro de masas de molécula. Para representar la operacion
inversion se utiliza el simbolo [ {notacidon de Schoenflies) o bien el
simbolo 1 (notacion H-M). También la operacion inversion realizada dos
veces consecutivas deja la molécula como estaba inicialmente, la opera-
¢idn inversion es inversa de si misma, i* = I,

Br

Br

Figura 6—Proyeccién de Newman segqin el enlace C—C de una conformacion de la molécula de
1,2-dibromo-1,2-dicloroetano.
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1.5, Ejes de rotacién impropios y rotaciones impropias.
Rotacion-reflexién y rotacion-inversion

El calificativo de impropio para esios e¢lementos de simetria y sus
correspondientes operaciones, hace referencia a que no se trata de una
simple rotacion, sino que en este tipo de operaciones interviene también
una reflexién en un plano (que no tiene por qué ser necesariamente un
plano de simetria).

Una molécula tiene un eje de rotaciéon impropio, S, si la rotacion de
2n/n radianes (siendo n entero) alrededor del eje, seguida de una reflexion
en un plano perpendicular al mismo, lleva la molécula a una posicion
indistinguible de la original. Evidentemente si una molécula tiene un eje
C, y un plano de simetria perpendicular a este eje, entonces el eje C, ¢s
también un eje S, La proposiciéon inversa no es cierta, es decir, puede
existit un eje S,, sin que necesariamente exista C, ni en el plano de
simetria o perpendicular a dicho eje. Por ejemplo, la molécula de azu-
fre, S, en forma de anillo quebrado (Fig. 7) tiene un gje Sg, pero no existe
un plano de simetria perpendicular a dicho eje, ni eje Cg, solamente un
gje Cy4.

Como cualquier otro elemento de simetria, un ¢je de rotacion impro-
pio, S,, genera un conjunto de operaciones de simetria, S, S2, Sh . 1,
que, en este caso, es diferente seglin que p sea par o impar. Cuando p es
par, S2 = I, con lo que el elemento de simetria §, genera p operaciones de
simetria diferentes, mientras que si p es inipar, resulta $5 = o y S37 = 1,
con lo que ahora se genera un conjunto de 2p operaciones de simetria.
Veamos, por ejemplo, las operaciones de simetria que genera un eje S3 y
un eje Sy

Eje §3: S5, S3=0C% Si=90, 8%4=C, S3=S51y S§=1
Eje S,: S, 82=0C,, S3=8,"'y St=1
Es importante darse cuenta de que:
Si=0 y S;=i
En la notacion H-M, los ejes de rotaciéon impropia se definen de
forma diferente. Se denominan ejes de rotacién-inversion en lugar de ejes

de rotacion-reflexion, ya que una rotaciéon impropia p en ¢l sistema H-M
es una rotacion de 2n/p radianes seguida de una inversion respecto de un
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Figura 7.—Molécula de azufre, Sg, en forma de anillo quebrado. Los dtomos de azufre «por encimar del piano
delpapel seindicanconelsigno + ylos queestdn apor debajor conelsigne —. Eleje Sy es perpendicular at plano
del papel en el punto de interseccion de los efes C,.
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punto del eje de rotacion. Puede comprobarse facilmente que entre
ambos tipos de operaciones, rotacion-reflexiéon y rotacion-inversion,
existen las equivalencias que se indican en la tabla 4.

TABLA 4

Equivalencia entre rotaciones impropias de rotacion-reflexion
y rotacion-inversion, segin las notaciones de Schoenflies
y de Hermann-Mauguin

NOTACION DE SCHOENFLIES NOTACION H-M

S;=¢ 2=m
S, =1 1
Sa 6
Sy 4
Se 3

En cualguier caso si p es impar §,, = p.

1.6. Ejes helicoidales y rotaciones helicoidales o en espiral

Una rotacién helicoidal, cuyo simbolo H-M es n, consiste en una
rotacién de 27/n radianes seguida de una traslacion de p/n unidades de la
celdilla unidad en la direccién del eje. Nuevamente, como en las rotacio-
nes impropias no se alcanza necesariamente un punto equivalente des-
pués de la traslacion o rotacién separadamente, ambos movimientos son
s6lo partes de la operacion total. Como este tipo de operacion incluye
una traslacién, las rotaciones helicoidales son operaciones de simetria
espacial. En la figura 8 se ilustran rotaciones helicoidales 2, y 4. Un gje
4, da lugar a una hélice «a derechas» y un eje 4, a una hélice a
«izquierdas». :
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a) Rotacion helicoidal 2, a lo largo de a

(%, . 2) (x + 1wz (x.y, 2} x+ 1wz

(x+1/2, ~p, —z2)

b) Rotaciones helicoidales 4, a lo largo de ¢

(x, v,2) (x, )z + 1) (x,y,z + 2} 4{x, v,z +3)

“t,Z+3/4)
A /A A
ST /1T /T /

(—yxz+23
2.

(—x, —yz+3/2)

Figura 8. —Efecto de las rotaciones helicoidales a) 2, a lo largo de a y b} 45 a o largo de c.

1.7. Planos con deslizamiento y reflexiones con deslizamiento

Estas operaciones de simetria espacial consisten en una reflexion en
un plano seguida de una traslacion a lo largo de una linea contenida en el
plano. Se indican en general con la letra g (inicial de «glide» en inglés). Si
la linea es paralela al eje a, la operacién se designa también por a, y
después de la reflexion tiene lugar una traslacion de a/2. Otro tanto
sucede con los ejes b y ¢. Ademas de estos deslizamientos axiales, también
son posibles deslizamientos diagonales, representados por la letra n, que
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implican traslaciones de {(a + b)/2, (b + ¢)/2, (c + a2 6 (a + b + ¢)/2; en
¢llos la direccion del deslizamiento es paralela a una diagonal de cara o
de la celdilla unidad. Por Gltimo, existen también deslizamientos tipo
diamante, simbole d, con las traslaciones (a + b)/4, (b + ¢)/4 6 (¢ + a)/4, e
incluso deslizamientos con traslaciones (a + b + ¢)/4.

1.8. Elementos de simetria de orden infinito

Hemos considerado elementos de simetria puntual que generan un
numero finito de operaciones. Sin embargo, es facil comprobar que en
una molécula lineal el eje internuclear genera un nimero infinito de
rotaciones propias. Un poligono regular de n lados tiene un eje C,, en el
Jimite, cuando n — co, obtenemos un circulo que tiene, por consiguiente,
un eje €. Fl eje internuclear de una molécula lineal es un eje €. Una
rotacion de un angulo cualquiera en torno a este eje deja la molécula en
una posicién indistinguible de la original. Asimismo, cualquier plano que
contenga al eje C,, es un plano de simetria. Una molécula lineal tiene,
por tanto, infinitos planos o,

En una molécula lineal centosimétrica como la de N, o HC=CH
existe ademas un eje de rotacion impropia de orden infinito, S,,. Cual-
quier rotacion en torno al eje internuclear seguida de una reflexion en un
plano que biseca el enlace central es una operacion de simetria. Este tipo
de moléculas tiene también un nimero infinito de ejes C, que atraviesan
el centro de simetria.

1.9. Relaciones entre elementos de simetria

Haciendo consideraciones geométricas elementales, es posible deducir
algunas relaciones entre los elementos de simetria de un objeto o una
molécula. Estas relaciones reducen la cantidad de informacion necesaria
para determinar su simetria. A continuacion, se enumeran algunas de
estas relaciones.

a) La interseccion de dos planos de simetria es un eje de simetria. Si
el 4ngulo diedro entre los planos es de 7/n radianes, el eje es de
orden n.
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b) Si un plano de simetria contiene un eje de orden n, habra n — 1
planos de simetria formando angulos diedros de n/n radianes.

¢}  Dos gjes binarios que formen un angulo de z/n radianes dan lugar
a la existencia de un ¢je perpendicular de orden n.

d) Un eje binario y un ¢je perpendicular de orden n dan lugar a
n-1 gjes binarios adicionales que forman angulos de =/ radianes.

e) Un eje de rotacion de orden par, un plano de simetria perpendi-
cular a €l y un centro de simetria son tres elementos dependientes.
Dos cualquiera de ellos implican la existencia del tercero.

1.16. Limitaciones en la simetria de los crisiales

La simetria de la celdilla unidad de un cristal puede caracierizarse
haciendo uvso de los elementos de simetria puntual, Sin embargo, la
regularidad de la estructura cristalina exige que los clementos de simetria
de Ia celdilla unidad lo sean del cristal en su conjunto, Esta condicion
impone ciertas restricciones a los posibles clementos de simetria de los
cristales. Veamos, por ejemplo, los ejes de rotacion propia. En la figura 9
se representa el efecto de una rotacion en torno a dos puntos de la red 4
y D separades por una distancia ma multiplo entero de una de las dimen-
siones de la celdilla unidad a.

Una rotacion de 2n/n radianes respecto de un eje que pasa por A
genera B a partir de B. Si el eje pasa por D una rotacion de — Zn/n radianes
genera ¢’ a partir de C. B’ y C' son puntos de la red y por tanto la
distancia entre ambos debe ser maltiplo entero de la distancia a:

BC =la = ma — 20 cos (2n/n) [10.1]

Figura 9
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En la expresion [10.1] Lm y n son nimeros enteros.
l=m — 2cos(2n/n) [10.2]
cos(2x/n) = (m — 1)/2 [10.3]

Fl valor de cos (2n/n) debe estar entre +1y —1, y sus posibles valores
son:

cos 2r/n) = —1 , n=2,
cos 2n/n} = —1/2, n=73,
cos(2e/my= 0 , n=4
cos(2r/m)= 1/2, n=06,
cos(2n/my= 1 , n=1,

[ = A I S 'S I oW

Es decir, aunque en una molécula son posibles ejes de rotacion de
6rdenes C,, Cs, C,..., €lc., en un cristal sdlo son posibles ejes de 6rdenes
1,2,3,3 y 6. Una molécula puede tener simetria 5 (caracterizada por la
existencia de un eje 5) y un cristal puede estar formado por tales
moléculas. Sin embargo, la simetria del entorno de la molécula en el
cristal no puede ser 5 ya que la presencia de un eje 5 no es compatible
con los requisitos de simetria traslacional. La razén de estas limitaciones
reside en los requisitos para la ocupacion del espacio en una red cristali-
na. ;Se ha preguntado alguna vez qué sucederia si intentase embaldosar
una habitacién con baldosas pentagonales? Por los mismos motivos solo
son posibles en un cristal los ejes de rotacién helicoidal 2y, 3, 3,, 4y, 45,
44, 64, 64, 63, 6, y 65. Una mayor informacion sobre los elementos y
operaciones de simetria en los cristales puede obtenerse en las referencias
2a5,

1.11. Criterios de asipnacién del sistema de coordenadas, ejes
y planos en una molécula

Para indicar el efecto de las distintas operaciones de simetria puntual
se asocia a la molécula u objeto un sistema de ejes coordenados respecto
del cual se efectiian dichas operaciones. Asimismo, cuando una molecula
tiene varios ejes de rotaciéon propia del mismo orden pero de tipos
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diferentes es necesario utilizar una notacion que los distinga. En ambos
casos hay que establecer criterios que eviten ambigiiedades en la identifi-
cacién de las operaciones de simetria. A continuacion se recomiendan
ciertas reglas empleadas en la mayoria de los textos y a las que vamos a
atenernos en lo que sigue:

1. Fl origen de coordenadas se sitiia en el centro de masas de la
molécula.

2. El ¢je z se hace coincidir con el eje principal de la molécula. Si
ésta tiene varios ejes de rotacion de orden mas elevado que el
resto, el eje z s asigna al que pasa por un numero mayor de
atomos. Si la molécula tiene un eje de rotacion impropia §,
{(p > 2), el eje z debe coincidir con ¢l. Fi ¢je x se sitla sobre uno
de los planos ¢, o coincide con uno de los gjes C, st estos planos
0 ejes existen.

3. Sila molécula es plana vy el eje z esta en el plano molecular, el eje
x se elige perpendicular a dicho plano.

4, Si la molécula es plana y ¢l ¢je z es perpendicular al plano
molecular, el eje x se elige de manera que pase por el mayor
nomero posible de Atomos.

2. PRODUCTO DE OPERACIONES DE SIMETRIA

En las paginas anteriores hemos empleado expresiones algebraicas
para indicar algunas propiedades de las operaciones de simetria, por
ejemplo: S3 = ¢. Bl primer miembro de esta igualdad, S3, representa la
aplicacion sucesiva de tres rotaciones impropias S,. La igualdad expresa
el hecho de que esta operacion multiple tiene el mismo efecto que la
operacion de simetria 6. Yamos a extender este simbolismo algebraico
aplicandolo a cualquier tipo de combinacidn entre operaciones de sime-
tria. '

En primer lugar, consideraremos las operaciones de simetria como
transformaciones en el espacio tridimensional. Es decir, las operaciones
de simetria que acabamos de considerar no sélo pueden aplicarse a los
Atomos o nicleos de una molécula, sino en general a un punto (x, y, z)

cualquiera del espacio tridimensional o a su correspondiente vector de
posicion.
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Conviene indicar que existen dos criterios en la definicion de las
operaciones de simetria. Uno activo, que es el mas usado, en el que
actian sobre la molécula, cristal o en general cualquier punto del espacio
respecto de un sistema de referencia fijo. Los ejes de coordenadas y los
elementos de simetria no se mueven cuando llevamos a cabo una operacion

de simetria. El otro criterio, pasive, considera que las operaciones de
simetria actian sobre el sistema de referencia, alterando la disposicién de
los ejes de coordenadas y elementos de simetria, respecto de una molécula
o cristal fijos. Puede comprobar que una rotacion C, segun el criterio
activo es equivalente a una operacion €, con el criterio pasivo pero en el
sentido contrario de rotacion. Ambos criterios son igualmente validos, lo
importante es que, una vez adoptado uno de ellos, se sea consecuente con
el hasta finalizar el estudio de un sistema o la resolucion de un problema
dado. Otro tanto cabria decir acerca del sentido de las rotaciones. De
aqui en adelante se usara siempre el criterio activo y el sentido de
rotacién positivo el mismo que el de las agujas de un reloj. Asi, por
gjemplo, haciendo la asignacioén usual de ejes cartesianos de la figura 10.q,
un punto (x,y,z) se transformard al aplicar C,, en otro (x,y,z") de
coordenadas (Fig. 10.b):

Colx,y,2) = (X, ), 2) = (), —X,2)
X'=y ; y=—x 7 =z

f

o bien considerando los correspondientes vectores de posicion C, v = v

Z

Caz I ,

—
(52
-

(x, 9

a) b)

Figura 10.—a) Sentido de una operacion C,,. b) Efecto de esta operacion sobre las coordenadas x e y
de un punto, su coordenuda z no varia.
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Se define el producto de dos operaciones de simetria como la apli-
cacion sucesiva de las operaciones aplicando en primer lugar la opera-
cion situada mas a la derecha en el producto. Evidentemente, el produc-
to de dos operaciones de simetria de un sistema es también una opera-

cion de simetria. El orden de aplicacién de las operaciones de un

producto es muy importante, puesto que en general el producto de
operaciones de simetria no es conmutativo. Por ejemplo, si P v Q son dos
operaciones de simetria cualesquiera, y su producto PQ se aplica sobre el
vector de posicion r, se entiende que primero actia @ y sobre el resultado
actuara P

(PQ)r = P(Qr) [10.4]

Las operaciones de simetria son transformaciones lineales, es decir,
verifican:

P(ar) = aPr {10.5]
Pr +s)=Pr + Ps [10.6]
donde r v s son vectores y a un escalar.

Asimismo, el producto de operaciones de simetria cumple la propiedad
asociativa.

(PO)R = P(QR) = POR [10.7]

Veamos ahora un ejemplo, el producto de las operaciones i y C,,

iCyAx, ¥, Z) = i(——x, —W Z) = (x, ¥, '_Z) y 10, = Oy

xy

CZzi(xs s Z) = CZz(_"xa =¥ _Z) = (x9 s —Z) ) CZZi = UJCJ?
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En este caso las operaciones i y C,, conmutan. En particular, la
operacion identidad, I conmuta con cualquier otra operacion de simetria.
Si el producto de dos operaciones de simetria es la operacidn identidad se
dice que son inversas una de la otra. Si TR = RT =1, T es la inversa de
R y viceversa. La inversa de una operacion de simetria, como hemos visto
en apartados anteriores se escribe 7 1

TT =T 1T=1 [10.8]

(T-H) t=T [10.9]

Una operacion de simetria siempre conmuta con su inversa, La
inversa de un producto de dos operaciones de simetria PQ es Q 'P L

(POt =0Q"1p! [10.10]
en efecto:

PO 'P Yy=PQQ HYP ' =PIP ' =PP "t =] [10.11]

Esta regla es general para todo tipo de transformaciones y estamos
familiarizados con elia, aunque quiza no en su formulacion matematica.
Cuande uno se viste, no es indiferente el orden en ¢l que se efectia esta
operacion, por ejemplo, se comienza por la camisa y se acaba con el
abrigo, pero al desvestirse se sigue un orden inverso, primero se quita uno
el abrige v lo dltimo la camisa.

En general, las operaciones de simetria no conmutan. Por ¢jemplo, en
la molécula de SF, (Fig. 11), si efectuamos los productos de una rotacion
C, respecto del eje z y una rotactdon C, en torno al ¢je x, la figura
muestra que C,,C,, # C,,C,,. Se han numerado las posiciones de los
atomos de flior para poder observar el efecto de las operaciones. Notese
que las operaciones de simetria no modifican el sistema de referencia ni la
disposicion de los elementos de simetria de la molécula.
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3. NOCIONES DE TEORIA DE GRUPOS

Las operaciones de simetria de un sistema tienen estructura de grupo
matematico y, por tanto, se pueden aplicar a ellas la teoria matematica
conocida como teoria de grupos. Vamos a recordar brevemente la defini-
cion y propiedades de los grupos estudiadas en los cursos elementales de
matematicas.

3.1. Definicién de grupo

Un grupo es un conjunto de elementos (4, B, ... P, (0, ...) entre los que
se ha definido una ley de combinacion que satisface las siguientes
condiciones:

1. La combinacion de dos elementos del grupo es otro elemento del
grupo:
Si P y Q pertenecen al grupo y PQ = R, R también pertenece al
grupo.

2. Se cumple la propiedad asociativa: (PQ)R = P(QR).

3. Existe ejemplo neutro o elemento unidad I:
Pl = IP =P

4. Cada elemento R tiene un inverso R que es también un elemento
del grupo:

RR'=R 'R=1

Estas cuatro condiciones se dan en forma simplificada en la tabla 5, al

conjunto formado por las dos primeras condiciones se le denomina
propiedad del grupo. Si todos los clementos conmutan entre si, es decir,
AB = BA, para cualquier par de elementos del conjunto, se dice que ¢l
grupo es conmutativo o abeliano. El nimero de elementos de un grupo se
denomina orden del grupo y se representa generalmente por A. Si n es el
menor namero entero para ¢l que se cumple la condicion X" = I enton-
ces los n elementos:

X, XL X4 ., X"=1
forman un grupo finito (h = n) que recibe el nombre de grupo ciclico.
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Todos los grupos ciclicos son abelianos como puede demostrarse

facilmente,
TABLA 5
Definicion de grupo
I. PQ=R R pertenece al grupo-
2. {(PO)R = P(QR) Para todos los elemenios
3. PI=IP=P I pertenece al grupo
4, RR'=R'R=1 R™! pertenece al grupo

Existen numerosos ejemplos de grupos, vamos a indicar algunos:

a)

b)

El conjunto de los numeros enteros y como ley de combinacion
su suma. En este caso I =0y R™' = —R,

Los numeros reales positivos v la multiplicacion; =1, R~!'=
— /R,

Todas las potencias de dos, .. 272,271, 2° 2122y la multipli-
cacion; I = 29,

Los vectores (a,h,c) del espacio tridimensional y su suma;
I=(0,00).

El conjunto de todas las matrices unitarias, n x n v su multiplica-
cion; I = 1.

Los ejemplos a) a c¢) corresponden a grupos: infinitos (h = ) ¥
abelianos. El ejemplo e) corresponde también a un grupo infinito, pero no
abeliano porque la multiplicacion de matrices no ¢s conmutativa.

En el apartado 2 hemos visto las propiedades del producto de
operaciones de simetria. Se puede comprobar ficilmente que las operacio-
nes de simetria de un sistema, satisfacen las condiciones de grupo. La ley
de combinacion es, en este caso, ¢l producto de operaciones de simetria.
Por ejemplo, las operaciones {C, C3 y C3} forman un grupo ciclico de
orden h = 3 (grupo finito), como es muy facil de comprobar. Notese que
son las operaciones de simetria, no los elementos de simetria los que forman
el grupo. En este ejemplo son operaciones de simetria puntual; a este tipo
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de grupos constituidos por operaciones de simetria puntual se les deno-
mina grupos de simetria puntual. En los cristales, sin embargo, se utilizan
grupos de simetria espacial o cristalogrdficos, en los que intervienen
operaciones de simetria espacial.

3.2. Tablas de muktiplicacion. Homemeorfismos e isomorfismos

Las propiedades de un grupo finito de orden k pueden describirse
adecuadamente en una tabla de multiplicacion en la que se muestren los
elementos y los h? productos entre elios. Consideremos un grupo forma-
do por los elementos {4, B, C}.

Su tabla de multiplicacidén contiene los productos segliin se indica en
la figura 12. o :

(actoa en primer lugar)

{actda en
segundo lugar)

C CA CB CC

Figura 12

En Ias entradas a las filas y columnas figuran los elementos del grupo
y en €l cuerpo de las tablas sus productos. Como en general los grupos
no son conmutativos, ¢l orden de los factores es importante. Segln el
criterio méas usado, en la fila B y columna C aparecera el producto BC. Si
los elementos fuesen operaciones de simetria, debemos tener presente que
actuaria en primer lugar la operacion C (entrada de columna) y sobre el
resultado actuaria B (entrada de fila),
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Toda la informacion relativa a un grupo est4 contenida en su tabla de
multiplicacion. El valor de los métodos desarrollados usando técnicas de
teoria de grupos reside en que los sistemas fisicos, no importa que sean
diferentes o sin relacion alguna, cuya simetria se basa en la misma tabla
de multiplicacion, pueden ser tratados con el mismo formalismo matema-
tico.

Definamos el grupo abstracto {4, B, C} mediante la siguiente tabla de
multiplicacion.

‘ A B C
A A B C
B B c A
C C A B

y volvamos a considerar el grupo ciclico {C,, C3, C3 = I}. Es facil
construir su tabla de multiplicacién observando el efecto de sus ope-
raciones sobre un tridngulo equilitero cuyos vériices se han numerado
(Fig. 13). Construya la tabla ordenando su cabecera asi: 1, C,, C3. El re-
sultado es parte de la tabla para el grupo C,, (pag. 48).

2

2 1
cl &
B —_—
1 3 3 2 1

3 2 t

2 2 2
i j c3 i i i i c3 Cz
e o —ir g
1 3 1 3 1 3

Figura 13

Finalmente consideremos los nimeros enteros {0,1,2} y la ley de
combinacion de adicidn:

0+0=0 04+41=1 042=2
2+40=2 241=0 242=1
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su tabla de multiplicaciéon seria:

0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

Debido a la forma en que se han construido estas tres tablas de
multiplicacién se advierte rapidamente que, a excepcion de los simbolos
empleados, son idénticas. Examinando estas tablas se puede establecer
una correspondencia uno a uno entre los elementos de los tres grupos:

AeCl=1e0
B Cy 1
C e Cl 2

Los tres grupos son abelianos. Esta propiedad se detecta rapidamente
porque en los grupos abelianos la tabla es simétrica respecto de la
diagonal principal (la diagonal que va del vértice superior izquierdo al
inferior derecho).

Este tipo de grupos que tienen tablas de multiplicacion con la misma
estructura, aunque difieran en la notacion de sus elementos y en sus leyes
de combinacion, se dice que son isomorfos. Esta propiedad puede expre-
sarse fambién de la siguiente forma. Dos grupos G = {4,B,C} y
G = {4, B, '} se dice que son isomorfos si se puede establecer una
correspondencia uno a uno entre sus. elementos.

Ae—A , BB , Co(
tal que si:
AB = C implica que A'B' = '

y viceversa; 0 mas brevemente:
(AB) = A'B’
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En los isomorfismos a cada elemento de un grupo le corresponde un
solo elemento del otro grupo y viceversa, es decir, no existen dos elemen-
tos con la misma imagen. El caso mds general, denominado homomorfis-
mo, mantiene la condicion (ABY = A'B, pero incluye casos en los que
dos o mas elementos diferentes de un grupo G tienen la misma imagen en
el otro grupo G

Un ¢jemplo interesante de homomortfismo es el que puede establecerse
entre un grupo de matrices cuadradas y sus determinantes; recuerde que
det (AB) = det (A)det (B), donde A y B son dos matrices cuadradas
cualesquiera y det el simbolo de determinante.

En el ejemplo de isomorfismo que hemos considerado anteriormente,
los grupos {I, C5, C3} v {0, 1,2} definidos en las tablas de multiplicacion
correspondientes s¢ dice que son realizaciones del grupo abstracto
{4, B, C} definido en primer lugar. En Fisica vy Quimica se manejan
frecuentemente realizaciones de grupos abstractos, constituidas por ope-
raciones de simetria, vectores, matrices, permutaciones, etc. Es necesario,
por tanto, conocer algunos de los resultados de la teoria de grupos
abstractos para poderlos aplicar en las realizaciones particulares de
interés fisico o quimico,

Por 1ltimo, una propiedad general de la tabla de multiplicacion de un
grupo es que cada linea (fila o columna) de la tabla contiene a cada
elemento del grupo una vez y sdlo una. Esta propiedad se designa en
algunos textos por teorema de recrganizacion,

En electo, si AB = C y también fuese 4D = C (otro producto de la
misma fila) A7?AB=A"'Cy A7'AD = A 'C, es decir B=A"'C y
D = A7'C. Como el resultado de la ley de combinacion es tnico, B = D,
se trataria de la misma columna y por tanto C apareceria una sola vez en
la interseccion de la fila 4 y la columna B. Dicho de otra manera, este
teorema establece que la multiplicacion de todos los elementos de un
grupo por uno dado reproduce el mismo conjunto de elementos pero en
un orden diferente,

3.3. Subgrupos, seneradores y clases

Un conjunto de elementos de un grupo G que forman por si mismos
un grupo H, se denomina subgrupo de G.

Todos los grupos contienen dos subgrupos triviales o impropios, el
formado por el elemento unidad solamente y ¢l formado por todos los
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elementos del grupo; los demas subgrupos se denominan subgrupos
propios. )

La molécula de amoniaco tiene un eje C; (Fig. 4) y tres planos
verticales ¢,, ¢}, o que contienen al eje C5 y a cada uno de los protones.
El grupo de simetria, Cs, en la notacion de Schoenflies, de esta molecula
lo constituyen las operaciones: I, C, C3, g, g, ¥ o,. El subconjunto C,
en la notacién de Schoenflies, formado por I, Cy y C3, como ya hemos
visto, tiene estructura de grupo y es, por tanto, un subgrupo del Cj,.

Hay que hacer notar que el conjunto de subgrupos no corresponde
a una particicn del grupo original, ya que ¢l elemento unidad I, debe
formar parte de todos los subgrupos. Vamos a examinar la posibilidad de
dividir el grupo en subconjuntos formados por elementos distintos
(particion), es decir, que no haya ningun elemento comuin en dos ¢ mas
de estos subconjuntos. Supongamos que un grupo dado es de orden g y
que un subgrupo de éste es de orden h con elementos Ay, A, .., 4,
Tomemos ahora B, siendo B un elemento del grupo no contenido en el
subgrupo, y formemos los productos BA,, BA,, ..., BA,. Todos cllos
pertenecen al grupo, mas ninguno puede ser del subgrupo, pues si BA,=
= A, fuera del subgrupo, B = 4;4;"' seria también del subgrupo, en
contradiceién con la eleccidon de B hecha al principio. Se han encontrado,
por tanto, 2h miembros del grupo. Si 2k < g, sera posible encontrar un
nuevo elemento C no contenido ni entre los elementos A4, ..., A, ni entre
los elementos BA,, .., B4, Repitiendo las operaciones de multiplicacion
y empleando los mismos argumentos que antes, obtendremos h nuevos
elementos de CA;, ..., CA,. Puesto que el grupo es finito, el proceso debe
acabar cuando hayamos encontrado kh = g elementos (k entero). Resulta,
por tanto, que el orden de un subgrupo debe ser divisor del orden del grupo
total.

Desde el punto de vista quimico, la importancia dé los subgrupos
radica principalmente én que representan la reduccion de simetria que se
produce cuando una molécula es distorsionada o sufre sustituciones. Asi,
por ejemplo, la simetria de un complejo metalico octaédrico se reduce a
la de una bipiramide tetragonal cuando se cambian los ligandos trans o
las longitudes de estos dos enlaces. También es importante el denomina-
do subgrupo de rotacion pura del grupo puntual de una molécula. Este
subgrupo se obtiene eliminando las operaciones i, ¢ y §, del grupo, es
decir contiene solamente las rotaciones propias y la identidad. Las
rotaciones C,, no se incluyen, pues corresponden a momentos de inercia
despreciables. El orden del subgrupo de rotacion pura del grupo puntual
de una molécula es el niimero de simetria que interviene en la funcion de
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particiéon de dicha molécula. El nimero de simetria de las moléculas de
benceno y metano ¢s 12 y el de la molécula de hidrogeno 2.

Una vez se ha determinado la simetria de una molécula, es facil
clasificar sus atomos en conjuntos simétricamente equivalentes. Atomos
equivalentes a uno dado son todos aquellos en los que se puede transfor-
mar éste mediante las operaciones de simetria del grupo. Un conjunto de
atomos simétricamente equivalentes estd formado por Atomos de la
misma especie, pero no es siempre cierto que todos los atomos de una
misma especic pertenezcan al mismo conjunto. En el etano, los dos
atomos de carbono constituyen un conjunto vy los seis &tomos de hidroge-
no otro. Sin embargo, en el propano, suponiendo que la cadena no lineal
H-—C—C—C~—H estid en un plano (simetria analoga la de la molécula
del agua, con un eje C, y dos planos perpendiculares entre si o), hay
cinco conjuntos de atomos simétricamente equivalentes formados por un
carbono (el central), dos carbonos (los terminales), dos hidrogenos (que
estan en el mismo plano de los carbonos), cuatro hidrégenos (unidos a los
carbonos terminales) y dos hidrogenos (unidos al carbono central). A
cada conjunto de aAtomos simetricamente equivalentes se le puede asociar
un subgrupo de operaciones del grupo total formado por todas aquellas
que dejan invariante un atomo dado del conjunto. Haciendo uso de estos
subgrupos asociados, es facil deducir (véase Ref. 6) que el mimero de
dtomos de un comnjunto simétricamente equivalente es siempre divisor del
orden del grupo.

Vamos a tratar el problema de determinar todos los subgrupos de un
grupo dado. Como hemos visto, una operacion de simetria C,, puede
combinarse consigo misma obteniendo otras operaciones que constituyen
el denominado grupo ciclico Cy: {C3, C3, C3 =1},

Al conjunto de operaciones de simetria generadas por una operacion
dada y todas sus potencias se le denomina generacién de dicha operacion.
En los subgrupos ciclicos todos los elementos pueden generarse a partir
de uno solo, éste es su generador. La generacion de un elemento de un
grupo es un subgrupo del mismo. Un grupo puede tener mas de un
clemento generador y estar formado por las generaciones de varios
elementos y las de los productos entre ellos. Asi, por ejemplo, en el grupo
C,,, correspondiente a la simetria de una molécula de amoniaco, puede
comprobarse usando la tabla de multiplicacion que las operaciones C, ¥
g, pueden actuar como generadores del grupo:

0,0, =1 Cyo, = 0,
C3C3 - Cg JUCS == Gg
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. Considerando las operaciones de simetria del grupo C,, en la tabla
dée multiplicacién y los productos entre ellas se observa que los unicos
subgrupos posibles son: {I}, {I,C3 C3} v {I,C5,C3,0,, 0,0,

Finalmente vamos a ver un tipo especial de particion de un grupo. Un
elemento B de un grupo se dice que es conjugado de otro A4 si:

B=XAX"' o A=X'BX [10.12]

donde X es otro elemento del grupo. Esta es una propiedad reciproca del
par de elementos. Mas a(n, si B y C son conjugados de A, ambos son
conjugados entre si. La relacion [10.12]} se denomina transformacion de
semejanza. 1.os elementos de un grupo que son conjugados entre si
forman una clase de elementos conjugados. Las clases son subconjuntos
del grupo original que no contienen ¢lementos comunes, es decir, consti-
tuyen una particion del grupo. A continuacion se indican algunas propie-
dades de las clases:

1. El orden de una clase es un divisor del orden del grupo.

2. El elemento unidad forma siempre una clase por si mismo. Es
precisamente la Gnica clase que es también subgrupo.

3, En los grupos abelianos cada elemento forma una clase por si
mismo.

4. Una transformacion de semejanza deja invariante la traza de una
matriz (suma de los elementos de la diagonal principal). Por
tanto, si los elementos del grupo son matrices, todas las matrices
de una misma clase tendran la misma traza.
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Con la ayuda de la tabla de multiplicacién del grupo C,, es posible
determinar sus clases. Asi:

Io ] =0,

o006, =0,0,0, =0, =0,
o0, ' =000 =daCi=adl
6i0,00 " = 0lo,0l = 0Cy =,
Cy0,C3' = Cy0,C5 = Cyo, = 0,

= o"v

CloCY ™! = Clo,C; = Clo}

St se continlia este procese encontraremos que ¢,, 0, ¥ ¢, forman una
clase. Un tratamiento similar de las demdas operaciones conduce a las
o N .
siguientes clases flellgrupo Cy, = {1}, {Cy, €3}, {0, o), 0}}. Abreviada-
mente se suelen indicar asi: I, 2C; v 3o,

La division de un grupo en clases tiene importantes implicaciones
geomeétricas. Como vemos en este ¢jemplo, las rotaciones pertenecen a
una clase y las reflexiones a otra. Este resultado indica que las clases
parecen divisiones «naturales» de un grupo y contienen elementos «simi-
lares». En general, no es necesario aplicar los productos de operaciones
[10.12] para determinar las clases de un grupo de simetria puntual, Basta
con aplicar unas reglas muy simples:

1. Las operaciones de simetria I, i y o, forman cada una clase por si
misimas.

2. Una rotacién C¥ y su inversa C, * pertenecen a la misma clase
{una clase diferente para cada valor de k) si la molécula tiene un
plano de simetria que contiene al ¢je C, o existe un eje binario
perpendicular a dicho eje. En caso contrario C¥ v € * pertenecen
a clases diferentes. La misma regla se aplica a las rotaciones
impropias.

3. Dos reflexiones pertenecen a la misma clase si existe una opera-
“cion de simetria en el grupo que transforma todos los puntos de
uno de los planos de simetria en los del otro.

4. Dos rotaciones C y Cf (o dos rotaciones impropias 5¢ y 5% en
torno a ¢jes de rotacion diferentes pertenecen a la misma clase si
existe una operacion de simetria en el grupo que transforma todos
los puntos de uno de los ejes en los del otro.
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La demostracion de estas reglas se basa en la relacion [10.12] v las
correspondientes relaciones geométricas entre los elementos de simetria
del grupo. En la referencia 7 se hace dicha demostracion.

Unos subgrupos de gran importancia para el estudio y analisis de la
estructura de los grupos son los denominados subgrupos invariantes o
divisiones normales. Un subgrupo constituido enteramente por clases
completas del grupo original es un grupo invariante. El adjetivo invarian-
te indica que su composicidon no varia (excepto en el orden de sus
clementos) al efectuar la transformacion de semejanza [10.12] con cual-
 quier elemento X del grupo original. Asi por ejemplo, el grupo
C, = {I, C;, C3} es un subgrupo invariante del C;,. Los grupos que no
tienen subgrupos invariantes, excepto el formato por el elemento uni-
dad, se denominan grupos simples. El grupo C, es evidentemente un
grupo simple.
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ACTIVIDADES RECOMENDADAS

1. Demuestre que todos los grupos ciclicos son abelianos.

2. Demuestre que en un grupo conmutativo o abeliano cada elemento
del grupo forma una clase de elementos conjugados por si mismos.
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EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

La operacion de simetria C, en torno al eje vy, transforma las
coordenadas de cada punto (x, y, z) en:

ay (—x, —y.z)
b) (—x,y —z)
¢ (x,y —z)
d) (—=x,y,2)

Un eje de rotacién-reflexion S, genera un conjunto de operaciones
diferentes cuyo ntmero es igual a:

a 3, b 6 ¢ 9

De las operaciones de simettia siguientes, sefiale las que son iguales
a la operacion de identidad:

a) ¢% b ¢ o i d) P e Sh f) Sh og) 8§
De las signientes proposiciones sefiale la que considere correcta:

@) La operacion S, es equivalente a la operacion .
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b) Todas las moléculas tienen un numero infinito de ejes C,.

¢) La operacion C, implica una rotacion de n/n radianes en torno
aun eje de simetria.

d) Ninguna de las proposiciones anteriores es correcta.

FEscriba en la forma mas simple, el conjunto de operaciones de
simetria que genera un eje de rotacion impropio Ss.

Determine las operaciones inversas de las siguientes operaciones de
simetria:

C,, Csy 0y S3, Se ¥ Si.

Indique los clementos de simetria representados mediante los si-
guientes simbolos en la notacion cristalografica de Hermann-Mau-
guin o notacion internacional: 4m, 3, 3/m y 2.

Deducir cuantos y cuales son los posibles ejes helicoidales de orden
3 en un cristal. '

Indique los elementos de simetria y los conjuntos de 4tomos simétri-
camente equivalentes de las siguientes moléculas.

@) Clorobenceno

b) p-dibromobenceno

¢) dibromometano

d) etileno.

Construya la tabla de multiplicaciéon del grupo de simetria puntual
C,,;, formado por las operaciones: I, C;, g, S5, 53. Determine las
clases de elementos conjugados y los subgrupos posibles.




SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. Respuesta correcta: b).

2. Respuesta correcta: b). El subindice n = 3 es impar, luego el nimero
de operaciones generadas serd 2n = 6.

3. Respuestas correctas: a), ¢), €) ¥ g).

4. Respuesta correcta: b). Una rotacién de 360° en torno a un eje
cualquiera deja siempre a una molécula en su posicidn original.

5. 8
8% = C3
§3
§¢=C3
Si=g¢

S§ = C§ - ¢,
53

5§ = (3

S5 =578, 83 =5:°=1)
SL0 —

El conjunto de operaciones generado es: {I, Cs, C3, Ci, C%, gy,
S5, S3, 81, 87}, que en la notacién de Schoenflies recibe el nombre de

grupo Cs,.
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CZCZ:C%:I > C2_1=C2

C,Ci=Ci=1 . C;l=c2
go = I ; o l=g¢
i = I ;o ii=y
SSS=8E=1 ; S§5'=s]
SeS§=S=1 ; 5;'=83
D

4p Un eje de cuaternario C, y un plano de simetria, o, que
contiene a dicho eje,

3: Un eje de rotacion-inversion de orden 3, equivalente a un eje
de rotacion-reflexién de orden 6, S,

3/m: Un eje ternario, C5 y un plano de simetria perpendicular a
dicho eje.

2: Un eje binario, C,.

En un cristal los posibles ¢jes helicoidales de orden tres son 3, y 3,.

3,: Indica una rotacién de 120° en torno al eje seguida de una
traslacion de 1/3 de la unidad de traslacion en la direccion del
eje.

3,: Indica una rotacidon de 240° en torno al eje seguida de una
traslacion de 2/3 de la unidad de traslacidn.

La operacion de simetria 3, genera una helice «a izquierdas» y 3,
una hélice «a derechas». La posible operacion 3; no existe, pues
corresponderia a una traslacion de la celdilla unidad sin rotacion.

@) Elementos: Un eje C, y dos planos g, perpendiculares entre si.

Conjuntos de atomos equivalentes: el atomo de cloro, el atomo
de carbono al que estd unido, los dos atomos de hidrogeno en
posicion erto, los atomos de carbono orte, los dos atomos de
hidrégeno en posicion meta, los dos atomos de carbono meta, el
atomo de hidrogeno en posicidén para y el atomo de carbono



10.

b)

d)

para. En total ocho conjuntos de Atomos simétricamente equi-
valentes, :

Elementos: Tres cjes C, perpendiculares entre si, tres planos
también perpendiculares entre si (sus intersecciones son los gjes
C,) v un centro de simetria.

Conjuntos de atomos equivalentes: los dos atomos de bromo,
los dos carbonos para, los cuatro hidrogenos y los cuatro
carbonos a los que estan unidos, es decir, cuatro conjuntos de
atomos equivalentes.

Elementos: Un egje C, y dos planos o, perpendiculares entre si.

Conjuntos dé¢ atomos equivalentes: el &tomo de carbono, los dos
de bromo y los dos de hidrogeno. Tres conjuntos de atomos
equivalentes.

Elementos: Como en el caso b).

Conjuntos de atomos equivalentes: los dos atomos de carbono y
los cuatro de hidrogeno. Dos conjuntos.

Cay | 1 c, €% o S, 53

I I c, C3 o S; S3
C, | ¢; ¢3 1 S, 85 o,
c;l c: 1 Cc; 5 6 S
o, | oo 83 83 I c, C?
Sy | 8 83 e Cy 3 !
S 8 e, S, T O,

Como puede observarse, la tabla de multiplicacién es simétrica

respecto de la diagonal principal, es decir, se trata de un grupo
abeliano. Por tanto, cada operacion forma una clase.

Clases: {I}, {C,3}, {C3}, {a,}. {Sa} v {55}

Los posibles subgrupos deben ser de drdenes 2 v 3. Ademas de

los dos subgrupos impropios {1} y {1, C;, C3, 0, S5 ¥ 53}, el grupo
Cs, tiene los siguientes subgrupos: {1, ¢,} v {I, C,, C3}, como puede
comprobarse en la tabla de multiplicacion.
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Tema 11

GRUPOS DE SIMETRIA







ESQUEMA/RESUMEN

GRUPOCS DE SIMETRIA PUNTUAL

e Grupos de baja simetria (C,C,C, ¥ C,)
e Grupos de simetria intermedia;

— con un solo eje rotacional (C,, C,,, C,, v S,)

— con un gje C, y n ejes C;, perpendiculares al eje C, (D, D, v D)
¢ Grupos de alta simetria:

— con mas de un ¢je C,,n>2 (T, T, .0,0,1 e I,)

— grupos puntuales continuos (C,,, Dm R(3) v Ry(3)

GRUPOS DE SIMETRIA ESPACIAL

e Sistemas cristalinos
¢ Reticulos de Bravais
e Grupos simdrficos v no simoérficos

PROYECCIONES ESTERECGRAFICAS

DETERMINACION DEL GRUPO DE SIMETRIA PUNTUAL DE UN SISTEMA
SIMETRIA Y PROPIEDADES FISICOQUIMICAS

» Momento de dipolo eléctrico permanente

o Actividad optica. Moléculas disimétricas

e Equivalencia quimica e isomeros. Atomos simétricamente equiva-
lentes. Atomos quimicamente equivalentes. Atomos enantiotopicos.
Nucleos magnéticamente equivalentes.
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OBJETIVOS

El estudio de la mayoria de las propiedades fisicoquimicas de un

sistema con propiedades de simetria comienza por la caracterizacion o
identificacion de dicha simetria. Un error en la asignacién del grupo de
simetria puntual al que pertenece invalida resultados posteriores. Por
ello, es muy importante adquirir destreza en la identificacion del grupo de
simetria puntual de distintos tipos de especies quimicas, v con esta
finalidad en el presente tema se han fijado los siguientes objetivos:

I. Conocer las caracteristicas de simetria de los grupos de simetria
puntual. Elementos de simetria y generadores.

2. lderitificar con facilidad el grupo de simetria puntual de distintas
moleculas, ejercitandose en la resolucion de estos problemas.

3. Saber predecir algunas de las propiedades fisicoquimicas de las

moiéculas (momento dipolar, actividad optica, etc.) a partir del
analisis de su simetria.
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1. GRUPOS DE SIMETRIA PUNTUAL

Consideremos una molécula u objeto cualquiera y tratemos de anali-
zar su simetria. El primer paso es la identificaciéon de sus elementos de
simetria. Estos elementos de simetria dan lugar a un conjunto de opera-
ciones de simetria que, como vimos en el Tema 10, tiecnen estructura de
grupo matematico o grupo abstracto. Cada molécula u objeto tiene, por
tanto, un conjunto de operaciones de simetria puntual y puede asociarse
a un grupo de simetria puntual o simplemente grupo puntual formado por
dichas operaciones. Este andlisis permite definir de forma objetiva la
simetria de las moléculas, clasificarlas en distintos grupos puntuales vy,
como veremos mas adelante, simplificar considerablemente su estudio.
Para designar los grupos puntuales utilizaremos la notacion de Schoen-
flies, v en algunos casos se indicara entre paréntesis la correspondiente
notacion de Hermann-Mauguin.

Ya hemos visto que todas las operaciones de simetria de un grupo
pueden obtenerse a partir de sus generadores, por tanto, fa tarea de
identificar el grupo de simetria de una molécula dada se puede reducir a
la identificaciéon de los generadores del grupo.

Los distintos grupos puntuales pueden dividirse en tres tipos:

1. Baja simetria: Grupos con un solo generador y una o dos opera-
ciones de simetria correspondientes a un Unico elemento de
simetria.
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2. Simetria intermedia. Grupos en los que intervienen ejes de rota-
¢ién sencillos. Este tipo puede subdividirse en grupos C, D y S.

3. Alta simetria: Grupos relacionados con estructuras lineales, esféri-
cas o con sdlidos geomeétricos regulares (solidos platonicos), que
contienen mas de un eje de rotacion de orden superior a 2.

En principio, las moléculas pueden tener ejes de rotacion de cualquier
orden; no existen restricciones de simetria sobre el orden de los ejes de
rotacién de una molécula aislada (cuando sélo tiene un eje). Sin embargo,
en la practica, existen muy pocas moléculas o iones con ejes de orden
superior a 6. A efectos précticos, el limite superior en el orden de un eje
de rotacion se suele establecer en 10. Los resultados obtenidos siempre
pueden extenderse a ejes de orden mas elevado.

Por otro lado, como hemos visto en el Tema 10, la red de un cristal
s6lo puede tener ejes de rotacion de ordenes 1, 2, 3, 4 y 6. Cuando se tiene
en cuenta esta restriccién, solo son posibles 32 grupos puntuales, a
menudo denominados grupos puntuales cristalogrdficos. Sin embargo, no
limitaremos nuesita atencioén a estos grupos, sino que vamos a considerar
un total de 70 posibles grupos puntuales.

1.1. Grupos de baja simetria

Hay cuatro grupos con un solo elemento de simetria y una o dos
operaciones de simetria, una de las cuales es el generador del grupo

1. C, ~ {I}. Generador: I. Si una molécula es asimétrica, es decir,
(0 no tiene ningun elemento de simetria, su tnica operacion es
la identidad. El grupo formado por esta operacion se sim-
boliza por €, en la notacion de Schoenflies v 1 en la
notacion de Hermann-Mauguin ya que I es equivalente a
una rotacidén en torno a un ¢je de orden uno, €.

2. C, {1, i}. Generador: i. A este grupo pertenecen las moléculas
(1) cuyo Unico elemento de simetria es un centro de simetria o
inversion.
3. C, {1, 6,}. Generador: ¢,. El Gnico elemento de simetria es un
(26 m) plano que se designa o,
4 C, {I, C,}. Generador: C,. El elemento de simetria es un eje
(2) C,. Este grupo se tratara en el siguiente apartado.
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En la figura 1 se dan algunos ¢jemplos de moléculas pertenecientes a
estos grupos. Al analizar moléculas de baja simetria hay que tener
cuidado, porque es frecuente clasificarlas como asimétricas {grupo C,}, no
identificando el dnico clemento de simetria que pueden tener, un eje
binario, un plano o un centro de inversion.

G
b}
Br cl
o o Cl
H H H H H
Br H
G C,
) d)

Figura ! —Ejemplos de moléculas de baja simetria. a) C,: HCBrCIF y SOCIF; b) Cy HDO y 2-
bromonaftaleng; c) C,: 1,2-dibromo-1,2-diclorcetano; d ) C,: peréxido de hidrégeno v 1.2-dicloroetano.
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L.2. Grupos de simetria intermedia

Todos estos grupos tienen al menos un gje de rotacion propia. Existen
siete tipos diferentes que podemos agrupar segun tengan uno o varios
ejes de rotacion:

Grupos con un solo eje rotacional (C,, Cyy, C,p v S,)

Cnh
(n/m)

{(C,, C%, C3, .., C! = I}. Generador: C,. Pertenecen a estos gru-
pos las moléculas cuyo unico elemento de simetria es un eje de
rotacién propio C, (n = 2,3,4..). El caso n = 2 corresponde al
grupo de baja simetria C, con sblo dos operaciones de simetria.
Los grupos C, son ciclicos, abelianos y cada uno de sus elemen-
tos forma una clase por si mismo. En la figura 2 se muestra la
estructuyra de la molécula de trifenilmetano que pertenece al
grupo C,.

Generadores: C, ¥ ¢,. Tienen un eje C, y un plano o, perpendicu-
lar a C, (n=2,3,4..). Los dos generadores dan lugar a otras
operaciones de simetria como SI ¢ {, esta 0ltima s6lo cuando n es
par. En la figura 3 se muestran algunos ejemplos de moléculas
pertenecientes a grupos C,,. También estos grupos son abelianos,
y cada elemente forma una clase por si mismo.

Figura 2. Estructura de la molécula de trifenilmetane. los enlaces def dtomo de carbono central tienen
una orientacion tetraédrica y los tres anillos fenilo se disponen en forma de hélice. El eje C, coincide con
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¥

grupo €y, grupo Cy,

Figura 3

Generador: S, (n par v mayor de 2). Tienen un solo eje de
rotacion impropia S,. Solo se consideran grupos S, cuando n es
par y mayor que 2 (n = 4, 6, 8...), puesto que si n es impar existe
necesariamente un plano de simetria perpendicular al eje S, y un
gje de rotacion propia C, que coincide con el eje S,, es dectr, se
trata de grupos C,,. Por otro lado, como §, = i en lugar de S, se
usa la notacion C, para ¢l grupo correspondiente. En la figura 4
se ha representado la estructura de un derivado tetrafluorado del
¢spirobiciclopentano que pertenece al grupo S,. Los grupos §,
son, como los C, y C,,, abelianos, por ello en estos grupos cada
elemento forma una clase.

grupo S, (Los anillos estin en planos
perpendiculares)

Figura 4
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Cho Generadores: C, v o, Estos grupos tienen un eje C, y un plano

{nmm) vertical. En el apartado 1.9 del Tema 10 vimos que la existencia
de ambos elementos da lugar a la de un total de » planos g,. Por
ello estos grupos ademas del ¢je C,, tienen # planos ¢, es decir un
total de 2n operaciones de simetria. Cada rotacién y su inversa,
Cry Ch7™ pertenecen a la misma clase, Cuando n es impar,
todas las reflexiones pertenecen a la misma clase, pero cuando n
es par las reflexiones forman dos clases, una con operaciones o, y
otra con operaciones o, En la figura 5 se dan ejemplos de
moléculas pertenecientes a grupos C,,.

C
-
F / \F
F
grupo ', grupo Cy,

Figura 5

Grupos con un eje C, y n ejes C), perpendiculares al C, principal
(Dn: an y Dnd):

D, Generadores: C, v C,. Ademas de un eje C, los grupos D, (D,

(n22) indica diedro) tienen un eje binario perpendicular a dicho eje.
Segun vimos en el apartado 1.9 del Tema 10 ambos elementos
implican la existencia de un total de n ejes C, perpendiculares al
C,. es decir un total de 2n operaciones de simetria. Como en los
grupos C,, cada rotacién (respecto del e¢je C,) y su inversa
forman una clase, las rotaciones en torno a los gjes C’, forman
una clase si n es impar y dos clases si n es par. En la figura 6 se
muestra una molécula perteneciente al grupo D,.

D, Generadores: C,, C, y g, Los grupos D,, resultan de incorporar
un plano ¢, a los elementos de simetria de los grupos D,. Los
productos del tipo ¢,C, dan lugar a reflexiones en n planos
verticales, los productos ¢,C, a rotaciones impropias en torno a
un gje S,. Los grupos D, tienen un total de 4n operaciones: n — 1
rolaciones propias en torno al eje C,, n — 1 rotaciones impro-
pias, n reflexiones o,, n rotaciones C, la reflexion o, y la identi-
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Figura 6. ~a) Conjormacion de la molécula de difenilo en ia que los anilloy fenilo no son perpendiculures
entre si. El eje del enlace entre Ins grupos fenilo es un eje C,. b) Existen otros dos ejes C,
perpendiculares al anterior gue pueden apreciarse con mayor claridad haciendo una proyveccion de la
molécula seguin el gje fenilo-fenilo. Esta conformacidn de la molécula de difenilo pertenece al grupo D,.

\ Ve I
/ N 7N

dad. Como en los grupos D,, cada rotacion en torno al eje C, y
su inversa forman una clase, lo mismo sucede con las rotaciones
impropias. La identidad y la reflexion o, forman clases por si
mismas. Si » es impar, las rotaciones ), forman una clase y las
reflexiones ¢, otra; si n es par, cada una de estas clases se
desdobla en dos. La figura 7 muestra algunas moléculas pertene-
cientes a grupos D,,.

F

C B

F F

DZH DJ!: D(;;,

Figura 7

Generadores: C,, C, y o, Si el plano que se incorpora a los
grupos D, es diagonal, 4, en lugar de horizontal, se obtienen los
grupos D,,. Como en los grupos C,,, un plano que contiene al eje
C, implica la existencia de otros n — 1 planos semejantes, en este
caso habra un total de n planos ¢, Los productos ¢,C’, dan lugar
a rotaciones impropias en torno a un eje S,, Los grupos D,
tienen 4n operaciones de simetria: n — 1 rotaciones propias en
torno al eje C,, n rotaciones impropias, » reflexiones o, 1 rota-
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ciones C y la identidad. Cada rotacidon en torno al ¢je C, ¥ su
inversa forman una sola clase, lo mismo sucede con las rotacio-
nes impropias, las rotaciones C, forman una clase y las reflexio-
nes g, otra. La molécula de azufre, Sg, cuya estructura anular se
muestra en la figura 7 del Tema 10, pertenece al grupo D,,. La
molécula de espiropentano (Fig. 8) pertenece al D,,.

Grupoe Dy,

Figura 8 —Estructura de la molécula de espiropentano. El dngulo diedro entre los planos los dos anillos
es de 90°,

1.3. Grupos de alta simetria

Son grupos puntuales que corresponden a moléculas u objetos con
‘mas de un g¢je de rotacion de orden superior a 2, o bien tienen un ntimero
infinito de operaciones de simetria (estructuras lineales o esféricas).
Vamos a tratar a continuacion cada uno de estos casos.

Grupos con mds de un eje principal C,, n > 2
(Ts ’I::b ,11};: On Oh: I: Ih)

Existen solamente sicte grupos de estas caracteristicas que se descri-
ben facilmente asociandolos a los cinco poliedros regulares o sdlidos
platénicos (Fig. 9). Los poliedros regulares tienen caras que son poligo-
nos regulares y equivalentes, asi como aristas y vértices también equiva-
lentes, El término equivalente indica que pueden intercambiarse mediante
operaciones de simetria. Haciendo consideraciones de tipo geometrico se
demuestra que solo son posibles cinco poliedros regulares (Ref. 1)
tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro ¢ icosaedro. Los siete grupos
puntuales indicados pueden relacionarse con los siguientes poliedros: T,
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T; y T, con el tetraedro, O y O, con el octaedro, y por ultimo I e I, con el
icosaedro. ;

i
1
|
]
i
i
i
|
i

Tetraedro
Caras: 4 triangulos equildtercs
Vértices: 4
Aristas: 6

Caras: 6 cuadrados
Vértices: 8
Aristas: 12

/ Cubo
|
|

Dodecaedro

Caras: 12 pentagonos regulares
Vértices: 20
Aristas: 30

Octaedro

Caras: 8 triangulos equilateros Icosaedro
Vértices: 6

Aristas 12 Caras: 20 tridngulos equilatercs

Vértices: 12 H
Aristas: 30

Figura 9.-—-Los cinco poliedros regulares o sélidos platénicos.

GRUPOS TETRAEDRICOS

Para ver mas facilmente los elementos de simetria de un tetraedro es
conveniente inscribirle en un cubo (Fig. 10), ya que algunos de los
elementos de simetria del cubo lo son también del tetraedro. Asi, por
ejemplo, los cuatro ejes C; del cubo coinciden con los del tetraedro.
Ademas el tetraedro tiene tres ejes C, en las direcciones de los ejes x, y ¥
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z que coinciden con los tres ejes C, del cubo. Las operaciones de simetria
correspondientes a los cuatro ejes Cy vy los tres ejes C, del tetraedro
forman un grupo.

cy
c
¢

A\ ¥ G

f’L'_'__"'"_

/ //
C,x

ot
o
Figura 10. Orientacidn de los ejes de rotacicn del tetraedro (y cubo).
T Generadores: Ci(xyz) y Ci(z). Grupo de rotacion pura del tetrae-
(23) dro. Contiene todas las rotaciones propias respecto de los cuatro

ejes C, v los tres C, del tetraedro, es decir, doce operaciones
distribuidas en cuatro clases. Las rotaciones C5 forman una clase,
y sus inversas C3 olra, las rotaciones C, forman también una
clase. Se han elegido los generadores mencionados entre todos
los posibles para indicar con claridad la orientacién relativa de
los ¢jes correspondientes, o mismo se hara en los grupos siguien-
les.

T, Generadores: Cy(xyz) v S,(z). Si a las operaciones de simetria del
(43m) grupo Tse anade la reflexion en un plano, g,, que contenga a dos
ejes C, se generan otras doce nuevas operaciones. También se
pueden obtener a partir de los dos generadores indicados ante-
riormente. Aparecen asi los seis planos de simetria del tetraedro y
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(m3)

los tres ejes S, que coinciden con los C,. Este grupo contiene
todas las operaciones de simetria del tetraedro. Las rotaciones Cs
y sus inversas forman ahora una sola clase, lo mismeo sucede con
las rotaciones impropias S,, las rotaciones C, forman también
una clase y las reflexiones o, otra.

Generadores: Cy{xyz), C,(z) e i Si al grupo T se afiade la
reflexion en un plano ¢, quoe contenga a dos ejes C, se genera un
nuevo grupo, T,. Se podria elegir también como generador la
operacion i. Este grupo tiene tres planos o, perpendiculares entre
si, cada uno de ellos contiene dos ejes C,, v su interseccion es el
centro de inversidon. Asimismo tiene cuatro ejes S, que coinciden
con los cuatro ejes Cj. Las clases del grupo T son también del T,
y ademds las cuatro siguientes: {4S.}, {453}, {30,} e {i}. Este
grupo no es el de un tetraedro regular sino de un sélido formado
por dos tetraedros que se entrecruzan (cada uno de ellos se
transforma en el otro por inversiéon respecto del centro de sime-
tria) conocido como di-dodecaedro. El grupo 7T;, se trata frecuente-
mente como un grupo ciubico v octaédrico.

GRUPOS OCTAEDRICOS

E! octaedro y el cubo tienen los mismos elementos de simetria, pero
resulta mas facil su identificacion en ¢l cubo. Por ello, en la figura 11 se
muesira un octaedro inscrito en un cubo asignando los ejes cartesianos
X, V¥ zalos tres ejes C,.

4c,

b, 30,
I 4
1
~ |
>
\\I_\\
*
| R
I
i
l |
_..__.|__._._
~ s
-

Figura 11—Ovientacion de los ejes de rotacicn propia del cubo y octaedro,
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(432)

(m3m)

Generadores: C,(z) y Cs(xyz). Este grupo estd formado por las
rotaciones propias del octaedro. Ademas de los tres ejes C,, el
octaedro tiene cuatro ejes C, que coinciden con los del cubo y
con perpendiculares a las caras triangulares del octaedro. Por
ultimo, los seis ejes C, de ambos poliedros no se representan en
la figura 11, pero pueden identificarse con facilidad pues pasan
por los puntos medios de aristas opuestas. Todos estos gjes dan lu-
gar a veinticuatro rotaciones propias distribuidas en cinco clases.

Generadores: Cy(2), C4(xyz) e i. Al aiiadir el generador i al grupo
O se obtienen otras veinticuatro operaciones y cinco clases mas.
Aparecen asi nuevos elementos: tres planos o, (perpendiculares a
los ejes C,, cada uno contiene dos ejes binarios), seis planos o,
(que contienen aristas opuestas), cuatro ejes Sg y tres S,. Este es
el grupo al que pertenece ¢l cubo y el octaedro.

GRUPOS ICOSAEDRICOS

El dodecaedro pentagonal y el icosaedro tienen la misma simetria.
Los grupos icosaédricos formados por operaciones de simetria de estos
poliedros no estin permitidos en las redes de los cristales y no son, por
tanto, grupos puntuales cristalograficos.
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Generadores: C5 v C,. Es el grupo de las rotaciones del icosaedro,
posee 12 ejes Cs, 20 ejes C, y 15 C,. La figura 12 muestra la
orientacion relativa de algunos de estos ejes.

Figura 12




I, Generadores: Cs, C; ¢ i. Este grupo contiene todas las operaciones
de simetria del icosaedro, sus elementos de simetria son ademds de
los ejes del grupo I: 125, ,, 20S;, 150 ¢ i. Estos elementos dan lugar
a un total de 120 operaciones de simetria.

Grupos puntuales continuos

Hasta ahora hemos considerado grupos con un nimero mas o menhos
grande de operaciones de simetria pero siempre finito. Vamos a ver a
continuacién grupos puntuales con un namero infinito de operaciones.

Las moléculas lineales tienen simetria cilindrica ¢ conica. Una rota-
cion de un angulo cualguiera en torno al gje internuclear deja la molécula
en una configuracion indistinguible de la original, este elemento de
simetria se designa C(¢) o C,. La existencia de un eje de rotaciéon de
orden infinito en un sistema implica, a su vez, la de infinitos planos, o,
que le contienen. Los grupos infinitos con elementos que se especifican
mediante parametros que varian de forma continua (en este caso ¢) se
denominan grupos continuos. Describimos ahora varios grupos puntuales
continuos.

C Generadores: C, y o,. La simetria minima de un objeto o molécu-
la cilindricos consta de un ¢je C_, e infinitos planos o, Las
operaciones correspondientes forman el grupo C_,. Este es el
grupo puntuval de un cono, de las moléculas diatémicas heteronu-
cleares y de las estructuras lineales sin centro de simetria, como
sucede con ¢l ion sulfocianuro. Las rotaciones C,, y sus inversas

forman una clase de este grupo y las reflexiones o, otra.

[vel

Generadores: C, 0, y C,. Si a las operaciones de simetria del
grupo €, se afade la reflexion en un plano o, se generan otras
operaciones: inversion, rotaciones impropias S,, v un nimero
infinito de rotaciones C, en torno a ¢jes contenidos en el plano a,.
Cualquiera de estas nuevas operaciones podrian haberse elegido
como generador. El conjunto de todas estas operacicnes forman el
grupo D, que corresponde a las moléculas diatéomicas* homonu-
cleares, v en general o todas las molécuias lineales centrosimétri-
cas, como la de acetileno. Ademas de las clases del grupo C,,,, en
el grupo D, las rotaciones C, forman una clase, la inversion otra
y las rotaciones S, y sus inversas forman finalmente otra clase.

wh
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La mayor simetria posible de un sistema tridimensional es la simetria
esférica. Un sisterna asi se transforma en una configuracion equivalente
por una rotacion cualquiera en torno a un eje arbitrario que pase por el
centro de dicho sistema. Es obvio que puede haber un nimero infinito de
tales ejes. Sin embargo, todos ellos pueden expresarse mediante compo-
nentes respecto de tres de ellos perpendiculares entre si. Estos tres ejes
seran los generadores del grupo formado por todas las posibles rotacio-
nes.

R(3)  Generadores: C(¢, x, v, z). Grupo de rotacion pura de la esfera.

R,(3) Generadores: C(¢, x, y, z} ¢ i. Si afadimos el generador { al grupo
R(3) resulta el grupo puntual de la esfera, con infinitos ejes de
rotacion impropios S(¢, x, v, z) e infinitos planos de simetria.

El grupc Ry(3) vy su subgrupo R(3) tienen una importancia especial
porque describen las propiedades de simetria de los orbitales atomicos. El
grupo R(3) es isomorfo del denominado grupo unitario-unimodular de
grado dos, SU(2), correspondiente al momento angular intrinseco del
electron vy de otras particulas elementales de spin 1/2. Este isomorfis-
mo permite describir las propiedades de spin de los atomos y moléculas
(Ref. 2).

Podriamos preguniarnos si existen grupos puntuales diferentes a los
descritos. Por ejemplo, ;podria tener una molécula dos ejes C¢ o bien un
eje C, perpendicular a otro C;? La respuesta es negativa. Aunque nada
impide efectuar transformaciones geoméiricas combinando operaciones
C, v C, respecto de ejes perpendiculares, encontrariamos que los produc-
tos de estas operaciones generan nuevas operaciones y asi sucesivamente
al combinar estas operaciones con las anteriores. No se verificaria la
condicion de cierre del grupo (la combinacion de dos elementos del grupo
es otro elemento del grupo) hasta generar un nimero infinito de opera-
ciones y elementos de simetria y ¢l grupo correspondiente seria alguno de
los grupos puntuales continuos que acabamos de describir, En la referen-
cia 3 se comenta este ejemplo.

Algunos autores utilizan simbolos diferentes para designar algunos de
los grupos puntuales. En la tabla 1 se establece la equivalencia de
simbolos.
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TABLA 1

Equivalencia de simbolos de grupos puntuales

C, =C,=Cu=5;

C, =85,

C,, =8, (nimpar)
b, =V

Dy, =V,

Dy =V,

D3y =S¢,

Dy =8,

Ss =Gy

R(3) =K

R,{3) = K,

2. GRUPOS DE SIMETRIA ESPACIAL

En el Tema 10 vimos que la estructura de un cristal puede describirse
mediante la repeticion periddica e ilimitada en tres dirmensiones de la
celdilla unidad. Aunque hay infinitos modos de elegir la celdilla unidad
resulta mas conveniente para simplificar el estudio de las propiedades de
los cristales hacer esta eleccion atendiendo a la simetria del cristal. De la
misma manera que las propiedades de simetria de la red cristalina
imponen restricciones sobre las posibles operaciones de simetria, las
dimensiones y forma de la celdilla unidad estan condicionadas por la
simetria de la red. Aparecen asi siete posibilidades, los siete sistemas
cristalinos: triclinico, monoclinico, ortorrémbico, tetragonal, trigonal,
hexagonal y clGbico (Ref. 3, apartados 3.2 y 3.3). La estruciura de
cualquier cristal puede determinarse a partir de los angulos y dimensio-
nes de alguno de los siete tipos de celdilla unidad. En la tabla 2 se
clasifican los 32 grupos puntuales cristalograficos, también lamados
clases cristalinas, seglin el sistema al que pertenecen. Cada celdilla unidad
se define por tres traslaciones a, b ¢ y tres angulos a, f, y, como se indico
en la figura 1 del Tema 10.
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Algunos sistemas cristalinos son compatibles con mas de un tipo de
red, segin se indica en la tabla 2. Surgen asi catorce posibles reticulos
denominados reticulos de Bravais. Puede verse en un ejemplo como
diferentes reticulos pueden pertenecer al mismo sistema cristalino. Consi-
deremos el sistema ciibico con simetria puntual 0,. Fl reticulo mas simple
o primitivo (simbolo P) consistira en un cubo con un punto reticular en
cada vértice. Fs evidente, sin embargo, que si s¢ sitlia otro punto en el
centro del cubo se mantiene la simetria 0, cada cubo de la red tendra un
punto reticular en su centro. Se obtiene asi un reticulo clbico centrado en
el cuerpo (simbolo I). Colocando un punto reticular en el centro de cada
cara del cubo se sigue manteniendo la simetria O,, se forma un reticulo
cubico centrado en las caras (simbolo F). 8i se situase un punto reticular
en el centro del cubo v en el centro de cada cara no se obtendria un
nuevo reticulo sino una red cubica con una celdilla unidad mas pequena.
En otros sistemas cristalinos son posibles reticulos con puntos reticulares
en dos caras opuestas (simbolo C).

Cuando ademas de las operaciones de simetria puntual de un cristal
se considéran sus operaciones de simetria espacial {traslaciones, y combi-
naciones de rotaciones o reflexiones con traslaciones) se obtiene un grupo
de simetria espacial o simplemente grupo espacial. Para determinar los
posibles grupos espaciales debemos combinar los 32 grupos puntuales
cristalograficos con cada uno de los posibles reticulos de Bravais. Por
ejemplo, el grupo puntual 2/m pertenece al sistema monoclinico, por
tanto dard lugar a dos grupos espaciales, uno por cada reticulo, denomi-
nados P2/m y C2/m. El simbolo de un grupo espacial se forma con el
simbolo del reticulo de Bravais seguido del correspondiente al grupo
puntual en la notacién de Hermann-Mauguin, incluyendo planos de
deslizamiento vy ejes helicoidales. Hay que distinguir también casos como
Cmm?2 en donde el eje binario es perpendicular a {a cara centrada (con
puntos reticulares en su centro), y Amm2, donde el eje pasa por una de las
aristas de la cara centrada.

Al combinar los grupos puntuales cristalograficos con los reticulos de
Bravais se obtienen 73 grupos espaciales que no contienen reflexiones con
deslizamiento ni rotaciones helicoidales, son los llamados grupos simorfi-
cos. Si se sustituyen cuidadosamente cada una de las rotaciones y
reflexiones por las correspondientes rotaciones helicoidales y reflexiones
con deslizamiento, evitando duplicidades, se obtienen 157 grupos no
simorficos. Uniendo los grupos espaciales simorficos y no simorficos se
obtiene un total de 230 grupos espaciales. Hay extensas tablas que
especifican las caracteristicas y propiedades de las distintas estructuras
cristalograficas y su clasificacion en grupos de simetria espacial (Ref. 4).
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3. PROYECCIONES ESTEREOGRAFICAS

Para visualizar la simetria de un grupo puntual (sea cristalografico o
no), el efecto de sus operaciones de simetria y cOmo se van obteniendo
éstas a partir de los generadores resulta muy adecuado el uso de diagra-
mas de proyeccidn, proyecciones estereogrdficas o simplemente estereogra-
mas. En la figura 13 se representan las proyecciones estereograficas de los
grupos axiales con un eje principal de orden menor o igual a seis. Todos
ellos, excepto los que tienen eje principal de orden cinco, el grupo D, y el
Dg, son grupos puntuales cristalograficos. En la referencia 4 se dan las
proyecciones estereograficas completas para los 32 grupos puntuales
cristalogralicos; estas proyecciones se reproducen también en el Apéndice
I de la referencia 5.

En estas proyecciones el ¢je principal se indica mediante una figura
geométrica (generalmente un poligono} que tiene la simetria rotacional
correspondiente. El eje se supone perpendicular al plano del papel. Los
ejes de rotacién impropios coinciden con el principal y se indican
mediante poligonos entrecruzados y sombreados respecto del que corres-
ponde al eje principal. Fl plano del papel coincide con el o), si éste existe.
Los demdas generadores s¢ indican en la figura, con lineas discontinuas
los gjes binarios y continuas los planos verticales. Si los ejes C, vy los
planos verticales coinciden, la mitad de la linea es de trazo continuo y la
otra mitad discontinuo. La primera cruz en una figura representa un
punto arbitrario. Las demas cruces y circulos son puntos generados por
las operaciones de simetria (puntos simétricamente equivalentes), los
circulos representan puntos por debajo del plano del papel y las cruces
por encima.

En la figura 14 se muestra como el uso-de proyecciones estereografi-
cas puede ayudar a la construccion de la tabla de multiplicacion de un
grupo, en el ejemplo descrito del grupo C,,.

Utilizando proyecciones estereograficas puede verse facilmente como
se obtienen todas las operaciones de simetria de un grupo a partir de sus
generadores. En la figura 15 se ilustra el caso del grupo D,
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Figura 13- Estereogramas de los grupos axiales con un eje principal de orden menor o igual a seis. Los
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generadores de cada grupo se encierran entre laves, { }.
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Figura 14.—Producto de operaciones del grupo puntual C,,. realizado usando estereogramas.

Figura 15.—El grupo D, puede generarse por aplicaciones sucesivas de los generadores C,, C,, C,..
1C, y a,
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4. DETERMINACION DEL GRUPO DE SIMETRIA
PUNTUAL DE UN SISTEMA

Como ya hemos indicado anteriormente, €l problema de determinar el
grupo puntual al que pertenece un determinado sistema (molécula,
objeto, estructura, etc.) se reduce a determinar sus generadores, o 1o que
es lo mismo, los elementos de simetria respecto de los que se definen sus
generadores. El mejor maestro para resolver este problema es la experien-
cia. Identificando los clementos de simetria de diferentes moléculas o
estructuras se desarrolla cierta destreza en la percepcion espacial de los
distintos elementos de simeiria de un sistema. A pesar de que la experien-
cia es insustituible, vamos a dar una serie de recomendaciones que
pueden facilitar la identificacion del grupo puntual. En muchos textos se
dan esquemas u organigramas en los gue se va preguntando sobre la
presencia en el sistema de distintos generadores hasta asignar el grupo
puntual correspondiente. El principal inconveniente de estos organigra-
mas es que para su aplicacion efectiva es necesario memorizar secuencias
con un gran numero de preguntas, No obstante tienen la ventaja de
establecer un métode riguroso para el analisis de la simetria. En el
organigrama que se propone en la figura 16 se ha tratado de aunar
simplicidad y una metodologia adecuada.

El procedimiento propuesto tiene cinco etapas:

1. ;Tiene la molécula alta simetria? En caso afirmativo tendra que
decidirse si pertenece a los grupos C,, o D, cuando la molécula
es lineal, o bien pertenece a los grupos T), 0, o I, si es tetraédrica,
octaédrica o icosaédrica, respectivamente. No se incluyen los
grupos de rotacion pura 7, O e I ni 7, por ser muy poco frecuen-
tes en las moléculas.

2. Una vez descartados los grupos de simetria elevada buscamos los
gjes de rotacién propios. Si no hay ninguno, ¢l grupo puede ser
C, C,o0 (..

3. Consideramos ahora el eje principal, o bien el eje tnico C,. ;Es
este ¢je en realidad un eje 5,,7 Si es asi v no existe otro elemento
de simetria se trata de un grupo §,,.

4. En caso negativo buscamos la presencia de n ejes C, perpendicu-
lares al C,. Si no se encuentra ninguno el grupo es C,, C,, 0 C,,

He
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segiin que no existan planos de simetria, existan planos ¢, o bien
6,, Tespectivamente.

5. Si hay n ejes C, perpendiculares a C,, el grupoes D,, D,, 0 D,,. D,
si no hay planos de simetria; D, si hay n planos o, que biseccio-
nan los angulos entre los ejes C, y D, si hay un plano o,

El grupo puntual de un cristal que no contiene ejes helicoidales ni
planos con deslizamiento, cristal simérfico, se puede determinar de la
misma forma que en las moléculas.

En los cristales no simérficos el procedimiento es parecido. Se determi-
nan todas las operaciones de simetria (puntuales, de rotacion helicoidal y
de reflexion con deslizamiento). Se suponen todos los desplazamientos
iguales a cero. Lo que queda son solo operaciones de simetria puntual. El
grupo puntual del cristal no simorfico es, por tanto, el grupo que resulta
al hacer de forma arbitraria que todos los desplazamientos sean iguales a
cero.

5. SIMETRIA Y PROPIEDADES FISICOQUIMICAS

Muchas propiedades fisicoquimicas de las moléculas y cristales estan
intimamente relacionadas con la simetria de estos sistemas. Asi por
ejemplo, el momento de dipolo eléctrico permanente, la polarizabilidad,
los efectos de sustitucion isotdpica, las propiedades piroeléctricas y
piczoeléctricas, la actividad optica v en general los procesos de interac-
ciéon entre la radiacion electromagnética y la materia dependen en gran
medida de la simetria del sistema o especie quimica considerada.

Aungue para un estudio riguroso de las implicaciones de la simetria
en muchas propiedades fisicoquimicas es necesario aplicar, como veremos
mas adelante, la denominada teoria de la representacion, vamos a consi-
derar algunas propiedades que pueden deducirse directamente a partir
del analisis de la simetria molecular,

5.1. Momento de dipole eléctrico permanente

Empleando argumentos de simetria podemos determinar rapidamente
si una molécula tiene momento dipolar permanente, y en muchos casos
su direccion. Las operaciones de simetria de una molécula, por definicion,
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deben dejar invariante esta propiedad molecular (no deben alterar su
distribucion de carga cléctrica). La Gnica manera de que el vector
momento dipolar sea invariante frente a todas las operaciones de simetria
de la molécula, es que esté contenido en todos sus elementos de simetria.

Si una molécula tiene un eje de rotacion C,, el momento dipolar debe
tener la misma direccion que el gje; si tiene dos o mas ejes que no
coinciden la molécula no tiene momento dipolar (para estar contenido en
los dos 0 mas ejes deberia estarlo en su intersecciéon, un punto, &s decir,
seria un vector de modulo cero), lo mismo sucede en moléculas centrosi-
métricas.

Cuando existe un plano de simetria, ¢, el momento dipolar debe estar
en dicho plano y si hay varios en su interseccion. En las moléculas de
simetria C, el momento dipolar esta sobre el plano de simetria aunque su
direccion dentro del mismo no pueda establecerse empleando argumentos
de simetria, sin embargo en las moléculas con simetria C,, el momento
dipoldr se sitla inequivocamente sobre el ¢je C,.

Podriamos concluir, en general, que para que una molécula tenga
momento dipolar permanente debe pertenecer a alguno de los siguientes
grupos puntuales: C,, C,, C, o C,,. Evidentemente para moléculas
pertenecientes al grupo C; no podemos emplear argumentos de simetria
para predecir la direccién del momento dipolar.

Todas estas conciusiones se establecen sobre la base de que las
moléculas son rigidas, hipdtesis que no es estrictamente cierta ya que con
frecuencia se producen deformacones o perturbaciones de la molécula
supuestamente rigida. Por ejemplo, en la molécula de metano, que no
deberia tener momento dipolar permanente, se ha medido (Ref. 6) un
pequeftisimo momento de modulo 1077 a 107 % D (como valor de referen-
cia el momento dipolar de la molécula de HCl es de 1,08 D). Este
pequeito momento dipolar es debido a efectos de distorsion centrifuga, es
decir, deformaciones de la simetria molecular producidas por la rotacion
de la molécula.

5.2. Actividad optica

Una sustancia opticamente activa hace girar el plano de polarizacion
de ia luz plano-polarizada que pasa a través de ella. Un criterio clasico
(regla de Pasteur) para decidir si una molécula puede ser Opticamente
activa consiste en observar si la molécula es superponible con su imagen
especular. 8i es superponible no es dpticamente activa v si no lo es puede
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ser Opticamente activa. Por ejemplo, la figura 17.0 muestra que la
molécula de bromoclorofluormetano no es superponible con su imagen
especular y, por lo tanto, no puede tener actividad optica, pero la figura
17.b muestra que la molécula de bromoclorometano puede ser optica-
mente activa.

——
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S
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[ H=-"
Cl/ \ H l \C]
g F
)
Br

Cmmoq He==
Cle=—" l T~

———
=]
=

b)

Figura 17

Una molécula como la representada en la figura 17.a, en la que los
cuatro atomos unidos al atomo de carbono son diferentes, se dice que
tiene un dtomo de carbono asimétrico. La existencia de dtomos de carbono
asimétricos en moléculas organicas simples es un criterio también muy
usado para predecir la existencia de actividad optica en este tipo de
moléculas.

La comprobacion de la superponibilidad se realiza faciimente por
inspeccion visual cuando se trata de moléculas sencillas, pero cuando son
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moléculas complicadas esta comprobacion es dificil, Por otro lado existen
gran cantidad de moléculas sin atomos de carbono y que presentan
actividad optica o quiralidad. El concepto de carbonos activos se introdu-
jo porque se-pensaba que la actividad Optica era consecuencia de una
asimetria atomica. Sin embargo, la molécula es Opticamente activa
debido a una asimetria conformacional. Estudios tedricos han demostra-
do que la rotacién del piano de polarizacion se origina por enlaces
activos no por centros asimétricos.

Aunque en un tema posterior veremos con mayor detalle las reglas
que determinan cuando una transiciéon entre estados electronicos molecu-
lares puede dar lugar a fenémenos de quiralidad, la consideracion de la
simetria de una molécuta conduce a un criterio muy simple y general que
indica si una molécula dada puede tener actividad optica. Fl que una
molécula sea o no superponible con su imagen especular es claramente
una cuestion de simetria. Una molécula que tenga un eje de rotacion
impropio §, (n = 1,2,3,..) es siempre superponible con su imagen espe-
cular. Lfectivamente, la operacion S, consta de dos partes como hemos
visto: una rotacion y una reflexion. Como la reflexion crea una imagen
especular, la operacion S, es equivalente a una rotacién en el espacio
de la imagen especular. Por definicién, una molécula con un eje S, se
‘transforma de manera que coincide con si misma por la operacién S,
por lo tanto, su imagen especular después de la rotacion sera super-
ponible. Ll criterio més general y sencillo para decidir si una molécu-
ta puede tener actividad 6ptica puede enunciarse asi: Una molécula pue-
de ser Gpticamente dactiva si no tiene ningtn eje de rotacién impropio
Sy (n=1,2,3,..); si tiene algun eje S, no puede tener actividad dptica.
El problema de determinar si una molécula puede o no ser dpticamen-
te activa se limita a observar si tiene algun eje S,. Hay que recordar que
Sy =06y S, =i, es decir, una molécula que tenga un planc o un centro
de simetria no puede ser opticamente activa. Por ejemplo, la molécula de
la figura 17.b, tiene un plano de simetria y, por tanto, no puede ser
opticamente activa. La molécula de peréxido de hidrégeno que no
contiene ningun atomo de carbono (Fig. 1.d) tiene un Gnico elemento de
simetria, un eje C,, ¥ por consiguiente puede tener actividad optica. Sin
embargo, Ia molécula del derivado tetrafluorado del espirobiciclopentano
representada en la figura 4, no tiene ningtin plano ni ceniro de simetria
pero no puede ser Opticamente activa por tener un cje S, Otro gjemplo
interesante es el de la molécula de heliceno de la figura 18. Esta molécula
con estructura de hélice no tiene ninglin 4tomo de carbono asimétrico o
activo, sin embargo puede ser Opticamente activa ya que su {nico
elemento de simetria es un eje C,,

- 93




32

H
/

H,C
H,

C
\
H,C CH,

--..C/ ~

‘ CH,
e Lbcns

/yCHZ

H,c CH,
H,C

Figura 18

Segln vemos, las moléculas Opticamente activas no tienen que ser
necesariamente asimétricas, sino que pueden tener uno o mas gjes C,. Por
ello, las moléculas dpticamente activas se suelen llamar disimétricas (sus
{inicos elementos de simetria son uno o mas ejes C,, n = 1,2, 3,..) que es
una denominacién mas general que la de asimétricas. Las moléculas
asimétricas son un caso particular de las moléculas disimétricas. Por
extension del término se dice que un objeto es disimétrico cuando no es
superponible con su imagen especular.

5.3. Equivalencia quimica e isbmeros

Hemos indicado anteriormente que en un sistema dado se denominan
dtomos equivalentes por simetria a aquellos que pueden transformarse
entre si mediante cualquier operacion de simetria del sistema. Vamos a
ver ahora que el concepto de equivalencia quimica corresponde a un caso
particular de equivalencia por simetria.

En las moléculas de metano, etano, benceno y etileno todos los
stomos de hidrogeno son gquimicamente equivalentes y en cada una de
estas moléculas todos los atomos de hidrégeno forman un Gnico conjunto
de atomos equivalentes. En la molécula de propano, sin embargo, hay
seis hidrogenos metilicos equivalentes, que forman un conjunto y dos
hidrogenos metilénicos, que constituyen un segundo conjunto. ;De qué
forma puede demostrarse que los dtomos de uno de estos conjuntos son
quimicamente equivalentes? La respuesta a esta pregunia proporciona un
concepto mas preciso de equivalencia quimica, basado en la condicion de
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sustitucion, Los atomos de hidrogeno de uno de estos conjuntos son
quimicamente equivalentes cuando la sustitucion de uno de ellos por otro
atomo A da lugar a una molécula idéntica a la que se obtiene sustituyen-
do por A cualquier otro atomo de hidrdégeno del conjunto. Los resulta-
dos de esta comprobacion se pueden predecir por consideraciones de
simetria. Por ejemplo, en la molécula de metano (Fig. 19) el eje C, que
pasa por H, hace que los atomos H,, H; y H, sean equivalentes (se
transforman entre st mediante las operaciones Cy y C3). El eje C; que
pasa por H, hace que H,, Hy y H, sean equivalentes. Puesto que un
atomo de hidrogeno dado, por ejemplo H,, puede ser llevado a los
lugares ocupados por los otros dtomos de hidrogeno mediante operacio-
nes C,, todos los 4tomos de hidrogeno son equivalentes. Por ello, sélo
existe Un clorometano (un Gnico isémero monosustituido). Analoga-
mente, so6lo hay un producto monosustituido en los casos del etano,
benceno y etileno. Como vemos las consideraciones de simetria molecular
permiten deducir facilmente el niimero de isomeros por sustitucion de
una molécula dada.

H, .

N H

-

c;x
/

.
Figura 19.—Molécuia de metano. Se han numerado los dtomos de hidrégeno para observar cémo actiian
las operaciones de simetria.
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Podemos establecer la siguiente conclusion: Si una molécula tiene un
gje C, (n = 2,3,4,..) los atomos intercambiados por operaciones Cy' son
quimicamente equivalentes y la sustitucion de cualquiera de estos atomos
equivalentes conduce a un solo compuesto.

Examinemos ahora la situacion cuando se intercambian atomos
similares por reflexion en un plano de simetria. Consideremos la molécula
RCH,R’ (Fig. 20.a); esta molécula no tiene ejes C,, n > 1, pero tiene un
plano de simetria que bisecciona el angulo H,CH,. La reflexion en dicho
plano intercambia H, por H,. Si utilizamos la sustitucion por otro atomo
para comprobar la equivalencia, vemos que la sustituciéon de H; por otro
atomo, por ejemplo un atomo de cloro (Fig. 20.b), da lugar al enantiomor-
fo o enantidmero (imagen especular) del compuesto obtenido por sustitu-
cion de H, por un atomo de cloro (Fig. 20.c). En esta situacion los
atomos de hidrogeno de la configuracion que se muestra en la figura 20.a
tienen una relacion especial entre ellos, se dice que son pseudoequivalentes
0 enantiotdpicos.

H, f g cl H
\ \ # \ ,
\/ \/ \::
c C
R/ ™~ R R/ \ R R -~ Nk
Q) ) 9
Figura 20

Evidentemente los 4tomos enantiot6picos no son quimicamente equi-
valentes pues la sustitucion de uno de ellos por otro itomo,da origen a
dos isébmeros opticos, también llamados enantidmeros o enantiomorfos.

Otro concepto relacionado con el de Atomos equivalentes por simetria
es el de niicleos magnéticamente equivalentes, que se emplea en espectros-
copia de resonancia magnética nuclear (RMN). Nicleos magnéticamente
equivalentes son aquellos que dan origen a una sola sefial RMN. Al
estudiar esta técnica espectroscopica se¢ demuestra que esta situacion se
presenta cuando los nicleos tienen el mismo desplazamiento quimico y
la misma constante de acoplamiento spin-spin con cualguier otro nicleo

que no tenga el mismo desplazamiento quimico. Los nucleos de dtomos’

simétricamente equivalentes tienen el mismo desplazamiento quimico, es
decir, cabria esperar que dieran lugar a una sola seftal RMN. Sin embar-
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go, la existencia de constantes de acoplamiento diferenties con otros nii-
cleos puede hacer que aungque sean simétricamente equivalentes no sean
magnéticamente equivalentes. Por ejemplo, en la molécula de 1,1-difluor-
etileno (Fig. 21.a) los dos atomos del hidrogeno son simétricamente
equivalentes, pero sus dos protones no son magnéticamente equivalentes
porque las constantes de acoplamiento con los atomoes de flior en
posiciones relativas cis y trans son diferentes. Lo mismo sucede en la
molécula de piridina (Fig. 21.b). Aunque existen tres conjuntos de proto-
nes simétricamente equivalentes, pueden aparecer mas de tres seiales en
el espectro RMN de la piridina porque las constantes de acoplamiento
entre los protones son diferentes: J,; # J34, J25 # J 54, €te. Sin embargo,
en la molécula de etanol los tres protones metilicos no son simétrica-
mente equivalentes, pero si magnéticamente, porque la rotacion alrededor
del enlace carbono-carbono es muy rapida, mas que la resoluciéon tempo-
ral que es capaz de alcanzar esta técnica espectroscopica, y por tanto, lo
que se observa es una conformacion promedio a la que corresponde un
mismo desplazamiento quimico e iguales constantes de acoplamiento con
otros nucleos para los tres protones metilicos. Una vez mas se ponen de
manifiesto las limitaciones de los modelos moleculares basados en estruc-
turas rigidas.

N Ve 4

C == ¢ 3 )
\ )
F/ H 2 .
N
J?{;;&J};;’“ st?é-}_aﬁ ; ‘]2575J56-~-
) b)
Figura 21
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Atomos simétricamente equivalentes en un sistema dado son aque-
lios que pueden transformarse entre si mediante cualquier operacion
de simetria del sistema. Dos tipos de atomos simétricamente equiva-
lentes de especial importancia son:

Atomos quimicamente equivalentes: atomos que pueden inter-
cambiarse mediante rotaciones propias CJ(n > 1).

Atomos enantiotdpicos: atomos que pueden intercambiarse sola-
mente mediante reflexiones en un plano de simetria.

Nicleos magnéticamente equivalentes en un sistema dado son aque-
llos que tienen el mismo desplazamiento quimico y la misma
constante de acoplamiento spin-spin con cualquier otro nicleo que
no tenga el mismo desplazamiento quimico.
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L.

ACTIVIDADES RECOMENDADAS

Determinar ¢l grupo de simetria puntual de una pelota de tenis
teniendo en cuenta la estructura tipica de su superficie.

Determinar el grupo de simetria puntual al que pertenece la molécula
propuesta en la figura 22. En la conformacién indicada los anillos
aromaticos consecutivos forman angulos diedros de 45°. Indicar los
conjuntos de atomos de hidréogeno quimicamente equivalentes (se
han simbolizado mediante lineas los enlaces C—H).

Figura 22
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EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

Las operacicnes de simetria del grupo C,, son:

B o T 8
e
9
w
et
Q
e

» C3a C%, Sa’ Sg Yo,
s CS! C%a 839 Sgn i y Ty

0
o

Los elementos de simetria del grupo D, son:

@) 1 eje ternario y 1 plano perpendicular a é&l, g,
b) 1 eje ternario, 3 ejes binarios y 1 plano g,
¢) 1 eje ternario, 3 planos ¢, y 1 plano o,

d) 1 eje ternario, 3 ejes binarios, 3 planos ¢, y 1 plano o,

En la Notacion Internacional o de Hermann-Mauguin, el simbolo 6
representa al grupo puntual de simetria correspondiente en la
notacion de Schoenflies a:

a) Cy
b) C3v
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¢y Cyy
d) C6v
e) Cey

Comprobar que el grupo D,, se puede generar a partir del D, sin
mas que incorporar a este Utimo grupo las operaciones que resultan
de muitiplicar sus operaciones (I, 2C,, C,{=C3), 2C, y 2C3) por la
operacidn inversion, i, Esta propiedad suele indicarse mediante la
expresion: Dy, = D, x i

(Pueden ser Opticamente activas las moléculas diatomicas? ;Y las
triatémicas? Justifique las respuestas.

Determinar los grupos de simetria puntual a los que pertenecen las
siguientes conformaciones de la anilina, C;H;NH,:

a) El plano del grupo amino, NH,, es coplanario con el anillo
bencénico.

b} El plano del grupo amino es perpendicular al del anillo bencéni-
co.

¢) Los dos hidrogenos del grupo amino por encima o debajo del
plano del anillo bencénico.

d) Un hidrogeno del grupo amino por encima y el otro por debajo
- del plano del anillo bencénico, pero el planc que contiene al
grupo NH, no contiene al eje del enlace C,H,—N.

En la molécula de propadieno (aleno) H,C—C==CH,, los dos
planos que contienen a los grupos metileno (<=CH,) son perpendi-
culares entre si. Teniendo en cuenta esta estructura indique los
elementos de simetria, operaciones de simetria y grupo de simetria
puntual de la molécula de propadieno.

(Sugerencia: Haga un esquema inscribiendo la molécula en un
paralelepipedo en el que los dtomos de hidrogeno ocupen vértices
alternos.)

Determinar el grupo de simetria puntual al que pertenecen las
siguientes moléculas, indicando si tienen momento dipolar perma-
nente y su direccion:




a) Oxisulfuro de azufre, CSO, que es lineal

b) Didxido de carbono, CO,, también lineal

¢) trans-SF, Br,, con estructura de bipiramide de base cuadrada
d) SF;Cl, estructura octaédrica

¢) POCI,, estructura tetraédrica

f) cis-1,4-diclorocicloheptano

g) Octatetraeno, conformacion en bote o baiiera

Determinar el grupo de simetria puntual al que pertenecen las
sigunientes moléculas indicando el nimero de conjuntos de dtomos
de hidrogeno quimicamente equivalentes:

H
Na §d \ __H~__

H
\
H

N/
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10. Determinar el grupo de simetria puntual al que pertenecen las
siguientes moléculas indicando si pueden tener actividad optica:

a) Hidroquinona, by Azuleno ¢} Ciclobutano
conformacion plana

d) peri-xantenoxanteno e) Conformacion sesgada del
(1,1-binaftileno,2:8',2:8-didxido) etano

HH

0° < <60°

f) Tripticeno
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¢) Hexametilentetramina
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. Respuesta correcta: o).
2. Respuesta correcta: 4).
3. Respuesta correcta: ¢).

4. En la figura 23 se indica la orientacion espacial de algunos elemen-
tos de simetria del grupo D,,

Figura 23
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Con la ayuda de esta figura, o bien haciendo uso de proyecciones
estereograficas es facil obtener el resultado de los siguientes produc-
tos:

I'xi=i ; Cy,xi=8 ; Cixi=8, ; Cy,xi=o,

Cy % i=0,(2C, —20) 1 Cf x i=0,2C) — 20,)

Si incorporamos a las operaciones del grupo D, las que acabamos
de obtener se tienen todas las operaciones del grupo D,,

Dy, {1,2C,, Cy(=C3), 2C5, 2CY4, 0,28, 0y, 20, 20,4}

Por ello:
D4h == D4 X i

Las moléculas diatomicas tienen infinitos planos de simetria (6 =S5,)}
que contienen al eje internuclear, por tanto no pueden ser dpticamen-
te activas.

Las moléculas triatomicas tienen siempre al menos un plano de
simetria (tres puntos no alineados determinan un plano y si estan
alineados existen infinitos planos que los contienen), por consiguien-
te tampoco pueden ser Opticamente activas.

a).CZD ; b) tCZu ; C) Cs ; d) Cl

En la figura 24 se representa el esquema propuesto. Se advierte
claramente en este esquema que la molécula de propadieno tiene
tres ejes binarios perpendiculares entre si, un eje de rotacion impro-
pia §, y los dos planos ¢, indicados en el enunciado. Las correspon-
dientes operaciones de simetria son: I, C,, 2C), S,, Si v 20, La
molécula pertenece al grupo D,




Figura 24

Inscribir las moléculas en poliedros o figuras regulares facilita
considerablemente el analisis de su simetria. Este procedimiento ya
se ha empleado al describir los grupos de alta simetria (Figs. 10, 11

y 19).

a) C,, tiene momento dipolar en la direccion del eje C,.

by D, no tiene momento dipolar.

¢y D, no tiene momento dipolar.

d) Cs,, tiene momento dipolar en la direccion del eje C5 que pasa
por los nicleos de los dtomos de cloro, azufre y uno de los de
flior.

e) C,, tiene momento dipolar seglin el eje C; que pasa por los
nicleos de oxigeno y fosforo.

) C, su momento dipolar esta en el plano de simetria de la

molécula. Este plano es perpendicular al del anillo heptagonal y
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pasa por uno de los vértices del heptagono y el punto medio del
lado opuesto

g) Otra forma de facilitar la identificacion de la simetria de una
molécula consiste en utilizar proyecciones adecuadas de la
misma, Este procedimiento se ha empleado en las figuras 7 del
Tema 10y 6 del presente; también podria haberse utilizado para
la molécula anterior, y ahora vamos a utilizarla para la confor-
macion en bote del ciclooctatetraeno. Los signos de la proyec-
cion indican claramente la existencia de dos planos de simetria
perpendiculares y el correspondiente eje binario de su inter-
seccion. La moléeula pertenece al grupo C,, y tiene momento
dipolar segun el eje C,. '

9. a) C;; 3 conjuntos, no tiene adtomos de hidrégeno equivalentes.
by C,,; 2 conjuntos cada uno de ellos con 2 dtomos de hidrogeno.

¢) C, 3 conjuntos con 2 atomos de hidrogeno cada uno.
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10.

d)
e)
)

a)

b)
c)
d)
e)

Ds;; 2 conjuntos, uno con 2 y otro con 4 atomos de hidrdgeno.
D, 2 conjuntos, con 4 atomos de hidrogeno cada uno.

C, ; 9 conjuntos, no tiene atomos de hidrogeno equivalentes.

C,, No puede tener actividad o6ptica pues tiene un plano de
simetria (0 = §,) y un centro de simetria (i = §,).

CZU' NO (J = Sl)
C,,. No
C,,. No

Otro tipo de proyecciones muy tutiles para ayudar a la identifi-
cacion de la simetria de una molécula son las proyecciones de
Newman, que se han venido utilizando en las figuras 6 del Te-
ma 10 y lc y Ld del presente. En este caso la proyeccion de
Newman permite ver facilmente la existencia de tres ejes bina-
rios perpendiculares al eje que pasa por los nicleos de carbono
(eje C,4). Estos tres ejes forman angulos de 1207 entre si y su
interseccion es el punto medio del enlace C—C. La molécula
de etano en la conformacion sesgada pertenece al grupo D,
y podria tener actividad optica pues no posee ningun cje S,
n=1273.)
i C2
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h)

D,,.. No

L.a manera mas facil de identificar la simetria de esta molécula,
asi como la de adamantano {(en lugar de atomos de nitrégeno
tiene Atomos de carbono) consiste en darse cuenta de que los
cuatro atomos de nitrégeno tienen una disposicion espacial
tetracdrica, Inscribiendo un tetraedro en la figura del enunciado,
cuyos vertices sean los dtomos de nitrogeno, puede verificarse
facilmente que la molécula tiene todos los elementos de simetria
del tetraedro, es decir pertenece al grupo T, y evidentemente no
podra tener actividad Optica.

En este caso conviene inscribir la molécula en un cubo (Fig. 25);
puede verse asi que tiene todos los elementos de simetria corres-
pondientes al grupo D,,. La presencia de planos de simetria (S,)
y un eje S, indican que esta molécula no puede tener actividad
Optica.

Su €, elemenios:

Sa €205 ¥ 2oy

Figura 25
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ESQUEMA/RESUMEN

REPRESENTACION DE UN GRUPO

Definicion. Homomorfismo con el grupo
Isomorfismo. Representacion fiel e infiel
Representacion maftricial. Matrices cuadradas
Dimension de una representacion '

REPRESENTACION MATRICIAL DE LOS OPERADORES DE SIMETRIA

Concepto de operador de simetria

Base de una representacion
Representaciones monodimensionales
Representaciones n-dimensionales (n > 1)
Operadores unitarios
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REPRESENTACIONES EQUIVALENTES Y NO EQUIVALENTES

Representaciones equivalentes
Representaciones no equivalentes
Representaciones unitarias
Caracter de una representacion
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REPRESENTACIONES REDUCIBLES E IRREDUCIBLES

Suma directa de representaciones
Representaciones reducibles
Representaciones irreducibles (RI).
Especies de simetria

118




OBJETIVOS

La mayoria de las aplicaciones de la simetria en Fisica y Quimica se
basan en una parte de la teoria de grupos, denominada teoria de la
representacion, a la que vamos a dedicar este tema y el siguiente. El
interés de la teoria de grupos para el estudio de sistemas fisicoquimicos
tiene su origen principalmente en el hecho de que siempre puede encon-
trarse un conjunto de matrices cuadradas que se comportan de la misma
forma que los elementos de los grupos de simetria, es decir, un conjunto
de matrices homomorfo al grupo de operaciones de simetria. Los caracte-
res de estas matrices (suma de los elementos de la diagonal principal) son
independientes del sistema de referencia empleado. Una vez determinado
este grupo de matrices cuadradas, o sus caracteres, puede intervenir en la
resolucién de problemas relacionados con propiedades de simetria. La
informacion contenida en estas matrices o nimeros describe el comporta-
miento de las funciones de onda, modos de vibracion, componentes del
momento de dipolo eléctrico, de dipolo magnético, del tensor de polariza-
bilidad, etc, de una molécula o cristal, y en general de una base de
funciones o vectores. El conjunto de matrices cuadradas o nameros
(representaciones) se trata en el presente tema y sus caracteres se estudia-
ran con mas detenimiento en el siguiente.

Los objetivos que se pretenden alcanzar con cl estudio de este tema
son:

1. Aprender los conceptos de representacion de un grupo y caracter
de una representacion.
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2. Construir con facilidad representaciones de los grupos de simetria
sobre bases diferentes y/o determinar con rapidez los correspon-
dientes caracteres.

3. Entender claramente el significado de los distintos tipos de repre-
sentaciones: equivalentes, no equivalentes, reducibles e irreduci-
bles; asi como las posibles relaciones o transformaciones entre
ellas.

El tercer objetivo es de crucial importancia en las aplicaciones de la
teoria de grupos, a algunas de las cuales se dedican los temas que siguen.
Un alumno que no entienda bien los conceptos implicados en este
objetivo puede tener graves dificuitades en dichos temas. Es aconsejable,
por tanto, dedicar a estos conceptos toda la atencion y estudio necesa-
rios.

Tanto en este tema como en los siguientes se van a utilizar procedi-
mientos mateméticos de calculo matricial, algebra de operadores, espa-
cios vectoriales y espacios funcionales. Se supone que el alumno ha
adquirido los conocimientos necesarios sobre estos procedimientos en
cursos previos de matematicas. No obstante, en el Apéndice se hace un
resumen de las definiciones y propiedades que tienen mayor interés en
relacién con los temas que se van a desarrollar.
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1. REPRESENTACION DE UN GRUPO

Una representacion de un grupo dado, G, s¢ define generalmente
como un conjunto, I', de elementos que satisfacen dos condiciones:

1. Cada elemento del grupo, G, puede asociarse con algiun elemento
del conjunto, I

2. La tabla de multiplicacion de los elementos del conjunto, I, es
equivalente a la tabla del grupo G.

La segunda condicion puede expresarse también asi: Si dos elementos
cualquiera del grupo G, segin su tabla de multiplicaciéon, dan como
resultado

AB=F ; A B FeG

y estos elementos corresponden o estan asociados a los elementos del
conjunto I' siguientes

A-T(4) ; BoT(B) : F-I(F)

en la tabla del conjunto I' debe aparecer
T(A)X(B) = I'(F)
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De forma resumida fa equivalencia de las tablas de multiplicacion de
G y I' se puede indicar asl:

[(AB) = I'(A)(B)

Es decir, el resultado de multiplicar dos elementos cualesquiera de G es
un elemento de G que corresponde a uno de I' tal que es igual al
producto de los elementos de I correspondientes a los elementos de G
que se han multiplicado.

De la definicion anterior se puede concluir que una representacion de
un grupo dado es a su vez otro grupo matemdtico homomorfo del grupo
considerado.

Si a cada elemento del grupo le corresponde uno de Ia representacion
v a cada elemento de la representacion le corresponde uno del grupo, la
representacion es un grupo matematico isomorfo del grupo considerado y
se suele denominar representacién fiel. Por otro lado, si a mas de un
elemento del grupo le corresponde el mismo elemento de la representa-
cion, ésta se denomina infiel o no fiel. Los elementos del grupo que
corresponden al mismo elemento de la representacion forman un subgru-
po invariante.

En general, los elementos de una representacion pueden ser niomeros,
matrices, vectores, funciones, etc. Pero para las representaciones de los
grupos de simetria suelen usarse matrices. Se dice, por eflo, que son
representaciones matviciales. El nimero de filas y columnas de las matri-
ces de una representacion es la dimension de la representacion. Natural-
mente, en este tipo de representaciones se incluyen las formadas por
matrices de dimension 1 x 1, es decir, por nameros. El conjunto de
numeros formaria, en este caso, una representacion monodimensional del
grupo.

La ley de combinacion que se establece entre los elementos de una
representacion matricial de un grupo de simetria es ¢l producto ordinario
de matrices con todas sus propiedades que ya se han estudiado en los
cursos de Matematicas. Por esta razon, la Uinica condicion que se impone
a los elementos de las representaciones matriciales de los grupos de
simetria es que sean matrices cuadradas (su nimero de filas es igual al
nimero de columnas). De esta manera puede definirse adecuadamente el
producto de matrices y construirse la correspondiente tabla de multipli-
cacion. Al introducir las representaciones matriciales de un grupo de
simetria, lo que se esta haciendo, en definitiva, es sustituir la geometria o
relaciones espaciales de las operaciones de simetria por el dlgebra matri-
cial.
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En el apartado siguiente vamos a ver como pueden obtenerse repre-
sentaciones matriciales de un grupo de simetria puntual.

2. REPRESENTACION MATRICIAL DE 1.OS OPERADORES
DE SIMETRIA

Las operaciones de simetria acttan, como hemos visto anteriormente,
sobre entes fisicos {nucleos, electrones, atomos, partes de un cuerpo, ...)
realizando transformaciones geométricas en el espacio tridimensional:
rotaciones, reflexiones, inversiones, etc. Por ello puede considerarse
también que se aplican sobre puntos o vectores de posicion de este
espacio.

Si una operacion de simetria R transforma un punto P del espacio, de
coordenadas (x, y, z) y vector de posicidn v, en otro P, de coordenadas
(x', ¥, 2) y vector de posicion v’ (ver, por ejemplo, la figura 10.5 del Tema
10), el resultado de esta operaciéon puede expresarse asi:

R(x,y,z) = (x,¥,2) o bien Rv=y [12.1]

y por tanto:

Rx,Y,2)=(x,5,2) obien R v =y [12.2]

Sin embargo, para poder describir con el formalismo matemético
adecuado el efecto de las operaciones de simetria sobre funciones de
posicion se introduce el concepto de operador de simeiria. Supongamos
una funcion de posicion f definida en el espacio tridimensional; en otras
palabras, Ia funcion f asigna a cada punto P de coordenadas (x, ¥, 2} el
valor numérico f(x, y, z) o f(v). Siguiendo el criterio de Wigner (Ref, 1,
pag. 105, formulas [11.18a] y [11.197) se define el operador de simetria R
asociado a la operacién R diciendo que Rf es una nueva funcién cuyo
valor en P’ es el mismo que tenfa la funcién f en P:

RV, 2) = f(x,y,2)
RI) =f) [12.3]
Rf(Ry) = f(v)
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vy andlogamente:
Rf(v) = f(R™') [12.4]

donde el punto P se transforma en P’, o bien v en v/, mediante la
operacion R. Dicho de otra forma, R modifica la forma funcional de f(v)
de manera que elimina el efecto que introduce el cambio de variable
v — v, es decir, la operacion R.

En el apartado 2 del Tema 10 vimos que la operacion C,, (Fig. 10 de
dicho tema) produce ¢l cambio de variable: x' =y, v = —x, 2 = z. Es
decir, Cy,(x,¥,2) = (v, —x,z). Seglin la definicion [12.4], el correspon-
diente operador C,, actuando sobre una funcion f(x, y, z) la transforma-
ra asi:

C4zf(x= y! Z) = C4zf(v) :f(ct;zlv) = f{*ye Xy Z)

El contorno de esta funcidén ha rotado en sentido contrario al del vector
de posicion v.

Los operadores de simetria se aplican en espacios funcionales y
verifican como las operaciones de simetria, igualdades {10.5] y [10.67, las
condiciones de linealidad:

Plaf) = aPf [12.5]

B(f + g) = Pf + By [12.6]

donde f y g son dos funciones de posicién y a una constante. El
producto de dos operadores de simetria, en general no conmutativo, se
define de manera analoga al producto de operaciones de simetria que
tratamos en el apartado 2 del Tema 10, expresion [10.4]. Respecto de este
producto, los operadores de simetria tienen estructura de grupo homo-
morfo al grupo de operaciones de simetria correspondiente, y al ser
aplicados sobre una funcion dada se obtiene otra funcién del mismo
espacio funcional {condicién de cierre). Cada operador de simetria se
define respecto de un espacio [uncional concreto (por ejemplo, las funcio-
nes de onda correspondientes a un determinado valor propio de la
energia), donde verifica la condiciéon de cierre del grupo (Ref. 2). En
algunos manuales a estos operadores se les denomina también operadores
de transformacion, designandolos por Og o Pp.
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Para simplificar el formalismo matematico de las representaciones,
vamos a utilizar también el simbolo £ como notacién de las operaciones
de simetria cuando actllan sobre coordenadas o en espacios vectoriales.
La distincion de los conceptos de operacion y operador de simetria reside
basicamente en si se aplican a coordenadas ¥ vectores, 0 bien sobre
funciones, respectivamente. Hecha esta matizacion, en adelante hablare-
mos en general de representaciones de «operadores» de simetria.

A continuacion mostraremos que los elementos de una representacion
matricial de un grupo de simetria son matrices que se asocian o relacio-
nan con cada uno de estos operadores. ;Cémo podemos asociar o
arepresentar» cada uno de los operadores de simetria mediante matrices?

2.1. Base de una representacion

Para responder a la pregunta formulada anteriormente vamos a
considerar el efecto de los operadores de simetria sobre un conjunto de
entes matematicos: coordenadas de un punto, vectores o funciones
definidos en el espacio tridimensionai.

Un conjunto, como el indicado, formado por coordenadas, vectores o
funciones lincalmente independientes {¢,}, cada uno de los cuales se
transforma bajo la accion de cada operador de simetria, R, de un grupo
G en una combinacion lineal de dichos elementos:

ﬁﬁbj = Z Cji(:bi

‘constituye una base para una representacion del grupo de simetria G. A
partir de una base dada y considerando el efecto de los operadores de
simetria sobre cada uno de sus elementos es posible construir una
representacion matricial del grupo de simetria.

Aunque no es preceptivo, en la construccion de representacionss se
suelen utilizar bases ortonormales, es dectr, sistemas de coordenadas,
vectores o funciones que tienen la propiedad:

((pr ﬁi’J) = ‘5;'1'

donde el primer miembro es el producto escalar de dos elementos
cualesquiera de la base y ¢l segundo cs el conocido delta de Kronecker.
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Para un sistema de coordenadas cartesiano se trataria del producto
escalar de dos vectores unitarios en las direcciones de los gjes. En un
espacio vectorial dado, serfian dos vectores linealmente independientes (u
ortogonales) y normalizados. Si tuviesen componentes complejas, habria
que multiplicar un vector por el conjugado del otro. Finalmente, en un
espacio funcional el producto escalar o interno seria la integral

(¢s (/5;) = J¢?d)jdf = <¢z‘¢;> = (> = 5:‘;

extendida a todo el espacio en el que se definen dichas funciones.

2.2. Representaciones monodimensionales

La molécula de trans-difluoroetileno pertenece al grupo C,,. Imagine-
mos una traslacion de la molécula segun el eje z, T, representada en la
figura 1 mediante un vector que actia sobre su centro de masas. Tome-
mos este vector como base (en este caso monodimensional) y apliquemos
sobre él los operadores de simetria del grupo Cyy

IT=(+1T, ; C,L=(+VT, ; IL=(-1)T, ; &L =(-1DL

[12.7]

Figura 1
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asoctemos a cada operador de simetria ¢l correspondiente nlimero entre
paréntesis de las expresiones [12.7]:

F— 41, C\Z—>+1 , i =1, g, —+ —1

El conjunto de nimeros I'y = {1,1, —1, — 1} v la ley de combinacién
definida por la multiplicacién de nimeros enteros da lugar a una tabla de
mulllphcacwn equivalente a la del grupo C,;:

1 1 _1 _1 Czk I C2 i O.h

1 1 1 -1 -1 | Y Y A
—1 | -1 -1 | | i i e, I G
-11 -1 -1 1 1 o Oy i C, 1

es decir, forma un grupo homomorfo del grupo C,, y constituye una
representacion monodimensional de dicho grupo. La misma representa-
cion se habria obtenido utilizando como base la coordenada z de un
punto o el eje Z.

Tomando como base monodimensional una traslacion 7, o bien T, la
coordenada x o la y habriamos obtenido en los cuatro casos la misma
representacion:

L={l, —1, —1, 1} [12.8]
N € @ @y

Elijamos ahora como base la funcion xz:

I (xz) = (4 1)xz

C(xz) = (—x)z = (—1)xz

[ (x2) = (—x)(—2) = (+ Dxz
&, (x2) = x(—z) = (—1)xz

la representacioén correspondiente es:

Iy = {1, —1, +1, —1} [12.9]
72 I (oPY R I -
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A la vista de estos resultados se dice que la funcidon xz, y por extension la
representacion [12.9], es simétrica respecto de la inversion y antisimétrica
respecto de las operaciones C, y oy,

Examinemos el efecto de los operadores de simetria sobre una rota-
cion en torno al eje z, R,, simbolizada en la figura 1 mediante un par de
vectores en ¢l plano ¢, actuando sobre la molécula. Puede verificarse que
ninguno de los operadores de simetria del grupo C,;, altera este par, es
decir, la rotacion R, es simétrica respecto de todas las operaciones de
simetria del grupo. La representacion que se obtiene es:

Fo={1, 1, 1, 1} [12.10]
(HACH () (8

denominada generalmente representacion totalmente simétrica del gru-
po C,.

Puede comprobarse, como hicimos para la representacion I'y que los
grupos de nameros [12.8], [12.9] y [12.10] son homomorfos del gru-
po Cyy.

2.3. Representaciones n~dimensionales (n > 1)

Veamos ahora ¢l efecto de los operadores de simetria del grupo C,,
sobre la base tridimensional formada por las coordenadas (x, y, z) de un
punto, o bien las componentes (x,y, z) de un vector radial:

I (x99 =0xy2

Cylx, 3 2) = (=X, =¥,2)
Pz =(—x,—y —2
6y (X, y,2) = (x, ¥, —2)

También puede expresarse este efecto en forma matricial, aplicando el
producto ordinario de una matriz por un vector:

128



r 5(6-11)

Los clementos fuera de la diagonal principal son ceros y por eso no se
han representado. Cada una de las matrices I's(R) representa a un
operador de simetria segin se indica en su parte inferior.

El conjunto de las cuatro matrices

1Hs = {Fs(j)s rs(cz)a rs(ﬁ: FS(&h)}

de dimension 3 x 3 que acabamos de obtener, respecto de la multiplica-
cion ordinaria de matrices, da lugar a una tabla de multiplicacion

equivalente a la del grupo C,

w

———
y

Y

I's(6))

rs(h)
r(h | Iy
T'S(Cy) | T5(Cy)
Ls() Ts()
I'yé) | T's6,)

=0y

N

e el e

=y

T's(6,)
F's()
I's(C,)
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Por ejeinplo, el producto de las matrices correspondientes a los operado-
res ¢, y C, es:

1 0 0 -1 0 0
0 0 -1 0 0 1

(=1)+0+0 040 +0 04040
0+040 O0+1~H+0 0+0+0
04040 0+0 +0 0+0-+(—1)

una matriz igual a la que corresponde a la operacion inversion:

—1
rs(éh)rs(cz) = —1 = F(?)
—1

Por tanto, el conjunto I's de cuatro matrices 3 x 3 es un grupo matema-
tico isomorfo al grupo de simetria C,, y constituye una representacion
matricial tridimensional de este grupo.

Consideremos ahora los dos orbitales p, de los atomos de carbono de
la molécula de trans-difluoroetileno: p,(1) y p.(2). Estos orbitales p, tienen
simetria axial en la direccién del eje z, con un lobulo positivo y otro
negativo situados, respectivamente, por encima y debajo del plano o,
representado en la figura 2. El resultado de la aplicacion de los operado-
res de simetria sobre estos orbitales atomicos puede obtenerse rapida-
mente empleando, en lugar de las funciones matematicas correspondien-

Az

Figura 2
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tes, su orientacion espacial, segun se indica en la figura, resultando la
tabla:

-~

| f o i 8,

pAl) | pl)  p2) —p2) —pAD)
pA2) | p2)  p(1)  —pdl) -—p2)

El operador €, intercambia ambos orbitales manteniendo el signo de sus
16bulos. Sin embargo, el operador i ademéas de intercambiar los orbitales,
cambia su signo, segin se advierte en dicha figura. Por ultimo, el
operador &, cambia de signo los orbitales, pero no los intercambia.
Todos estos resultados pueden expresarse en forma matricial asi:

(1 )(pz(l)) _ (pz(l)) _ ( 1 )(PJU) _ (P42
LAp.2) p(2)) " \1 p(2) (1)

T T4(Cy)
( —1)(Pz(1)) _ (—Pz(2)) ) (ml )(pz(l)) _(—pdl)
—1 p:(2) —p1)) —1 /A p.(2) —pi2)
To(i) Te(6,)

Las matrices I'(f), T4(C,), Te(l) v T'y(6,) forman una representacion
bidimensional [iel I'; del grupo C,, como puede comprobarse efectuando
los productos de matrices y construyendo la tabla de multiplicacion
{Actividad Recomendada, nam. 1).

Tomemos como base las funciones linealmente independientes
{x*, ¥*, £} y apliquemos también los operadores de simetria del grupo C,,:

I (x»)=x* ; T o =)7 ;T (g)=z2
C,x)=(-xP=x* ; C,0)=(—=y" ; Coz)=1z
P (3B =(=xP=x ; T ==y ;1 @=—:z
by (x?) = x* ;6 () = »? ; 6y ()= —2
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empleando notacién matricial, el efecto del operador {, por ejemplo,
podria representarse asi:

x? x? 1 x4 x?
=1 o 1 =1
z —z -1 z —z

la matriz de la transformacién es la representacion matricial del operador
i sobre la base mencionada. Representando andlogamente los demas
operadores se obtienen las siguientes matrices:

1 1 1 1
1 , 1 , 1 , 1
1 1 —1 —1
0 T4C,) I, T {6

que constituyen también una representacion matricial I'; det grupo C,,,
como puede verificarse facilmente.

Por Gltimo, veamos el efecto de los operadores de simetria de este
grupo sobre dos sistemas de referencia que permiten describir los movi-
mientos de los dos dtomos de flior en la molécula de trans-difluoroetile-
no {Fig. 3).

Figurg 3
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Para ello, construimos la tabla de resultados siguiente:

T C, i &y
X1 Xy X3 X2 X1
Y1 Y1 Y2 Va2 Y1
Zy Z Z; —Z3 —Z
X3 X2 Xy X X2
Ya ¥z Y1 W Ya
22 22 Zl Zl ’—'*Zz

En forma matricial el efecto del operador €, se expresaria asi:.

Xy X2
¥ Yz
A z z
C, R 2 :
X3 Xy
¥2 Y1
Z3 Z
Pl X1 X2
1
i 1 Y1 V2
-____-_-_i----_-_--l_ I _ Z3
1 ! X5 X,
1 : L) Yy
|
1 Z, z
rB(C}L)
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El operador C, se representa por una matriz 6 x 6 que solo tiene
distintos de cero los elementos indicados. Las demés matrices seran:

1 i
|
1 I
1
Iy(f) = --—-----f-;—————-
§
! 1
E 1
' 1
i 1
N ! —1
Tyl = | —=-m-=m -
1 .
1 '
1
1
1 ,
|
1 I
A ~1 |
L Rt e
|
' 1
:

Estas cuatro matrices forman una representacion I'y de dimensién seis
del grupo C,; Para describir los movimientos de los seis atomos de la
molécula de trans-difluoroetileno, harian falta 18 coordenadas. Si tomase-
mos estas coordenadas como base obtendriamos una representacion de
dimension 18 del grupo C,,,.

Hasta aqui hemos descrito distintos tipos de representaciones de un
mismo grupo puntual, construidas sobre bases diferentes. Incluso hemos
visto que puede obtenerse la misma representacion sobre bases distintas.
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Vamos a dar mayor generalidad a la construccion de representaciones
considerando que cada operador de simetria R actiia sobre las coordena-
das o ¢l vector de posicién v de un punto del espacio:

Rv=y [12.11]

El operador de simetria R puede cambiar la direccion de v pero no su
modulo. Por tanto, si a es un nimero: v

R(av) = a(Rv) {12.12]

Por otro lado, si se suman dos vectores de posicion u y v (Fig. 4), la
relaciéon entre los vectores w, v y u + v no se altera si hacemos una

Figura 4

rotacion del paralelogramo correspondiente en torno a un eje que pase
por el vértice 0, o hacemos una reflexiéon en un plano que contenga a 0.
Es decir:

Ru + v) = R(u) + R(v) [12.13]

Las propiedades [12.12] y [12.13] son equivalentes a las [10.5] y [10.6] ¢
indican, como las [12.5] v [12.6], que los operadores de simetria son
operadores lineales, lo que simplifica considerablemente su algebra.

El vector de posicion v puede expresarse en la base de los vectores
unitarios i, j y k en cada una de las direcciones del sistema de coordena-
das:

v=xi+ yi+:zk [12.14]
Si aplicamos el operador R:
Rv = x(Ri) + y(Rj) + 2RK) [12.15]
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Para conocer Ry debemos determinar los vectores Ri, Rj y Rk en la base
de los vectores i, j y k. Estos nuevos vectores de posicion pueden
expresarse asi

Ri=ri+ryj+rsk
Rk = rysi + rogf + 135k

A partir de [12.16], [12.15] y [12.11], se obtiene:

v o= Rv = x(ryi+ryd+7r3 )+ p(r 0+ 1)+ 13,k 4+ 2(r 5i + 7555+ 75:K)
[12.17]

Si v se expresa en la base i, j, k
v =x1+yj+zk
Sus componentes x', y' y z' serdn:
FiaX Py sz = X
F21x + rzzy + r232 - yiI [12.18]

F31X 4 Fao¥ + P32 =2’

este sistema puede escribirse en forma matricial, asi:

Fi1 T2 Fra X X
1

Fa1 T2z Faa ¥ = 1Y [12.19]
7

F31 T3z Faz z

lo que constituye una version desarrollada de la expresion [12.11]. En
resumen, podemos decir que el efecto de un operador de simetria R sobre
los vectores de base de un sistema de coordenadas viene dado por las
ecuaciones [12.16], en las que los coeficientes r;; dependen de la relacion
entre R y los vectores de base. Una vez determinados estos coeficientes, ¢l
sistema [12.18] o la expresion [12.19] proporciona las coordenadas del
punto resultante (x',,z} al aplicar un operador de simetria R a un
punto cualquiera (x, y, ).
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Los nameros r;; representan al operador R, v su ordenacion en forma
de matriz cuadrada es una representacion matricial de dicho operador:

Fi1 F12 T3

F(ﬁ)= F21 T2z Tas [12-203

Esta matriz se ha construido a partir del sistema [12.17] observando el
efecto de R sobre las coordenadas (x, y,z) de un punto, o sobre el
correspondiente vector de posicion v. Si hubiésemos considerado el efecto
de R sobre los vectores unitarios i, j, k, se habria empleado el sistema
[12.16], que en forma matricial se expresaria asi:

Fi1 Fa1 Fay i Ri
Fia Taa Faz | )] = Rj
Fis Faz Faz k. Rk

con lo que obtendriamos otra matriz representacion de R

F’(R): 12 22 T3z

que es precisamente la traspuesta de [ 12.20]. Ambas matrices representan
a R, pero se han construido sobre bases diferentes. El hecho de que sean
traspuestas una de otra se presentara siempre que se utilicen como base
las coordenadas o el vector de posicion de un punto y el correspondiente
sistema de referencia (ejes o vectores unitarios). Esta propiedad se pondra
de manifiesto seguidamente al construir matrices que representan a los
operadores de rotacién propia e impropia.

Veamos ahora algunos casos concretos de operadores de simetria
puntual.
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|
;
i
:
i
i
i
1
:

Operador identidad

Fl operador I deja inalterado cualquier vector:

fi=1-i4+0j+0-k
Ij =0-i+1.j+0k
k=0i+0-j+1-k

Por ello, segiin [12.20], se representa por:

1 00
I'h= [0 1 0 - [12.21]
00 1

Una matriz como ésta, que tiene igual a uno todos los elementos de la
diagonal principal y a cero los deméas se denomina matriz unidad.

Operadores de rotacion propia (efe de rotacion: z)

La rotacién en torno al eje z de un angulo «, C(x), deja inalterado el
vector k y los vectores i y j rotan en el plano xy. Si el sentido positivo de
rotacion es contrario al de las agujas de un reloj (Fig. 5.a) los coeficientes !

Fi; SOIL

Cli = (cosa)-i +(seno)-j+0-k
C@) = (—sena)-i+ (cosa)j + 0-k
Cok=0-i+0j+1-k

por tanto, segin [12.20]

cose —seno 0
I(C(x)) = { sen« cosa 0 [12.22]
0 0 1
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Figura 5.—Efecto de una rotacidn en torne al eje z, Cra): a) sobre los vectores de buse, b) sobre un

punto ¢ vector de posicion cudliguiera.
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Si observamos el efecto de C(x) sobre las coodenadas de un punto (Fig.
5.b). Es evidente que la rotacion transforma las coordenadas x e y en
combinaciones de ambas pero deja inalterada la coordenada z, por tanto
podriamos escribir la matriz de la rotacién parcialmente asi:

0
0
0 0 1

Para encontrar los restantes elementos de la matriz, resolveriamos un
problema bidimensional en ¢l plano xy. La componente x de v se transfor-
maria al girar un angulo « en vn vector cuya componente segin el eje x
seria x cos o = A, y segln el eje y, xsena = C. Analogamente, la compo-
nente y de v se convertiria en otro vector de componentes —yseno= —B
e ycosa = D respecto de los ejes x e y. L.as componentes x’ e y' de v’ s¢
obtienen sumando las correspondientes componentes de los vectores en
que se transforman x e y por la accion de Cla):

X =A+(—B)=xcosa — yseno

y=C+D =xsenu-+ ycosy

Hemos determinado los elementos que completan la matriz de esta
transformacion, obieniéndose también de esta forma una matriz como la
indicada en [12.22].

Por convencidén, segin se indic6 en el apartado 2 del Tema 10,
adoptaremos como sentido positivo de giro ¢l de las agujas de un reloj.
La matriz que representa al operador C(x) con este criterio se obtiene
cambiando o por —o en [12.227:

cose seno O
T(Cx) = | —sena cosa O [12.233
0 0 1

Es importante darse cuenta de que las matrices [12.22] y [12.23] se
han construido usando un criterio activo en la aplicacion de los operado-
res de simetria (actiian sobre puntos o vectores de posicidn, pero no sobre
los ejes de coordenadas). En algunos manuales se emplea el criterio pa-
sivo (los operadores de simetria actiian solamente sobre el sistema de
referencia) obteniéndose matrices como la [12.22] para representar rota-
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ciones en ¢l sentido de las agujas de un reloj, y como la [12.23] para
rotaciones en el sentido contrario. Este resultado no debe extrafiar, pues
la situacion final a la que se llega es la misma haciendo rotar un vec-
tor de posicion un angulo « respecto de un sistema de coordenadas fijo,
o bien haciendo rotar el sistema un angulo « en el sentido contrario.
Como ya se dijo en el Tema 10 aqui utilizaremos solamente el criterio
activo en la aplicacion de operadores de simetria.

Operadores de reflexion en un plano que contiene al eje z

En la figura 6 se muestra el efecto sobre los vectores unitarios i y j de
una reflexion, ¢, en un plano que contiene al ¢je z y forma un angulo g
con el plano xz.

Figura 6

A partir de esta figura puede deducirse que:

é1i=(cos2fi+ (sen2f)j + 0-k
¢j=(sen2f)i — (cos2f)j + 0-k
dk= 0.i + 0 +1-k
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y por tanto la matriz que representa al operador 4 es:

cos 2f sen2fi 0O
I'6)= |sen2f —cos2f O [12.24]
0 0 1

Operador de reflexion en un plano perpendicular al eje z (ay)

Como ya hemos visto al tratar el grupo C,;, la reflexiéon en un plano
&, que contiene a los ejes x ¢ y y es perpendicular al eje z, deja inalteradas
las coordenadas x e y de cualquier punto y cambia de signo la coordena-
da z. Actuando sobre los vectores de base, deja inalterados i y j y cambia
de sentido el k. Por lo tanto, la matriz correspondiente a este operador
es:

1 0 0
re)= 0 1 0 [12.25]
0 0 —1

Operadores de rotacidn impropia {eje de rotacion z)

El efecto sobre los vectores unitarios i y j de una rotacion impropia
S(x), en torno al eje z, es el mismo que el de una rotacién propia C(a),
[12.23], y ademas invierte el sentido del vector k. Por ello, la matriz que
representa esic operador es:

cCos® Ssenu 0
ISe) = | —sena cosax 0 [12.26]
0 0 -1

Operador inversion

Su efecto consiste simplemente en cambiar de sentido los vectores de
base (o de cualquier vector de posicion) y la matriz correspondiente como
vimos anteriormente es:

-1 0 0
I = 0 -1 0 [12.27]
0 0 -1
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Operadores a,, Cy(x) y Cilxyz)

Veamos finalmente algunos casos concretos que se presentan con
cierta frecuencia.

Para una reflexion en un plano o, elegido de manera que coincida con
el plano xz, se obtiene directamente:

1 0 0
IMéfxz) =10 -1 0 [12.28]
0 0 1

que como puede verificarse es un caso particular de [12.24] en el que
f = 0. La expresion general [12.24] resulta particularmente util para
deducir las matrices correspondientes a operadores del tipo 46,

Un eje C, perpendicular al eje principal y que coincide con el eje x da
lugar a un operador:

1 0 0
NC,en= 0o -1 0 [12.29]
0 0 -1

En los grupos cubicos, la matriz correspondiente al operador Ci(xyz)
(Fig. 10 del Tema 11), es

0 0 1
D(Cyxyz)= | 1 0 0 [12.30]
010

En general, no es necesario deducir, como hemos venido haciendo,
todas las matrices de una representacion matricial de un grupo. Basta
con determinar las correspondientes a los generadores del grupo y las
demds se obtendran efectuando productos con las matrices de los gencra-
dores.

2.4. Operadores unitarios

Describimos a continuacion una importante propiedad de los opera-
dores de simetria. El producio escalar de dos vectores de posicion r y s

{r,s) = rscos o
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depende solamente de los modulos de r y s, r v 5 respectivamente, y del
angulo, «, entre ellos. Al aplicar simultineamente un operador de sime-
tria, R, sobre ambos vectores, éstos rotaran o se reflejaran de igual modo,
originando dos nuevos vectores Rr y Rs, pero no cambian sus médulos ni
el angulo que forman, es decir, R no modifica su producto escalar:

(Rr, Rs) = (r, s) [12.31]

Ahora consideremos el producto escalar de dos funciones de posicion
/¥ g, en general complejas:

(fig)= jf “(P)g(P)dp | [12.32]

donde P es un punto cualquiera de coordenadas (x, y,z) y dtp = dxdydz
un elemento de volumen en P. La integracion se extiende a todos los
puntos P, es decir a todos los valores de las coordenadas entre +
vy —oo. Una operacion de simetria R tansforma el punte P en otro P’
de coordenadas (x',y,z'), y el elemento drpy en un elemento igual
dtp = dx'dydz sitvado en P'. El operador R definido segin [12.3] tam-
bién verifica:

Rg(x',y' 2) = glx, y,2) [12.33]

El segundo miembro de [12.32] puede expresarse segin [12.3] y [12.33]
asi:

ff “(Pg(P)drp = j[(ﬁf )(P)*[(Rg}(P)] dep

ya que la integracion se extiende a todos los puntos Py P'. Segun [12.32]
la integral que acabamos de obtener es el producto escalar (Rf, Rg). Se
ha demostrado, por tanto, que los operadores de simetria, R, definidos
seglin [12.3] cumplen la propiedad:

(Rf, Rg) = (/. 9) [12.34]

Los operadores que. tienen las propiedades [12.317] y [12.34], es decir,
que no modifican el producto escalar se denominan operadores unitarios.
Todos los operadores de simetria son unitarios.

Al aplicar un operador de simetria, R, sobre la base de los tres
vectores unitarios i, j, k mutuamente perpendiculares, se obtienen tres
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vectores Ri, Rj, Rk que segin [12.31] deben ser también mutuamente
perpendiculares. El producto de dos cualesquiera de dichos vectores sera:

Si desarrollamos estos productos escalares, teniendo en cuenta las expre-
siones [12.16], obtendriamos en general:

3
Futyy b Pty Fafay = Y. P = 0 [12.35]
k=1

donde J;; es la funcion delta de Kronecker. Esto significa que las colum-
nas de la matriz I(R), [12.207], son vectores unitarios ortogonales. Una
matriz de estas caracteristicas se dice que es una matriz ortogonal (ver
Apéndice). Otra forma de expresar esta propiedad es diciendo que son
~ matrices en las que su inversa coincide con su fraspuesta. Esta propiedad
puede comprobarse de ambas formas para todas las matrices asociadas a
operadores de simetria que hemos obtenido en paginas anteriores.

En resumen, los operadores de simetria son unitarios y las matrices
que los representan ortogonales (o con caracter mas general unitarias,
para incluir aquellas que contienen caracteres complejos).

3. REPRESENTACIONES EQUIVALENTES
Y NO EQUIVALENTES

En el apartado anterior hemos obtenido ocho representaciones dife-
rentes del grupo C,,. Cambiando el tipo de base usado podriamos haber
construido infinitas representaciones del grupo C,,, pero atendiendo a
ciertas propicdades de las representaciones, como veremos a continva-
cidn, es posible establecer equivalencias entre las distintas representacio-
nes de un grupo.

En un espacio vectorial dado de dimension » cualquier conjunto de n
vectores linealmente independientes (Li.} forman base para una represen-
tacion de un grupo. Pueden construirse, por tanto, infinitas representacio-
nes sobre bases formadas por conjuntos arbitrarios de »n vectores Li. del
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espacio n-dimensional. No obstante, para un operador de simetria dado,
las matrices correspondientes a este operador en las distintas representa-
ciones asi construidas son equivalentes, ya que contienen basicamente la
misma informacion: el efecto de los operadores de simetria sobre los
vectores del espacio. ;Puede expresarse de forma matematica esta equiva-
lencia entre las matrices correspondientes a distintas representaciones
definidas sobre el mismo espacio vectorial? Al formular esta pregunta se
pretende encontrar la relacidn que existe entre matrices que representan
al mismo operador de simetria, pero construidas sobre bases diferentes
del mismo espacio.

Supongamos que tenemos dos bases del espacio vectorial n-dimensio-
nal constituidas por los vectores 1i. (f;,f,,f5,...5) ¥ (2. 82 3, - 8)s
respectivamente. Podemos efectuar el cambio de una base a otra median-
te las apropiadas matrices de cambio de base A y B

fy 4]
L1 -4 5 [12.36]
L e,
g1 f,
el _pg|t [12.37]
e, L

ambas matrices son inversas como puede demostrarse ficilmente. Sustitu-
yvendo [12.37] en [12.36], obtenemos:

i, f,
f

21 = AB f?
f i

n

es decir AB =1, 0lo que es lo mismo, A =B~ ! 0 B = A~ ! Mediante el
simbolo 1 se designa a la matriz unidad de dimension »# x n.

Para una operacion de simetria dada R, el efecto del correspondiente
operador de simetria R sobre ambas bases es:
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f, f,

R f? = I'Y(R) f? [12.38]
f, f,
g1 g1

R|B ) =19 | # [12.39]
2. 2.

donde TYYR) y I'9(R) son las matrices representacion del operador R
sobre las bases de los vectores f; v g, respectivamente. Teniendo en
cuenta [12.37]:

g1 f, f,

_ E; i

R{%) =pe || =pr | [12.40]
Zn f, f,

ya que R es un operador lineal. Segin [12.40], [12.38] y [12.36]:

B1 f, g
18| —mrow [ 2| —Browa [ B -
2, L g,

g1
— ATITU(R)A | B2
2,

y de acuerdo con [12.39] podemos escribir:
I'Y(R) = A" 'TYV(R)A [12.41]

Como vemos, la relacion que buscabamos entre las matrices corres-
pondientes a una operacion de simetria R en dos representaciones
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n-dimensionales construidas sobre dos bases (f,,f,, ...T) ¥ (g, g2, )
diferentes puede expresarse mediante una igualdad del tipo [12.41] que
corresponde a una transformacion de semejanza o cambio de base, y donde
, A es la matriz de cambio de base. A una transformacion de semejanza del
mismo tipo se habria llegado utilizando bases funcionales distintas de un
espacio funcional.

Dos representaciones de un grupo puntual son eguivalentes cuando
existe una matriz A y su inversa A~! tales que para cada operacion de
simetria R del grupo se verifica [12.41]. En cualquier otro caso se dice
que las representaciones son ne equivalentes. La matriz A no debe ser
necesariamente una de fas matrices de TV o ') como sucede en las
clases de elementos conjugados.

Dade un conjunto de representaciones equivalentes de un grupo
puntual, es conveniente elegir una de ellas como prototipo de todas las
demas. Para ello se elige una representacion formada por matrices
unitarias (su inversa coincide con su traspuesta conjugada) que son mas
ficiles de manejar que las no unitarias. A las representaciones constitui-
das por matrices unitarias se les denomina representaciones unitarias.
Siempre es posible encontrar una representacion unitaria equivalente a
una representacién dada, o en otras palabras, siempre existe una transfor-
macion de semejanza que transforma todas las matrices de una represen-
tacion en matrices unitarias, Una demostracion de ello puede verse en la
referencia 1.

Para caracterizar a las representaciones equivalentes se les asignan
nGimeros que son los mismos para todas ellas y distintos para las
representaciones no equivalentes. Estos niimeros caracterizan cada con-
junto de representaciones equivalentes independientemente de la base
elegida. A cada matriz de una representacion se le asocia un numero que
debe ser, por consiguiente, una magnitud invariante {rente al cambio de
base. Para una matriz I'(R) el invariante asociado se indica por $ETR:

(TR = [AT'T(R)A] [12.42]

El invariante adecuado es la denominada traza o cardcter. Para una
matriz cualquiera D de dimension n X n

I
~

s -~
4\11\5{12 diz - dy,
d
- ~
dyywdor das 0 dy,
~ ~
.
D= dsy, dsz\fiﬁ\“' dy,
\\ \\
LY - ‘\
S «

~ ~
~ .
dnl dn.?. dn3 ‘sdnn:/
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su traza o caracter (D) se define por:

WD) =Y 4, [12.43]
=1

es decir, el caracter de una matriz es la suma de los elementos de su
diagonal principal. En efecto, el caracter de una matriz verifica la
propiedad:

{PQ) = x(QP)

donde P y Q son dos matrices cuadradas que se multiplican. Esta

propiedad se deduce directamente de la definicion de producto de matri--

ces v de la definicién de traza o caricter. Debido a esta propiedad:
(A 'DA) = x(A"'AD) = »(D)

Fs decir, la traza o caracter es un invariante frente a un cambio de base o
a una transformacion de semejanza. Asi podemos escribir:

A TOR)] = 2 [TUUR)] [12.44]

La importancia de este invariante proviene del hecho de que sirve de
criterio para juzgar si dos representaciones de un grupo son equivalentes,
ya que si es asi, necesariamente han de cumplir que el caricter o traza de
las matrices asociadas a cada operacion R es el mismo en ambas repre-
sentaciones, y si esta condicién se cumple las representaciones son
necesariamente equivalentes.

El conjunto de todos los caracteres de los elementos de una represen-
tacion se llama cardcter de la representacion; podemos decir entonces, que
dos representaciones son equivalentes si, y solo si, tienen el mismo
cardcter. Por otra parte, todas las matrices asociadas a operaciones de
simetria que pertenezcan a la misma clase de equivalencia tienen el mismo
cardcter. La razén es obvia, la relacion entre los elementos pertenecientes
a la misma clase de equivalencia es una transformacion de semejanza.

Por ultimo, es evidente que cada clemento de una representacion
monodimensional coincide con su propio caracter.
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4. REPRESENTACIONES REDUCIBLES E IRREDUCIBLES

El concepto de representacion reducible, junto con el de representa-
¢cién irreducible, constituye el fundamento de todas las aplicaciones de la
teoria de grupos en sistemas fisicoquimicos.

Consideremos una representacién matricial I' de un grupo, formada
por las matrices:

I'={A,BCD,.]}

Si sobre estas matrices efectuamos una transformacion de semejanza
obtenemos nuevas matrices A, B, C, D', ..

A =X 'AX
B = X !'BX [12.45]
C =X 'CX

que forman también una representacion del grupo (la transformacion
de semejanza produce solamente un cambio de base en el mismo espa-
cio) y ambas representaciones son equivalentes. Es facil comprobar que
{A",B,C,..} cs una representacion del grupo, la correspondiente tabla
de multiplicacion es equivalente a la de I'. En efecto, si AB =D

AR = (X AX)X 'BX)= X 'ABX = X 'DX =D’

Intentemos diagonalizar los elementos de I'. Este proceso es una
transformacién de semejanza, como se indica en el Apéndice. 81 T’
corresponde a un grupo abeliano, es posible encontrar dos matrices
unitarias X v X! que diagonalizan todas las matrices de la representa-
cién. Si el grupo no es abeliano, no es posible diagonalizar simultanea-
mente todas las matrices; es decir, no es posible encontrar un par de
matrices X y X ' que diagonalicen todas las matrices de I'. Lo mas que
puede conseguirse mediante una transformacion de semejanza de este
tipo es convertir las matrices de la representacién en matrices factoriza-
das en bloques:
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A'=X"1AX = A |

donde en general A, Aj, A}, .., Aj, son bloques, es decir, matrices de
menor dimension que la matriz A’, y todos los elementos de A’ fuera de
los bloques son iguales a cero. Las matrices B, C, D, ... se factorizan en
bloques de forma analoga, por ejemplo:

1
/

Bi,
P
B
1 2‘.

B = X" !BX = "B, |
[ R S
B

n
1
Los conjuntos de matrices:

I, = {A’l, B, C, }
I, = {A}, B,, C), ..}
FS = {ArS: ’39 ’3= }

rn = {A;v B;u C;,, }

son también representaciones del grupo. Efectivamente, si A'B’ = D’
segin la definicion de producto de matrices A(B] = D}, AB, = D,
ALB, = DY, ..., A)B, = D;. Se obtienen asi tablas de multiplicacion
equivalentes a las del grupo. La transformacion de semejanza efectuada
se expresa mediante la notacion:

r=TelLbel,®..T, [12.46]
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Se dice que T es una representacion reducible, puesto que usando una
matriz X es posible transformar cada matriz de esta representacion en
una nueva matriz factorizada en un cierto niimero de bloques, de manera
que considerandolos independientemente forman representaciones del
grupo de menor dimensién que I'. La expresion [12.46] se denomina
suma directa o simplemente suma de representaciones, aunque nada tiene
que ver con la suma algebraica de niimeros o matrices.

Si no es posible encontrar una matriz X que reduzca a una represen-
tacion dada I', diremos que ésta es una representacion irreducible. Como
se deduce de todo lo anterior, la reduccién completa de una representa-
cion dada I se logra cuando la forma reducida de la representacion es
suma directa de representaciones irreducibles (RI). Las representaciones
de grupos abelianos, siempre pueden reducirse a suma de RI mono-
dimensionales, ya que las matrices de estas representaciones son diagona-
lizables, es decir mediante una transformacion de semejanza pueden
factorizarse en «bloques» de dimension 1 x 1.

A las RI de un grupo de simetria se las denomina a veces especies de
simetria. Las propiedades moleculares que dependen de la simetria de la
molécula o estan relacionadas con ella, tales como los modos normales
de vibracidn, orbitales electromnicos, etc., pueden asociarse, como veremos
en los temas siguientes a alguna de las especies de simetria del grupo
puntual de la molécula.

El grupo C,, es un grupo abeliano, y sus RI son necesariamente
monodimensionales. Las representaciones 1';, I'y, I'y y Iy de este grupo
que vimos en el apartado 2 son irreducibles. Sin embargo, las representa-
ciones I's a I'y son reducibles a suma de RI monodimensionales.

El grupo C,, no es abeliano. La representacion totalmente simétrica
de este grupo asocia el nimero 1 a cada uno de sus operadores de
simetria, la designaremos I';. Otra representacion posible I',, es la que
asocialaf, C,yChy —1aa, o,y o). Los tres enlaces ¢ N—H de la
molécula de amoniaco (Fig. 7), son base para una representacion tridi-
mensional del grupo C,,. Formando un vector columna de componentes
G, @5, 03, ¥ aplicando sobre €l los operadores de simetria del grupo es
facil construir esta representacién, que denominamos I':

oy oy 1 0 0
Iio, | ={a ; Ith=70 1 0 ; () =3
Ty o, 0 0 1
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|
' J
)
! ‘:
H
o, '
~ -
~. ,,f
A TSNS
H/a 3 o |
y | o,
H | H
H - 1 ~
H Ty w ) ~.
- N i
- b
@)

Figura 7.—a) Estructura de la molécula de amonfaco con tres enlaces o N—H orientados en forma de
pirdmide; b) proyeccion de la molécula seqin el efe principal indicando sus tres planos de simetrig.

0y P 01 0
LR oy 1 6 0
0y 73 0 0 1

Ciloy|= o] s ICH=|1 0 ; TG =0
T3 ) 0 1
04 a1 1 0

g, | g, | =] a3 ; Té)=10 0 1 ; x(én=1
T3 ] 0 1 ¢
Gy 03 0 0 1

6y | oz | =102 | 5 T@)=10 1 0] ; «(IdH=1
T3 gy 0 0
ay T, 0 1

6y | o2 | = | o4 ; Ie)=110 » () =1
T3 T3 0 1

Calculando tres vectores propios ortonormales de estos operadores en
forma matricial (ver Apéndice) es posible construir una matriz unitaria
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cuyas columnas sean estos tres vectores. Por ejemplo, una matriz de este
tipo es:

SRS

S-Sl
S

AUtilizando esta matriz y su inversa para una transformacion de seme-
janza:

0
.._.:._.__-

|

:

1

I

0 1
1 0| XT'@)Xx= 10
0 1 0

1
XX = |0 10
0 0 1

L0 0
0! L3
X I(C,)X = ) 2 0
]
NE 1
o+ > —
N 2
1y 0 0
—.-JI. ____________
!
01 BEREVE
X I(CHX = P2 2
:
ol V3 1
2 2
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bl 3
-1 Al 0: - T T A
X 'T(6)X = L2 2 :

i

|

ol V3 1

v 2 2

14 0 0

0; 1 \/5
X IM(EX = o2 2

ol M3 1

P2 2

Las matrices de la representacion tridimensional I' se han factorizado en
dos bloques, uno monodimensional y otro bidimensional. Los blogues
monodimensionales forman la RI totalmente simétrica I', que ya habia-
mos mencionado. Los bloques bidimensionales forman una RI bidimen-
sional, I';, del grupo C;,. La transformacion de semejanza ha reducido la
representacion I' a suma directa de dos RI, I'; v T'4

r=r,er, [12.47]

Los caracteres de todas estas representaciones se dan en la tabla 1,

TABLA 1

Caracteres de distintas representaciones del grupo C,,

Cy, I 20, 3o,
x{I'y) 1 1 1
x(I,) i 1 -1
x(I'5) 2 —1 0
1) 3 0 1
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En esta tabla se ha tratado de simplificar la notacion. En lugar de
operadores de simetria se utilizan directamente en la cabecera las opera-
ciones de simetria del grupo C,,. Como las mairices correspondientes a
operaciones de simetria de la misma clase de equivalencia tienen el
mismo caracter, se han agrupado en la tabla las operaciones de mane-
ra que hay sdlo una columna por cada clase. Por 0ltimo, cada fila se
inicia con la notacion ¥(I";) que simboliza el caracter de la representacion
I',, Como veremos en el tema siguiente generalmente se simplifica altn
mas la notacion de estas tablas de caracteres omitiendo ¢l invariante Xy
poniendo el simbolo de la representacion correspondiente.

Podemos comprobar en dicha tabla que el caracter de I' en cada clase
de operaciones es la suma de los caracteres de I'; y I'y en las clases
respectivas. Esta es una consecuencia de la suma directa [12.47].
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ACTIVIDADES RECOMENDADAS

1. Construir la tabla de multiplicacion correspondiente al grupe forma-

do por las matrices siguientes {no se representan los elementos iguales

a ceroy

L (O L S 1 G

Verificar que forman una representacion fiel del grupo C,, (los dos
orbitales p, de la figura 2 son una posible base de esta representacio-
nj.

2. Calcular la inversa de la matriz:

—1
—1
—1
Fsta matriz representa al operador inversion sobre la base de las

coordenadas (x, y,z) de un punto. Compruebe mediante calculo
matricial que la operacion inversion es inversa de si misma.

3. Comprobar que las matrices I'(C(a)) y T'(C5(xyz)) definidas en [12.23]
y [12.30], respectivamente, son ortogonales.
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EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. Supongamos que se asocian a los operadores de simetria del grupo
C,, los conjuntos de nimeros P y @ siguientes:

I ¢,

~

Ty

P | -1 -1 -1 = |
0 1 -1 -1 -1 |

(Pueden considerarse P y Q como representaciones del grupo?

2. Construir la representacion matricial del grupo D, usando como base
los vectores unitarios i, j, k, en la direccion de los ejes de coordena- |
das. '

3. De las siguientes proposiciones sefiale la que considere correcta:
a) Las matrices representacion de operadores de simetria son diago-
nalizables mediante una transformacion de semejanza.

b} Si la matriz A representa un operador de simetria dado, el
operador de simetria inverso vendra representado por la matriz
traspuesta de A, A,
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¢) Si dos representaciones son equivalentes estan definidas sobre los
mismos vectores de base.

d) Todas las matrices asociadas a operaciones de simetria de la
misma clase de equivalencia tienen ¢l mismo caracter.

Construir la representacion matricial de las operaciones de simetria
del grupo S, psando como base los orbitales p,, p, vy p,. (Cual es el
caracter de dicha represeniacion?

Construir las posibles representaciones del grupo C, usando como
bases los siguientes conjuntos de orbitales: {p.}, {p. p,}, {Pw P} Y

{Py .}

Construir la representacién matricial de las operaciones de simetria
del grupo D,, usando como base los orbitales s, p,, p, ¥ p. (Es
reducible esta representacion? jPor qué? En su caso, jque representa-
ciones se obtendrian al reducirla?

En el apartado 2.3 de este tema se ha obtenido una representacion
tridimensional I'g del grupo C,, sobre la base de las componentes
{x, v, ) de un vector radial o de posicion. Calcular los valores propios
y vectores propios de cada uno de los operadores de simetria en
forma matricial de esta representacion. Interprete los resultados
matematicos (valores y vectores propios) obtenidos. Utilice el proce-
dimiento descrito en el Apéndice para ¢l calculo de valores y vectores
propios de un operador matricial.




SOLUCIONES A LOS EJERCICIOCS DE AUTOCOMPROBACION

1. Construyamos las tablas de multiplicacién correspondientes a ambos

conjuntos:

Pl -1 -1 -1 -1 o |1 —1 =1 Ii
-1 1 1 1 1 i 1 -1 -1 -1
-1 1 1 1 1 ! 1 1 1
-1} 1 1 1 1 -1 | -1 1 1
—11 1 1 1 1 —1 | -1 1 1 |

El conjunto P no cumple la condicion de cierre del grupo, es decir, no
tiene estructura del grupo mateméatico. Por otro lado, el operador i
deja inalterada cualquier base monodimensional, y por ello el carac-
ter y(I'(1)) de una representacion monodimensional es siempre igual a
1. En el enunciado dicho caracter es —1, lo cual es imposible.

Al comparar la tabla de multiplicaciéon del grupe Q con la del C,,
(apartado 2.2) se advierte que ambos grupos no son homomorfos.
Por ejemplo, en el grupo C,y:

CzI = (Th

Estos elementos se asocian seghn el enunciado a los siguientes
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elementos de Q:C, » —1,i—» —1 y ¢, » —1. Sin embargo, el
producto:

(D= =1#(=1

como se indica en la tabla.

Los conjuntos P y Q no son representaciones del grupo C,,.

2. Empleando las expresiones generales [12.21], [12.22] v [12.23],
haciendo la asignacion de ejes habitual que se muestra en la figura 8,
y utilizando como sentido de giro positivo el de las agujas de un
reloj, se obtiene la representacion matricial siguiente:

.-C’2

Y

Figura 8

IRV
L 00 22

rH= 0 1 0 : T(C,) = é 1 0
0 0 1 2 2

0 0 1
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1 ﬁ 0
2 2
¢ = 31
2 2
0 0 1

1
t o 0 2
(Cy=10 -1 0] ;I(Cy = J3
0 0 —1 B
0
1 /3 0

22

I(CY) =

S EEVE R

2 2
0 0 -1

Respuesta cotrecta:

d).

< b | =

Operaciones del grupo S, Sy, 83 = C,, S = 551, S; = 1. Segln el
. criterio indicado en el Tema 10, el eje S, se hace coincidir con el gje z.
Los orbitales p,, p, ¥ p, tienen simetria axial en torno a los ejes x, y y
z, respectivamente; segin la definicion [12.4] sus propiedades de
simetria son idénticas a las de los ‘ejes cartesianos que figuran,
respectivamente, como subindices. Es mas ficil determinar el resulta-
do de la aplicacion de los operadores de simetria sobre estos ejes de
coordenadas que sobre las expresiones matematicas de los orbitales p.

Asi, por ejemplo:

Syx=—y = S;p.=—p,
Say= x = Mp,= D
§4Z = —z = §4pz = —Pp;
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Se obtiene de esta manera rapidamente la representacion:

1 0 0 0 ~1 0

= 1|0 0 ;:ISo=11 0o o

0 0 1 0 0 -1
-1 0 0 0 1 0
IN(ONE 0 —1 0] ; ISH=IES;H={ -1 0 0
0 0 1 0 0 —1

cuyo caracter es:

34‘1 s, ¢, S$2

x(r)’ 3 1 1 —1

Operaciones del grupo C,: Cy, C3 = C,, C3 = C; 'y C4 = I Segin
la simplificacion introducida en el ejercicio anterior:

{p.)

-~

Ipz =Py ; C4pz = P ) é2pz‘= pz ; Cipz = pz

{Pw 0y}

Ip.=p.; Cape=~p, ; Cope=—p. s Cip.=p,

-

Ipy=p, s Capy= o Copy=—p, ; Cip, = —p,

El conjunto de orbitales {p,, p,} no forma base para una representa-
cién bidimensional del grupo C,. Por gjemplo, al aplicar ¢l operador
C, sobre p, sc obtiene —p, que no es un orbital del conjunto
propuesto como base ni combinacion lineal de sus elementos. Lo
mismo sucede con el conjunto {p,, p.}. Sin embargo, el conjunto
{p.> p,, p-} s base para una representacion tridimensional de este
grupo como indican los resultados obtenidos anteriormente. Hay que
tener cuidado en la seleccion de los elementos propuestos como base
de un grupo de simetria; no siempre reimen las condiciones de base,
como acabamos de ver.




Las representaciones posibles son:

Operaciones del grupo D,: I, C,(x), Cy(y), C,(z). El orbital s tiene
simetria esférica y no se altera al aplicarle las operaciones de simetria
del grupo, los orbitales p,, p, ¥ p, se comportan como los ejes x, y ¥ z,
respectivamente. Obtenemos asf:

1
1
) = 1
1
1
1
N(E,(x) = »
—1
1
- —1
(Ca0) = 1
—1
1
T(Cyz) = »
1

Como vemos, todas las matrices de esta representacion son diagona-
les {estan factorizadas en bloques 1 x 1) y no es necesario aplicar
ninguna transformacion de semejanza. Los elementos de la diagonal
principal forman por consiguiente cuatro representaciones mono-
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dimensionales, vy evidentemente irreducibles, del grupo D,. La repre-
sentacion I' es reducible a suma directa de estas RI, que denominare-
mos I'y, I'y, I'y y I

D, i Cilx)  Cyy)  Cylz)

Ty, 1 1 1 1

T, 1 1 -1 -1 _

r, ) —1 { _ r=r,er,el,erl,
2(I) 4 0 0 0

El caracter de I" es 1a suma de los caracteres de I",, I",, I'; y I',. En el
siguiente tema se describird un procedimiento general para reducir
cualquier representacion reducible de un grupo a suma de Rl

7. Utilizando las matrices de la representacién ['5 del apartado 2.3 se
evalian los valores y vectores propios de cada operador.

I. Valores propios:

11—
1‘_11

Vectores propios:

1—1 0 0 X 0
0 1-—-1 0 y| =10
0 0 1—1 z 0

Ox+0y+0z=0
x, ¥, z cualguier valor

Cualquier vector columna (x, y,z) es vector propio del operador I.
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Este resultado es logico, pues los vectores propios de un operador no
cambian de direccién por la acciéon de éste. Cualquier vector columna
{x, y, z) queda inalterado al aplicarle I {valor propio: 1)

x 1 x X

14 =0 (—1—A1=D)=0; A, =Ay=—1; i=1
1—4

Vectores propios:

(31 =’12 = _1)

0 0 0 ou :
. |
00 0 vl = 1o ; x, y cualquier valor |
z=10
0 0 2 .

Cualquier vector sobre ¢l plano xy (componenie z nula) no cambiara de
direccion por una rotacion C,, segin el ¢je z, solo cambiard de sentido
(valor propio: —1).

X —X X
C, =|-v]=-1y
0 0 0
(A5 = 1)
-2 X 0
- y| = X =YY=

’ z cualquier valor
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Cualquier vector sobre el eje z es vector propio del operador €, Como
sabemos, estos vectores no cambian por una rotacion en torno al gje z

0 0
C,lo]l=1(0
A z

(Valor propio: 1. No cambia ni la direccion ni el sentido)

i, Valores propios:
—1-2

“‘1“‘/’{ =0;(_1_i)3:0;)ul:)taz:)u:.!:'_‘l
_]._)L

Vectores propios:

<
<o
<

-om

Il

o ©

0O 0 0 ; X, ¥,z cualquier valor
0 0 0

<

Cualquier vector columna (x, y, z) es vector propio del operador 7 ya'que por
aplicacion de éste sdlo cambia su sentido (valor propio: —1)

=

l
=

[
i
[N]

¢, Valores propios:
1—4

1-4 =

—1-2

Vectores propios:

(A =4, = 1)
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%,y cualquier valor

0 =10 ;
y z=20

Cualquier vector sobre el plano xy(o;) es vector propio de &, ya que una
reflexion en dicho plano le deja inalterado (valor propio: 1)

X X
ol v | = |V ‘
0 0
(43 = —1)
2 X 0 0
2 =|o =
z cualquier valor
0 0

Cualquier vector sobre el eje z (perpendicular al plano ¢,) es vector propio
de é,; la aplicacion de este operador solo cambia su sentido (valor pro-
pio: —1)

0 0 0
slo)l =] o]=-1]0
Z —Z Z
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