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Transformada de Laplace

Permite transformar Ecuaciones Diferenciales en Fracciones de Polinomios

Simplifica la parte matematica del analisis de sistemas

Sea f(t) una funcion tal que f(t) =0 parat <0

o0

Lft)] =F(s) =| fty €Stdt  donde s=o+jo
0

o0

Existencia: |f(t)| e Otdt < w0

0
O + joo
-1 1
Antitransformada: /7 rg(s)] = f(t) =

2mj F(s) eStds

O -]



Transformada de Laplace

Propiedades

: Lk f(t)] =k F(s)
Linealidad:
L[f,(t) + (6] = F,(s) + Fy(s)

Variacién en el tiempo: /(¢ - T)] = €T F(s)

t 0
- = F 1
Integracion: ! f fir) dt |= (SS) + — f f(t) dt

-00

f(t)]
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Transformada de Laplace

Propiedades
n
Diferenciacion: L [%jl = s"F(s) — ) svkfk1(0")
k=1
Ejemplos:
— -— k=1
d f(t —~—
n=1 I:{>L Ti) = sF(s) — f(0")
- - k=1 k=2
d (1) N
n=>2 |:> L W = st(S) — (s.f(0%) + f(01))
: : k=1 k=2 k=3
& f(t) —— A s
n=3 > L — |7 SFE) — (.00 + 507 + £(0))
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Transformada de Laplace (funciéon de transferencia)

» Relacion entre la transformada de Laplace de la variable salida y la transformada de

Laplace de la variable entrada.
» Es la transformada de Laplace de la respuesta de un sistema ante un impulso.
» Se puede determinar por tanto de la ecuacion diferencial.
» Condiciones:
- Condiciones iniciales nulas
- Sistemas lineales e invariantes en el tiempo
- Depende tnicamente de las propiedades fisicas del sistema (no de la entrada)
» No todas son expresiones racionales.

» Permiten estudiar la estabilidad, precision y otras caracteristicas de la respuesta
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Transformada de Laplace

Aplicacion:
m-1
&y o dy() dm u(t) dmu®) 4
a +a +...+tavy(t)=Db + Dy mu(t)
0 dm 1 d tl’l-l HY( ) 0 dtm d tm_]

L

:> Y(s) =

r —>

a,.8Y(s) —(a,,sy(07) +
a, Y(s)= [bys™+b;smt+ ... +b,s+b,JU(s)

b,s™+b;s™!+ ... +b, stb,

U(s) +
a,s"t+a;stl+ .. t+a sta, a,s"ta;stl+ .. +a sta
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Transformada de Laplace

Propiedades

Teorema del valor inicial: | f(0) = lim s.F(s)

S—00
Q f(t) debe ser continua o discontinua de tipo escalon en el origen
f(t)“

N

Teorema del valor final: | f(o0) = lim s.F(s)

S—

Todas las raices del denominador de F(s) deben tener parte real
negativa y no mas de una raiz en el origen




Transformada de Laplace
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Tabla reducida de Transformadas

t
1/¢ 8%0=>f(5(t)dt=1
0

8(t) 4

d(t) < > ]
u(t) > 1/s
r(t) = t.u(t) < > 1/s?
.u(t) » n!/s"'!

tn-1 e-at !
(n-1)! 1o " Gray

) 1

% €3t sen(wt).u(t) < > S o

at s+a
C ™ cos(wt).u(t) < > (s ta) + o
f(t-T).u(t-T) > F(s)€"

€

u(t) ¢

r(t) t

"t
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Transformada de Laplace

Calculo de antitransformadas

Se usan las tablas de transformadas

G(s) = Y(s) = N(s) = Ay - Ay + .+ Ay + # Polos reales simples
U(s) D(s) |s*+s; s+s, s+s,

d; d) d,
+ + s+t +
st+s; (sts) (sts)

# Polos reales de multiplicidad r

b, +c¢;s N b, +¢8 . b, +cC.S
s?+es+d,  s*+es+d, 7 s2testd,

b Polos complejos conjugados
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Transformada de Laplace

Eiemplo

a) Calcular la f.d.t. del sistema que tiene la siguiente ecuacion:

2
ddyz(t) * d);’(tt) #1250 =6 D 4120
[

b) Calcular su respuesta temporal si la entrada es un escalon unitario y las
condiciones iniciales son:

y(0)=1
¥(0) =1

c¢) Calcular los valores 1nicial y final de la respuesta
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Transformada de Laplace

a) Aplicando la transformada de Laplace queda:

S2Y(5)~[5.(0) + 7(0) |+ 7[.¥ (5) - 1(0) [+ 12.Y (5) = 65.U (s) +12.U (s)
L£[d?y/dt?] L[d;/dt] L]y(t)] L[d;/dt] [,[J(t)]

- Y(S)Lg2 +7s+ 12J= U(s)[6s +12]+[(s +7)(0) + 3(0) | ===p

= 7(s) - 26S+12 U(S)+(S+7).y(0)+j/(0)

sZ+7s+12 s +7s+12



Transformada de Laplace
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b) Aplicando la antitransformada de Laplace queda:

s [ ﬁ 7)»(0 'ow A B C| A B
r A2 [yt @i0) [ 4 B cl] 4
2475412, t 2475412 J s+3 s+4 5| | s+3 s+4
\(s+3)(s+4) N s
N
g Os12f g 6sel2l L 6s+D2 | _ellaosts s post8 L
(s+4)s|,__5 (s+3)s|__4 (s+3)(s +4)‘S=0 ) s+4|,__3 S+3|__4
2 3 1.5 4 [1[7][7]
Y(s)= - +—+ — —|+ — ‘
(5) s+3 s+4 s s+3 s+4 |s &+J §+@
i:? ZT / 1 (7 —at

) y(r) =1+767 -7~

Escaldén unitario

" (s+a)" ) (n-1!
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Transformada de Laplace

c¢) Calcular su los valores inicial y final de la respuesta

Se puede resolver de dos maneras: 0

o . [ 6s+1 s+8
Teorema del valor inicial: y(0)= lim s 5 —+— =1
s | 24754125 §2 475412
: 6s+12 1 +8
Teorema del valor final:  y(%) = lim s 5 —+ 2\S\ =1
s=0 |52 4754125 s +7s\12\
Segunda manera (en el dominio del tiempo) 0
(
t=0=y0)=1

() =1+7€7 —7@~H = <

(t = y(x) =1
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Modelado de sistemas

Representar mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales el

comportamiento dinamico de un sistema

Permite someter a diferentes analisis las respuestas de los sistemas ante

diversas senales de excitacion
Permite disefiar dispositivos (reguladores, filtros, ...) para actuar sobre ellos
Tipos de sistemas:

» Lineales o no lineales

» Invariantes o variables con el tiempo

» Parametros concentrados o parametros distribuidos



Modelado de sistemas

Modelado Eléctrico: Leyes de Kirchoff

Jorge J. Feliu Batlle

Combonente Tension - Intensidad Tension - Impedancia
P Intensidad - Tension Carga V(s)/I(s)
Condensador L (t) i 1
=— (7 i(1)=C = T
—— [O-=7 { i(rdr | 0)=C— V(D) = -4(0) Cs
Resistenci
M | HO=Ri©) | 0= | v0-R —d‘fly) R
Inductancia di(?) 1! 42
) (1) =— _ 14740
e 11 ) v(t) ” i(1) 7 { (@)t | v(r)=L — Ls

v(t): Voltios
C: Faradios

1(t): Amperios
R: Ohmnios

q(t): Culombios
L: Henrios
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Modelado de sistemas

Analisis de las mallas

1) Sustituir el valor de los elementos pasivos
por sus impedancias

2) Asignar el mismo sentido a la corriente en
cada una de las mallas

3) Transformar mediante Laplace todas las
variables temporales

4) Aplicar las Leyes de Kirchoff a cada
malla

R,.I,(s) + L.s.I;(s) — L.s.I,(s) = V(s)

5) Resolver el sistema de ecuaciones
resultante y obtener la f.d.t.

R, 1y(s) + @ L(s)* LsLy(s) - Lis.Iy(s) = 0

E Imped;.Z;(s) - E Imped;_,./»(s) = E Tensiones;

- z Imped,_;.J;(s) + z Imped,.J>(s) = z Tensiones,
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Modelado de sistemas

Eiemplo:

2 Imped1 .]1 (S) - 2 Imped1_2 .12 (S) - 2 Imped1_3 .]3 (S) =

= E Tensiones;

- E Imped,_;.J;(s) + E Imped, .J5(s) - E Imped,_3./5(s) =

= E Tensiones,
- E Imped3_1 .11 (S) - E Imped3_2 .12 (S) + E Imped3 .13 (S) =

= 2 Tensionesy

(R, + R, + L,.8).I,(s) — (R, + L,.5).I,(s) —R,.Iy(s) = V
C RS L1, (8) F R, 4 Lys+ Lys + Lys)L(s)— L s.L(s) = 0

R 1(8) — LysLy(s) + (R + Lys += ).y(5) =0
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Modelado de sistemas

Amplificador operacional

vy (t) v
U ) vi® =A 0 - v, (1)

V,(t)

Amplificador operacional inverso

v,(t)

W D> v =-Av)

v/

Potenciometro

f\/\W = 0= Ax0

. Vo(1)

X
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Modelado de sistemas

Controlador PID (ideal)

4 N [ N [ )
\. J  \\ J  \\ J

P | D



Modelado de sistemas
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Modelado Mecanico: (Traslacional)

Fuerza - Fuerza - Impedancia
Componente Velocidad | Desplazamiento | F(s)/X(s)
Muelle (K) t
fO | )=k [v@ur| () =K.x() K
— X(t) 0
Amortiguamiento (D) dx(?)
f@)=D
| f(t) | /(#) = Dw(t) dt D.s
— X(1)
Masa (M) 2
e WO O e FC R el D

f(t): Newtons

X(t): Metros

v(t): m/s

D: N.s/m

K: N/m

M: Kilogramos
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Modelado de sistemas

Eiemplo:
X, (t) X,(t)
K, — K, |
—WWWW— K,

D
f(t) —{—
STTT777 77777777777/ 77777777777\
Dl DZ

E Imped;.X{(s) - E Imped;_,.X5(s) = E Fuerzas;
- z Imped,_1. X (s)+ z Imped,. X5 (s) = 2 Fuerzas,
(M;.s? +(D; + Dy).s + Ky + K,). X (s) = (Ds.s + K,). Xy(s) = F(s)

— (D5.s + K,). X (s) + M,.s2 + (D, + Dy).s + K, + K;).X,(s) =0
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Modelado de sistemas

Ejemplo: x,(t)
0
M
X,(t) 3 - X,(t)
Kl D3 K2 D4 f(t)

(M,.s? + (D, + D;).s + K; + K,).X,(s) = K,.X,(s) = D;.5.X5(s) = 0
— K,.X,(s) + M,.s2 + (D, + D,).s + K,).X,(s) — D,.s.X5(s) = F(s)

—D;.8.X(s) — D,.8.X,(s) + (M;.82 + (D; + D,).5).X5(s) =0



Modelado de sistemas
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Modelado Mecanico: (Rotacional)

1 Aol Impedancia
Componente | Par— Vel. ang.|  Par - Angulo ['(s)/O (s)
Muelle (K) t
IO~ 60T - K [odr| T()=K.00) K
§—€;NVVV€ 0
Amortiguamiento (D)
I'(t) 0| T'(?) = D.w(?) I'(z)= D@ D )
Inercia (J) )
¢ o(t _ da(?) O] 2
m e a |00 J s

I'(t): N.m

O(t): Rad

w(t): rad/s

D: N.m.s/rad

K: N.m/rad

J: kg.m?



Modelado de sistemas

E] empl(): F(t)

(\ (\61(0 (\Oz(t)

J

Ll
ﬁ HU
1
 ——
=
NH
Lrl NU
STTTTT7

\

E Imped;.6;(s) - E Imped;_».0>(s) = E Pares;
- 2 Imped,_;.6,(s) + E Imped, .05 (s) = 2 Pares,

(J;.s? + D;.s + K).O,(s) — K.O,(s) = I'(s)
—K.0,(5) + (J,.s> + D,.s + K).O,(s) =0
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Modelado de sistemas

Trenes de engranaje (reductoras)
0,(t) I',(¢t)

NZ
T, (t) 0.0 N,
< I’V 1,.0,(t) = 1,.0,(t)
S0 & N _TO
‘ 0,) 1t Ny Ty

Propiedad: la impedancia de sistemas rotacionales se trasmite a traves de
trenes de engranajes multiplicandola por:

. 2
N° dientes de destino
N° dientes de inicio
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Modelado de sistemas

Ejemplo: (0,(s)/T"4(s)?

K
T,(t) ~ 'VWVW“E
1 91(t) JZ |—: §
—
\ D,
1\11 BZ(t)
g 2
; Jp=J + 1L,.(N/Ny)
2 =)< D;=D, +D,.(N,/N,)
7 \ K, = K.(N,/N,)?
()1(5) 1

=D (Ip.8 + Dps + K).0,(s) =T (s) -
[(s) 1.8+ Dps+K;
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Modelado de sistemas

Ejemplo:  (0,(s)/T'4(s)?
K
L)~ 04(t) i ], ViV |_“ “I“ v

/177777

Jr=J.(N/Np )+ 1,

D;=D,.(N,/N,)>+ D,

Ky =K

Ny/N,

J1.8? + Dp.s + K
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Modelado de sistemas

Modelado Electro-Mecanico: (Motor controlado por inducido)

Campo fij0

Tension inducida

Senal de entrada: Voltios E,(s) 0,,(s)
=) —{G(s) —

Senal de salida: Radianes
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Modelado de sistemas

Modelado Electro-Mecanico: (Motor controlado por inducido)

do_(t
vi(t) = K, %() == V,(s) =K,.s.0_(s) siendo K, la cte. de fuerza contraelectrom. )

di (¢
R.i()+L, L(©

T Vb(t) - ea(t) => (Ra+ La's)°Ia(S) T Vb(s) - Ea(s) >

I_(t)=K.i(t) ==> T, (s)=K,I(s) siendo K, la cte. de par

R, +L..s ,
|:> E,(s) = == T,(s) K,5.8,(s) PARTE ELECTRICA
t
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Modelado de sistemas

Modelado Electro-Mecanico: (Motor controlado por inducido)

d?0,(t de,(t
r.(t=1J, m()+Dm (! I=I>=(Jm.s2+Dm.s).®m(s)
dt? dt O P

Y
PARTE MECANICA

PARTE ELECTRICA + PARTE MECANICA

R,+L,.s L, <<R,
E (s) = < (J,-82+D,..5).0,(s)K,.5.0,(s) I —
t

O, (s) K/(R,J;) K

E(s) os(s+
A5) S[S+ J; (Dm+ KtI.{Kb):I s.(s + a)

a
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Linealizacion

Los sistemas lineales son mas sencillos de controlar

Cumplen dos propiedades:

» Superposicion:

\
Cy I
—_— G >
C, +t¢C r, +r1
1 2 1 2
- | G ,
C I
L» G 2:
J

C G r q Ac . G Ar .
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Linealizacion

De forma gréafica:

Salida 4 Salida 4
2 2
125 e
N 1
O > 5 ....................
0 1 2 3 Erntrada 0 1 2 3 lgntrada

Entrada =1 ‘ Salida=0’5
Entrada = 2 ‘ Salida = 1
Entrada=1+2=73 ‘ Salida=1+0’5=1’5 ‘ Superposicion

Entrada 2 =1 ‘ Salida 1 =(’5 =) Homogeneidad
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Linealizacion
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Linealizacion
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Linealizacion

No lineal

X cos(X)

cos(X +y) # cos(x) + cos(y)

cos(k.x) # k.cos(x)

No lineal



Linealizacion

Xty

k.x

Xty

k.x

Si lineal

Si lineal

dx/dt

_—

dy/dt

_—

_

d(k.x)/dt = k.dx/dt

_

x.dt

.—>
.

y.dt

- Y >

.(x+y).dt =Ix.dt +Iy.dt

— >

.k.x.dt =k. jx.dt

— >

d(x + y)/dt = dx/dt + dy/dt
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Linealizacion

Ejemplos de ecuaciones NO lineales:

24+ v+ =0
X° +y + cos(x) De forma general:

In(x) -5 +x=0 v' Términos trigonométricos
[ X ) [ ] / 1 1
Ut =3 Exponenciales y logaritmos

v" Productos de funciones
e"-3+ut+tx=0

v" Constantes sueltas

v

etc

Ejemplos de ecuaciones SI lineales:

x+7y+3z=0

X—z+x=0
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Linealizacion

Procedimiento

Salida_ £ (x)
f(x) L tg(a) = Af} (x)/Ax

)| e — (x) 1

Af(x)  tgla) Ax
f(Xl) ..... A f(X) .......................... _ e o

fL (%) — 1(x) = mu(X-X)

f(XO) ................... 1

f (x1) = H(xg) + mu(x-%)

!

df(x)
fi (xy) = f(xp) + d;( (X1-X0)
Entrada o x,




Reduccion de Sistemas
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Diagramas de bloques

Es un representacion grafica de la relacion entre los diferentes subsistemas y las

sefiales que intervienen en un sistema complejo

X,(8) = a;,X(8) + as,Xs(s)

X3(8) = ay3X5(8)

Entrada: x, — Salida: x4

X4(s) = 214X (S) T 234 X5(s)

Xs5(8) = a35X3(8) + ay5X4(s)

+

X y X
1 + 2

\ 4

X
) 5
a52 <
> 335
+_ Xy
> A3y —’O—' Ays
+

\ 4
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Reduccion de Sistemas

Diagrama de bloques de un motor controlado por inducido

CVb(S) =K,

(0,0

W,

©,,(s)

@Ra +L,.5).L(s) + Vi(s) = PARTE ELECTRICA

T,(5) = K [1,())

(Tls)= U s™ M Y.5)(E) | | PARTE MECANICA

Entrada: E, — Salida: ©
E(s) + I, T, XS
(s) - 1 (S): K, (s) [ 1 m@%)’ 1
=1 R,+L,s J Js2sHD_|'s S

Vi(s) P
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Reduccion de Sistemas

Blogues en serie:

G,(s)U(s) G1(8)Gy(9)U(s) G1(8)G,(8)G5(s)U(s)

U(s) @ ,

Gi(s) | Gs) — | Gs(s)

P 606,0G, [
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Reduccion de Sistemas

Bloques en paralelo:

G(s)U(s)
G,(s)U(s)

> G1(S) N E= Gl(s)iGz(s)iG3(s)] U(s)
U(s) 6 _O ;
2
tlk
X, (s
(oo =2
G;(s)U(s)
U@s) Y(s)

£ G(8) = Gy(s) £G;4(s)
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Reduccion de Sistemas

Realimentacion:
U@s) + Y(s)
~()——1 66 :
+
H(s) |
U(s) G(s) Y(s)

1 = G(s)H(s)




Reduccion de Sistemas
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Simplificacion del diagrama de bloques de un motor controlado por inducido

E(s) + 1| [ L) [ K | s 1 w,(s) [ 1 [ ©ns)
i 4 R, + La.S( .S T : 1.s+ D) J.-S+ S
D
Vi(s) .
Ky [
E,(s) K, o, (s) I | O, |:>
(L,.,s+R)J .s+D_ )+ KK, S
R..
- K/(R, ],

=

E,(s)
S [s T —

1 K K,
D, +

J

m

0,,(s)




Reduccion de Sistemas

Algunas equivalencias:

U(S) +/'\ ( Y(S))

v

> G(s)
_T__\/
(s

X(s)

U(s)G(s) £ X(s)

1~
Ll

N

X(s)

: v @)
Sl e B G10)

>

=

[U(s) = X(s)] G(s)

=

Jorge J. Feliu Batlle

U(s)G(s) + X(s)G(s)
U(s) + Y(s
——{ G(s) O
*
G(s)
x|
UG +~ G IO
9
VG| VO#XE/EE60

X(s) I
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Reduccion de Sistemas

Diagramas de flujo (flujogramas)

Es un representacion dual del diagrama de bloques Entrada: x, — Salida: x,

X,(8) = a;,X(8) T a5Xs(s)
X3(8) = 8,3X,(8)
X4(s) = 214X (S) T a34 X5(s)

Xs5(8) = a35%5(s) + a45%4(s)

Nodo fuente: nodo del que s6lo parten ramas: X,
Nodo final: nodo al que s6lo llegan ramas: X

Trayecto directo: trayecto que parte de un nodo fuente y llega a un nodo final sin pasar dos veces por el
mismo nodo:  a,,a,3a3,8,5, 15853855, A;45

Bucle: trayecto que comienza y termina en el mismo nodo sin pasar dos veces por ningtn otro nodo:

dy3a34a45d5,, dy3d35d5)
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Reduccion de Sistemas

Flujograma de un motor controlado por inducido

Entrada: E, — Salida: © va(s) =Ky S)_' O
(R, + L)1) + Vi) =[Es)
Tu(s) = KfL)

T(5) = U s2HIL S YBR))

I 1

I{t e JnLﬁzS‘H-% e S ‘O
(O > b
I (&) ®

m m m
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Reduccion de Sistemas

X,(8) = a;5X(8) T as,X5(s)
X5(8) = ap3X5(8)

X4(8) = 214X (8) + a3 X5(8) ds)

A

X5(s) = a35X3(s) + a5X4(s)

) -+

N><

L))><

+

Lx v
wQD

++_|

X, n "
N Ay —(O—| 32 o A3 s —O

v
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Reduccion de Sistemas

Regla de Mason:
Sirve para calcular la f.d.t. entre un nodo final y uno fuente:
X 1
G(S) = final =—ETkAk
X fuente A T

A=1_EBln +EBZn _23311 +°"+(_1)nEan

T, = Transmitancia del k-€simo trayecto directo entre el x4, ¥ €l Xg1

ZBm = Suma de transmitancias de todos los bucles del flujograma
Zan = Suma de los productos de transmitancias de las parejas de bucles

digjunto L .
ZB3H ='Stima de los productos de transmitancias de las ternas de bucles disjuntos

A, = Valor de A excluyendo los términos donde intervienen bucles que tienen
algiin nodo comun con el trayecto directo T,
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Reduccion de Sistemas

Regla de Mason:

Ejemplo: a,

Trayectos directos (T))

T, = d(,1a1 28 33 484 595 A 7d7 gdg 9dg 1)

T,= d0,191 696,747 898 949 10
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Regla de Mason:

a3 ds 3 de 5

61,1 - 31,232,333,1\

B1,2 — A3 4ay 585 3

B, ;=254
Bucles (B,,) | B,,=a,a,,

By s =ag
\Bl,6 =4 696595333 ]
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Regla de Mason:

B2,2 - B1,1B1,4

23 =B Bys By, =B ;B4
Bucles (B, ) S L .
’ 2,5 :BI,ZBI,S B2,6 a B1,3B1,4

- h
B
B
B

_ B,.=B,,B
2,7—B1’3B1’5 2.8 1,4°21,5

\B2,9 =B 4B Bano= BlﬁBy
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Reduccion de Sistemas

Regla de Mason:

Bucles (B; )

Bucles (B, ) [134,1 :B1,1B1,3B1,4B1,5]
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Regla de Mason:

T, = d(,191 282 383 484 55 dg 77 gAg 9dg 1)

A =1

T,= d0,191,696,747 898 999 10
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Simplificacidon del diagrama de flujo de un motor controlado por inducido

R

a

- K 1 '
By, R +L.s K ] s+D_ >|:> E,(s) [ 1 (D X Kth):l
S m



