VECTORES DESLIZANTES

Definicion

Se denomina vector deslizante a un segmento orientado. Un vector deslizante queda asi
definido por la recta soporte (base), la longitud del mismo (médulo) y el sentido, indicado
graficamente por una flecha. Asi, en la figura 1, el vector deslizante AB queda definido por la recta

soporte 7, el médulo (la longitud del segmento AB) y el sentido (de A a B).

Asf pues, cualquier vector sobre la recta r de igual médulo e igual sentido tal como el CD es
igual al vector AB, por ello se le denomina vector deslizante, ya que puede “deslizar” sobre la recta

soporte y el punto de aplicacién puede ser un punto cualquiera de la recta.

Figura 1

Momento polar

Dado un vector deslizante ¥ y un punto O, se denomina momento polar en O del vector V al
vector fijo G, aplicado en O, dado por el producto vectorial:

G,=0PAY (1)

donde P es un punto cualquiera de la recta soporte del vector deslizante V.

Para que la definicién anterior sea correcta, es preciso demostrar que el resultado obtenido es

el mismo si se toma otro punto Q de la recta soporte (ver figura 2), es decir hay que demostrar que
G,=0QA7V
es igual a G, . En efecto:

OQ=0P+PQ




Asi pues
G, =0QAV=(OP+PQ)AV=0PAV+PQAY

pero PQ A ¥ es cero, ya que el vector PQ tiene la direccion de la recta soporte y por tanto es

paralelo a V . Por tanto

G,=0PAV=G, c.q.d.

Figura 2

Vamos ahora a deducir una expresién muy importante que relaciona los momentos polares de
un vector en dos puntos distintos:

Sea el vector V y dos puntos P 'y Q. Los momentos polares en Py Q del vector V serdn
P PA

AV
0 =QAAYV

Ql Ql

donde A es un punto de la recta soporte de V . Pero
QA=QP+PA
Por tanto
GQ =(@+ﬁ)/\v=ﬁ/\'\7+@/\"\7
finalmente
Gy =0, +QP AV @

que es la expresién buscada.




Momento dxico
Dado un vector deslizante ¥ y una recta r, se denomina momento 4xico del vector V respecto

de r a un escalar m , obtenido proyectando sobre r el momento polar de V en un punto cualquiera
O de larecta r ( ver figura 3):

m = proy, G, (3)
si o es el dngulo que forma el vector G, con la recta r, la definicién anterior es equivalente a

m =G, coso. =G -, 4)

donde T, es un versor en la direccion de la recta r

Figura 3

La definicién anterior exige demostrar que el resultado es independiente del punto escogido
sobre la recta r para obtener el momento polar. Es decir, si P es otro punto sobre r y denominamos
m a

m’ = proy, G,
es necesario demostrar que m’ = m

Ahora bien, de acuerdo con la férmula 4 se tiene
m’ =G, L,

y por otro lado G, se deduce en funcién de G,, con la expresion 2:
—Gp = GO +PO AV

sustituyendo, resulta

m’ =(Gy +PO AT) T, =Gy T +(POAT) T,




En esta expresién, PO AV es un vector perpendicular a PO y por tanto perpendicular a r,
mientras que T, lleva la direccién de r, por lo que el producto escalar de ambos vectores es cero.
Finalmente G, T, esm y por tanto

m' =m c.q.d.

Es importante resaltar que G, y G, son distintos y asi mismo son distintos los dngulos o'y 8

que forman con la recta r, sin embargo sus proyecciones sobre la recta r son iguales.

Sistema de vectores deslizantes

Se denomina sistema a un conjunto de vectores deslizantes. Se define la resultante de un
sistema de vectores deslizantes como un vector libre, obtenido como suma vectorial de los vectores
deslizantes como si fuesen libres. Asi, si el sistema estd constituido por los vectores v, V, , etc., la
resultante R se obtiene en un punto cualquiera del espacio P, llevando vectores idénticos a los
v,,V, , etc. uno tras otro y contruyendo un poligono (ver figura 4)
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Figura 4

Es importante resaltar que los vectores v, del sistema son deslizantes, pero la resultante R es

un vector libre que puede situarse en cualquier punto del espacio.

Dado un sistema de vectores deslizantes y un punto O, se define el momento polar del
sistema respecto de O, GO, como el vector fijo en O obtenido sumando vectorialmente los

momentos polares en O de todos los vectores del sistema. Es decir, si se denomina G,,; el

momento polar en O del vector V,, el momento polar del sistema respecto de O, se obtiene como

G, =2 G,, =2 0P; AV, (5)

1

donde P, es un punto de la recta soporte del vector V;




Partiendo de la expresién 2, vamos a hallar ahora una expresion similar que relaciona los
momentos polares del sistema respecto de dos puntos distintos. Si Py Q son dos puntos se tiene
(expresion 2)

aQl

ovi = Gpyi +QP AV,

Por otro lado, los momentos del sistema respecto de P y Q son

Gy =2 Gy,

Q
I
aQl

Pvi

z
1
Z
1
sustituyendo, se obtiene sucesivamente

Gy =%(Gpy +QPAT)=L Gy +ZQP AT, =Gy + QP ALY,

Pero ¥, es la resultante R del sistema, con lo que finalmente se obtiene la expresion
1

GQ=GP+QP/\—E : (6)
La ecuacién anterior tiene gran importancia y se utilizard repetidamente a lo largo del
capitulo.
Dado un sistema de vectores deslizantes y una recta r cualquiera, se define el momento dxico

del sistema respecto de r como un escalar obtenido sumando algebraicamente los momentos axicos
respecto de r de todos los vectores del sistema. Asf pues, si se denomina m; el momento 4xico

respecto de r del vector V, , el momento axico del sistema m es sencillamente
m=Xm, (N

donde la suma es algebraica, ya que los momentos 4xicos son escalares.

Si O es un punto cualquiera de la recta r y se utiliza la expresion 4, se tiene
m; =Gy To

y por tanto

ngmi=§(GOvi'fO)=f0'§i"’ Ovi

pero X G, es precisamente el momento polar del sistema respecto de O (ecuacién 5), con lo que
1
finalmente resulta

m=G, T, (8)

expresién que indica que el momento dxico del sistema respecto de r puede obtenerse también
como la proyeccién sobre r del momento polar del sistema respecto de un punto de la recta.




Corolarios

De las definiciones de momento polar y momento dxico del sistema y de la expresién
fundamental (ecuacién 6) que relaciona los momentos polares en dos puntos distintos, pueden

deducirse varios corolarios de gran interés practico:

a) El momento polar respecto de dos puntos P y Q tales que PQ es paralelo a la resultante es
el mismo.

En efecto, la expresion 6 indica que
G,=0,+QP AR
pero si QP es paralelo a R, su producto vectorial es cero y entonces
GQ =G, c.q.d.
b) El momento dxico respecto de dos rectas r y s paralelas a la resultante es el mismo.

En efecto, si O es un punto de la recta r y P un punto de la recta s , los momentos

axicos respecto de r y s serian respectivamente (ecuacion 8):

Go ' To

I
Ql
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m, p I
donde T, es un versor paralelo a R
Utilizando la expresién 6, se tiene
G,=G,+POAR
y sustituyendo, resulta
m, =(G, +POAR) -, =G, E, +(PO AR) T,
El vector PO AR es perpendicular a R y T, es paralelo a R, en consecuencia su producto
escalar es nulo, con lo que se obtiene finalmente

m, =Gg I, =m, c.q.d.

c) El producto escalar de la resultante por el momento polar es el mismo en todos los puntos
del espacio. Es decir, si P 'y Q son dos puntos cualquiera se tiene

G, R=G, R ©)

En efecto, la expresion 6 fundamental establece
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y por tanto

G, R=G, R+(QPAR)R

de nuevo, el vector (QT’ A R-) es perpendicular a R , por lo que su producto escalar por Resceroy
resulta la expresién 9, tal como se queria demostrar

d) Si se denomina 8 al dngulo que forma el momento polar con la resultante en un punto
cualquiera, se verifica que

Gceos=K (cte.) (10)

En efecto, para dos puntos Py Q cualquiera se tiene (ecuacion 9)

Desarrollando los productos escalares
G, -RcosB, =G, -R cos,
o bien

G, cos6, =G, cosb, =K c.q.d.

donde hemos denominado 6, al dngulo que forma G, con Ry 6, al dngulo que forma GQ con R
(ver figura 5)

Figura 5

e) De acuerdo con la expresién 10,. el momento polar en un punto cualquiera vale

G= K (1)
coso

siendo 0 el dngulo que forma G con R. El momento polar es minimo en los puntos en los que

§=0, es decir en puntos para los que el momento polar y la resultante sean paralelos.

Para tales puntos se tendrd

G=K=G,, | (12)




Eje central

Se denomina eje central del sistema al lugar geométrico de los puntos para los que el
momento polar es Gyin, 0 10 que es igual para los que el momento polar es paralelo a la resultante.

De acuerdo con el corolario a, si un punto P cumple la condicién de momento polar minimo,
lo cumplird también cualquier punto Q situado en la recta paralela a R por P. Asi pues, si
encontramos un punto P del eje central, éste quedard definido por la recta paralela a la resultante
que pasa por P.

Veamos entonces cémo encontrar un punto P del eje central. Para ello, se comienza hallando

el momento polar del sistema en un punto cualquiera O (por ejemplo, el origen de coordenadas). Si
el momento polar correspondiente G, resultara paralelo a R , O perteneceria al eje central y ya se

habria terminado el proceso. Si G, no es paralelo a R , vamos a demostrar que un punto P del eje

central es el que cumple la condicién siguiente:

— RAG
P=—l7

(13)

En efecto, de acuerdo con la expresidn 6, se tiene

=G,+POAR

P

Q|
aQl

Sustituyendo, resulta

Gy =Go + =5{(Go A R) A K]

La expresién entre corchetes es un doble producto vectorial que de acuerdo con la expresion

general:

(@ab)ac=(@c)b-(b-c)a (14)
resulta

(Go AR)AR=(G,-R)R-(R'R)G,
con lo que

GP="GO+%[(GO-E)E—R2 Go]zal‘;;ﬁﬁ (15)

Se comprueba que G, resulta paralelo a R con lo que queda demostrado que el punto P

pertenece al eje central.




Ademds, es facil ver que G, es igual al momento polar minimo. En efecto, segiin la ecuacion
10

_Gpcosh =

G, R=K
R

7 |

con lo que Gp =K
donde K es el momento minimo (ecuacion 12).

En resumen, ha quedado demostrado que el eje central es una recta paralela a la resultante por

el punto P que cumple la condicién expresada por la ecuacién 13.

Vamos a demostrar ahora que no existe ningiin punto fuera de dicha recta que cumpla la
condicién. Es decir, se trata de demostrar que si Q es un punto tal que _GQ es paraleloa R , Q debe

encontrarse en la recta paralela a R por P.

En efecto, si G, es paralelo a R debe cumplirse que
@Q AR=0

pero de acuerdo con la expresion 6, se tiene

—G—Q =G,+QP AR
Por tanto, debe cumplirse que
[GP+@A§]AE=O

Pero G, AR =0, ya que P es un punto del eje central, y sin embargo (QP A R)AR no
puede ser cero, por ser un producto vectorial de dos vectores perpendiculares, a menos que QP sea

paralelo a R , es decir que Q se encuentre en la recta paralela a la resultante por el punto P, 0 a

menos que R sea cero.

Es decir, el eje central es una recta paralela a la resultante por el punto P que cumple la
condicién 13 y la recta indicada es tnica, salvo que la resultante del sistema sea nula y en tal caso el

momento polar en todos los puntos del espacio es el mismo (expresion 6, cuando R =0)

Si denominamos (xp, yp, Zp) a las coordenadas cartesianas del punto Py (Ry, Ry, Ry) las

componentes cartesianas de la resultante, las ecuaciones del eje central son por tanto:

X=Xp _Y~Ye _27% (16)
R R R

X y z




Invariantes del sistema

Se denomina invariantes de un sistema de vectores deslizantes a aquellas magnitudes,
escalares o vectoriales, que son idénticas en todos los puntos del espacio. Invariantes existen
infinitos, pero todos ellos pueden deducirse a partir de dos, que son los Unicos independientes, el
denominado invariante vectorial, que es la resultante R y el denominado invariante escalar, que es
el producto escalar del momento polar por la resultante G R . Ambas magnitudes ya se demostrd
anteriormente que no dependen del punto elegido, por lo que efectivamente son invariantes del

sistema.
Clasificacion de sistemas

Los sistemas de vectores deslizantes se clasifican de acuerdo con el valor de sus invariantes.
Asi, podemos distinguir cuatro clases:

Clase I. Constituida por sistemas en los que ambos invariantes son distintos de cero:

R#0
G-R#0

Clase II. Constituida por sistemas en los que el invariante escalar es cero, pero la resultante no
es nula:

R#0
G-R=0
Los sistemas de esta clase son tales que el momento polar en todos los puntos es siempre

normal a la resultante. En los puntos del eje central en los que G y R deben ser paralelos, se llega a
la conclusién de que el momento polar debe ser nulo. Entre ellos se encuentran los casos, de tanto
interés en Mecdnica, de sistemas de vectores concurrentes, sistemas planos y sistemas de vectores
paralelos.

Clase III. Constituida por sistemas en los que la resultante es nula:
R=0
Obviamente, si la resultante es nula, el invariante escalar también tiene que ser cero: R-G=0.En

esta clase de sistemas, tal como indicamos anteriormente el momento polar en todos los puntos del
espacio es el mismo. Los sistemas de esta clase tienen momento polar distinto de cero:

G#0

Clase IV. Constituida por sistemas en los que tanto la resultante como el momento polar en
todos los puntos del espacio son nulos:

R=0
G=0

En esta clase se incluyen los sistemas de fuerzas que actuan sobre un sélido rigido en Estatica.




Equivalencia de sistemas

Se dice que dos sistemas de vectores deslizantes son equivalentes cuando el momento polar
de ambos sistemas en todos los puntos del espacio es el mismo. Es decir, para todo punto P debe

verificarse que

G, =G; 17
donde G, es el momento polar en P del primer sistema y G;, el del segundo.
Si dos sistemas son equivalentes, su resultante debe ser la misma.
En efecto, debe cumplirse la igualdad 17 para todo punto del espacio.

En particular, debe cumplirse también para otro punto Q:
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pero de acuerdo con la expresién 6 se tiene
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donde se denomina R y R’ a las resultantes de los dos sistemas

Restando miembro a miembro las dltimas expresiones resulta
QP A (R-R')=0

Esta expresién debe cumplirse para toda pareja de puntos Py Q del espacio. Es decir, debe
cumplirse cuando QP es un vector cualquiera del espacio, lo cual implica R-R’=0, o bien

R=R’ c.q.d.

Viceversa, si dos sistemas tienen igual resultante e igual momento polar en un punto,

puede afirmarse que los sistemas son equivalentes.

Es decir, se supone que R =R’y que en un punto O se tiene G, = G, . Para todo punto P del
espacio, la expresion 6 indica que

G,+POAR
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como R=R’y G, =G}, se deduce que G, = Gy, que es la condicién para que los dos sistemas

sean equivalentes.



Reduccion de sistemas

Se denomina reduccién de un sistema de vectores deslizantes a la operacién de encontrar un
sistema equivalente constituido por un menor niimero de vectores.

La importancia practica de la reduccién de sistemas es clara. En muchos campos de la
Mecénica aparecen sistemas constituidos por un nimero elevado de vectores y en los que debe
obtenerse el momento polar en un gran nimero de puntos. En estos casos, la reduccion del sistema
hasta tener un sistema equivalente constituido por uno, dos o tres vectores como maximo permite
hallar el momento polar (que por definicién es igual al del sistema inicial) con mucho menor
esfuerzo de célculo.

La reduccién méxima de un sistema es distinta, dependiendo de la clase del mismo. Para
sistemas de la clase I (R # 0, R-G #0) el sistema mds reducido estd consituido por un vector des-
lizante ¥’ igual a la resultante aplicado segtin una recta cualquiera y un par de vectores v,y ¥, (dos
vectores iguales y de sentido contrario) cuyo momento polar G, sea igual al momento polar del

sistema original en los puntos tales como el O de la recta soporte del primer vector (ver figura 6).
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Figura 6

Tal como se ha definido, el sistema reducido tiene la misma resultante que el original y el
mismo momento polar en el punto O, por tanto es equivalente al primero.

La reduccién a un vector deslizante en un punto mas un par es por tanto la reduccién més
general de los sistemas de la clase I. El sistema reducido es distinto dependiendo del punto en que
se aplica el vector.

En el caso importantisimo de sistemas de la clase II, se puede realizar la reduccion general a
un sistema constituido por un vector y un par en un punto cualquiera. Como para esta clase se tiene
G-R =0, el momento del par debe ser normal al vector. Sin embargo, se puede llevar a cabo una
mayor reduccién, si se elige como recta de aplicacién del vector el eje central del sistema. En tal
caso, como el momento polar es nulo, la reduccién se limita a un solo vector deslizante igual a la
resultante ( ver figura 7).
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Figura 7

Para sistemas de la clase III, (K = 0) el sistema més reducido est4 constituido por un par de

vectores cuyo momento polar sea igual al momento polar del sistema original, que es el mismo en

todos los puntos del espacio (ver figura 8).
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Figura 8

Finalmente, los sistemas de la clase IV (_R_ =0,G= O) se reducen a cero, es decir a un

sistema sin ningun vector.




