Capitulo 3

Compacidad

3.1. Espacios compactos

Sea X un espacio topolégico. Diremos que una coleccién U = {Uy}aea es un recubrimiento de

X si
X =Ju.
AEA
Si U, es abierto para todo A € A diremos que U es un recubrimiento abierto de X. Por otro lado,
diremos que la coleccion U' = {U/ } e es un subrecubrimiento de U si U’ es un recubrimiento de
X tal que ' C U.

Definicién 3.1.1. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es compacto si todo recubri-
miento abierto de X admite un subrecubrimiento finito.

Ejemplos
1. Todo espacio indiscreto X es compacto.

En efecto, si U es un recubrimiento abierto de X, entonces X € U y, por tanto, U = {X} es
un subrecubrimiento finito de X.

2. Todo espacio finito X es compacto ya que todo recubrimiento abierto de X es finito.

3. Sea X un espacio discreto. X es compacto si y solo si X es finito.

“=” Considremos el recubrimiento abierto U = {{z}}.cx de X. Como X es compacto, U
admite un subrecubrimiento finito U’ = {{z;}};=1,.._, de donde se sigue que X = {xy,...,2,}.

“«<=" Es una consecuencia directa del ejemplo anterior.
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4. El conjunto R de los niimeros reales dotado de la topologia usual no es compacto.

En efecto, el recubrimiento abiertod = {(—n, n) | n € N} no admite ningtin subrecubrimiento
finito.

5. R™ con la topologia usual no es compacto (Ejercicio).

Sea X un espacio topoldgico y A C X un subespacio. Diremos que U = {U)y},ea es un recubri-
miento de A por abiertos de X si Uy es abierto en X para cada A € Ay

Ac o

AEA

Proposicion 3.1.2. Sea X un espacio topologico y A C X un subespacio. Entonces, A es

compacto si y solo si todo recubrimiento de A por abiertos de X admite un subrecubrimiento
finito.

Demostracion. Ejercicio. O

Ejemplos

1. Consideremos en R con la topologia usual el subconjunto
1
A= {— |n e N} .
n

A no es compacto ya que A es un subespacio discreto de R que tiene infinitos elementos.
Sin embargo A = AU {0} es compacto. En efecto, sea U = {Uy}rca un recubrimiento de A
por abiertos de R. Sea U,, € U tal que 0 € U,,. Como U), es un entorno de 0 y la sucesién
(1/n)nen converge a 0 existe ng € N tal que sin > ng, 1/n € U,,. Para cada n < ng escogemos
Uy, € U tal que 1/n € U,,. Por construccién U' = {U,, }io....ny—1 €s un subrecubrimiento
finito de U y, por tanto, A es compacto.

3.2. Compacidad y aplicaciones continuas

Teorema 3.2.1. Sean X e Y espacios topologicos y f : X — Y una aplicacion continua. Si
X es compacto, entonces f(X) es compacto.
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Demostracion. Seald = {Uy}rep un recubrimiento de f(X) por abiertos de Y. Como f es continua,
para cada A € A, Vy = f~1(U,) es abierto en X y

X=f1(fXx)=r" (U UA) = U 71Uy = U Vi

AEA AEA

Como consecuencia V = {V)}, ea es un recubrimiento abierto de X vy, puesto que X es compacto,
V admite un subrecubrimiento finito V' = {V}, };=1.. . Como consecuencia,

77777

fX)=f(VaU...UVy)=f(Va)U...Uf(Va,) =
FUTHON) U UF(fHUL,)) CUN UL Uy,

y, por tanto, U' = {U,, }i=1,.» es un subrecubrimiento finito de U lo que garantiza la compacidad
de f(X). O

| Corolario 3.2.2. La compacidad es una propiedad topologica.

| Corolario 3.2.3. Todo cociente de un espacio topoldgico compacto es compacto.

3.3. Compacidad de los intervalos

Teorema 3.3.1. El intervalo [0,1] con la topologia usual es compacto.

Demostracion. Sea U = {Ux}rea un recubrimiento abierto de [0, 1]. Se define
C ={z €10,1] | [0, z] estd recubierto por un nimero finito de abiertos de U}

El conjunto C' # () ya que 0 € C. Ademds, dado que C' C [0,1] se tiene que C estd acotado
superiormente. Sea ¢ = sup C. Obsérvese que, como C' C [0,1] y [0,1] es cerrado se tiene que
¢ € [0,1]. Veamos que ¢ = 1. Supongamos, razonando por reduccién al absurdo, que ¢ < 1y sea
Uy, € U tal que ¢ € U,,. Como U,, es abierto en [0,1] y ¢ < 1 se tiene que existe ¢ > 0 tal que
(c—e,c+e) CU,,.Sead € (¢,c+¢). Veamos que d € C. Puesto que ¢ = sup C se tiene que existe
be C tal que c —e < b < c. Como consecuencia, existen Uy, ,..., Uy, € U tales que

[O,b] C U)\IU...UU,\H
y, dado que [b,d] C U,,, se tiene que
[O,d] C U)q U...UUAHUU,\C.

Por consiguiente, d € C' lo que contradice que ¢ = sup C. Entonces ¢ = 1, lo que garantiza la
compacidad de [0, 1]. O
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Corolario 3.3.2. S! es compacto.

En general si J C R es un intervalo existen tres opciones:

1. Si J es un intervalo cerrado se tiene que J = [0, 1] y, dado que la compacidad es una propiedad
topoldgica se tiene que J es compacto.

2. Si J es un intervalo abierto entonces J ~ R y, puesto que R no es compacto se tiene J no es
compacto.

3. En otro caso, J ~ [0,1) y [0, 1) no es compacto ya que el recubrimiento abierto
U=A{[0,1—-1/n)}n>>

no admite ningiin subrecubrimiento finito.

Corolario 3.3.3. Los subconjuntos compactos y conexos de la recta real son los intervalos
cerrados y los puntos.

3.4. Subespacios compactos de espacios 15

Proposicion 3.4.1. Sea X un espacio topolégico compacto. Si A C X es cerrado, entonces A
es compacto.

Demostracion. Sea U = {Uy}rex un recubrimiento de A por abiertos de X. Puesto que A es
cerrado, X \ A es abierto y, como consecuencia, V = U U{X \ A} es un recubrimiento abierto de X.
Como X es compacto, V admite un subrecubrimiento finito V' = {U,,,...,U,,, X \ A} y, por tanto,
U = {U,, }i=1,. »n es un subrecubrimiento finito de U lo que garantiza la compacidad de A. ]

Teorema 3.4.2. Sea X un espacio topologico To y A C X un subconjunto compacto. Entonces
A es cerrado en X.

Demostracion. Supongamos, razonando por reduccién al absurdo, que A no es cerrado en X. En-
tonces, existe z € A\ A. Puesto que X es un espacio T3 se tiene que dado 3 € A existen abiertos
U, y V, disjuntos tales que y € U, e z € V,,. La coleccion U = {U,},ca es un recubrimiento de A
por abiertos de X y, como A es compacto, Y admite un subrecubrimiento finito U = {Uy, }i=1,n.
Por otro lado, z € V =V, N...NV,, que es abierto en X y satisface que VN A = () ya que en otro
caso, VN U, # 0 para algin ¢ = 1,...,n en contradiccién con la eleccién de V. Esto contradice
que z € A y, por consiguiente, A es cerrado en X. L]
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Ejemplos

1. Si X es un espacio indiscreto con mas de un elemento y A C X es un subconjunto no vacio
entonces A es compacto. Sin embargo, A no es cerrado ya que X \ A es distinto del vacio y
del total.

2. Si X no es T7 los conjuntos unipuntuales son compactos pero no son cerrados.

3. Consideremos en el conjunto R de los niimeros reales la topologia cofinita 7o y sea A C Rep
un subconjunto. Entonces A es compacto.

En efecto, sea U = {Uy}rea un recubrimiento de A por abiertos de Reop. Fijado Uy, € U,
dado que Rep \ Uy, es finito se tiene que existen a lo sumo un nimero finito de puntos
x1,...,2, € A\ U,,. Entonces, si para cada i = 1 ..., n escogemos U,, € U tal que x; € Uy,.
Como consecuencia la coleccion U’ = {Uy, }i—o,.., s un subrecubrimiento finito de U y, por
tanto, A es compacto.

Por otro lado, los tinicos subconjuntos cerrados de Rop son los finitos.

Corolario 3.4.3. La interseccion arbitraria de subconjuntos compactos de un espacio Ty es
compacto.

Demostracion. Ejercicio. O]

Corolario 3.4.4. Sean X e Y espacios topologicos y f : X — Y una aplicacion continua. Si
X es compacto e Y es Ty entonces f es cerrada. Si ademds [ es sobreyectiva entonces es una
identificacion y si es biyectiva un homeomorfismo.

3.5. Producto de espacios compactos

Lema 3.5.1 (Entorno tubular). Sean X e Y espacios topoldgicos. Supongamos que Y es com-
pacto. Entonces, dado x € X y V' abierto de X XY tal que {x} XY C V existe U abierto en
X talquex e U yUXxY CV.

Demostracion. Dado y € Y se tiene que (z,y) € {z} x Y C V y, por tanto, existe un abierto
producto U, x V,, tal que (z,y) € U, x V,, C V. La colecciéon U = {U, x V, } ey es un recubrimiento
de {x} x Y por abiertos de X x Y. El conjunto {z} XY es compacto ya que es homeomorfo a Y que
es compacto por hipétesis. Por tanto, i admite un subrecubrimiento finito U" = {U,, XV}, }i=1,..n.
Ademas, la construccién garantiza que

{z} xY Cc (U, xV,,)U...U(U,, xV,)CV.

Por consiguente, si escogemos U = (2, U, se tiene que {z} xY CU xY C V. O
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| Teorema 3.5.2. Sean X e Y espacios topolégicos compactos. Entonces X XY es compacto.

Demostracion. Sea V un recubrimiento abierto de X x Y. Fijado x € X, V es un recubrimiento de
{z} x Y por abiertos de X x Y. Puesto que {z} X Y es compacto existen Vy,...,V,, € V tales que

{z} xY CV,=VU...UV,.
Ademas, el lema del entorno tubular garantiza que existe U, abierto en X tal que
{z} xY CU, xY CV,.

La coleccién U = {U, }.ex es un recubrimiento abierto de X y, puesto que X es compacto, admite
un subrecubrimiento finito U’ = {U,, };—1.. . Como consecuencia

XxYCU,xYU...UU, xY CV, U...UV,,

y, puesto que cada V,, es la unién de un nimero finito de elementos de V, se sigue que V admite
un subrecubrimiento finito. O]

Corolario 3.5.3. [0, 1] x [0, 1] es compacto y, por tanto, lo son todos sus cocientes.

3.6. Subconjuntos compactos de R”

Teorema 3.6.1. En R"™ con la topologia usual A C R™ es compacto si y solo si A es cerrado y
acotado con respecto a la distancia euclidea.

Demostracion. “="
Puesto que R™ es T, si A C R™ es compacto entonces A es cerrado. Por otro lado, la coleccion
U = {B(0, k) }ren es un recubrimiento de A por abiertos de R™. Puesto que A es compacto existen
k1,...,ks € N tales que
AC B(0,k)U...UB(0,ks) = B(0,m)

con m = max;_;__sk;. Por tanto, A es acotado.

“«<=” Supongamos que A C R" es cerrado y acotado con respecto a la distancia euclidea. Puesto
que A es acotado existe k € N tal que A C [—k, k]™. El intervalo [—k, k] es compacto y, dado que el
producto de dos compactos es compacto, se sigue facilmente por induccién que [—k, k]™ es compacto.
Dado que A es un cerrado contenido el compacto [—k, k]™ se sigue que A es compacto. O

Corolario 3.6.2. Sea X un espacio topologico compacto y f : X —> R una aplicacion conti-
nua. Entonces f alcanza el mazximo y el minimo.

Demostracion. Como X es compacto se tiene que f(X) C R es compacto. Por tanto f(X) es
cerrado y acotado. Como f(X) es acotado existen m = inf f(X) y M = sup f(X). Puesto que m y
M son puntos adherentes de f(X) y f(X) es cerrado en R se tiene que m, M € f(X). O]
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Demostracion. Ejercicio. O

Ejemplos
1. La esfera unidad S™ C R™"! es compacto.

En efecto, sea

foRYME— R

f@1, oo @pr) =27+ 20,

Es claro que S™ = f~'({1}) y, puesto que f es continua y {1} es cerrado en R se tiene que
S™ es cerrado en R™™!. Ademés, S™ C B(0,2) y, por tanto, es acotado.

2. La bola cerrada B(0,1) es compacto.

B(0,1) es cerrado siendo la adherencia de B(0, 1) y es acotado ya que B(0,1) C B(0,2).

3.7. Lema del nimero de Lebesgue

Demostracion. Ejercicio. O

Demostracion. Si X € U no hay nada que probar asi que supongamos que X ¢ U. Sea U' =
{Uy,...,U,} un subrecubrimiento finito Y. Para cada i = 1,...,n se definen C; = X \ U; y
f: X — R dada por

f) = 3 d(w, G,
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La aplicacién f es continuay f(z) > 0 para todo = € X. En efecto, la continuidad de f se sigue
del lema anterior. Por otro lado, dado z € X existe ¢ tal que z € U;. Como U; es abierto existe
e > 0 tal que B(z,¢) C U;. Por tanto, d(z,C;) > ¢y, como consecuencia, f(z) >¢e/n > 0.

Como f es continua y X es compacto existe § = min,cx f(x). Puesto que f(z) > 0 para todo
r € X se sigue que 6 > 0. Sea A C X tal que 6(A) < 6. Entonces, dado zg € A, A C B(zo,9) v,
como consecuencia,
§ < fzg) < iméX d(xq, Cy).

Sea m tal que d(xg,C,,) = méx;—1,._, d(zo, C;), entonces

A C B(z0,68) C Uy,

3.8. Compacidad local

Definicién 3.8.1. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es localmente compacto si
cada z € X posee un entorno compacto.

Ejemplos
1. R™ con la topologia usual es localmente compacto.

En efecto, dado x € R™, la bola cerrada B(z, 1) es un entorno compacto de x.

2. Todo espacio discreto X es localmente compacto ya que dado x € X, {z} es un entorno
compacto de x.

3. El conjunto de los nimeros racionales Q dotado de la topologia usual no es localmente com-
pacto.

Si Q fuese localmente compacto, dado p € Q existiria N entorno compacto de p en Q. Como
N es un entorno de p en Q existe € > 0 tal que (p —e,p+¢) NQ C N. Por otro lado, como
N es compacto se tiene que N es cerrado en R. Como consecuencia, N contiene a todos sus
puntos de acumulacién y, por tanto, [p —e,p+ €] C N lo que contradice que N C Q.

4. La recta de Sorgenfrey Rg no es localmente compacto.

Sea x € Rg y N € N,. Entonces, existe y € N tal que [z,y) C N. Como Rg es un espacio
regular y [x,y) es cerrado en Rg se tiene que para cada z € N \ [z,y) existe un abierto U, de
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Rg tal que z € U, y U, N [z,y) = 0. Es facil ver que el recubrimiento de N por abiertos de

Rg dado por
n—1ly+=x
U={U.}.em\foy) U { {fﬁ %)}
n>2

n

no admite ningin subrecubrimiento finito.

3.9. La compactificacion de Alexandroff

Sea (X, 7T) un espacio topoldgico Tp. Consideremos el conjunto Y que se obtiene a partir del
espacio X anadiendo un punto adicional que denotaremos por oo ¢ X. La familia de conjuntos

v =7U{Y\ K | K C X es compacto}

es una topologia en Y = X U {oo}. El espacio topoldgico (Y, 7y) se denomina compactificacion de
Alexandroff o compactificacion por un punto de X.

Teorema 3.9.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. La compactificacion de Alexandroff Y de X
tiene las siguientes propiedades:

(1) Y es compacto.
(2) La topologia de X como subespacio de Y coincide con T.

(3) Y es Ty siy solo si X es localmente compacto.

Demostracion. (1) Veamos que Y es compacto. Sea Y un recubrimiento abierto de Y y sea Uy, € U
tal que oo € Uy. Entonces K = Y \ U, es compacto y, puesto que U es un recubrimiento de K
por abiertos de Y, existen Uy, ..., U, € U tales que

KcUu...uU,.

Como consencuencia,
YCcUU...UU,UUx

y, por tanto, U’ = {Uy, ..., U, Usx} es un subrecubrimiento finito de U.
(2) Sea 7, la topologia relativa de X como subespacio de Y. Veamos que 75 = 7.

“C” Sea U € 7,. Entonces existe U’ € 1y tal que U = U' N X. Si oo ¢ U’ entonces U' C X y
U’ € 7. Por tanto U = U’ € 7. Por otro lado, si co € U’ se tiene que existe un compacto K C X
tal que U’ =Y \ K. Se sigue que,

U=UNX=Y\K)NX=X\K.
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Puesto que (X, 7) es Ty y K es compacto, se sigue que K es cerrado en (X, 7) y, por consiguiente,
Uer.

“D” Este contenido se sigue inmediatamente del hecho de que 7 C 7y

(3) “=" Supongamos que Y es Ty. Entonces, dado x € X existen abiertos disjuntos U y V de
Y tales que x € U, oo € V. Como consecuencia U es un subconjunto abierto de X contenido en el
compacto N =Y \ V lo que garantiza la compacidad local de X.

“«<=" Supongamos que X es localmente compacto. Como X es Ty y 7 C 7y basta probar que
dado z € X existen U y V abiertos disjuntos de Y tales que x € U, co € V y UNV = (). Como
X es localmente compacto, dado = € X existe N C X entorno compacto de x, es decir, N es un
subconjunto compacto de X tal que existe U abierto de X y, por tanto, de Y, tal que x € U C N.
Entonces, V =Y \ N es un abierto de Y disjunto de U tal que co € V' de donde se sigue que Y es
Ts. m

Ejemplos

1. La compactificacién de Alexandroff de R™ es homeomorfo a la esfera S™.

2. La compactificacién de Alexandroff del cilindro S' xR es homeomorfo al toro con un meridiano
identificado a un punto.



